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A B S T R A C T

The trans port of fis sion gas from within the fuel grains to the grain bound aries (in tra­gran u lar fis sion gas re lease) is a
fun da men tal con trol ling mech a nism of fis sion gas re lease and gaseous swelling in nu clear fuel. Hence, ac cu rate nu mer i ­
cal so lu tion of the cor re spond ing math e mat i cal prob lem needs to be in cluded in fis sion gas be hav iour mod els used in
fuel per for mance codes. Un der the as sump tion of equi lib rium be tween trap ping and res o lu tion, the process can be de ­
scribed math e mat i cally by a sin gle dif fu sion equa tion for the gas atom con cen tra tion in a grain. In this pa per, we pro ­
pose a new nu mer i cal al go rithm (Poly Pole­1) to ef fi ciently solve the fis sion gas dif fu sion equa tion in time­vary ing con ­
di tions. The Poly Pole­1 al go rithm is based on the an a lytic modal so lu tion of the dif fu sion equa tion for con stant con di ­
tions, com bined with poly no mial cor rec tive  terms that em body the  in for ma tion on the de vi a tion from con stant con di ­
tions. The new al go rithm is ver i fied by com par ing the re sults to a fi nite dif fer ence so lu tion over a large num ber of ran ­
domly gen er ated op er a tion his to ries. Fur ther more,  com par i son  to  state­of­the­art  al go rithms used  in  fuel per for mance
codes demon strates that the ac cu racy of Poly Pole­1 is su pe rior to other al go rithms, with sim i lar com pu ta tional ef fort. Fi ­
nally, the con cept of Poly Pole­1 may be ex tended to the so lu tion of the gen eral prob lem of in tra­gran u lar fis sion gas dif ­
fu sion dur ing non­equi lib rium trap ping and res o lu tion, which will be the sub ject of fu ture work.
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1. Introduction

Dur ing ir ra di a tion of nu clear fuel  in  the re ac tor, var i ous  iso topes
of  the no ble gases xenon and kryp ton are di rectly cre ated in side the
fuel grains by fis sion, but may also orig i nate  from de cay processes.
Fis sion gas atoms can dif fuse to the grain bound aries where they pre ­
cip i tate  into  in ter­gran u lar  bub bles  con tribut ing  to  fuel  swelling.  A
frac tion of the gas that reaches the grain bound aries can even tu ally be
re leased to the fuel rod free vol ume through in ter­link age of the in ter­
gran u lar bub bles [1–6].

Hence,  the  first  and  ba sic  step  of  fis sion  gas  re lease  (FGR)  and
gaseous swelling is gas atom trans port from within the grains to the
grain bound aries  (in tra­gran u lar  fis sion  gas  re lease).  It  fol lows  that
mod el ling of this process is a fun da men tal com po nent of any fis sion
gas be hav iour model  in a  fuel per for mance code. Fis sion gas  trans ­
port  to  the  grain  bound aries  oc curs  by  ther mal  and  ir ra di a tion­en ­
hanced dif fu sion of sin gle gas atoms, cou pled with trap ping in and ir ­
ra di a tion­in duced  res o lu tion  from  in tra­gran u lar  bub bles.  Dif fu sion
of  in tra­gran u lar  bub bles  be comes  rel e vant  at  high  tem per a tures,
above ∼1800 °C [2,7]. Thus, mod el ling in tra­gran u lar fis sion gas re ­
lease  calls  for  the  treat ment  of  dif fer ent  con comi tant  mech a nisms,
namely, dif fu sion cou pled with trap ping and res o lu tion of gas atoms.
Ex ten sive lit er a ture deals with the eval u a tion of the pa ra me ters char ­
ac ter iz ing these mech a nisms, both ex per i men tal and the o ret i cal work
(e.g., [2,3,8–16]).  Rather,  in  this  pa per  we  deal  with  the  nu mer i cal
prob lem as so ci ated with the com pu ta tional so lu tion of the equa tions
de scrib ing the process. Clearly, this prob lem has an enor mous prac ti
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cal  im por tance  for  fis sion gas be hav iour cal cu la tions  in  fuel per for ­
mance analy sis.

Speight [17] pro posed a sim pli fied math e mat i cal de scrip tion of in ­
tra­gran u lar  fis sion gas  re lease. He  lumped  the  trap ping and  res o lu ­
tion rates into an ef fec tive dif fu sion co ef fi cient, re stat ing the math e ­
mat i cal prob lem as purely dif fu sive. Such sim pli fi ca tion im plies  the
as sump tion  of  equi lib rium  be tween  trap ping  and  res o lu tion  (quasi­
sta tion ary ap proach). To the best of our knowl edge,  the for mu la tion
of Speight is uni ver sally adopted for mod els em ployed in fuel per for ­
mance codes (e.g., [18–22]). In ad di tion, the as sump tion of spher i cal
grain geom e try [23] is ap plied. The so lu tion of the dif fu sion equa tion
for  con stant  con di tions  is  well  known.  Nev er the less,  time­vary ing
con di tions are in volved in re al is tic prob lems. There fore, the so lu tion
for time­vary ing con di tions is the is sue of in ter est for ap pli ca tions in
fuel per for mance analy sis, which calls  for  the de vel op ment of ded i ­
cated nu mer i cal al go rithms. Given  the very high num ber of calls of
each lo cal model (such as the fis sion gas be hav iour model) in a fuel
per for mance code dur ing the analy sis of a de tailed fuel rod ir ra di a tion
his tory, in ad di tion to the re quire ment of suit able ac cu racy for the nu ­
mer i cal so lu tion, there is a re quire ment of low com pu ta tional cost. Of
course, the nu mer i cal so lu tion of the dif fu sion equa tion in time­vary ­
ing con di tions may be ob tained us ing a spa tial dis cretiza tion method
such  as  a  fi nite  dif fer ence  scheme.  How ever,  the  as so ci ated
high com pu ta tional ef fort can make a space­dis cretiza tion based so lu ­
tion im prac ti cal for ap pli ca tion in fuel per for mance codes. Sev eral al ­
ter na tive al go rithms that pro vide ap prox i mate so lu tions at high speed
of com pu ta tion and can be used in fuel per for mance codes have been
de vel oped [24–32]. In this work, we pro pose a new nu mer i cal al go ­
rithm  for  the  ac cu rate  and  fast  so lu tion of  the dif fu sion  equa tion  in
time­vary ing con di tions, which we call Poly Pole­1.

http://dx.doi.org/10. 1016/ j. jnucmat. 2016. 06. 028
0022­3115/© 2016 Published by Elsevier Ltd.
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• The ANS­5.4 al go rithm [34], which has been ap plied as ref er ­
ence so lu tion in sev eral nu mer i cal ex per i ments (Sec tion 3.1.1).

• A fi nite dif fer ence al go rithm that we de vel oped and used as ref ­
er ence so lu tion in this work (Sec tion 3.1.2).

• Two state­of­the­art al go rithms for fuel per for mance codes, i.e.,
the UR GAS al go rithm de vel oped in [28,29] and the FOR MAS
al go rithm from [26,31] (Sec tions 3.2.1, 3.2.2). We re fer to these
meth ods as UR GAS and FOR MAS fol low ing the nomen cla ture
in [29]. These  two al go rithms are widely used  in mod ern  fuel
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The struc ture of the pa per is as fol lows. In Sec tion 2, we dis cuss
the math e mat i cal for mu la tion of the in tra­gran u lar fis sion gas re lease
prob lem. In Sec tion 3, we pro vide an overview of ex ist ing nu mer i cal
al go rithms for the so lu tion of the prob lem. In Sec tion 4, we de scribe
the  con cept  of  the  Poly Pole­1  al go rithm  and  pro vide  a  the o ret i cal
com par i son with other al go rithms used in fuel per for mance codes. In
Sec tion 5, we ver ify  the Poly Pole­1 al go rithm  through an ex ten sive
nu mer i cal  analy sis. Also, we  com pare  Poly Pole­1  to  other  state­of­
the­art al go rithms in terms of ac cu racy and com pu ta tional ef fi ciency.
Con clu sions are drawn and  sug ges tions  for  fur ther de vel op ment  are
out lined in Sec tion 6.

2. Mathematical problem

The prob lem of gas atom dif fu sion dur ing trap ping and res o lu tion
can  be  stated  math e mat i cally  with  a  sys tem  of  par tial  dif fer en tial
equa tions

where    (at.  m )  is  the  con cen tra tion  of  sin gle  gas  atoms  dis ­
solved in the lat tice,   (at. m ) is the con cen tra tion of gas atoms in
in tra­gran u lar bub bles,   (m  s ) is the sin gle gas atom dif fu sion co ­
ef fi cient,   (s ) is the trap ping rate,   (s ) is the res o lu tion rate, and 
 (at. m  s ) is the gas pro duc tion term. In tra­gran u lar bub bles are
con sid ered as im mo bile. The processes de scribed by Eq. (1) are rep ­
re sented in Fig. 1.

Speight  [17]  solved  Eq.  (1)  in  spher i cal  geom e try,  for  con stant
con di tions (i.e., con stant  ,  ,  ,  ) and with zero ini tial con di tions
for c and m. He  then sim pli fied  the an a lytic so lu tion as sum ing  that,
for times of en gi neer ing in ter est, trap ping and res o lu tion are in equi ­
lib rium, i.e.,   (quasi­sta tion ary ap proach). This leads to
sim pli fi ca tion of Eq. (1) into a sin gle dif fu sion equa tion for the to tal
con cen tra tion of gas in the grain   (at. m )

Eq. (2)  is  for mally  iden ti cal  to  the dif fu sion equa tion pre vi ously
de rived by Booth [23] for the case of dif fu sion of sin gle gas atoms in
ab sence  of  bub bles.  The  ef fec tive  dif fu sion  co ef fi cient  in  Eq.  (2), 

 (m  s ),  ac counts  for  the  re duced  dif fu sion  rate  of  sin gle  gas
atoms due to the trap ping and res o lu tion ef fects in pres ence of im mo ­
bile in tra­gran u lar bub bles. Van Uf fe len et al. [33] ex tended Speight's

Fig. 1. Sketch rep re sent ing the main mech a nisms of in tra­gran u lar fis sion gas re lease.

for mu la tion for  D  to ac count for the con tri bu tion of Brown ian bub ­
ble mo tion while pre serv ing the form of Eq. (2).

The an a lytic so lu tion of Eq. (2) for con stant con di tions (con stant β
and D ) in spher i cal grain geom e try is well known (e.g., [29]). For
the pur pose of mod el ling in tra­gran u lar fis sion gas re lease, we fo cus
on the spa tial av er age in the grain of the to tal gas con cen tra tion, 
.  A  per fect  sink  bound ary  con di tion  at  the  grain  bound ary,  i.e., 

 with a  (m) be ing  the  ra dius of  the  spher i cal grain,  and
ini tial con di tion    are  con sid ered. The an a lytic  ex pres sion
of   for con stant con di tions is ob tained by in te grat ing the so lu tion
of Eq. (2),  , over the spher i cal do main, and reads

The full de riva tion of Eq. (3) is re ported in the Appendix. This so ­
lu tion is not di rectly ap plic a ble to re al is tic prob lems, for which time­
vary ing con di tions need to be con sid ered. There fore, the math e mat i ­
cal  prob lem of  in tra­gran u lar  fis sion  gas  re lease  of  in ter est  for  fuel
per for mance analy sis and con sid ered in the pre sent work is

with  Dirich let  bound ary  con di tion    and  the  sym me try
con di tion  .  Eq.  (4)  needs  to  be  solved  nu mer i cally
with ded i cated al go rithms.

3. Overview of numerical algorithms

In com pu ta tional prob lems of  in ter est here,  time is dis cre tised in
time­steps,   ( ), with the ini tial con di tions known at 
. With ref er ence to Eq. (4), a nu mer i cal so lu tion al go rithm is de fined
as (a) in cre men tal if it de ter mines an (av er age) ap prox i mate so lu tion, 

, given the ini tial con di tion  , or  (b) non­in cre men tal
if it re quires the knowl edge of the en tire pre vi ous his tory. Gen er ally,
non­in cre men tal  al go rithms  re quire  higher  com puter  stor age  and
time.

As  men tioned,  nu mer i cal  al go rithms  used  in  fuel  per for mance
codes need to be ap plic a ble  to  time­vary ing con di tions and to al low
for low com pu ta tional cost. Also, these al go rithms need to be ver i fied
for  ac cu racy  as  stand­alone  against  ref er ence  so lu tions.  In  this Sec ­
tion, we  there fore  de lin eate  the  back ground  of  the  pre sent  re search
through an overview of ex ist ing nu mer i cal al go rithms for the so lu tion
of Eq. (4). Both al go rithms used as ref er ence and used in fuel per for ­
mance codes are in cluded. In par tic u lar, we con sider:
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per for mance codes  (e.g.,  [18,20–22])  and will be  com pared  to
our new al go rithm Poly Pole­1 later in this pa per.
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3.1. Reference algorithms

3.1.1. ANS­5.4 quasi­exact algorithm
The ANS­5.4 al go rithm [34] is de rived di rectly from the an a lytic

so lu tion  of  the  dif fu sion  equa tion  for  con stant  con di tions  (Eq.  (3)).
The main  draw back  of  this  al go rithm  is  that  it  is  non­in cre men tal,
thus  it  re quires a com pu ta tional ef fort ex po nen tially  in creas ing with
the num ber of time steps. Nev er the less, the ANS­5.4 so lu tion is ex act
for  piece wise­con stant  con di tions.  The  ANS­5.4  al go rithm  is  thus
only af fected by er rors due  to dis cretization of  a  real op er a tion his ­
tory  into piece wise­con stant  con di tions. For  this  rea son,  it  has been
used as ref er ence so lu tion in sev eral nu mer i cal ex per i ments based on
piece wise­con stant op er a tion his to ries [29,30,32].

3.1.2. Finite difference reference algorithm
In  this  work,  a  fi nite  dif fer ence  (FD)  al go rithm  is  de vel oped  to

pro vide a ref er ence nu mer i cal so lu tion of Eq. (4). Such ref er ence so ­
lu tion will be used to eval u ate the ac cu racy of al ter na tive al go rithms
that are in tended to al low for lower com pu ta tional ef fort.

The  de vel oped FD  al go rithm  is  fully  im plicit  first  or der  in  time
and sec ond or der in space. An adap tive time step con trol is in cluded,
as il lus trated in Fig. 2. The out put so lu tion is cal cu lated with a fully
im plicit scheme (back ward Euler,  ). At each time step, also the
ex plicit so lu tion (for ward Euler,  ) is cal cu lated, and the ab solute
dif fer ence be tween  the ex plicit  and  the  im plicit  so lu tions  is used  to
ob tain  an  es ti ma tion  of  the  sec ond­or der  er ror,  .  The  next  time
step,  , is then com puted based on this es ti ma tion. This time step
cri te rion en sures that the sec ond­or der er ror of the FD so lu tion is kept
be low a fixed tol er ance,  . De tails of  this method can be found in
[35].

This al go rithm can be ap plied to ob tain a ref er ence so lu tion of Eq.
(4)  (in prin ci ple, up  to any  tol er ance)  for piece wise­lin ear op er a tion
his to ries,  for which  al go rithms  such as ANS­5.4  are not  ap plic a ble.
As fur ther dis cussed in Sec tion 4, piece wise­lin ear his to ries are con ­
sid ered in this work.

3.2. State­of­the­art algorithms used in fuel performance codes

3.2.1. URGAS algorithm
The  UR GAS  al go rithm  was  orig i nally  pro posed  by  El ton  and

Lass mann [28],  and  con sid er ably  im proved  by Lass mann  and Benk
[29]. The al go rithm is based on the as sump tion that the spa tially av er ­
aged con cen tra tion at pre vi ous time step,  , de rives from a fic ti ­
tious ir ra di a tion for a time   with con stant con di tions, equal to the
con di tions dur ing the  time­step un der con sid er a tion. Then, based on

the  an a lytic  so lu tion  for  con stant  con di tions  (Eq.  (3)),  the  fic ti tious
time is de ter mined by solv ing

In Eq.  (5),  ,  and    and    are  ap ­
prox i ma tions for the se ries with a rel a tive er ror less than 6·10  [29].
The sys tem is solved by the New ton method. The av er age con cen tra ­
tion at cur rent time step is then cal cu lated as

where  .
The UR GAS al go rithm  is  sta ble  and  fast,  and  is  used  in  cur rent

fuel per for mance codes, e.g., TRANSURANUS [20].

3.2.2. FORMAS algorithm
The  FOR MAS  al go rithm  has  been  de vel oped  by  Fors berg  and

Mas sih [26],  then  re vised by Lass mann and Benk  [29]  and  later  by
Her man sonn and Mas sih  [31]. A  vari ant  of  the  al go rithm, which  is
not  re viewed  here  for  brevity,  con sid ers  also  the  res o lu tion  of  gas
from the grain bound aries by ap ply ing a dif fer ent bound ary con di tion
to Eq. (4) [27].

The first step  in  the de riva tion of  the FOR MAS al go rithm is  the
co or di nate trans for ma tion

Writ ing Eq.  (4)  in  terms  of  ,  and  ex pand ing  it  in  terms  of  the
eigen func tions of the Lapla cian op er a tor, for the per fect sink bound ­
ary con di tion, one ob tains

Fig. 2. Schematic of the adap tive time step cri te rion for the fi nite dif fer ence ref er ence al go rithm [35].
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1. Sam ple the time­vary ing ef fec tive dif fu sion co ef fi cient,  ,
and  source  term,    at    sam pling  times    along  the
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where  . The ker nel    is ap ­
prox i mated by

Var i ous ap prox i ma tions (i.e., var i ous sets of val ues for the co ef fi ­
cients   and  ) have been pro posed, con sid er ing dif fer ent num ber
of terms,   [26,29,31,36]. In sert ing the ap prox i mate ker nel (Eq. (9))
into Eq. (8) and as sum ing   con stant, one gets the in cre men ­
tal al go rithm

The FOR MAS al go rithm is sta ble and fast, and is im ple mented in
sev eral  fuel  per for mance  codes,  e.g.,  FAL CON  [18],
TRANSURANUS [20], BI SON [21], FRAP CON [22]. In the last two
in stances,  cor rec tion  for grain­bound ary  res o lu tion  [27]  is also con ­
sid ered.

4. PolyPole­1 algorithm

In  this  Sec tion, we  pre sent  the  new  nu mer i cal  al go rithm  for  the
so lu tion of Eq. (4) in fuel per for mance codes, called Poly Pole­1. The
ob jec tive  of  the  Poly Pole­1  de vel op ment  is  twofold  and  com prises
(1)  the ob tain ment of  im proved ac cu racy and  sim i lar  com pu ta tional
cost rel a tive to state­of­the­art al go rithms, and (2) the con struc tion of
a so lu tion con cept that is not in her ently lim ited to the quasi­sta tion ary
ap proach, but in per spec tive can be po ten tially ap plied to more gen ­
eral for mu la tions. The im por tance of such a fur ther de vel op ment has
been pointed out in, e.g., [7,37].

Ap ply ing  a modal  ex pan sion, we write  the  sought  ap prox i mated
so lu tion of Eq. (4) in the form

where    are  the  time  co ef fi cients  and    are  the  spa tial
modes. The form of Eq. (11) is anal o gous to the an a lytic so lu tion for
con stant  con di tions  (see  the Ap pen dix, Eq.  (A.1)). The  time co ef fi ­
cients con tain  the in for ma tion about  the time de pen dency of  the ap ­
prox i mated so lu tion (i.e., the char ac ter is tic poles of the sys tem). The
spa tial modes are the same of the an a lytic so lu tion for con stant con di ­
tions and are the or tho nor mal eigen func tions of the ra dial part of the
spher i cal  Lapla cian  (i.e.,  nor mal ized  car di nal  sins,  with  the  ansatz
that they are ba sis for the so lu tion). A com plete de riva tion of the an a ­
lytic so lu tion for con stant con di tions is given in the Appendix.

The other fun da men tal as sump tion of the pro posed method is that
the time co ef fi cients,  , may be ex pressed as the time co ef fi cients
of  the  an a lytic  so lu tion  for  con stant  con di tions,    (Eq.  (A.10)),
mul ti plied by an ap pro pri ate poly no mial fac tor. Thus, we write

where   is a poly no mial fac tor of de gree 

The time de pen dency of the dif fu sion co ef fi cient and of the source
term is thus ad dressed by the poly no mial fac tor. To cal cu late the co ef fi ­
cients   of  ,   equa tions are needed. This set of equa tions
is ob tained by sam pling the time­vary ing pa ra me ters,   and  ,
at   uni formly dis trib uted in stants along the time­step  . The sets of
sam pled val ues,   and  , con tain the in for ma tion on the vari ­
a tion of the pa ra me ters along the time step and are used to cal cu late the
cor rec tive poly no mial, as fol lows.

The time co ef fi cients de fined by Eq. (12) are as sumed to sat isfy Eq.
(A.6) at the sam pling times  , 

with    and  .  Eq.
(15) de fines a lin ear sys tem of   equa tions for the poly no mial co ef fi ­
cients,  , and is used to de ter mine the poly no mial,  . The
time co ef fi cients of the an a lytic so lu tion for con stant con di tions,  , are
cal cu lated through Eq. (A.10), for which the pa ra me ters   and   are
needed (see the Appendix). These are taken as the time av er ages along
the time step of the sam pled val ues,   and  . Then, the poly ­
no mial cor rec tive fac tor is cal cu lated (through Eq. (15)) and ap plied to
each time co ef fi cient (through Eq. (12)). For time­vary ing con di tions,
the ac cu racy of the ap prox i mated (Poly Pole­1) so lu tion in creases with
the de gree of the cor rec tive poly no mial,  .

The spa tial modes,  , are cal cu lated as per Eq. (A.3). The Poly ­
Pole­1 so lu tion is then re con structed as a lin ear com bi na tion of the spa ­
tial modes with the cor rected time co ef fi cients us ing Eq. (11). The se ­
ries is ap prox i mated by a fi nite num ber of terms (num ber of modes),  .
The value of   is de ter mined based on the D'Alem bert re main der cri te ­
rion, bounded by an a pri ori lim it ing value, 

To sum ma rize, the steps of the Poly Pole­1 al go rithm to find the ap ­
prox i mate so lu tion of Eq. (4) are:
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time­step length  . This  gives  the  set  of  val ues   and 
.

2. Cal cu late the time co ef fi cients of the an a lytic so lu tion for con ­
stant  con di tions  at  each  sam pling  time,  ,  us ing  Eq.
(A.10)  and  the  time  av er ages  of    and    along  the
time step.

3. Solve the sys tem of equa tions de fined by Eq. (15) to ob tain the
co ef fi cients   of the cor rec tive poly no mial  .

4. Eval u ate  the  cor rec tive  poly no mial  and  cal cu late  the  ap prox i ­
mate time co ef fi cients as  .

5. Re con struct  the  vol ume­av er aged  so lu tion,  ,  us ing
Eqs. 11, A.12. The in fi nite se ries is ap prox i mated with a fi nite
num ber of modes based on the cri te rion de fined by Eq. (16).

• The UR GAS al go rithm ad dresses  the prob lem of  time­vary ing
con di tions us ing a sin gle pa ra me ter, i.e., the fic ti tious time 
 (Eq. (5)).

• The FOR MAS al go rithm re lies on    terms  to ap prox i mate  the
se ries (thus,   pa ra me ters, Eq. (9)).

• The Poly Pole­1 al go rithm re lies on a vari able num ber of pa ra ­
me ters to sat isfy the con di tion ex pressed by Eq. (16) (more pre ­
cisely, a vari able num ber   of modes times a fixed num ber 
 of poly no mial co ef fi cients). In other words, Poly Pole­1 adapts
the  num ber  of  pa ra me ters  at  each  time  step  ac cord ing  to  the
cur rent con di tions. This is a ma jor in her ent ad van tage of Poly ­
Pole­1  com pared  to  other  al go rithms  such  as  FOR MAS  and
UR GAS.  In  par tic u lar,  it  is  ex pected  that  Poly Pole­1  would
main tain a more con sis tent level of ac cu racy over dif fer ent con ­
di tions. This will be fur ther dis cussed in Sec tion 5.
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The  newly  de vel oped  Poly Pole­1  al go rithm  thus  com bines  the
phys i cal poles of the an a lytic so lu tion with a cor rec tive poly no mial to
ac count for the time de pen dency of the co ef fi cients. In short, the idea
be hind the Poly Pole­1 ap proach is that the spa tial de pen dency of the
so lu tion for time­vary ing con di tions can be ap prox i mated by the spa ­
tial  de pen dency  of  the  so lu tion  for  con stant  con di tions,  which  is
known  an a lyt i cally.  The  de vi a tion  from  con stant  con di tions  is  fully
em bod ied  in  the  time­de pen dent  part  of  the  so lu tion  and  ap prox i ­
mated by the time co ef fi cients of the so lu tion for con stant con di tions
mul ti plied by an ap pro pri ate cor rec tion. Ex ploit ing an an a lytic rep re ­
sen ta tion of the spa tial de pen dency avoids us ing spa tial dis cretiza tion
and  is  there fore  ex pected  to  al low  for  sig nif i cantly  lower  com pu ta ­
tional time com pared to spa tial dis cretiza tion meth ods. In view of this
con cept, the al go rithm may be la belled as semi­an a lytic, as op posed
to  spa tial dis cretiza tion meth ods  such as FD schemes. The UR GAS
and  FOR MAS  al go rithms may  also  be  con sid ered  as  semi­an a lytic
meth ods.

It is worth com par ing the Poly Pole­1 ap proach to the prob lem of
time­vary ing con di tions to other semi­an a lytic al go rithms':

Note  that, dif fer ently  from other  al go rithms con sid ered here,  the
so lu tion con cept of Poly Pole­1 is not in her ently lim ited to the sin gle
dif fu sion equa tion and thus the quasi­sta tion ary ap proach. Ex ten sion
of the method to the gen eral prob lem of in tra­gran u lar fis sion gas dif ­
fu sion dur ing non­equi lib rium trap ping and res o lu tion, whose sig nif i ­
cance has been dis cussed in, e.g., [7,37], is in prin ci ple pos si ble and
will be the sub ject of fu ture work.

The  com par i son  be tween  the  ap proach  of  the  Poly Pole­1  al go ­
rithm and  the ANS­5.4  al go rithm pro vides  fur ther  in sight. As men ­
tioned  in  Sec tion  3.1.1,  the  ANS­5.4  al go rithm  is  de rived  di rectly
from the an a lytic so lu tion of the dif fu sion equa tion for con stant con ­
di tions. Clearly,  for  con stant  (or piece wise­con stant)  con di tions,  the
cor rec tive poly no mial is iden ti cally  , and the Poly Pole­1 so lu ­
tion (Eq. (11)) re duces to Eq. (A.1), hence, to the an a lytic so lu tion for
con stant con di tions (see the Appendix). This im plies that for con stant

(or piece wise­con stant) con di tions, the so lu tion of the ANS­5.4 al go ­
rithm  and  of  the  Poly Pole­1  al go rithm  are  both  ex act  and  equal,
within the ap prox i ma tions in rep re sent ing in fi nite se ries with a fi nite
num ber of terms. Mi nor dif fer ences aris ing from spe cific ap prox i ma ­
tions of  the se ries can al ways be  re moved by set ting an ap pro pri ate
re main der lim it ing value in Eq. (16). As men tioned in Sec tion 3.1.1,
the ANS­5.4 al go rithm has been used as a ref er ence so lu tion in sev ­
eral  nu mer i cal  ex per i ments  based  on  piece wise­con stant  op er a tion
his to ries [29,30,32]. The  in trin sic equiv a lence be tween  the ANS­5.4
and Poly Pole­1  so lu tions  in  con stant  (or  piece wise­con stant)  con di ­
tions im plies that a com par i son be tween the two al go rithms for piece ­
wise­con stant op er a tion his to ries would not be mean ing ful. It fol lows
that  the ANS­5.4 al go rithm can not be used as ref er ence so lu tion for
ver i fy ing  the ac cu racy of Poly Pole­1. Fur ther more, piece wise­lin ear
(as op posed to piece wise­con stant) con di tions are those of in ter est for
fuel per for mance code cal cu la tions. These are the fun da men tal mo ti ­
va tions for the de vel op ment of the FD al go rithm (Sec tion 3.1.2) as a
ref er ence so lu tion and the choice to ver ify Poly Pole­1 through a nu ­
mer i cal ex per i ment based on piece wise­lin ear op er a tion his to ries.

5. Verification

In  this  Sec tion, we  pre sent  a  nu mer i cal  ex per i ment  aimed  to  (i)
ver ify  the Poly Pole­1  so lu tion  and  (ii)  com pare  the  ac cu racy of  the
Poly Pole­1 so lu tion to other state­of­the­art al go rithms cur rently used
in fuel per for mance codes.

5.1. Set­up of numerical experiment

The nu mer i cal ex per i ment  is ap plied  to  three semi­an a lytic al go ­
rithms for the so lu tion of Eq. (4), namely, (1) UR GAS [29], (2) FOR ­
MAS  [31], and (3) Poly Pole­1.  The nu mer i cal ex per i ment con sists
of ap pli ca tion of each al go rithm to the nu mer i cal so lu tion of Eq. (4)
for  1000  ran domly  gen er ated  op er a tion  his to ries.  Re sults  from  the
three semi­an a lytic al go rithms are com pared to the ref er ence FD so ­
lu tion

The con sid ered op er a tion his to ries are in terms of tem per a ture and
fis sion  rate,  from which  the  time­de pen dent  pa ra me ters  of  Eq.  (4),
i.e.,   and  , are cal cu lated  and ap plied to the nu mer i cal al ­
go rithms by the pro gram. The fig ure of merit for test ing and com par ­
ing the al go rithms is the frac tional in tra­gran u lar fis sion gas re lease at
the end of the con sid ered op er a tion his tory, de fined as

where    (at.  m )  is  the  con cen tra tion  of  gas  cre ated  (i.e.,
the time in te gral of  ) and   (s) is the fi nal time of the op er a tion
his tory. The ran domly gen er ated op er a tion his to ries have the fol low

1 Among the various versions of the FORMAS algorithm, we use the FORMAS
algorithm with four exponential terms from [31].
2  For  this  numerical  experiment,  we  consider  a  second­order  corrective
polynomial (Eq. (13)) and a limiting value of 10  for  the D'Alembert  remainder
(Eq. (16)).
3  For this numerical experiment, we set the tolerance of the FD algorithm to 10
(Section 3.1.2).
4  The  temperature  and  fission  rate  dependent  diffusion  coefficient  from  [11]  is
used as  .   is calculated as the fission rate times the yield of fission
gas  atoms  (∼0.3).  For  the  purpose  of  this  numerical  experiment,  as  long  as
dependencies are realistic, the specific choices are arbitrary.

1 2

3.
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• Each  in di vid ual  his tory  is  piece wise­lin ear  with  vary ing  tem ­
per a ture and fis sion rate.

• In each in di vid ual his tory,  the fol low ing quan ti ties are con sid ­
ered as ran dom vari ables (sam pled from uni form dis tri b u tions):

­ num ber of lin ear steps (1–11);
­ time du ra tion of each lin ear step (0–100 h);
­ tem per a ture (500–2000 K);
­ fis sion rate (0–3·10  fiss m  s ).
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ing char ac ter is tics:

With  these  prin ci ples,  the  nu mer i cal  ex per i ment  ap prox i mately
cov ers  the  whole  range  of  in tra­gran u lar  fis sion  gas  re lease
(0 ≤ f ≤ 1). This is demon strated in Sec tion 5.2.

For cal cu la tions with UR GAS, FOR MAS, Poly Pole­1, each lin ear
step  is  sub di vided  into 100  time  steps. For  the FD cal cu la tions,  the
adap tive  time  step  con trol de scribed  in Sec tion 3.1.2  is used  (along
with a lower bound of 10  time steps per lin ear step). The spa tial 1D
mesh for the FD al go rithm is com prised of 500 points along the grain
ra dius,  con cen trated  to wards  the grain bound ary  (where  steeper  gas
con cen tra tion  gra di ents  are  ex pected)  ac cord ing  to  a  fourth  power
law.

5.2. Results and discussion

The re sults of the nu mer i cal ex per i ment are pre sented in Figs. 3–5
for  the  UR GAS,  FOR MAS,  and  Poly Pole­1  al go rithms.  Each  data
point in these fig ures cor re sponds to one of 1000 ran domly gen er ated
op er a tion  his to ries  and  rep re sents  the  in tra­gran u lar  fis sion  gas  re ­
lease  (Eq.  (17))  ob tained by  the  con sid ered  semi­an a lytic  al go rithm
ver sus the ref er ence FD al go rithm. The de vi a tion from the 45° line is
a mea sure of the ac cu racy. Re sults of the nu mer i cal ex per i ment in di ­
cate that all the three semi­an a lytic al go rithms may be con sid ered as
suf fi cient to be used in a fuel per for mance code, also in view of the
un cer tain ties  in volved  in  the mod el ling of  in tra­gran u lar  fis sion gas
dif fu sion [29,38].

To  in ves ti gate  in  finer de tail  the ac cu racy of  the  three semi­an a ­
lytic al go rithms, in Fig. 6 we show the rel a tive er ror of  the so lu tion
ob tained with each al go rithm with re spect  to  the FD ref er ence so lu ­
tion. The ef fi ciency and ac cu racy of the UR GAS and FOR MAS al go ­
rithms  were  pre vi ously  analysed  by  Lass mann  and  Benk  [29].  Al

Fig. 3. Com par i son be tween the val ues of in tra­gran u lar fis sion gas re lease cal cu lated
by the UR GAS al go rithm and by  the ref er ence fi nite dif fer ence al go rithm. Each data
point cor re sponds to a cal cu la tion with ran domly gen er ated con di tions.

Fig. 4. Com par i son be tween the val ues of in tra­gran u lar fis sion gas re lease cal cu lated
by the FOR MAS al go rithm and by the ref er ence fi nite dif fer ence al go rithm. Each data
point cor re sponds to a cal cu la tion with ran domly gen er ated con di tions.

Fig. 5. Com par i son be tween the val ues of in tra­gran u lar fis sion gas re lease cal cu lated
by the Poly Pole­1 al go rithm and by the ref er ence fi nite dif fer ence al go rithm. Each data
point cor re sponds to a cal cu la tion with ran domly gen er ated con di tions.

though a more re cent ver sion of FOR MAS is con sid ered here, the re ­
sults in Fig. 6  are  con sis tent with  the  con clu sions of Lass mann  and
Benk [29] that (i) the FOR MAS al go rithm is su pe rior to the UR GAS
al go rithm at fis sion gas re lease above f ≈ 0.05, and (ii) the FOR MAS
al go rithm pre sents a de fi ciency for low val ues of f, which is as cribed
to an ap prox i ma tion (i.e., Eq. (9)) in volved in the method. Al though
both al go rithms were eval u ated as suf fi cient to be used in a fuel per ­
for mance  code,  draw backs  were  at trib uted  to  each  of  them  in  line
with  the  con clu sions  above.  Choice  of  one  of  the  two  al go rithms
based on the spe cific ap pli ca tion was rec om mended.

The re sults in Fig. 6 in di cate that the Poly Pole­1 al go rithm rep re ­
sents a sig nif i cant path for ward in this re spect. First, it is ev i dent that
the  over all  ac cu racy  of  Poly Pole­1  is  vastly  su pe rior  to  both  FOR ­
MAS and UR GAS. This is in agree ment with the the o ret i cal con sid ­
er a tions made in Sec tion 4. In deed, the ac cu racy of the FOR MAS al ­
go rithm may be im proved by an in crease in the num ber of pa ra me ters
[31,36]. How ever, the ac cu racy of the Poly Pole­1 al go rithm can also
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• The ac cu racy of the Poly Pole­1 so lu tion is high and su pe rior to
other al go rithms.

• The com pu ta tional time as so ci ated with Poly Pole­1 is sim i lar to
other al go rithms.

• Dif fer ently  from  other  al go rithms,  the  ac cu racy  of  the  Poly ­
Pole­1 so lu tion is highly con sis tent over the whole range of in ­
tra­gran u lar fis sion gas re lease.
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Fig. 6. Com par i son  be tween  the  UR GAS,  FOR MAS  and  Poly Pole­1  al go rithms  in
terms of  rel a tive er ror with  re spect  to  the  ref er ence  fi nite dif fer ence al go rithm. Each
data point cor re sponds to a cal cu la tion with ran domly gen er ated con di tions.

be fur ther im proved by in creas ing the or der of the poly no mial cor rec ­
tive  term (Eq.  (13))  and/ or  by  de creas ing  the  lim it ing  value  for  the
ap prox i ma tion of the se ries (Eq. (16)). Fur ther more, Poly Pole­1 over ­
comes the de fi ciency at low FGR that char ac ter izes the FOR MAS al ­
go rithm. Re mark ably, the rel a tive er ror as so ci ated with Poly Pole­1 is
highly  con sis tent  over  the whole  range  of  in tra­gran u lar  fis sion  gas
re lease. This  also  con firms prac ti cally  the  the o ret i cal  con sid er a tions
made in Sec tion 4 on  the  in her ent ca pa bil ity of Poly Pole­1  to al low
for  a  more  con sis tent  level  of  ac cu racy  over  dif fer ent  con di tions
through  au to matic  adap ta tion  of  the  num ber  of  con sid ered  se ries
terms.

Be sides ac cu racy, speed of com pu ta tion is an es sen tial fea ture for
an al go rithm to be ef fec tively em ployed in a fuel per for mance code.
The com pu ta tional time (i.e., the time took for the analy sis of a sin gle
op er a tion his tory) for the three semi­an a lytic al go rithms and all his to ­
ries  con sid ered  in  the  nu mer i cal  ex per i ment  is  il lus trated  in  Fig.  7.
Poly Pole­1  re quires  a  com pu ta tional  time  sim i lar  to  the  other  al go ­
rithms, which are suc cess fully used in fuel per for mance codes. Such
ef fi ciency of com pu ta tion, com bined with the demon strated ac cu racy,
makes  Poly Pole­1  suit able  for  im ple men ta tion  in  any  fuel  per for

Fig. 7. Com par i son be tween the com pu ta tional times as so ci ated with the fi nite dif fer ­
ence, UR GAS, FOR MAS and Poly Pole­1 al go rithms. Each data point cor re sponds to a
cal cu la tion with ran domly gen er ated con di tions.

mance code. The com pu ta tional time for the fi nite dif fer ence so lu tion
is also shown. Clearly, if a spa tial dis cretiza tion method such as a FD
method is used to solve the in tra­gran u lar fis sion gas re lease prob lem
in a fuel per for mance code, the as so ci ated higher com pu ta tional time
can re sult in sig nif i cantly de creased speed of com pu ta tion of the fuel
rod analy sis, even with mod ern com pu ta tional  re sources. This high ­
lights  the value of de vel op ing nu mer i cal al go rithms  that al low for a
faster com pu ta tion while pre serv ing ac cu racy, such as Poly Pole­1.

6. Conclusions and perspectives

In this re search, a new al go rithm (Poly Pole­1) was de vel oped for
the nu mer i cal so lu tion of the prob lem of in tra­gran u lar fis sion gas re ­
lease in time­vary ing con di tions. The de vel op ment was aimed at ob ­
tain ing an ac cu rate so lu tion at low com pu ta tional cost for ap pli ca tion
in fuel per for mance codes.

The Poly Pole­1 al go rithm is based on the an a lytic modal so lu tion
of the dif fu sion equa tion for con stant con di tions, with the ad di tion of
poly no mial cor rec tive terms that em body the in for ma tion on the de vi ­
a tion  from  con stant  con di tions.  This  semi­an a lytic  con cept  is  in ­
tended to al low for sig nif i cantly lower com pu ta tional time than spa ­
tial  dis cretiza tion  meth ods,  such  as  fi nite  dif fer ence  schemes.  The
stand­alone Poly Pole­1 al go rithm was ver i fied by com par ing the re ­
sults  to  a  fi nite  dif fer ence  ref er ence  so lu tion  for  a  large  num ber  of
ran domly  gen er ated  op er a tion  his to ries.  Also,  the  per for mance  of
Poly Pole­1 was  com pared  to  two  state­of­the­art  al go rithms widely
used  in mod ern  fuel  per for mance  codes,  i.e.,  the UR GAS  [29]  and
FOR MAS [31] al go rithms. Re sults demon strated that:

Hence, Poly Pole­1 of fers a more ac cu rate so lu tion than cur rently
used al go rithms, with no sig nif i cant  in crease  in com pu ta tional  time.
In ad di tion, Poly Pole­1 fea tures a more flex i ble strat egy for both the
time and the space ap prox i ma tions. In par tic u lar, the Poly Pole­1 con ­
cept in volves au to matic adap ta tion of the num ber of con sid ered pa ra ­
me ters  at  each  time  step  in  or der  to  sat isfy  a  re main der  cri te rion,
which  al lows  for  the  ob served  con sis tency  of  the  so lu tion  ac cu racy
over widely dif fer ent con di tions.

The Poly Pole­1 al go rithm can be im ple mented in any fuel per for ­
mance  code.  Poly Pole­1  is  be ing  im ple mented  in  the  fuel  per for ­
mance code BI SON [21] of Idaho Na tional Lab o ra tory (INL, USA).

For this work, we con sid ered the math e mat i cal for mu la tion of the
in tra­gran u lar fis sion gas re lease prob lem based on the hy poth e sis of
equi lib rium be tween bub ble trap ping and res o lu tion (quasi­sta tion ary
ap proach) [17]. This for mu la tion re duces the prob lem to a sin gle dif ­
fu sion equa tion and is the one con sid ered for mod els in cor po rated in
fuel per for mance codes. How ever, some in her ent de fi cien cies are as ­
so ci ated with Speight's  for mu la tion, as  the quasi­sta tion ary as sump ­
tion does not hold dur ing  sit u a tions  such as  rapid  tem per a ture  tran ­
sients. In deed, the so lu tion of the sin gle dif fu sion equa tion is con sid ­
ered as a first step of the de vel op ment of the new al go rithm. The con ­
cept  of  Poly Pole­1 may  be  ex tended  to  the  so lu tion  of  the  gen eral
prob lem  of  in tra­gran u lar  fis sion  gas  dif fu sion  dur ing  non­equi lib ­
rium  trap ping  and  res o lu tion.  Fur ther more,  a  sim i lar  nu mer i cal  ap ­
proach may be ap plied to other prob lems of  in ter est. Sig nif i cant ex ­
am ples may be the mod el ling of in tra­gran u lar he lium re lease (which
is gov erned by sim i lar equa tions), or in tra­gran u lar fis sion gas re lease
from  the colum nar grains of  the  re struc tured  re gion of mixed ox ide
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fu els  in  fast  re ac tors  (for which  the ap proach would be ex tended  to
cylin dri cal co or di nates).

Be sides the nu mer i cal prob lem, cal cu la tions of in tra­gran u lar fis ­
sion gas re lease in volve the phys i cal prob lem of char ac ter iz ing the in ­
tra­gran u lar bub ble pop u la tion, in or der to de ter mine the val ues of the
pa ra me ters  in  Eqs.  (1)–(4)  [3,8,17].  Clearly,  a  phys i cal  model  for
bub ble  evo lu tion  would  need  to  be  val i dated  against  ex per i men tal
data  along with  the  over all  fis sion  gas  be hav iour model  to  demon ­
strate the fi delity of cal cu la tions to re al ity, with the pre req ui site that
the  nu mer i cal  so lu tion  is  ac cu rate. While  the  pre sent  pa per  fo cused
only on  the nu mer i cal  prob lem,  the de vel op ment  of  a  new phys i cal
model  for  in tra­gran u lar  bub ble  evo lu tion  is  also  of  in ter est  in  per ­
spec tive. This would  be  com bined with  an  al go rithm pro vid ing  nu ­
mer i cal so lu tion of  the dif fu sion prob lem (such as Poly Pole­1 or an
ex tended one) to fur ther im prove mod el ling of in tra­gran u lar fis sion
gas re lease, as well as the cou pled in tra­gran u lar bub ble swelling, in
fuel per for mance cal cu la tions.

These fur ther de vel op ments will be the sub ject of fu ture work.
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Appendix

Analytic solution of the effective diffusion equation for constant
conditions

Here inafter,  the  well­known  an a lytic  so lu tion  of  the  dif fu sion
equa tion for con stant con di tions, Eq. (2), is de rived. The source term,
 , and the ef fec tive dif fu sion co ef fi cient,  , are as sumed as con ­
stant in time and uni form in space.

First, the to tal con cen tra tion of fis sion gas atoms per unit vol ume, 
 is writ ten as a lin ear com bi na tion of spa tial modes

where    is  the spa tial  co or di nate  in  the  grain,    is  the  time, 
 are the spa tial modes, and   are the time co ef fi cients (in the fol ­
low ing,  the  de pen dences  on    and    are  omit ted).  Sub sti tut ing  Eq.
(A.1)  into Eq.  (2)  and  us ing  Ein stein  no ta tion  (i.e.,  im plic itly  sum

ming over re peated in dices) leads to

From now on,  the  hy poth e sis  of  spher i cal  grain  is made, with 
  rep re sent ing  the  ra dial  po si tion  and    be ing  the  grain  ra dius.  The
spa tial modes are cho sen as the eigen func tions of the spher i cal Lapla ­
cian [17], con sid er ing the Dirich let bound ary con di tion,  ,
and the sym me try con di tion at the cen tre of the grain, 
. Thus

with the eigen val ues

and  the  ansatz  that  the  eigen func tions  (Eq.  (A.3))  rep re sent  an  or ­
tho nor mal ba sis for the scalar prod uct de fined as

Then,  pro ject ing Eq.  (A.2)  on  the  spa tial modes  de fined  by  Eq.
(A.3), one ob tains

with  ,  and  .  Eq.  (A.6)  is  a  lin ­
ear first or der or di nary dif fer en tial equa tion in time. Pro ject ing ini tial
con di tions   on the spa tial modes

and Laplace­trans form ing,  , Eq. (A.6), one ob tains

where  . Eq. (A.8) is solved for

The in verse trans form of Eq. (A.9) is(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)
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Note that in Eq. (A.10), the term   is the as ymp totic so lu tion
of  the  time  co ef fi cient,  and  that    is  the  pole  gov ern ing  the  time­
evo lu tion of the mode. Com bin ing Eqs. A.1, A.3 and A.10, the so lu ­
tion   re sults

which  is  the  so lu tion  in  spher i cal  geom e try  of  the  dif fu sion  equa ­
tion for con stant con di tions. Eq. (A.11) can be writ ten in terms of the
vol ume av er age of the fis sion gas atom con cen tra tion in side a spher i ­
cal grain, namely

Com bin ing Eqs. A.11 and A.12 leads to

which  is  the  spa tially­av er aged  so lu tion  in  spher i cal  geom e try  of
the dif fu sion equa tion for con stant con di tions.
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