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Resumo

Nesta dissertagdo apresentamos um modelo para o préton, cuja estrutura é formada por
quarks constituintes relativisticos interagindo através de uma for¢a de contato. Para tanto,
construimos a fungdo de onda do micleon usando a equagao de Faddeev no plano nulo. A
covariancia do modelo sob “boosts” cinematicos no plano-nulo foi discutida. O fator de forma
elétrico do préton, obtido da fungao de onda de Faddeev, reproduz os dados experimentais em
baixos momentos transferidos e descreve qualitativamente a regiao assintotica para momentos

transferidos em torno de 2 GeV.

Abstract

In this dissertation, we present a model for the nucleon, which is composed by three relativis-
tic constituent quarks interacting through a contact force. The nucleon wave-function was
obtained from the Faddeev equation in the null-plane. The covariance of the model under
kinematical null-plane boosts is discussed. The electric proton form-factor, calculated from
the Faddeev wave-function, was in agreement with the data for low-momentum transfers and

described qualitatively the asymptotic region for momentum transfers around 2 GeV.
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Capitulo 1
Introducao

Dirac em 1949 [1], mostrou que é possivel descrever um sistema relativistico em qualquer
superficie do espago-tempo cujas distancias sejam do tipo espago. Isto permite construir o
estado inicial do sistema, uma vez que as distancias entre os pontos desta hiper-superficie
ndo tem conexao causal. A evolugao diniamica corresponde ao sistema seguir uma trajetoria
através das hiper-superficies. Por exemplo, a hiper-superficie a t=0, esta associada ao nosso
espago tridimensional. Ele é invariante por translagoes e rotagoes. Porém qualquer trans-
formagao de referencial inercial que envolva “boosts”, a coordenada temporal é modificada
e portanto a hiper-superficie t=0. Qutras hiper-superficies podem ser invariantes por alguns
“boosts”. E o caso do plano-nulo, definido por zt = t+ 2 = 0, que é a coordenada de
“tempo” para o plano-nulo. Por exemplo, um “boost” na diregao 2z nio modifica o plano-
nulo.

Do ponto de vista quantico, podemos definir o estado inicial do sistema em qualquer hiper-
superficie, para a qual as distancias entre dois pontos sejam do tipo espago, e portanto sem
conexao causal. A evolugdo quantica do sistema é dada pelo operador associado a translagao
“temporal” desta hiper-superficie. Uma vantagem do uso do plano-nulo, na descrigio de
sistemas quanticos é que podemos realizar “boosts” sem envolver a dindmica, e descrever a
fungao de onda em diversos referenciais.

Tem sido frequente o uso do plano-nulo para o estudo de sistemas relativisticos. Os
campos de aplicagao estendem-se desde sisternas com poucos niicleons (2, 3}, até estudos sobre
estrutura de hadrons leves [4, 5, 6]. Isto deve-se a possibilidade de tratar as fungoes de onda
com um nimero pequeno de graus de liberdade. Porém, dentro da limitagio de um nimero

fixo de particulas, nao é levado em conta a mistura de componentes mais complexas do espago



de Fock, acreditando-se que tais contribuigdes para as fungoes de onda resultantes dessas
misturas sejam pequenas, € por essa razao, razoavel supor um nimero fixo de particulas (4].

Assim, também ha a restrigdo de que esses sistemas devam estar sendo observados com
pequena resolugao, sendo suficiente para a sua descrigao as componentes mais simples do
espago de Fock. Isso tanto no dominio da fisica nuclear, como em sistemas de hadrons
leves. Elimina-se, portanto, graus de liberdade de estados intermediarios, que correspon-
dem a estados de Fock mais complexos. Isto possibilita, por exemplo, descrever o nicleo
como nucleons interagindo via potenciais. Em relacao aos hiadrons leves, em baixa energia,
acredita-se que sejam descritos por quarks constituintes interagindo via um potencial con-
finante. Aumentando-se a resolugdo com que observamos este sistema, componentes mais
complexas do espago de Fock passam a ser visiveis. Por exemplo, glions, quarks e antiquarks
passam a surgir [7].

Do ponto de vista da Teoria Quantica de Campos usual, esse truncamento no espago
de Fock é problematico {7]. Em geral, mudando-se de referencial, através de “boosts”, ha
a criagdo de pares, tornando-se inconveniente este tratamento pois o niimero de particulas
nesse novo referencial é diferente. E desejavel, portanto, que essa dificuldade nio exista e
que seja possivel encontrar uma descrigdo aproximada na qual o nimero de particulas nao
mude com o referencial, preservando essa descrigao fisica.

Usando o plano-nulo como ferramenta de cdlculo, o problema é solucionado, no que diz re-
speito a certos “boosts” [7]. As fungées de onda hadrénicas envolvendo quarks constituintes
sao covariantes por “boosts” cinemdticos (8]. Os geradores das transformagbes cinematicas
nao produzem pares ao serem aplicados no estado quintico, por nao conterem a dinamica.
Como consequeéncia, a invariancia dos observaveis fisicos em geral siao evidentemente preser-
vadas nesta aproximacao: segoes de choque, fatores de forma, etc.

Contudo, a covariancia por “boosts” cinematicos no plano-nulo é limitada. Por exemplo,
nao é possivel garantir que os elementos de matriz da corrente eletromagnética de um estado
ligado mantenham a invariancia rotacional e de calibre sem que sejam incluidas, num sentido
rigoroso, componentes “espirias” da fungao de onda, correspondendo a mistura de compo-
nentes mais complexas do espago de Fock. O calculo dos elementos de matriz do operador
corrente, em geral deve levar em conta componentes nao-diagonais no espago de Fock. Na
limitagao de se trabalhar num espago de Fock truncado, devemos calcular apenas a compo-
nente “boa” da corrente eletromagnética ( J* = J°+J° ) [9], que tem em geral elementos de

matriz nulos fora da diagonal. E suficiente que sejam conhecidos os elementos de matriz de



J* para extrair-se os fatores de forma eletromagnéticos [2], e de certa forma o problema da
conservagio da corrente eletromagnética também é evitado. Quanto a invariancia rotacional,
a observagao também se enquadra, porém, com a ressalva de que ela nao ocorre para o caso
do sistema ter spin maior ou igual a um {2, 3].

Iremos estudar um modelo para o nicleon com graus de liberdade de quarks comstitu-
intes. O quark constituinte corresponde a uma particula efetiva, com o mesmo spin do quark
despido, porém com uma massa efetiva da ordem de 1/3 da massa do niicleon. Este grau de
liberdade efetivo, seria decorrente da complexidade do vicuo da Cromodinamica Quantica,
onde efeitos néo perturbativos sio importantes, “vestindo” o quark e originando o quark con-
stituinte. A motivagio da descrigio do hddron como sendo formado por quarks constituintes
vem do trabalho de Nambu e Jona-Lasinio (N.J.L) [10]. Esse modelo, baseia-se na analogia
com a aproximagao de emparelhamento (B.C.S) [11] para a supercondutividade [10]. Ambos
os tratamentos de N.J.L e B.C.S usam a idéia de quebra espontanea de simetria. A diferenga
esta no tipo de simetria quebrada. No modelo de B.C.S, a simetria espontaneamente que-
brada leva a ndo conservagao do numero de particulas, enquanto que em N.J.L a simetria
quebrada é a simetria quiral, e origina uma massa para o férmion. Formalmente a analogia
é completa. Destacamos aqui as equagoes de “gap” que motivam uma intuigdo fisica sobre
a geragao da massa dos quarks constituintes.

Com relagao aos efeitos devido ao vacuo na Eletrodinamica Quantica (QED) e na Cro-
modinamica Quantica (QCD), vemos analogias, mas também diferengas qualitativas. Colocando-
se uma carga elétrica de teste no vacuo, ela o polariza produzindo uma diferenga entre carga
“nua” e seu valor medido. No caso de se colocar um quark de teste no vicuo, hd também a
polarizagao do vacuo cromo-elétrico, porém com a diferenga de ocorrer a liberdade assintética
em curtas distancias e confinamento em grandes distancias [12].

Parte dessas caracteristicas sao incorporadas em modelos fenomenolégicos nao-perturbativos
para os quarks, baseados em N.J.L., onde as equagoes de “gap” sdo valores esperados do
vacuo que geram a massa dinamica quando a simetria quiral é quebrada [13]. Porém, o
modelo de N.J.L. apresenta a caracteristica de nao ter confinamento. Seu uso esta restrito
a baixas energias. Ele congela os graus de liberdade de cér (gluons), gerando uma interagao
efetiva entre quarks constituintes. Outro ponto importante vindo de N.J.L é que a interagao
efetiva entre os quarks constituintes é de contato.

O objetivo desta dissertagio é usar um modelo para o nicleon baseado nas idéias de N.J.L.

para calcular o fator de forma de carga do préton. O ingrediente basico, aqui utilizado, é



o de quarks constituintes com interagéo de contato, sem confinamento. Neste modelo ¢
fundamental ressaltar que os quarks sao relativisticos, o que deve-se & massa do quark ser
da ordem do inverso da escala hadrénica universal: em torno de 1 fm, aproximadamente o
tamanho do préton. Os resultados que serao apresentados foram publicados recentemente
[14].

A fungao de onda que obtivemos para o nicleon supoe trés quarks constituintes ligados,
interagindo via for¢a de contato. Cada quark é considerado como béson, e nesse contexto,
restringimo-nos a estudar a componente espacial totalmente simétrica da fungao de onda do
préton. Ela é construida da soma das componentes de Faddeev (15], correspondentes aos trés
quarks constituintes no plano-nulo. A equagao diniamica para cada componente de Faddeev
de um estado ligado para trés bésons interagindo com forga de alcance zero no plano-nulo
foi deduzida na Ref. [16]. Nessas componentes temos a soma de todos os processos de dois
corpos onde é essencial a sua renormalizagao [16]. A fungdo de onda do préton é obtida
numéricamente e a partir dai calculamos o fator de forma elétrico, e o comparamos com os
dados experimentais oferecidos pela literatura [17, 18, 19]. Observamos aqui o constraste
desta fungio de onda obtida dinamicamente com aquelas que contém confinamento (fungoes
de onda gaussianas) (20, 21, 22] .

A apresentagio que se segue, comega com o Capitulo 2, relativo ao sistema de trés bosons
ligados e nao relativisticos. Abordamos o problema da renormalizagdo da amplitude de dois
corpos neste contexto, seguido da obtengio diagramatica da equagao para a componente de
Faddeev da fungao de onda (equagao de Skorniakov e Ter-Martirosian [23]). As regras de
Feynman nao-relativisticas sao discutidas no Apéndice A. Terminamos esse capitulo abor-
dando os efeitos Thomas e Efimov nao relativisticos. Sua importincia seria fornecer as
comparagoes com equagoes integrais obtidas no plano-nulo, no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, apresentamos o plano-nulo. Comegamos pelas definigoes de suas coorde-
nadas e uma discussdo sobre “boosts” cinemdticos (definidos no Apéndice B) em sistemas de
dois e trés corpos.- Na outra parte obtemos a amplitude de espalhamento de dois corpos, e,
posteriormente, a fungao de onda do préton no plano-nulo. Discutimos a identificagao entre
o méson e diquark através das varidveis de Mandelstan; uma vez que na renormalizagio da
amplitude de espalhamento de dois quarks constituintes introduzimos a informagao fisica
relativa a massa do estado ligado de dois quarks (diquark). Derivamos a equagao integral
para a componente de Faddeev do estado ligado de trés-bdsons no plano-nulo [16}; e, por

fim, sua covariancia por “boosts” cinematicos no plano-nulo.



No Capitulo 4, obtemos o fator de forma elétrico do préton. Antes fazemos uma digressao
sobre a obtengao dos fatores de forma eletromagnéticos a partir da corrente do niicleon e o seu
raio quadratico médio. Calculamos o diagrama triangular para a corrente eletromagnética
de um estado ligado de dois corpos no plano-nulo, que servird como base para a construgao
do fator de forma elétrico para os trés quarks ligados formando o préton.

Calculamos os fatores de forma elétricos nao relativisticos de dois e trés corpos no
Apéndice C. No Apéndice D, comparamos os resultados do Apéndice C com os limites nao
relativisticos dos fatores de forma de dois corpos e do préton, obtidos no Capitulo 4. Neste
apendice, também obtemos os limites nao-relativisticos das equagées de dois e trés corpos
no plano-nulo do Capitulo 3 e comparamos com as respectivas equagoes nao-relativisticas,
discutidas no Capitulo 2.

No Capitulo 5 apresentamos os resultados numeéricos deste modelo para o préton, e
comparamos o fator de forma elétrico calculado com dados experimentais oferecidos pela

literatura {17]. E por fim, no Capitulo 6, temos a conclusio com os principais resultados
obtidos neste trabalho.



Capitulo 2

Sistemas nao-relativisticos de 2 e 3

bdsons

Neste capitulo iremos discutir a interagao de contato em um sistema de dois e trés bésons nao
relativisticos. Vamos utilizar o método diagramatico de Feynman para construir as Equagoes
de Bethe-Salpeter para dois e trés corpos. Para tanto usaremos as "regras de Feynman” para
o caso nao-relativistico (Apéndice A). Esta discussao é um prelidio a apresentagao do modelo
do nucleon, que serd considerado como um sistema ligado de trés quarks relativisticos com
uma interagao de contato.

A fungido de onda de trés bdsons é totalmente simétrica, e para um potencial separavel
de um termo, como € o caso da interagio de contato, podemos separar o movimento da
particula espectadora do processo de interacao das outras duas, sendo isto expresso em
termos de uma fungao espectadora [24]. Esta iltima é fungdo apenas da coordenada relativa
da particula espectadora em relagao ao centro de massa das outras duas. Para ilustrar o
nosso método de trabalho, iremos derivar a equagao dinamica para a fungao espectadora da
Eq. de Bethe-Salpeter, realizando-se uma integragao em energia. O resultado é a conhecida
equagao de Skorniakov e Ter-Martirosian {23] para trés bdsons. Esta discussao tem o intuito
de tornar mais direta a derivagao da equagao integral para a fungdo de onda espectadora do
estado ligado relativistico de trés-bosons no plano-nulo, que sera feita no capitulo 3. Iremos
também discutir que o limite néo relativistico desta equagdo é dado pela Eq. de Skorniakov
e Ter-Martirosian (Apéndice D).

Este capitulo segue o seguinte roteiro. Comegamos construindo diagramdticamente a

amplitude de espalhamento de dois corpos, denotada por T, para o potencial de contato.



Devido a ocorréncia de divergéncia na integragio para obtermos 7, utilizaremos o método
de regularizagéo e em seguida estudaremos a renormalizagio da intensidade do potencial
[25, 26]. E necessirio inserir uma informacao fisica do sistema de dois corpos para eliminar
a dependéncia a forma de regularizagio. Escolhemos esta informagao como sendo a energia
de ligagao de dois corpos.

Em seguida construiremos através da regras de Feynman, a Eq. de Bethe-Salpeter para
a fungdo espectadora. Esta equagao é definida em um espago quadridimensional, corre-
spondendo as trés componentes do momento da particula espectadora e a sua energia de
propagagao. Cada particula estd fora da sua camada de energia. Estudaremos a estrutura
analitica no kernel em fungdo da energia da particula espectadora. Isto € necessario para in-
tegragao analitica na energia, observando porém a restrigio quanto a regido de analiticidade
da fungao espectadora. Com isto obtemos uma equagao integral tridimensional, que é a Eq.
de Skorniakov e Ter-Martirosian . Discutiremos os efeitos Thomas [27] e Efimov [28] e a sua
estreita relacao.

Na equagao de Skorniakov e Ter-Martirosian nao ha um limite minimo para a energia de
trés corpos, o que correponde ao colapso deste sistema, como previsto por Thomas em 1935
[27]. Esta equagao é regularizada pela introdugao de um parametro de corte no momento
[29]. Ao introduzirmos este corte na equagio integral e fazer o limite do corte tendendo para
o infinito (o que significa grandes momentos para um alcance cada vez menor), o nimero de
estados ligados torna-se infinito. Isto caracteriza o colapso do estado ligado e corresponde ao
efeito Thomas. Por outro lado, quando fixamos o parimetro de corte e fazemos o limite da
energia de ligagao de dois corpos ir a zero, o nimero de estados ligados também é infinito. E
como veremos, no contexto nao-relativistico, esses efeitos diferem apenas por uma mudanga
de escala {30, 31]. Cabe colocar que esses efeitos dependem da dimensionalidade do espago,

como por exemplo em duas dimensdes, nas quais eles nao existem [30, 32].

2.1 Amplitude de espalhamento de dois bosons: in-

teracao de contato.

O diagrama de Feynman referente & amplitude de dois corpos (7) tem a representagao

pictérica da fig. (2.1):



o= XK POOK: - -

Figura 2.1

A interacao é de contato, o que é uma simplificacao consideravel. Nesse caso, adotando

um potencial separivel com condigao de alcance zero, temos no espago dos momentos:

< k| —iVIK' >=1) < klx >< x|k >= idx(k)x(K) , (2.1)

onde A > 0 para uma interagao atrativa e x(k) depende do modulo de k, correspondendo

a uma interagdo na onda S .

A transformada de Fourier do potencial tipo Delta de Dirac é uma constante, e portanto

o fator de forma no espago de momentos é dado por

x(k) = 1.

Assim, 7 é representada pelos diagramas da fig. (2.1), e é dada pela série

<RIr(E)k > = iX + (API(E;) + (AIXE) + ... = i(iz\)"["“(Eg); (2.2)

onde E, ¢ a energia total do sistema de dois corpos.

O diagrama "bolha” da fig. (2.2), no centro de massa do sistema de dois corpos, dado

por I(E;), tem a representagao integral abaixo, onde as nossas unidades sao tais que k& = 1:

(E;— E, By — k)

(E, k)

Figura 2.2
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No centro de massa o momento total do sistema de duas particulas é nulo, Pg = (.
Observe que 7(E;) = (—t) T(E;), onde T ¢ a matriz-T usual de dois corpos [33].
De ( 2.2 ) e (2.3), T7(E;) se reduz a
< Blr(By)|k >= : = r(E,) . (2.4)

A~ —{I(E,)
A integral na Eq. (2.3) possui dois polos em E. Um em cada semi-plano, o que faz que

nao haja restrigio quanto ao caminho de integragao a ser escolhido. Integrando por Cauchy

temos o resultado abaixo:

I(Ey) = — /dak———l——-—. (2.5)

T (@) Ey—E tie
A integral I(E;) em (2.5) apresenta uma divergéncia linear, o que torna a amplitude de

espalhamento mal definida. Assim, serd necessario dar um tratamento baseado nas técnicas

de regularizagido e renormalizagao [25).

2.2 Renormalizagao da Matriz-7

Vamos seguir os trabalhos recentes das Refs. 25, 26]. O primeiro passo € a regularizagao
da integral I(E,), Eq. (2.5). Esta etapa consiste em introduzir um corte no espago dos
momentos de maneira a tornar a integral finita. O corte pode ser colocado ou nos limites de
integragdo, ou por uma expressao regularizada do propagador de dois corpos, que aparece
em I(E;). Porém, apesar deste procedimento eliminar a divergéncia, o infinito existente
anteriormente ¢ elimininado "artificialmente” pelo corte. O passo seguinte, portanto, € incluir
uma informagao fisica do sistema de dois corpos, que reabsorve o infinito anteriormente
desconsiderado.

No processo de regularizagio redefimos a constante de acoplamento em todas as ordens,
para absorver as divergéncias na série perturbativa de 7. Em cada ordem a constante de

acoplamento, ou intensidade do potencial, traz em si o corte na integragio.Ela também serd

dada por uma série geométrica
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Observe que somando a série geométrica em (2.6), teremos

&k 1
(00))=1 = 37! —_— . 2.7
O =%+ P i+ B 0
A matriz 15, regularizada tem a forma
ag(E2) = i[(A) —iI(E))7 5 (2.8)

onde substituimos A, na Eq. (2.4), por A(®). Assim temos a regularizagio de 75,(E,). Isto
é, ela é finita. Porém, depende do parametro de corte A,.

Substituindo (2.5) e (2.7) em (2.8), temos

Pk 1 1 .
5 - -1 2.9

A matriz 74,(E,) regularizada, pode ser reescrita como

ma(B2) =5 + [ ¢

(B =0T + [ o (B = O - In(E T, (210)

onde introduzimos a fungao de Green regularizada

L, 1
A2+ B BB el

gAz(kvEZ) = (2.11)

Cabe observar acima, na Eq. (2.10), que a parte imagindria nao é afetada quando o corte
¢ incluido, garantindo assim a unitariedade da amplitude de espalhamento de dois corpos.

Resumindo, introduzimos na amplitude de espalhamento (2.8), a constante de acopla-
mento redefinida em termos do parametro de corte (2.7) e obtivemos amplitude regularizada
(2.10). Este método elimina a divergéncia linear para k — oo, que é "engolida” pelo corte
introduzido.

O proximo passo entao é renormalizar a intensidade do potencial, usando para isto alguma
informagdo fisica do sistema de dois corpos. A amplitude de espalhamento renormalizada
¢ obtida para A; — oo. Introduzimos a informagao fisica do sistema de dois corpos na
amplitude de espalhamento, a qual corresponde & energia de ligagdo de dois corpos (—E2p).

Com isto, (2.10) terd um polo na energia — E, 5, assim definindo a constante de acoplamento
Aj, como

10
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onde p2p = vVmEzp e (A(u25))"! = 0 (constante de acoplamento renormalizada). Com isto

aparece o polo na amplitude de espalhamento na energia —E;p.

X! = A7 (p) - (212)

Substituindo (2.12) em (2.10), eliminamos o parametro de corte na integral finita, re-
cuperando dessa maneira a informagao fisica contida no “infinito perdido”. A amplitude

renormalizada de dois corpos é dada por

&k 1
20 (Ezs + Z)(E; - £ +ie)

Observemos na Eq.(2.13) que a parte relativa ao corte é cancelada, nao influindo portanto

7r(Ez) = i[(Ez5 + E) / ( I (2.13)

no limite A; — oo .

Integrando pelo teorema de Cauchy a integral em (2.13), obtemos a amplitude renormal-

1izada:

TR(E;) = —4mi[m(p2p + ik)]7 (2.14)
onde k = vmE .

2.3 Fungao de onda total de trés bésons

A fungao de onda de trés bosons é totalmente simétrica e estd escrita no espago dos momen-
tos.Ela é o "sanduiche” do "ket” |{¥ > com trés "bras” pertencentes aos espago de Hilbert
produto, associados aos trés bésons. Usando o potencial separavel, a dinamica fica contida
na fungao espectadora, que expressa o movimento da chamada particula espectadora [24].A

equagao de Schriodinger com potencial separdvel, Eq. (2.1), para trés bésons interagentes é

escrita como

(~Bso — Ho)l# >= (= 3" M >< x)l¥ >, (215)

onde E;p > 0 ¢ a energia de ligagiao do estado ligado de trés-bésons. A Hamiltoniana

livre ( Ho ) é a dada pela soma das energias cinéticas das trés particulas no centro de massa:

3 it
=y 5 2.
H, ; 5 (2.16)
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Vamos adotar o referencial do centro de massa, onde El + l-c.g + l-c.;; = 0. Na equagao
(2.15), o produto escalar < x;|¥ > nio é um nimero.Ele é um vetor no espago de Hilbert

correspondente a particula i .Como < x| 86 depende do momento relativo entre j e k , temos

< xilkikjke >= |k >< x|k;kx >= [k > x(kj, kx) (2.17)

Na eq.(2.15), multiplicando o lado direito por < I-c.ll-c.zl-c.;,l(Eg — Hp)™! temos

1

3
- kkilyi >< K Je > . 2.18
_ESB_HOZ,\<k,kk|x.>< | < xil¥® > (2.18)

=1

< I-C.l;z;gl‘l’ >=

A inversdao do operador —E3g — H), é possivel, pois para o estado ligado de trés corpos com
E;g > 0, ele nao se anula.

O produto escalar < x;|¥ > é um "ket” na coordenada k;. Observemos na eq.(2.18),
a dependéncia do momento relativo de j e k no fator de forma do potencial separavel. Ou
seja, a interagao € do subsistema formado pelas particulas j e k, ndo havendo interferéncia
da particula i, que cumpre o papel de espectadora. Por isso as fungées A < I-c..l < xil¥ > do
lado esquerdo da eq.(2.18) sao chamadas de espectadoras {24].

No caso de trés bosons, ainda temos que

A<kl <xi|¥>= A<k < xl¥ >= A< k) < x3]¥ >=v(k), (2.19)

para ]_C.= ;1 = EQ = ;3.
Vale lembrar que no caso do potencial de contato, temos que x(;;,;j) = 1, e portanto

a fungao de onda do estado ligado de trés bésons fica

< Frigis|@ »= 2B+ v(ka) + vlks) (2.20)

3K
Esp+ 30, 55

2.4 Equagao integral de trés bdsons

Vamos construir , usando os diagramas de Feynman , a equagao integral para a fungido
espectadora , que corresponde i equagao de Skorniakov e Ter-Martirosian .Uma vez que ja
entendemos o conceito de fun¢io espectadora, vamos obter a equagao de Bethe-Salpeter que

v(k;) satisfaz. Analogamente a obtengdo da matriz T de dois bésons , temos a

12



representagao diagramitica da equagiao de Bethe-salpeter para a fungao espectadora, que
é desenhada abaixo:

(£,, k,) (,, k)
—_] —

- 2 :
- (E-E Pk ) (Epi)
(€€, B ) ) (ke

Figura 2.3

A equagao diagramatica acima serd integrada na energia, no "loop” interno de momento,
em um procedimento analogo ao aplicado para o sistema de dois corpos. O subsistema
referente as particulas 2 e 3 é mostrado com energia e momento —E3p — E; e ﬁaB - k-;,
respectivamente. O momento total do sistema de trés bésons é nulo, no centro de massa
Pyp = 0.

No lado direito, o diagrama representa uma equagao integral de trés corpos, com uma
integragao no ”loop” de momento e energia. A “bola cheia”, no lado direito do desenho,

representa a matriz 7gr(E,3) (2.14), calculada anteriormente. A energia de centro de massa
do par, E;;, € dada por
k’.’
Ey)3 = —E3p — E; - -1 ) (2-21)
4m

a particula 1 € a particula espectadora.

O subsistema dos bésons 2 e 3 estd interagindo via forga de alcance zero. O fator 2 vem
da simetrizagao em relagao as particulas 2 e 3.

Na construgao da equacgdo integral, somamos sobre todos os possiveis processos de dois

corpos. Assim, utilizando as regras de Feynman, no referencial do centro de massa dos tres

bésons, obtemos

k? dE; d°k, dE; d*k; - )
N6() k(2
i) | T Gy e Gy B - T EDAC e

U(kn El) = 2TR( E:iB - E, -

1 1

(E; - —2—+16)(E’ —’—+ze)

v(ky, E3) - (2.22)

A eq. (2.22) apresenta a simplificagao do potencial de contato, o que suprime os fatores

de forma. Observe também que denotamos a funcio espectadora pela fungio v(E,E), pois
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em geral ela depende da energia independentemente de k. Porém iremos mostrar que na
equagao integral apenas entra E = ;-k?, o que corresponde & particula espectadora na sua

camada de energia.

Integrando as fungoes delta provenientes da conservacio de energia e momento na eq.
(2.22), obtemos

. dE, &K, ;
v(ky, By) = 27(~Eap - By — )_/ *

21(' 21")3 E.'!B _ El E/ kl+k=) + E)

: = v(k}, E}) . (2.23)
(E5 — 25 +ie)
A equagao (2.23) exige o conhecimento do comportamento analitico de v(ks, E3) no plano

complexo de Ej, para permitir a integragao nesta varidvel de energia. A matriz 7p(—E3p —

E, — 45,1:- , (2.14), ja calculada, é dada por

TR(—Esp — Ey — —) = —4wi[m(y/mE,5 — \/m Esg+ E, + —))] - (2.24)

A amplitude 7g(E — E; — ;—rln—), como fungao de E,, é analitica no semi-plano inferior
de E,-complexo. Isto pode ser entendido diretamente na eq. (2.13), onde em fungdo de E,
Tr(E,) é analitica no semi-plano superior de E-complexo. Note que no argumento de T no
sistema de trés-bésons, aparece o sinal (-) em E,, pois temos (E — E, - %), o que faz trocar
o semi-plano onde ela é analitica.

O kernel da equagao integral, (2.23), a.presenta. um corte no semi-plano complexo superior
de E,, dado por E, = —E3g— Ej — Lﬂf;)_ +ie. Portanto v(ky, E;) é analitica no semi-plano
complexo inferior, onde levamos em conta também a regiao de analicitidade de 75.

Assim efetuamos a integragao no semi-plano inferior de Ej-complexo, na eq. (2.23), onde

. . - ’ 1
temos apenas a contribuigio do pélo em Ej = Lt

& — i¢, para o calculo do residuo. Ele faz

com que a particula espectadora esteja na camada de energia. Assim

v(F) = 87 &K, v(KL) (9,95
1 3 3 122 _ 1 (k4 k)2 — A 12\2' )
mlvmEss — \/m(Ess + 2k2)] (27) —Eap — - ki — 5L (ky + k)2 — 5L k3

onde suprimimos a dependéncia em E na fungio espectadora. A equagio (2.25) é a equagao

de Skorniakov e Ter-Martirosian [23] para o estado ligado de trés bésons.

14



2.5 Efeitos Thomas e Efimov

A equagao integral (2.25) ndo tem limite inferior para a energia de ligagio de trés-bésons. Isto
corresponde ao colapso do sistema de trés corpos, para o alcance da interagao igual a zero.
Para obtermos resultados finitos para a energia de ligagao, podemos introduzir um corte na
integragao, no momento da particula espectadora. O inverso deste corte, corresponde a um
alcance atribuido ao potencial (rp), o limite de alcance zero correspondente a este corte em
momento ir para infinito [29]. Introduzindo o corte A; na integral e mudando as variaveis

k, e k}, na equagao (2.25), para varidveis adimensionais, com m=1, temos

B 2/x vooLn 1
v(y) = \/53 T3 \/E;-/(; dzz /_‘ d(cosﬂ)ea Tl i (5T g_)z)‘v('-':) ,  (2.26)

onde as quantidades adimensionais sio dadas por:

=k . o=k .. = < g = E
y:_—_K‘;,-T.:K‘a-,Ez.-:-(—%%,Sg———‘T(A:).

Usamos na eq. (2.26) que a fungao de onda espectadora do estado ligado esti na onda §,

e portanto independe da diregio do momento da particula espectadora. Assim integrando

também em cosfl, temos

v(y) =

z +y2+£.‘37+€3
. 2.27
/dz In (G g () (2:27)

\/53+ Ty? -

Para €, = 0, a equagdo (2.27 ) apresenta infinitos estados ligados. O corte A3 — o0 ¢é
interpretado como sendo proporcional a 7g', e estes infinitos estados ligados correspondem
ao Efeito Thomas, uma vez que neste limite e, — 0. Neste caso, a energia EJg, associada

ao estado fundamental de (2.27), cresce sem limite, enquanto o alcance da interagao vai a

zero, ou seja,

Elg = Jim A — . (2.28)
Ag—co

O Efeito Efimov é observado quando atingimos o limite £, = 0, com Aj3 fixo. Assim,
E;p — 0. As energias de ligagio dos trés bésons irao se acumular em torno de zero, uma

vez que as energias dos estados excitados €] tendem a zero, para n — oo [31] .
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Capitulo 3

Sistemas relativisticos de 2 e 3

bésons no plano-nulo.

Na apresentagao dos conceitos associados ao uso do plano-nulo (z* = z° + z* = 0), serd
dada énfase em sua utilidade e uma posterior aplicagio ao modelo de quarks constituintes.
Aqui obteremos as equagoes de Bethe-Salpeter relativisticas para o sistema de dois e trés
quarks, com interagao de contato. Usaremos a aproximacgao de escada para as equagdes de
Bethe-Salpeter. No sistema de trés quarks ligados, obteremos a equagido de Bethe-Salpeter
para a funcao espectadora.

Os modelos hadronicos para barions e mésons com fungdes de onda fenomenolégicas
definidas no plano-nulo, obtiveram algum sucesso [5]. O préximo passo é encontrar um
formalismo dinamico, onde a fungao de onda do barion no plano-nulo seja obtida da in-
teracao entre os quarks constituintes. Escolhemos a interagao de contato entre os quarks
constituintes. Nosso modelo esta baseado no sucesso de modelos do tipo de Nambu-Jona-
Lasinio [10], para descrever a fenomelogia dos mésons leves e a quebra de simetria quiral
responsavel pela massa associada ao 'qua.rk constituinte [13]. Nestes modelos, a interagao
entre os quarks é de contato. Usaremos a equagao dinamica para a fungao espectadora em
um sistema de trés-bésons no plano-nulo com interagiao de contato, desenvolvida na ref. [16].
O nosso modelo para a fungio de onda do nicleon, tera a parte espacial totalmente simétrica
e desprezaremos o grau de liberdade de spin.

Do ponto de vista dos geradores cinematicos (aqueles nos quais nao é incluida a dinamica
do sistema), o uso do plano-nulo torna-se vantajoso por eliminar a dependéncia da dinamica

em alguns "boosts”, como apresentado por Dirac [1]. Isto é um ganho considerivel quando
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comparamos com o plano usual (z° = 0), onde todos os "boosts” contém a interagio.
Consequentemente, ha o aparecimento de caracteristicas desejiveis que tornam conveniente o
uso do plano-nulo: enfatizagao do papel do momento relativo; a existéncia de um vacuo fisico
no plano-nulo,0 que permite construir os estados da base de Fock. Isto possibilita formular
sistematicamente uma aproximagao para estrutura dos Hddrons {7]. Qutra caracteristica é
a linearizagao entre energia e momento do plano-nulo [34].

Porém, apesar dessa série de vantagens, ha o inconveniente da perda de invariancia rota-
cional. Isto traz dificuldades com relagio a invaridncia rotacional de sistemas que apresentem
spin maiores ou iguais a um (2, 3, 35, 36]. Apesar de ganharmos um gerador cinemitico a
mais no plano-nulo em relagao ao plano usual, nio podemos fazer rotagoes em torno dos eixos
x e y, pois nesse novo contexto, os geradores equivalentes a essas rotagoes sao dinamicos.

Este capitulo comega apresentando as definigoes das coordenadas do plano-nulo seguida
da discussdao dos "boosts” cinemdticos, com um comentario sobre geradores, como funda-
mentagao, no Apéndice B. Detalhamos a série de vantagens apresentadas, terminando na
obtengao e discussao da equagao de Bethe-Salpeter da fungio espectadora no sistema de trés

quarks e demonstrando sua covariancia por "boosts” cimematicos.

3.1 Coordenadas do plano-nulo

O plano-nulo ¢ definido por z+ = 2° 4+ 2% = 0. As coordenadas e momentos canonicanente

conjugados sao :

=2+ 2% kT =k - &%, (3.1)
g =2 —2 Kt =k + K (3.2)
£, =(z',2%), kL = (K", k?). (3.3)
Em relagio ao plano usual z° = ( essas coordenadas possuem significados analogos,

que podem ser reconhecidos pela comparagio do produto escalar escrito em termos das

coordenadas usuais e do plano-nulo:

kiz, = %(ku— +hzt)— K, ) (3.4)

De (3.4) reconhecemos z* como tempo do plano-nulo com sua coordenada conjugada k-

que faz o papel da energia. k* e k,, sio os momentos cinematicos canonicamente conjugados
az e E_L.
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3.2 “Boosts” cinematicos

Os "boosts” cinemdticos no plano-nulo sdo as transformagoes de Lorentz que mantém o
plano-nulo invariante, e que relacionam os quadrivetores ( A+ A A7) com (AT,A,,A7)
em dois referenciais inerciais. Elas sao construidas através de um conjunto de trés geradores
do grupo de estabilidade (34}, trés geradores de translagdo e um gerador de rotagao ao longo
do eixo z. No total ha sete geradores das transformagdes cinematicas. Todos os geradores,
com excessao da rotagao em z, sao combinagoes lineares de geradores do grupo de Poincaré,
quando definidos para o plano usual (Apéndice B).

Em relagao ao plano usual, portanto, o nimero de geradores dinamicos no plano-nulo(aqueles
que envolvem a evolugao temporal do sistema) é menor: trés, enquanto que no plano usual
hd quatro geradores dinamicos.

Assim, a exigéncia crucial para a construgao dos "boosts” cinemadticos, é que nao haja
nenhum tipo de dependéncia dinamica, isto é, estas transformagoes entre referenciais inerciais
nao devem misturar, nas componentes cinematicas do quadrivetor, a componente dinamica
(-) deste.

Supomos primeiramente que a componente A’* no referencial (') seja proporcional a A*

do referencial (). As transformacoes de Lorentz sao lineares :

At = Q+A+ . (3_5)
Devemos observar a exigéncia de invariancia do plano-nulo z'* = z* = 0. Portanto, ndo

ha adi¢ao de mais nehum termo nas componentes (+).

Para A', temos a combinacdao linear das quantidades A; e A" excluindo-se A7, que

envolve a dinamica:

A=A, +Q.A" . (3.6)

Finalmente A~ ¢é obtido da invaridncia do produto escalar A*MA, = A* A, o que resulta
em

1 = - -
AT = 5:(A+Qi +2Qi-A;L +A7). (3.7
Os "boosts” cinemadticos acima construidos, tem trés geradores cinematicos de um to-
tal de sete, correspondentes as transformagées infinitesimais nos trés parametros Q% e Q.

(Apéndice B). Os quatro geradores restantes equivalem a trés translagoes no plano-nuloe
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¢ uma rotagdo em torno de z. Sendo dez o mimero de geradores do grupo de Poincaré,
concluimos que hd trés geradores dinidmicos, sendo k™ o gerador de evolugio temporal em
zt.

A obtengdo dos observiveis fisicos podem ser calculados tanto no plano-usual como no
plano-nulo. A conveniéncia de se realizar os cdlculos no plano-nulo consiste em se evitar,
em certos processos fisicos, a criagao de pares, que no contexto abordado acima, seria uma
consequencia da mistura de componentes cinematicas e dinamicas. Dada a importancia desse
tipo de vantagem, vamos enumerar uma série de outras vantagens do uso do plano-nulo:

1- A relagio de Einstein k* = m?, mostra uma dependéncia linear entre k™ e k* em

contraste com a forma quadritica em k° e k [34]. No plano usual temos

K = +£Vk? +m?, (3.8)

e no plano-nulo
k? +m?
Tkt

Para k* positivo, s6 hd a existéncia de particulas. Como veremos adiante, na integragao

k™ (3.9)
na energia do plano-nulo, nas equagées de Bethe-Salpeter derivadas dos graficos de Feynman,
s6 aparecerao integragoes para k¥ > 0, decorrente dos varios pélos que limitam a regido de
integragao, eliminando assim a inclusao de anti-particulas .

A estrutura linear de k™ (3.9), tem uma certa analogia com caso nao-relativistico. Quando
estamos lidando com varias particulas - no nosso caso duas ou trés particulas - podemos in-
troduzir variaveis relativas analogas aos momentos de Jacobi. Essas coordenadas desacoplam
o movimento do centro de massa da dinamica interna [34]. Vamos exemplificar: Para duas
particulas -ambas em suas "camadas de massa” (k? = m?) - definimos os momentos relativos
analogos ao esquema nao relativistico. Definimos o momento total (P*), o momento relativo

(K1) e as razdes das componentes de momento (+), z; para i=1 e 2 , como

kt

Pr=k+ k) K =2k —zikoy 5 i = ‘I;'; . (3.10)

A soma das fragoes z; ¢ igual i unidade :

Szio=1. (3.11)

=1

o ” - . s . . . 2,
A separagio da "energia cinética relativa” e da "energia cinética do centro de massa” das

duas particulas de massas m; e m, ( em suas "camadas de massa”), é dada por
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Moamd Myoemi P31 KL mi mi
kt kS p+ " ptizz;, =z oz
As quantidades z; assumem o papel de "massa”, apresentando a caracteristica de serem

kT + k=

(3.12)

invariantes por "boosts” cinematicos.

Vamos calcular a diferenca de massa total do sistema de dois corpos, em uma situagao na
qual P* é conservado. Como veremos, esta diferenca aparece em denominadores correspon-
dentes & propagagao livre do sistema virtual de duas particulas com massa M{, = (k; + ;).

2 2
Se no estado inicial o sistema total tem massa P2 = M? ( P~ = fﬁ#—‘l), entao

M? — Ml = P? ~ (ki + k)’ =

2 2 2
PHP~ —k —k;)— Pt = prp- _ (KL M 2. (3.13)
2

)z £

Reparemos que na eq. (3.13) temos uma estrutura do denominador do propagador de
dois corpos relativisticos no plano-nulo anilogo a E — H, (denominador do propagador nao

relativistico).

Em um referencial no qual P, = 0, temos que ky, = —ky, = ki, a massa livre do

sistema de dois corpos fica

M%L = P*P~ — P! = P*(kj +k;)
wtmi Kio4mi kK om om

y=— 4 2y 2 (3.14)

k1+ k;' YT T L9

k
= P+(

Observe que se identificarmos k; com o momento relativo na Eq.(3.13), obtemos a mesma
expressio M, que na Eq.(3.14). Isto significa que através de um "boost” cinemaético no
plano-nulo, podemos ir de qualquer referencial para aquele no qual 131 = 0. Esta trans-

formagao (3.6) tem parametros dados por

S o o ~ P,
pizpl+le+=g,Ql=-i)i+; (3.15)
e para os momentos individuais temos a transformacao
P = -
k\_L=kl.L—'I_)IP.L=(1'—:1)kLL"zlk2.L- (3.16)

Comparando a Eq.(3.16) com a definigio do momento relativo, Eq.(3.10), observamos que

podemos interpretar o momento relativo como o momento transversal de uma das particulas
no referencial no qual P, = 0.
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O caso de trés particulas é totalmente andlogo ao caso de dois corpos para a obtengao

da massa livre, My3. Os trés corpos tem momento total ﬁg:

2

Pl=P{P; - Pl
3 3 k2 2
= Py(LK)-PL =Y Rat™_pr (3.17)
i=1 =1 Ti
A transformacgao de referencial no qual o sistema de trés corpos tem P;, = 0 ¢ dada pelo

parametro Q.= —E,;‘i- na transfromagdo cinemaitica (3.6). Com isto temos que
3
K, = ki — Py, . (3.18)

Usando a transformagao (3.18), temos que o quadrado da massa de trés corpos livres é

dada por

M=y HAEm (3.19)
i=1 zi

2- Outra vantagem do uso do plano-nulo e que é crucial para o modélo de 3-quarks, é a
estabilidade do truncamento do espaco de Fock. Se fizermos "boosts” cinematicos, nao serao
criado pares, permanecendo a estrutura de trés quarks. Isto esta refletido na covariancia das
equagdes de dois e trés corpos por transformagoes cinematicas no plano-nulo. Consistente
com as propriedades enunciadas, temos que a componente "+” do operador de corrente
eletromagnética ¢ diagonal no espago de Fock [34]. Veremos adiante a utilizagao deste

operador de corrente no espalhamento elétron-préton.
Apos a discussao das vantagens oferecidas por esse formalismo - uma vez que necessitare-

mos fazer mudangas de referencial, mantendo as equagoes dindmicas covariantes - vamos

calcular a amplitude de espalhamento de dois corpos e a fungdo de onda trés corpos no

formalismo relativistico do plano-nulo.

3.3 Amplitude de espalhamento de dois bésons rela-

tivisticos com interacao de contato

Semelhantemente ao caso nao relativistico, temos a equagio de Bethe-Salpeter relativistica

para a interagdo de contato na aproximacao de escada [16], que é representada diagramati-
camente :
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o= X OO XK - -

Figura 3.1

onde

PB _ ko

kl‘

Figura 3.2

O diagrama acima é uma equagao integral quadri-dimensional, cuja primeira integragio
fazemos na energia no plano-nulo, k~. Com isso eliminamos a dependéncia na varidvel
dinamica, sobrando uma estrutura que é covariante por transformagoes cinematicas no plano-
nulo. Isto permite uma mudanga de referencial - nesse caso escolheremos o centro de massa.

A amplitude de espalhamento é obtida de uma série perturbativa constituida por varias
"bolhas” como na fig. (3.2) . A "bolha” corresponde a uma quantidade escalar e portanto

s6 depende da massa do sistema de duas particulas (M;) ,

d'k i i
(2m) k2 —m? +ie(P — k) —m? + ie

B(M,) = / (3.20)

Em termos dos momentos no plano-nulo, obtemos apenas uma regiao na qual a integragio

por residuos, em k™ nao sera nula, que é 0 < k* < P;, sendo P{ = (M,,0):

1 PP dktdtk, 1

B(Mg) = 3 / + k 2 Po—k)2 . (321)

—_ - ?L—m Yy — ) m?2

22 ) Jo k(P k) Py - T ( (Pg—t;‘
Introduzindo a quantidade invariante z = f,; na eq. (3.21), obtemos
2
1 1V dzd’k 1
B(M,) = / L : . 5

(32) 2(27)3 Jo z(1 ~z) PP - ki +m? N (Pz—lk 2 +m? (3.22)
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A estrutura do denominador presente em (3.22) é a mesma de (3.13). Em termos do

momento relativo, K, = (1 — z)k; — z(F, — k)., a Eq. (3.22), fica

B(M,) =

1 /'1 dzd’K | 1

P (3.23)

- K?4+m? *
o z(1 z)Mzz—:{Lf‘:,_)

A condigao de P, > 0 implica na supressio da propagagio de anti-particulas no "loop”
da integral, como observado anteriormente. Do diagrama da fig. (3.1), obtemos a expressao

da amplitude de espalhamento de dois corpos (7), somando a expressao da série geométrica:

1

(M) = 35T B

(3.24)

sendo A a constante de acoplamento.

A equagao (3.23) possui uma divergéncia logaritmica que é absorvida na redefini¢ao de A.
A renormalizagao é feita usando-se como informagao fisica a massa de dois quarks ligados.

Sendo o pélo de 7(M;) em M, = M,z, temos

i\~ = B(Myg) . (3.25)

A maneira pela qual renormalizamos a matriz 7 é idéntica ao processo de renormalizagao
apresentado no capitulo precedente. Ou seja, primeiro regularizamos a integral B(M3p) -
inicialmente divergente - com a introdugio de um corte na integragao em K,. A subtragao
no denominador de (3.24) faz 7(M,) finito. Usando o fato que M;p < 2m, significando um
estado ligado, verifiquemos o sinal de A. De (3.25)

A~ = —iB(M,p) < —iB(2m) , (3.26)
onde P
. 1 K_Ld:!: 1
—iB(2m) = . 3.27
£5(2m) 2(2r)® / z(l — z) gpp2 _ Kitm? <0 (3.27)

z(1-x)
De (3.27), concluimos que a constante de acoplamento —\ é positiva. Portanto, a forga
entre dois bosons, com a condigao 2m > M,g ¢é atrativa.

A integral da equagiao (3.23) pode ser resolvida analiticamente para M, < 2m (16], e
obtemos
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-1
. | m? 1 [ m? 1._ m? 1 m2 1, _
T(Mz) = —1(211-)2 [ M228 - Z a.rcta,n(z MgB _ Z) 1 _ _ATzz _ Zarctan(2 'ATzz _ Z) 1] )
(3.28)

Reparemos na expressao da matriz v(M,), a consisténcia em relagio as regras de Feynman

para o potencial. Nas regras observamos um fator -i multiplicando o potencial, e na expressao

(3.28) ele aparece explicitamente.

O limite nio-relativistico de (3.28), para m e M, indo para infinito tal que 22z —, ¢,
estd de acordo com a amplitude de espalhamento nao relativistica para dois corpos (2.14),
como mostramos no Apéndice D.

Olhando a solugdo da amplitude 7 do ponto de vista das varidveis de Mandelstan para
os canais s e t, verifiquemos que o pélo vindo do canal s - massa do estado ligado de dois
bésons - é o mesmo que o polo pertencente ao canal t - troca de momento, que equivale a
massa do "méson” trocado no processo. Assim a amplitude de espalhamento no canal s estd

representada na fig. (3.1), enquanto que o diagrama referente ao canal t tem a representagéao

pictorica:

IZX* .

Figura 3.3

As variaveis de Mandelstan para os canais s e t, sdo definidas como

s = (ky + k) = (By + Eo)? = (ky + k2)?, (3.29)

que no centro de massa corresponde ao quadrado da energia do sistema, e

t= (K — k) =g’ (3.30)

que corresponde ao quadrado do momento transferido no processo de interagao dos dois

bosons.

De acordo as defini¢des acima, reconhecemos que r(M;) = 7(s?), ou seja, a massa do
sistema € a energia que flui pelo canal s. No canal t, o momento é transferido entre as

particulas 1 e 2, e sua representagio diagramatica é mostrada abaixo:

24



Figura 3.4
A série somada é também geométrica, cuja expressao ¢

-
A1+ iJ(q?)
Renormalizando a expressao acima, temos de colocar na constante de acoplamento, a
informagao fisica da massa do estado ligado, que dara um pélo na amplitude de espalhamento,

ou seja t = My5. Com isto temos:

(3.31)

r(t) = ~iJ (M) +1J(t)

Comparando os pélos das amplitudes referentes ao canal s com o pdlo do canal t, con-

(3.32)

cluimos que a energia que flui é a massa do "méson” no canal t.

3.4 Equacao Integral para o estado ligado de 3-bésons

no plano-nulo.

Nesta segao iremos discutir o modelo da Ref. [16], desenvolvido no contexto de trés-bosons.
A fungao de onda no plano-nulo para o estado ligado de trés bésons é a soma de trés
componentes, onde cada componente contém um vértice que corresponde a uma fungao
espectadora. No capitulo 4 iremos discutir a forma detalhada desta fungao de onda.
A fungao espectadora relativistica, v(¢*), depende apenas do quadrimomento da particula
espectadora, ¢*, uma vez que a interagao entre as particulas é de contato. O diagrama de

Feynman que representa a Eq. de Bethe-Salpeter para a fungiao espectadora é dado abaixo:
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Figura 3.5

Na fig. (3.5), a "bolha cheia” representa a amplitude de espalhamento do subsistema de

dois bésons dada pela expressio (3.28). A fungdo espectadora é representada pelo vértice,

onde estdo denotadas as trés particulas.

Usando as regras de Feynman no diagrama da fig. (3.5), obtemos

d'k i i
2r) k* —m? + ie(P; — g — k)* —m? + ie

v(q") = 2r(M3) / ( v(k*) (3.33)

onde P¥ = (M;p,0); M3p é a massa dos trés bosons ligados; M} = (P; —q)* é o quadrado
da massa do subsistema de dois bodsons.

Introduzindo as varidveis do plano-nulo , apresentadas na secgao (3.1), obtemos:

dk- dk* d?k 1 )
v(q ' q vQ.L) T(MQ)/ (27r)4 k+(P3 —q- k)+ [k“ _ ) +32_‘»(]
. (Prsam kT mivie v(k™ k* kL) . (3.34)
Py —g=— k- - a(pq+_.ki_q+)

Na integracao de k= pelo Teorema de Cauchy, a unica regiao que da contribuigdo nao
nula a integral é 0 < k* < P; — ¢*, desprezando a dependéncia da fungao espectadora em
k~. Esta simplificagio implica que, apés a integragio por residuos em k-, temos k? = m? e
portanto o béson espectador passa a estar na "camada de massa”. Isto é razoavel pois ele
se propaga liviemente em relagiao ao par que interage via interagao de contato [16].

+

. - - k; h -
Com a introdugao das fragoes de momento, z; = Fr e y; = %;, obtemos na equagao da

fungao espectadora, denominadores onde aparece a massa livre do sistema de tres corpos,
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com a forma dada na secgdo 3.2 pela Eq.(3.19). A particula espectadora estd na camada de
massa:

2 2 k2 2
- =:€£é§21.,k* =.4L£%Zi-. (3.35)
O resultado da integragdo em k&~ na Eq. (3.34) é
- . dtkol v(z,;l)
v(ya ql) = "'(M2)/ (21'.)32(1 — — y) MgB _ 9 +m? _ kL 4m?2 (q+k)% +m? (336)
v

z l-z—y
onde, em principio 0 < £ < 1 — y. Adiante vamos discutir esta restrigao.
No denominador de (3.36), aparece a massa de trés bosons livres, MZ; dado por (3.19),

para massas iguais:

K +m? gl +m?  (q+k)] +m
z ¥ l—-z—-y
A introdugao dessa definigdo, nos da uma leitura estrutural da equagao integral da fungao

2 _

(3.37)

espectadora como constituida de vértice, espago de fase z(1 — z — y) e do denominador M} —
MZ;. A dependéncia de v com ¢~ nao aparece explicitamente, pois a particula espectadora
estd na sua "camada de massa” ; y e ¢, descrevem o momento do béson espectador.

As integragoes em k, e k% sdo limitadas, como veremos a seguir. Impondo que a massa

do subsistema de dois corpos seja real, temos

q2 + m? 2

M'z?:(PSB —q)2=(M33—q+)(M33-—~—l—q—+——)—ql >0. (3.38)

A desigualdade acima nos dd os limites para y, bem como para z :

(1~ y)(Mipy —m?®) > ¢}
(1 - z)(Migz —m?) > k2 (3.39)

Sendo ¢% e k} positivos, os dois termos multiplicados em (3.39) devem ser positivos, uma

vez que £ < 1 e y < 1. Outras possibilidades sao falsas! Assim

2
P
Mg
m?

7
M3

Migy-m’>0—y>

Mgz —m?>0—z> (3.40)
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A condigiao de M; ser real também limita k; dentro da integragio. Usando (3.39), temos

ki < /(1= z)(MZyz —m2) . (3.41)

Introduzindo os limites dados por (3.40) e (3.41) na equagio integral para a fungio
espectadora, (3.36), temos

. i v de kpes v(z, k1)
)= rony [T e, ,
B € L v oy
(3.42)

onde k7% = \/(1 —z)(Migz — m?) .
Os limites de integragao em ﬁ;— < z <1 —y e a condigao imposta sobre y - vinda da
3B

escolha de M, ser real - , nos dd um limite inferior para a massa de trés bésons . Ou seja,

m
l—-y>z> , (3.43)
M3,
o que implica em
2 2
1- = T Msg > Vam. (3.44)

T ML M,
A desigualdade (3.44) implica no desaparecimento do Efeito Thomas neste modelo rela-
tivistico no plano-nulo, uma vez que a massa do sistema ligado de trés-bésons deve ser maior
que 2m.
Supondo m muito grande, obtemos o limite nao-relativistico da equagao de Bethe-
Salpeter para fungao espectadora, que se reduz a Eq. de Skorniakov e Ter-Martirosian

(2.25). Os detalhes estao discutidos no Apéndice D. Assim obtemos

1 &k vnr(k)
UN =vm /——- ~ —= 3.45
R(q‘) 772( /E2 _ /E2B) m? EaB 4 .22-'2"— 4 % 4 iﬂzi'?— ( )

onde E; = E;g + %q2 € a energia do subsistema de dois corpos.

3.5 Covariancia por transformagdes cinematicas

A equagao integral para a fungio espectadora é covariante por "boosts” cinematicos no
plano-nulo, como iremos demonstrar. Isso nos permite mudar para o referencial mais con-

veniente. Por exemplo, podemos realizar uma mudanga de um referencial, inicialmente no
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centro de massa para um outro onde o estado ligado de trés-corpos tem momento B,. 0
quadrimomento total muda de (Msg,0) para (VP2 + M2, By).
Os parametros do "boost” cinemaitico que leva o quadrimomento total de (Map,0) para

P? + M2y, Py, ), sdo obtidos das tranformagoes dadas pelas Eq.s (3.5), (3.6) e (3.7) :

VMig+ P}, = Q"Msp
Py, = 0+Q.Msp
1
Mg+ P, = EI(Q_Z;_MSB + Msp) . (3.46)

Portanto, os parametros cinematicos sao

P2
Q+ — 1+ 31
M3y
0, = AP;*B . (3.47)
3

No referencial de Breit, que serd utilizado no célculo do fator de forma eletromagnético,
a condigdo de que o nicleon s6 tenha momento na diregdo transversal, faz com que exista
uma transfomagao cinematica do centro de massa do nicleon para este referencial. Desta
forma, podemos obter a fungao de onda do niicleon no referencial de Breit a partir da fungao

de onda no centro de massa.

A equagao integral para a fungio espectadora (3.42), no referencial em que

Py = (\/P:32L+M§81P‘3-L)

é dada por

/k " g, V(L)
'(1—!/ “z') M:%B-M'ga ,

v(y,q)) = o )3T(M) (3.48)

onde k™ vem da desigualdade (3.38) no referencial no qual o momento transverso total é
diferente de zero; as quantidades com (’) estdo definidas neste referencial.

Vamos reescrever a Eq. (3.48) como

v(y',q)) = F(y', ¢ ) (¥, 4}) - (3.49)
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A expressao da qual partiremos é a obtida apés a integracao em k=, (3.48). Apds esse
passo, podemos efetuar "boosts” cinematicos para o centro de massa do sistema de tres

corpos. Entao

Fl(y,q)) = (—2§)—3T(M;> (3.50)

é um escalar de Lorentz, pois s6 depende da massa do subsistema de dois corpos, e portanto
Mé = M2 .
A integral I'(y’,q) ) é analisada abaixo:

- d ke v(e', k)
I = [, s [ PR (3.:51)
Vo 212 —y) tMip - M

Assim, considerando que:
1) z e y sdo invariantes por transformacgoes cinemadticas;

2) Eﬁ. =E_L+$}-’.3J_e‘ﬂ=‘ﬁ +yﬁ31.;

4) My; = Mos;
obtemos:
- - -y dz kpas ‘U’(I, ;J_ + $ﬁ3l)
I(y,q. +yPas) = ——————/ &k . 3.52)
(v,41 +yFou) ‘/DTI z(l-z—y)Jo LTM2 - M (

Substituindo (3.52) em (3.49), temos

- ~ 1 -y dz kTes v'(z,ky +zPy,)
' yyPy) = M / —_T / &k, 15 . (3.53
e comparando com (3.42) temos que
V(¥,qL) = v'(y,qL + yPar) = v(y,4L) - (3.54)

A Eq. (3.54) é resultado da covariancia da equagao integral para a fungao espectadora,
(3.42), sob transformagdes cinematicas no plano-nulo. A transformagio (3.54), permite
construirmos a fun¢ido de onda no referencial de Breit, partindo da fungio espectadora no
referencial de centro de massa do niicleon. Isto sera de extrema importancia para calcularmos

de um modo consistente o fator de forma elétrico do préton, no proximo capitulo.
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Capitulo 4
Fator de forma elétrico do préton

No capitulo anterior obtivemos a fungao espectadora de um sistema de trés bésons, que ira
compor a fun¢ao de onda do nucleon, onde cada béson corresponde a um quark constituinte.
Consideraremos apenas a parte espacial totalmente simétrica da fungio de onda, sendo que
em principio a anti-simetria total fica por conta dos outros nimeros quanticos (spin, isospin
e cor).

No capitulo 3, deduzimos diagramaticamente a Eq. de Bethe-Salpeter que as funcoes
espectadoras satisfazem, e fizemos a integragao na componente (-) do momento da particula
espectadora. Com isto reduzimos a Eq. de Bethe-Salpeter a uma equagao integral no plano-
nulo, onde apenas trés particulas se propagam no estado intermedidrio. Isto corresponde ao
truncamento do espago de Fock no estado de trés-quarks constituintes [7].

Dentro de um mar de glions e pares de quark-antiquarks esta simplificagdo corresponde
a um modelo efetivo que poderia ser originado pelo corte na escala de momentos em torno de
1 fm™!, associada ao inverso do tamanho do nicleon [20]. O grau de liberdade efetivo dentro
desta escala é o denominado quark constituinte com uma massa em torno de um tergo da
massa do micleon (938 MeV). Ou seja, a massa do quark constituinte é da ordem do inverso
da escala de momento, implicando na necessidade de um tratamento relativistico. Dentro
desse esquema, foi usado o plano-nulo como ferramenta de calculo, pois, como vimos, seu
subgrupo de geradores cinematicos é maior do que os do plano usual , permitindo que certos
"boosts” ndo apresentem cariter dinamico [37].

Neste capitulo construiremos o fator de forma elétrico do préton no plano-nulo, usando as
fungoes de onda espaciais dos quarks constituintes totalmente simétricas. O fator de forma

do micleon serd obtido utilizando uma formulagao aniloga a que discutiremos para o fator
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de forma de um “pion” escalar. Este “pion” serd considerado como um estado ligado de dois
quarks constituintes sem spin.

Discutiremos o diagrama triangular no espalhamento elétron-“pion”. Este diagrama pro-
duz consequentemente, o acoplamento do féton com o estado ligado e define o fator de forma
eletromagnético. O uso do plano-nulo no cdlculo deste diagrama, apresenta uma simpli-
ficagao. Para o referencial no qual a componente (+) do momento transferido ¢ nula, ha a
supressdo da contribuigao de processos de criagao de pares (38, 39, 40].

Calcularemos apenas a componente (+) da corrente eletromagnética, J*, também chamada
de "boa ” componente. Esta componente permite obter todos os fatores de forma eletro-
magnéticos de particulas com e sem spin [2]. Tal componente da corrente recebe essa de-
nominagao segundo a qual "bom” quer dizer que os elementos de matriz no espago de Fock
sdo diagonais, enquanto que as outras componentes da corrente podem apresentar termos
nao diagonais no espago de Fock (” mas componentes™) [9]. Isto significa que ha criacao de
pares.

O modelo efetivo para o niicleon, aqui apresentado, tem a caracteristica de que as fungoes
de onda sao obtidas dinamicamente de uma interagao de contato, em contraste com as fungoes
de onda Gaussianas do tipo confinante que tém sido utilizadas [20]. Porém com a simpli-
ficagao de nao considerar explicitamente o spin dos quarks. Ressaltamos que o uso de mod-
elos fenomenologicos devem-se & limitagao do tratamento perturbativo da Cromodinamica
Quantica (QCD) para regices de pequenas transferéncias de momento em espalhamento com
léptons (12, 13].

A secgio (4.1) deste capitulo, comega com a discussdao do elemento de matriz da corrente
do nicleon no referencial de Breit. Neste referencial, os fatores de forma elétrico e magnético
sdo extraidos das componentes zero e vetorial da corrente, respectivamente. Eles nos dao
informagao sobre a distribuigao de cargas e correntes, bem como o raio quadrdtico médio.
Na secgao (4.2), usamos o formalismo do plano-nulo para calcular a componente (+) da
corrente eletromagnética do “pion”, construindo o diagrama triangular de dois corpos. Na
secgdo (4.3), obtemos o fator de forma elétrico do miicleon, usando como base a discussio
do fator de forma eletromagnético do “pion”.No apéndice C obtemos os fatores de forma
eletromagnéticos do “pion” e do niicleon niao relativisticos, que serdo comparados com os

limites nao-relaitivisticos obtidos no apéndice D.
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4.1 Corrente eletromagnética do nucleon

O processo fisico que nos interessa é o espalhamento elétron-préton. A interagio do elétron
com o nicleon se di com a troca de um féton, que no caso do espalhamento elastico, s6
transfere momento do tipo espago. Se adotarmos o referencial de Breit, o momento trans-
ferido é expresso como ¢* = P~ P*, onde ¢° = 0, §/2 = P' = - P. P e P’ siio 0s momentos
inicial e final do micleon, respectivamente.

Assim, nosso estudo se limita ao acoplamento féton-niicleon. Porém, adotaremos aqui
um procedimento heuristico, que terd como ponto de partida o acoplamento féton-méson.
Ou seja, queremos saber a distribuigdo de carga de um estado ligado de dois corpos - na nossa
simplificagao dois bésons, estendendo posteriormente para o caso de trés quarks , tomando
como base a estrutura do méson.

Apesar de estarmos interessados no acoplamento de particulas sem spin com o campo
eletromagnético, faremos uma breve apresentagiao da corrente eletromagnética do micleon.

A corrente do niucleon entre dois estados na camada de massa é dada por

< NTLOIN >= —iet (P File") + o g F@ua(P) . (41)

onde i,(P') e u,(P) sao os spinores de Dirac com normalizagdo #u =1 .

Da expressao (4.1), nota-se a presenga do momento magnético anéma-lo no segundo
termo do lado direito. No referencial de Breit, a componente escalar da corrente é expressa
pelo fator de forma elétrico (Gg(gq?)) e a componente vetorial pelo fator de forma magnético

(Gar(g?)). Neste referencial, temos

< N(G/2, 8 )I°(0)IN(=g/2,8) > = 6,4GE(q’) (4.2)

< N'(q/2,8")lJ(0)IN(~g/2,8) > = My < s'16 x s > Gm(q*) (4.3)

onde My é a massa do nicleon. Gg e G)s sdo escritos em termos das fungdes covariantes

Fi(¢%) e F2(q?) :

Gu(g®) = Fi(q®) + Fa(q?) (4.4)
Gelg') = Fi(@) = Fud) (4.5)
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Obtido Gg(q?), podemos calcular o raio quadritico médio. Ele nos dara a distribuigao
de cargas no espago das posigoes . O raio quadratico médio é dado por

>= 6-—Gg(q?) . (4.6)

Vamos agora discutir o acoplamento do féton com um campo escalar complexo. O campo

eletromagnético se acopla com o campo escalar de modo que a densidade de Lagrangeana
seja invariante por transformagées de Calibre locais [41):
L=8,8"6% —m?® P —ie(P"(6“®) - (6#8")P)A, + 4,433 . (4.7)
A interagdo do campo do bdson com o campo eletromagnético do elétron, na aproximagao
de troca de um féton, é dada por L,,:
L], = A, = —ie(3*(8"8) — (8"8")3)A, . (4.8)

Da densidade de Lagrangeana de interagdo (4.8), obtemos a regra de Feymnan para o

acoplamento do campo eletromagnético com o campo escalar:
P
qgH = —ie(P¥+ P¥)

P
Figura 4.1

A regra de Feynman, na fig. (4.1), diz respeito a uma particula puntual sem estrutura.

Entretanto, considerando a possibilidade da particula possuir distribuigao de cargas, a regra

de Feynman fica :

Pri

q e
= —ieGg(g*)(P™* + P*)
P

Figura 4.2
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onde P* e¢ P'* sio o8 quadrimomentos do béson - no caso de ser um estado ligado de
trés quarks, do nicleon - , ou os quadrimomentos do “pion” escalar, no caso de dois corpos.

GEe(q?) é o fator de forma, e é representado na fig. (4.2) pela "bolha” do vértice .

4.2 Fator de forma do “pion” como sistema de dois

bésons

Vamos agora calcular o diagrama triangular no espalhamento elétron- “pion”. Iremos inte-
grar em k™, no "loop” de momento, no diagrama triangular. Em um referencial qualquer,
haverd a contribuicdo de dois termos para o fator de forma. Dentro da particularidade do
espalhamento elastico, a escolha do referencial de Breit com ¢* = 0 elimina um desses di-
agramas, restanto aquele que podemos interpretar como correspodente a contribuicao da
fungao de onda no plano-nulo [39].

Nas variaveis do plano-nulo, o referencial de Breit é caracterizado por gt =0 e q, =
(gzy9y), onde g* é o momento transferido do féton ao “pion”. Calculamos apenas a compo-
nente I* da corrente, para obtermos o fator de forma eletromagnético.

O diagrama de Feymnan triangular é apresentado abaixo:

Figura 4.3

A corrente eletromagnética do “pion” é dada por

< n'|J¥ |7 >= —e(P} + P.*)GEg-x(g*) = —2¢P}Ge-x(q) , (4.9)

que serd comparada com o diagrama triangular, para obtermos Gg(g?), lembrando que

Pt = P}, no referencial de Breit.
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Estamos tratando o “pion” como um par quark-antiquark sem spin. Consequentemente,

as constantes de acoplamento que aparecem no diagrama acima sio escalares. Portanto

kL i
(21.‘-)4(’) —k )(k2 - m? + i)
(P = k)? —m? +ie) (P = k) —m? +1¢)’

2ePt GE_,(qz) = 2¢eI?

(4.10)

onde m € a massa do quark, e I'y é a constante de acoplamento dos quarks com o “pion”.
Efetuamos a integragao em k™, com o objetivo de obtermos uma integral dependente das
varidveis cinematicas k* e k,. Fazendo essa integracdo através do Teorema de Cauchy, e

colocando a definicdo da quantidade invariante z = k*/P*, obtemos

2 dzd?’k 1
2y _ =« -
GE—:(Q ) - (21!')3 / 2:(1 _ z) [M3 + Pf _ (P—ll')i-i-m? _ ki*‘m?]

1

: S— : (4.11)
(M7 + P — Rl B

A expressio (4.11) estd em fungao das varidveis cinematicas. Usando dessa vantagem,
podemos passar usar o momento relativo transversal, que corresponde ao momento de um
dos quarks no referencial de centro de massa. Os momentos relativos K, e K 'y correspon-
dentes ao “pion” inicial e final, respectivamente, estio relacionados por uma transformagao

cinemadtica, com o momento no referencial de Breit, Eq.s (3.15) e (3.16), como

—

K.=k —2zP =k, +3q—;’ ; (4.12)
Xl:gl+zﬁl=gl—z%—. (4.13)

Das duas equagoes acima obtemos a relagio
I?l:f(l—zél. (4.14)

Introduzindo os momentos relativos na Eq.(4.11), temos

GE—*(qg) =

r2 /‘ dzd’k, 1

(27r)3 2(1 _ z) [Mz ~ K2 +m:”M3 _ K'7+m7] (415)

z(1-z) z(l~x)
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Assim, de (4.15) definimos a fungao de onda no plano nulo do pion como

1 1 .

Vo(z, K1) = —— : 4.16
) (2r)3 \/sz(1 —z)MI - Mg, (4.16)
onde M? é a massa invariante livre do par quark-antiquark dada por (3.14):
e 1
02 z:(1 _ z) (4 7)
Com isso, o fator de forma elétrico do Pion ¢é escrito como
Go-v(q’) = [ dk* &, Wy(z, K1)¥(2, KL), (4.18)

onde ¥, e ¥’ sio as fungoes de onda do pion inicial e final, respectivamente.

4.3 Calculo do Fator de forma elétrico do préton

Vamos agora obter o fator de forma de carga eletromagnético para o préton, no modelo sim-
plificado de trés quarks interagindo com forca de contato. Aqui ndo utilizaremos diretamente
o diagrama triangular. Usaremos o elemento de matriz da componente positiva da corrente

e integramos no espago das varidveis cinematicas (k* e k). Assim temos

3
< ¢]|J+|q>.' >=< ‘I’jlz.‘lf'@, > . (4.19)

=1
As correntes j;! se referem as correntes de cada quark. Incluindo resolugoes da unidade

no plano-nulo em k* e k; , temos

< QTR >=< Bylif + 5T + 19 >=

3 _ _ - . - .. 3 - . . - . .
/Hdk"'dk" < ¢!|k;) évk;} >< k;vkévk“erlkhk?ka >< khk27k3|¢i > (420)
=1 =1

Na integral (4.20), definimos
lk>=|ktk. >, (4.21)
com a normalizagio
< KK kYL >=6(kt - k*)6(k, — kL) . (4.22)
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O elemento de matriz da corrente (+) de cada quark nos estados (4.21), para a trans-

feréncia de momento g* = 0, no referencial de Breit, para o préton, é dado por

< Ktk >=26(k, — k. — qu)8(k — k) . (4.23)

Usando a mesma definicao de normalizagao da corrente eletromagnética do quark para o

préton, temos, no referencial de Breit

< PL|J*|Py >=2GE_n(q%)8(Py, — Pny — 4L)8(PN — P}) . (4.24)

A normalizagao da corrente do quark é escolhida de modo que a corrente do pion, con-

struida com as regras (4.22) e (4.23), resulte na expressao derivada da integragao do diagrama
triangular (4.18).
A fungdo de onda do préton fica

B(k1, k2, Ka) = 8(Py — 3 ki) ¥ (K1, k) (4.25)

onde o momento k3 = Py — k; — k.
Introduzindo (4.23) e (4.25) em (4.20), obtemos o elemento de matriz da corrente do

préton. Depois de quatro integragées em (4.20), onde usamos as fungoes delta de Dirac nos

momentos cinematicos do plano nulo, obtemos

< |8 >= 26(P — —q)Z/dkdk O (ki B Uik, Ky (4.26)

J
=1

O quark k absorve o f6ton, e portanto temos

ko o=k + @, bt =k (4.27)

Em (4.26), usando que a funcdo de onda ¥ é totalmente simétrica por permutagao nos

momentos dos quarks e a definicao da corrente do préton, (4.24), obtemos o fator de forma

elétrico do préton:

Ge-n(g%) = / dkydk, W g (Fy, k2) (1, 2) (4.28)
Na Eq. (4.28), o quark 3 é aquele que absorve o féton, l:_f,_L =ky +q1 .
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A expressio para o fator de forma elétrico do préton é semelhante & expressio para o
fator de forma do “pion” (4.18). Observando a estrutura da fungio de onda do pion no
plano-nulo , inferimos por analogia a fungao de onda do nicleon. Assim, para o pion, no

centro de massa, temos

1 Iy 1 I'x

‘I’w(zv K.L) = 3 = 3 .
(27)? \/PFa(1 - z)(M2 - M%) (27): \[Prkiki(P; - P;)

(4.29)

Os elementos que compoe a fungao de onda do “pion”, (4.29), sao: constante de acopla-
mento do pion, espago de fase do plano-nulo no espago dos momentos e a diferenca entre as
energias total (P ) e livre (P, ) ( anilogo a8 E — H, para o sistema nao-relativistico). Daqui

inferimos a fungao de onda do nicleon no centro de massa:

I‘N(:ﬂh Eu; T2, Eu; T3, Eu)
VPR kKT kY (P — Pf)
FN(:Ch ic.u;-‘ﬂza E2.L;331 Eu)

Pﬁvtnzzza(va - Mgs)

A fungao de onda do nicleon esta definida no centro de massa, e os momentos satisfazem

‘I’N(zl N ku; T2, ku)

(4.30)

21+22+z3=leEl.L+;2_L+;3_L=0.

A diferenga fundamental entre as fungoes de onda do “pion” e do nicleon, nesse contexto
simplificado, diz respeito ao vértice. Enquanto que na primeira ele é uma fungao de um
momento, no segundo ela é composta pelas componentes de Faddeev do vértice (fungoes

espectadoras), resultando na fungio de onda do nicleon totalmente simétrica. Portanto

Z?:l v(zf’ kil)
P,“J,/zlezg(M,:(, - Mga)
Reescrevendo o fator de forma elétrico do nicleon, (4.28), em termos dos momentos,

temos

‘I’N(zl, Eu;zz, Eu) =

(4.31)

GE-N(92) =/ dkrdk;di’kudz’ku‘l’{v(zh ;1.L;22,E2.L)‘I"}v(21, Eu;-‘h, I-C‘u) . (4-32)
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As fungdes ¥4 e ¥, diferem pelo momento do féton absorvido pelo quark 3. Vejamos
abaixo o diagrama tridngular para o micleon no referencial de Breit, como ilustragao do

processo de espalhamento do elétron:

Figura 4.4

Segundo o esquema acima, apos a absorgao do f6ton os tres quarks inicialmente da fungao
de onda \Iljv, formam a fungao de onda \Il,{, final. No referencial de Breit (ﬁNl = —i} e

Py, = %), a fungdo de onda final ¢ escrita em termos da fung¢do de onda no centro de massa

com o seguintes argumentos:

—

‘I’{v(xhgll;z21;2l) = ‘I’N(Ix,’:u - 31%:;332, Eu - 32% . (4-33)
Enquanto que a fungdo de onda inicial é escrita como
‘I"}v(”hgu;zz,gu) = ‘I’N(zl,’:u. + 31%;22,’?u + 32%) . (4.34)

Observemos que os argumentos das fungoes de onda inicial e final estao conectados por

uma transformagao cinematica, entre os referenciais de centro de massa da fungao de onda

final e inicial:

K, =k, - =24, (4.35)
onde k.!i =k, — 3.'9‘2* e l-c‘:_._ =k, + :c,%’- sio os momentos finais e iniciais, no centro de

massa, respectivamente.

Escrevendo as fungoes de onda em termos das fungoes espectadoras, temos para a funcao
de onda inicial

Py zimazs( MY — M)
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Para a fungio de onda final

v(z kL — i}z,) + v(zos ko) — i}zz) + v(za; kY, — 5diﬁ‘“’:«x)

‘I’}{I(zl, Eu.;tz, ’:u) =

37
Py oz - 430
onde Mj; é a massa livre do sistema de trés quarks depois da absorgao do féton.
As componentes transversais do quark 3 no plano-nulo, sao dados por
T
1 T T 6_1_
kyy = ks —ka + (4.39)

com o que obtemos ’:Il!_L = k31 +qL.

Multiplicando explicitamente ¥, e \Il,fv, obtemos quatro tipos de integrais que, quando

somadas dao o fator de forma elétrico

G(]) _ / dzld:!:ngk“_kog_L

T1T2T3

-

”('-”l;gu. + ij‘zl)v(zl;’:u - g~{,“331) + v(zz;gu + i'5,"31«'2)1)(-’132; ks — Lz)
(M} — M3G)(M} — Md3)

(4.40)

Como estamos tratando de bésons , as particulas 1 e 2 sao indistinguiveis, o que equivale

a dizer que

2 b [ ok 4
(]))\, - 2/ dﬁ]dﬂ!gd ku_dlzkg_]_ U(ﬂ!],k]_j_ + 2 E])U(zl,ku_ 2 Il) (4.41)

T1T2Z3 (M’zv - Mgs)(Mlzv - Mtl)g)
O outro tipo de integragao também cai no caso da indistinguibilidade entre as particulas
le2:

G(?) / dz]dz2d2klld2k2_]_

I)T2%T3

-

v(zi; kL + %Il)v(zz; koy — i“‘ib'z) + v(z2; ko + g}tz)v(zl;’:u —z,))
(M} — M&)(MF, — M)

(4.42)
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Assim temos

-

G('z) — 2/ dz,dz,d%k,, d’ky, v(z); ’:u + i.i,"lh)v(:l:z;i;z.L - 25‘-“32)
E-N 12223 (M3 — M%) (ME — Mg}
Temos uma parte do fator de forma elétrico que envolve a multiplicagao das particulas 1

(4.43)

e 2 pela particula 3 - escolhemos essa como aquela que recebe o momento do féton. Entao

esse termo contém o seguinte produto de fungdes espectadoras:

- - vy -

v(zl; ]'c'u + %‘L.zl)v(z;; I-c.;,_L +4q — %33) + v(zg;I;u + q—;—zz)v(zs; /-c.u +qL - %za)

+v(z3; ’::u + %za)v(zl;gu - %31) + v(z3; E:u + %za)v(zz;zu - %&z,) ,(4.44)
onde substituimos o momento transversal por fc’gl = k3, +qL.

Pela indistinguibilidade das particulas 1 e 2 temos:

- - - o

2v(zy; kg + %zl)v(zg;ggl +q — -q—2l—::3) + 2v(2:3;1-c.3l + %z;)v(zl;l_c.u - %zl) . (4.45)

Usando as condigoes (4.38) e (4.39), o argumento da fungdo espectadora para particula

tres fica

2”(31;;11 + %z,)v(zg; —Eu - Eu + %(31 + z3))

-

+2v(z3; —’;u - ]-C.u - %(21 + 22))0(21;Eu - %‘l‘zl) . (4.46)

As fungoes espectadoras tem paridade definida, assim, v(l_c..'l) = v(—’:.'l)- O segundo
termo de (4.46) corresponde a trocar §, por —§, no primeiro termo. Assim, na integragao,

esses dois termos tem a mesma contribuigdo:

Gg)—N _ 4/ dz,dz,d’k;. d°k,, v(zx;gu - 9}31)”(33; —kyy — Ky — si}(”l + z3))
z1Z,2; (M% — M&) (M3 — M3
Temos ainda uma contribuigao para o fator de forma elétrico, dada apenas pelo produto
das componentes de Faddeev do quark 3:

. (447)

G(E‘i)_N _ /dz,dzgdi’k,ld?ku 0(23; —EIL - }-c.gl - g}(z, + 32))1)(33; _;ll ot ’-0.2_[_ + g}(zl + 1:2)) .

12,23 (MF, — M&)(ME - Mo3) (4.48)
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Portanto, a expressao para o fator de forma elétrico ¢ a soma de quatro integrais, Eq.s
(4.41),(4.43), (4.47) e (4.48):

Ge-n(2%) = G5l n(g%) + CZn(g%) + G n(g®) + GEL N (g?) - (4.49)

A normalizagio da funcao espectadora é escolhida de modo que Gg_n(0) =1 .
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Capitulo 5
Resultados Numeéricos

O modelo dinamico para o nicleon que formulamos nos capitulos anteriores requer dois
parametros como entrada: a massa do quark e a massa do méson ou diquark. A massa do
micleon estd fixa e seu valor é My =938 MeV. Em fungio disso, usamos a razao -"li‘: como
parametro livre, onde p é a massa do méson e m, é a massa do quark constituinte.

Apresentamos abaixo, na Tabela I, os resultados dependentes da razao —"‘:—q Nela estao
a massa do quark constituinte, a energia de ligagao do préton (3my — My), a massa do
méson, o raio do micleon, o produto da massa do nicleon pelo seu raio, e o fator de forma
em momentos transferidos quadraticos préximos a2 1GeV?. Na iltima linha apresentamos
os dados experimentais, para o raio {18, 19] e para o fator de forma elétrico do préton em
momento transferido ¢g* préximo a 1GeV? [17].

Na fig. (5.1), apresentamos a massa do méson em fungao da energia de ligagao dos quarks
no nicleon. Nota-se aqui um valor maximo da massa do méson em 695 MeV que refere-se a
razao —"’:—q = 1.8. Os valores experimentais para o raio e fator de forma elétrico a 1 GeV? sao
consistentes com o modelo nesta regiao de parametros (Tabela I). A média das massas dos
mésons p e w é de 780 MeV, o que também é razoivelmente consistente com os valores de u
que concordam com o raio e fator de forma experimentais do préton.

Na fig. (5.2), temos o grifico da massa do méson em fungio da massa do quark e
observamos um ponto de miximo justamente pertencente a razao -"‘:: = 1.8, semelhante a
fig. (5.1). A fig. (5.3) mostra o comportamento do produto da massa do préton pelo seu
raio em fungao da energia de ligagio. Aqui podemos observar um ponto minimo para o
valor de 220 MeV da energia de ligagio e que, de acordo a Tabela I, é o valor vindo da

razao -"’:—q = 1.8. Curiosamente verificamos que esse modelo ajusta os dados experimentais
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em torno desse ponto.

Também na Tabela I, observamos que os valores do fator de forma elétrico do préton
calculados para ¢* ~ 1GeV? quando comparados ao valor experimental, mostram que a
regiao de valores de —"ffq— entre 1.6 até 1.95, produz fatores de forma razoavelmente de acordo
o dado experimental. Nota-se que a razao -""‘—q = 1.8 possui o valor méximo para o fator
de forma em ¢ ~ 1GeV?. Assim temos que neste modelo a energia de ligagdo dos quarks
constiuintes esta dentro do intervalo 115 < 3m, — My < 331MeV; e a massa do méson

no intervalo 677 < p < 695MeV, razoavelmente consistente com o valor experimental de
780 MeV.
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2 | my(MeV) | p(MeV) | 3m, — Mn(MeV) rn(fm) Mnry | Ge(g® ~ 1GeV?)
1.0 519 519 619 1.05 4.99 .050
1.2 488 586 526 .95 4.52 .0.90
1.4 457 640 433 .88 4.18 129
1.6 423 677 331 .82 3.90 161
1.7 406 690 280 .81 3.85 172
1.8 386 695 220 .80 3.80 A77
1.9 364 692 154 .81 3.85 172
1.95 351 683 115 .84 3.99 161
Exp. 780 81 + 0.4[18) 179 + 0.06
862 + 0.12(19]

Tabela I: Resultados numéricos previstos pelo modelo mantendo-se a massa do préton

fixa em 938 MeV e variando-se a razao p/m,. Nas duas ultimas linhas apresentamos os

dados experimentais, para a média da massa do méson p e w (780 MeV), os raios do micleon

e o fator de forma elétrico para ¢ = 1GeV?2.
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Fig. 5.1: Massa do méson ou diquark em fungao da energia de ligagao, para a massa do

nucleon fixa em 938 MeV e variando-se a razao u/m,.
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Fig. 5.2: Massa do méson em fungiao da massa do quark, para a massa do nicleon fixa

em 938 MeV e variando-se a razao p/m,.
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fig. 5.3: Produto da massa do micleon pelo seu raio em fungdo da energia de ligagao

dos quarks no nicleon, para sua massa fixa em 938 MeV.
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Abaixo segue uma série de grificos do fator de forma elétrico em fungiao do quadrado do
momento transferido, que sdo comparados com os dados experimentais da Ref. [17]. Neles,
apresentamos cdlculos nos quais variamos & razio u/m,, enquanto a massa do nicleon foi
mantida fixa em 938 MeV. Nas figuras (5.4) até (5.7), temos o fator de forma elétrico em
uma regiao de momentos transferidos de até 2GeV?2.

Na fig. 5.4, temos os resultados do fator de forma elétrico do préton referentes as razoes
-é‘:: 1.0, 1.2 e 1.4 , para g2 < 2GeV2. Observamos que a medida que aumentamos o
valor de -"“‘—q, os calculos se aproximam dos dados experimentais, como também observamos
na Tabela I. Na fig. 5.5, estao os resultados para as razoes -n“‘—q = 1.6,1.7¢l.8; para 1.6 temos
um acordo com os dados experimentais, enquanto para 1.7 e 1.8 as curvas estao um pouco
acima dos resultados experimentais. O valor do raio do préton para 1.6 (Tabela I) é de 0.82
fm, sendo um pouco menor para os outros dois valores de 1.7 e 1.8, naturalmente para um
raio um pouco menor temos um fator de forma que decresce mais lentamente. A medida
em que aumentamos a razao o raio tende a aumentar (Tabela I), e o fator de forma elétrico
volta a ficar muito préoximo dos dados experimentais.

Na fig. (5.6), apresentamos os fatores de forma elétrico do préton para as razoes -"“‘—q =
1.9 e 1.95, observamos que para 1.95 temos o acordo com os dados experimentais. Essas
razdes expressam de certa forma a energia de ligagzo do quark antiquark para formar o
méson, ou seja, quanto mais ligado o méson menor a razio ;:—q ou, do contrario, quanto
menos ligado, maior a razao —;‘—; Com isso, apresentamos na fig. (5.7), os graficos para o
fator forma correspondentes as razoes = = 1.0, 1.8 e 1.95, significando um méson fortemente
ligado, medianamente ligado e fracamente ligado, respectivamente. Claramente os dados
experimentais indicam que os calculos para as razoes 1.6 (fig. 5.5) e 1.95 sao os preferidos,
embora o intervalo de 1.6 a 1.95, produz ainda valores razoaveis. As razoes -"“‘—q = 1.6e1.95
tem valores para a massa do méson de 677 MeV e 683 MeV, respectivamente, consistentes
com a média da massa experimental do méson p e w, como vemos na Tabela I.

Nas figs. (5.8), (5.9) e (5.10) apresentamos os resultados do produto ¢*Gg(g?) em fungao
de ¢?, para valores do quadrado do momento transferido abaixo de 6 GeV2. Na fig. (5.8),
vemos os resultados para p/m,= 1, 1.2 e 1.4, que estao bem abaixo dos valores experimentais,
porém com o aumento de p/m, as curvas aumentam de valor, em acordo com a Tabela I,
onde o raio estd diminuindo. Além disso observamos que o produto tende para a saturagao

com o aumento do momento transferido, como verificamos explicitamente calculando para
grandes momentos.
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Na fig. (5.9), temos os resultados para p/m,= 1.6, 1.7 ¢ 1.8 . Os resultados sio con-
sistentes com os dados experimentais. Na fig. (5.10), temos os resultados comparados para
1.8 e 1.95, sendo que o valor da razao de 1.8, apresenta o maior valor assintético. Para
completar, os valores de ¢*Gg(g?) assintéticos para p/my= 1.6, 1.8 e 1.95, sao 0.33, 0.33 e
0.26, respectivamente.

Através da analise comparativa com os dados experimentais do fator de forma elétrico
para o préton temos que a regiao de energias de ligacdo dos quarks no préton de aproxi-
madamente 115 MeV até 331 MeV, produzem resultados consistentes com esses dados. Isto

reflete uma faixa de uso do modelo com razoes da massa do diquark ou méson para o quark
entre 1.6 e 1.95.
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Fig. 5.4: Fator de forma elétrico do préton em fungao do quadrado do momento trans-
ferido, para ¢* < 2GeV? . Resultados para os valores de ;""—qz 1.0 (linha continua), 1.2 (
linha tracejada) e 1.4 ( linha pontilhada). Dados experimentais da Ref. [17].
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Fig. 5.5: Fator de forma elétrico do préton em fungao do quadrado do momento trans-
ferido, para ¢ < 2GeV? . Resultados para os valores de -"‘:—q= 1.6 (linha continua), 1.7 (
linha tracejada) e 1.8 ( linha pontilhada). Dados experimentais da Ref. [17].
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Fig. 5.8: Fator de forma elétrico do préton em fungao do quadrado do momento trans-
ferido, para ¢ < 2GeV? . Resultados para os valores de -"’:—qz 1.9 (linha continua), 1.95
(inha tracejada). Dados experimentais da Ref. [17].
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Fig. 5.7: Fator de forma elétrico do préton em fungido do quadrado do momento trans-
ferido, para ¢ < 2GeV? . Resultados para os valores de -"‘:—q= 1 (linha continua), 1.8 ( linha
tracejada) e 1.95 (linha pontilhada). Dados experimentais da Ref. {17].

54



0.40 T T

0.35

0.30

%

0.20 + § }

q4GE(q2)

. ————
. ————
. ——
. ———
- .- < -
- ——
. .- -
.’ -
- ——
-
-
—
-
-
-
-
-

0.10

0.05

0.00 i 1 ] ] L
0.0 1.0 2.0 30 4.0 5.0

a2 (GeV?)

Fig. 5.8: Produto ¢*Gg(g?) em fungio de ¢*> (GeV?), para valores abaixo de 6 GeV?.
Resultados para os valores de == 1 (linha continua), 1.2 ( linha tracejada) e 1.4 (linha
pontilhada). Dados experimentais da Ref. [17).
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Fig. 5.9: Produto ¢*Gg(g?) em fungao de ¢° (GeV?), para valores abaixo de 6 GeV?.

Resultados para os valores de == 16 (linha continua), 1.7 ( linha tracejada) e 1.8 (linha
pontilhada). Dados experimentais da Ref. [17].
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Fig. 5.10: Produto ¢*Gg(q?) em fungao de ¢° (GeV?), para valores abaixo de 6 GeV?

Resultados para os valores de m.= 1.8 (linha continua) e 1.95 ( linha tracejada). Dados
experimentais da Ref. [17].
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Capitulo 6
Conclusoes

Obtivemos um modelo dindmico covariante para o nicleon no plano-nulo baseado na nogao
de quarks constituintes, com interagio de contato, motivado pelo modelo de Nambu-Jona-
Lasinio.

Construimos o fator de forma elétrico do préton e o comparamos com dados experimen-
tais. Apesar da simplicidade do modelo, obtivemos uma descrigao simultanea do raio e massa
do nicleon. O fator de forma foi bem descrito para transferéncia de momentos abaixo de
2GeV?, enquanto descreveu qualitativamente a regiao de grandes momentos transferidos.

Mostramos também que apés fixada a massa do niicleon, temos um unico parametro
livre. A massa do diquark ou a massa do méson deste modelo, é aproximadamente duas
vezes a massa do quark, para uma boa aproximagao do fator de forma elétrico experimental.
Assim o ajuste dos dados experimentais prefere um méson fracamente ligado.

As energias de ligacao dos quarks no niicleon para o ajuste do fator de forma tem valores
entre 115 e 331 MeV, coincidindo com o intervalo de valores de trabalhos recentes que usam
equagoes de Faddeev motivadas no contexto do modelo de N.J.L. [42].

Mostramos explicitamente que nao é necessario o confinamento dos quarks para um
ajuste razoavel da distribuicio de carga experimental do préton e que a nogao de quarks
constituintes interagindo via forga efetiva de contato ¢ suficiente. E necessirio observar
que nao podemos interpretar diretamente a energia de ligagao nos termos usuais, pois nao
existem quarks livres até onde sabemos. A nogao destes graus de liberdade efetivos dos
quarks contituintes devem ser entendidos como vilidos em uma regiao confinada do micleon.

Os resultados obtidos podem ser melhorados com a introdugao do grau de liberdade de

spin, o que permitird também calcular os fatores de forma magnéticos do préton e neutron.
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Apéndice A
Regras de Feynman nao-relativisticas

A evolugao temporal da fungio de onda, de £y para um tempo futuro t, é dado por

| (t) >= U(t — to)|¥(to) > . (A.1)

O operador U ¢é unitdrio (uma exigéncia da conservagao da probabilidade).Ou seja,

< (L) (t) >=< ¥(L5)|¥(te) >=1. (A.2)

Segue que

U(t —to)UY(t—to)=1. (A.3)

Introduzindo o gerador da translagao temporal, podemos escrever o operador unitdrio
como uma translagao infinitesimal no tempo.Assim, com & = 1 , temos
U(dt)=1-1iHdt (A.4)

onde H é o gerador das translagoes temporais. A unitariedade de U implica H ser her-
mitiano.

U satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem.

U(t +dt) = U(d)U(t) = (1 - iHdt)U(t) , (A.5)

entao

U(t + dt) — U(dt) = (~iHdt)U(t) (A.6)
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resnltando em

.d
IZU(t - to) = HU(t - to) . (A7)
Essa é a equagao de Schrodinger para o operador evolugdo. Multiplicando ambos os

os por ¥(t;), obtemos a equagao para de Schrodinger. Se H é independente do tempo,

ao

De posse do operador evolugao, introduzimos agora a idéia de propagador, definido como

S(t—to) =U(t —to)8(t — to) , (A.9)
onde 8(t — to) = 1 para t > tg e 8(t — to) = 0 para t < to.

Substituindo em (A.7), obtemos a equagiao que o propagador satisfaz

i%S(t —to) = HS(t — to) = i6(t — to) . (A.10)

Se compararmos com a equagao correspondente para fungao de Green, obtemos

G(t —to) = —iS(t — to) - (A.11)

A equagao de Schrédinger para o propagador, separando-se o potencial da Hamiltoniana

re, pode ser escrita como

i%S(t —to) — HoS(t — to) = i6(t — to) + VS(t — &) . (A.12)

A solugao da eq.(A.12) para o propagador, ¢ escrita em termos do propagador livre como

S(t—to) = Solt —to) + [ dtaSoft — £1)(=iV)Solts — to) (A.13)

O propagador livre satisfaz a equagdao (A.12) com V = 0. A interpretagao de (A.13) é

tida através da sua iteragdo, construindo, dessa maneira, a série perturbativa

S(t — to) = So(t — to) + /_m dt,So(t — t,)(—iV)So(t: — to) +

[ atso(e - t)(=iV) [ dtaSolts — t2)(=iV)Salt2 = to) + .. (A.14)
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E a série (A.14) é representada graficamente:
—a— = —e— + —e—e— + —o08— +

Dessa representagao temos as regras de Feynman:

—>—— = 5,(t-ty)

0

—S>—>— = iV
As regras de Feynman sao escritas em termos da energia e momento.Portanto a trans-

formada de Fourier para energia é encontrada a partir de

So(E) =

lElS ¢ dt dt W E—Ho+selt — , A.15
r—/ () 2,A ¢ V2r(E — Hy + ie) (A-15)

para o propagador livre.No caso do propagador do sistema interagente temos

S(E) =

\/2_#'/ e~ HeiEg () dt = _/ dtel(E-H+iOt — g,y ek (A.16)

Como ha singularidade, introduzimos o fator de convergéncia ic.

Assim, o propagador do sistema interagente é dado por

- oo —IE(I lo)
S“‘*“:‘L[deffiffa’ (A.17)

onde o propagador de Feynman ¢ dado por
1
SF= ——. A.18
PTE-H+ie (A18)

Portanto, as regras de Feynman para os propagadores e potencial sao, respectivamente:

N )

E-p°
2m

+ie

—>—>—— = iV



Apéndice B
(Geradores cinematicos

O grupo de estabilidade é formado por sete geradores cinematicos:

K = (PL7P+’EHE27KJ’J3) ) (B.l)

onde:

a) P, = (P, P;) sdo os momentos na diregio x e y.

b) P* = P° + P® é momento do plano-nulo candénicamente conjugado & coordenada de
posicao .

c) J3 é o gerador da rotagao em torno do eixo z.

d) Ey = K, + J; sendo K; um "boost” na diregdo x e J; o gerador de uma rotagiao em
torno da diregao y.

e) E; = K; — J, sendo K; um "boost” na diregao y e J; o gerador de uma rotagao em
torno da diregao x.

f) K3 "boost” no eixo z.

Os geradores P, e P* sao geradores de translacao e todos eles mantém o plano-nulo
invariante. O gerador J; também mantém o plano-nulo invariante. Ele roda o plano x-y
que esta contido no plano-nulo. Jad os trés geradores restantes sao provenientes das trans-
formagoes cinematicas, apresentadas no capitulo 3. Provemos que do ponto de vista do plano
usual, eles sao dados por d), e) e f).

As transformagoes cinemadticas tem a forma
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At Q+A+
A, | = AL +Q.uAt (B.2)
A" 2r(Q1AY +2Q14, + A7)

Separando a parte relativa a matriz unidade, temos a transformacao infinitesimal

A 100 At Qt-1 0 0 At
A, |=]1010 A |+ Q. 0 0 A (B.3)
- - qQ? 1 -
A 001 A 7t 2%¢ a1 A

Definindo o parametro a* = Q* —1 e tomando os limites a* — 0 e Q, — 0, obtemos,

da segunda matriz do lado direito os geradores

10 0 0 00
M=I+100 0 Je*+|100]Q. (B.4)

0 0 -1 0 20

onde I é a matriz identidade e M foi definido como
Qt-1 0 0
M=I+| @Q, 0 0 (B.5)
2
-3% 2% A -1

Q
Levando-se em conta o carater bi-dimensional de @, = (Q,,Q,), a expressao acima pode

ser reescrita como

Q-+

0
0

B.6
. Q,  (BS)
0

o O o ©
=]

0
0
0
2

o o o o
o - O O

0
0
0
2

o o o ©

0
0
0
0

o O O K
(=]

o O = O

o o o ©

As trés matrizes acima sio as representacoes dos trés geradores cinemidticos do plano-
nulo.

A matriz R que conecta os quadrivetores (A*,‘ZL,A') com (Ao,/i’) é
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100 1
010 0
R= ) (B.7)
001 0
100 -1
sendo que
At A°
.‘i._]_ =R .‘i._]_
A A?
Portanto, do ponto de vista do plano usual , os geradores sao vistos como
100 O 0001
0 00 O 0 00O
R R= = K3 (B.8)
000 O 0000
0 00 -1 1000
0 000 0100 0 00
1 000 1000 0 01
R R = + =K, +J; (B.9)
0 000 0 00O 0 00
0 200 0000 0 -1 00
0 000D 0010 000 O
0 000D 0 0
R p=|0000}] 100 —K,—J, (B.10)
1000 1000 0 00 -1
0020 000°O 001 O

(B.11)

O grupo de estabilidade forma uma algebra fechada.Ou seja, temos as seguintes relagoes

de comutagao:

(K3, E,] = —iE, (B.12)
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[Ks, P*] = —iP* (B.13)

[J.‘.h Er] = 1, E, (B14)
[Js, P, = icru P, (B.15)
(E.,P,] = —i6,,P* (B.16)

Acrescentamos que as relagoes de comutagio restantes entre os elementos do grupo de

stabilidade sao zero.
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Apéndice C

Fatores de forma eletromagnéticos

nao relativisticos

Nessa secgao obtemos os fatores de forma eletromagéticos nao relativisticos de dois e trés
bésons .Usaremos um procedimento analogo ao caso relativistico. Aqui também usamos o

referencial de Breit.

C.1)Fator de forma eletromagnético nao relativistico de dois bésons(*“Pion”)
No diagrama triangular da figura abaixo, temos a componente zero do momento trans-

ferido nula:

(qo = 01‘-1‘)

(Pg—kovﬁ_}:) (P;O—kovﬁ’—’:)

(P P) > (PP, P;)

Figura C.1

A componente zero da corrente nao relativistica é a carga, e nos da a expressao onde

usamos uma aproximacao nao relativistica do vértice béson-féton:
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dOPk_ (TNRYY i
£ 1 k® — szk 2 +ie

4mG - 2 = / m -
5=+(7) (2x)* ko — By e po_jo (PR e po
No referencial de Breit temos
P=-3P=2, (C2)
sendo
-2 -
P = I%__ . P =-1—g7n——Ew (C.3)

Integrando em k° por Cauchy , obtemos a seguinte expressio no referencial de Breit

(ry )" . (C4)

E--" 2/ (2r) (P° —
Na eq.(C.4) podemos reescrever o momento k em termos dos momentos relativos no

i__L+, )(pro____L_’iL’_*_,e)

estado inicial e final. Assim,

. 2%-P . ¢
K = =k - 0.5
5 o (C.5)
para o estado inicial, e
g=¥%-F _ g (C.6)
2 4
para o estado final.
Escrevendo o fator de forma em termos dos momentos relativos temos
NR\2
GYE = s [ & L (e
(27) (—Bap — B2)(~Ep — £2)
onde
(C.8)

—

K =

=

U

C.2) Para trés bésons
O procedimento é o mesmo do método relativistico que obtemos anteriormente.Ou seja

o ponto de partida é a equagao(C.7). Ela pode ser reescrita como
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GYR, = 5 [ SRENRRYENAR), (C9)

onde GYR_¢é o fator de forma do “pion” ndo relativistico e

NR _ 1 I'\NR

T (e B+ B

: (C.10)

sua fungao de onda.
Portanto inferimos o fator de forma do niicleon e sua fungao de onda. Ambos possuem

formas andlogas as equagoes (C.9) e (C.10).No entanto, a constante de acoplamento ¢ for-

mada pelas componentes de Faddeev nao-relativisticas do vértice, o que nos da

GNR, =/ Pk Pl YN R(E,, k) UNR(Ky, k) (C.11)

onde a fungao de onda no referencial do centro de massa é dada por

‘I,xn _ F (51,52) _ E.—: uNR(P -l
E;3p + E.-l :,,, E3p + ):. =1 ?;

sendo p; os momentos das particulas no C.M, com p; + p> + p3 = 0.

, (C.12)

No referencial de Breit, obtemos o seguinte fator de forma elétrico nao relativistico para

o proton:

1+ 9 2 k. — 2’ K — g
CYBy(eY) = [ &%, d3k2( Lo omnlk :- 2]y Tmnth )tv”(( 1 ). (c3)
B+2.1(';m) EB+E.—1 + 8

2m

onde I-C.g = l:;; + q-‘
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Apéndice D

Limites nao-relativisticos

Aqui obteremos os limites nao relativisticos da matriz v de dois corpos Eq.(3.28) e da equagao
integral para a fungao espectadora no plano-nulo Eq.(3.42), do capitulo 3.Efetuamos também
este limite para os fatores de forma relativisticos de dois corpos ligados Eq.(4.15) e do
préton Eq.(4.49), do capitulo 4. O objetivo é comparar esses resultados com a matriz T nao
relativistica Eq.(2.14); com a equacio de Skorniakov e Ter-Martirosian (2.25) do Capitulo 2,

e também com os fatores de forma de dois corpos ligados (C.7) e trés corpos ligados (C.13).

D.1)Matriz 7 para dois bésons.
A matriz 7 (3.28)foi obtida como

-1
X | m? 1 m? 1 _ fm?2 1 m?2 1 _,
T(M2) = —i(27)? [ M, ~ 2 arctan(2 M, - Z) I - J_W—r_}" ~ i arctan(2 m — Z) ] .

(D.1)
Para m grande , o termo ,/ﬁf‘; — 1 fica
m? 1 1, 1 Esp
-~ — 1)~ [=—= (D.2)
25 4 \J4 1- &2 4m ’
onde usamos a aproximacgao
E E
(1__22)'1 ~1+_2_B_ ) (D.3)
m m



2
O termo arctan(2 = 1) fica:

m? 1 1/2

-1
7 U

Portanto, o limite nao-relativistico para a matriz = de dois bdsons é

_ —l6miy/m
T = _——__\/E—E —JE (D.5)

D.2)Limite nao-relativistico da equagao integral de trés bésons.

arctan(2

) — % . (D.4)

Verifiquemos o limite para m muito grande da Eq.(3.36).Assim temos

3 k'z
M:;z - M023 = (M;; + Mo3)(M3 - M03) = 6m(3m — FE3p — 3m — Z —

1=1

) (D.6)

2m

+
k_zEk+kz __’l, (D7)
P+ M, 3

onde E; ¢ a energia do béson com momento k. Ainda temos

=

dz T
= D.8
i, — (D.8)
1
(l—z—y)—+§. (Dg)

Sabendo que M; = 3m — E;3p para m grande e que o limite nao relativistico é dado pela
Eq.(D.5), obtemos

. ((ﬂ —4/m /dak UNR(}-C‘)
NR = = — -
T (VEwp ~VE)/) m pp oy £y By @)

Observe que a a Eq.(D.10) é a equagao de Skorniakov e Ter-Martirosian (2.25)

(D.10)

D.3)Limite nao relativistico do fator de forma eletromagnético de dois bésons.

A equagao (4.15) é escrita como

r2 dzd*k 1
Ge-(g") = = = , , D.11
=@y == =) vz - R NOM: - -

z(l-z)

70



onde

K| =K. +24. . (D.12)
Para m grande temos
dk,
dz = Y (D.13)
e
z — -;— . (D.14)

No centro da massa de dois corpos,

K? +m? =, 2
L 4K m 15
z(l - z) HEZ+mT), (D.15)

e o mesmo para K',

Substituindo a massa livre de dois corpos pela Eq.(D.15), e usando a Eq.(D.13) em
(D.11), temos que

NR 1 d3k 4(TNR)2 1
GNR = T i o o (D.16)
™ m M3} — 4(K? + m?) M2 — 4(K'" + m?)
onde .
E'=F- g . (D.17)

Usando que M7 =~ 4m(2m — E,p) , o fator de forma eletromagnético fica de acordo com

a Eq.(C.7):

1 d®k (TNVR)?
(27)3J 8m? R? Ry
(—E28 — ) (—E2p — <)

GRE, = (D.18)

Observemos que a Eq.(D.18) esta de acordo com a Eq.(C.7), levando em conta que o

fator 6—17{ é absorvido pela constante de acoplamento, na normalizacao da fungio de onda.
m

As unidades sdo tais que A = ¢ = 1.

D.4)Limite nao relativistico do fator de forma de trés bésons

A equagao do fator de forma do préton niao relativistico é escrita como
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dz,dz,d%k,  d?kyy 30 =1 (i3 ku + 2.

Ge-n(q%) = f

12223 MN M
2 u(zi iy — z;-’}) + v(zsiky —20f) (D.19)
Mg — M,
Vejamos os limites:
dz.- T
zi 2
dk,  m’ (2)
com i=1, 2 e 3J;
z3=(1—z—y)—>%' (D-21)
2. p?
M2 — M%, — 6m(Esp - " 21y ; (D-22)

o1 2m
onde p; sao os momentos das particulas no centro de massa do sistema de trés corpos.

E a Eq.(D.10) nos di o limite nao relativistico da funcao espectadora:

-. —

v(zis kiy & 2t L) — vna(ki £ %) . (D.23)

Substituindo os limites acima no fator de forma elétrico relativistico do préton, obtemos
o fator de forma elétrico nao relativistico, observando que as constantes sio absorvidas na

normalizagao da fungao espectadora:

GYRy(¢) = [ @k, Lo ”NR(E +9) _ TLilwalki - §) + vna(k ~ D))
Esp + 5 Zica(k + 7 Ban + g Tl (ke = 87 + 3Ry — 87
(D.24)

onde E{, =k + q. Esta expressao corresponde a Eq.(C.13) para o fator de forma elétrico
do estado ligado de trés bésons.
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