
� ������� �	��
 �  ������� �� �������  � ���� � � �	� �����

 �!�"�#�$�%��� &� � ��' ���(�� �$�)�*�����+��� ,- � �)���

.0/�1325476 478:9<;�=?>A@CBD8�EGFH8JILKNMOB 1CPLK"Q�MO=R6 B S+BT4?QVUXWYBZ2[BDU]\3BT4^M
6 13_�U3B�MO=`BT>AB+abMG8c4A2[dT\3BD8eFgfC8ch+BD8ji

kClAmnmnoJprqtsuqrl^vxw
yJz pD{|p)}~s�w0� z w0���0o�mTsu�us��0o���lAmn���0o�w���prs��0o�m
�j���������5�������j�����)���j���������j���A ���¡¢�£�n��¡¢�j���t¡¥¤

¦ v§p)�§o�}^o���qD�0o¨� ©ªs¨q+�0oJp+«L�x¬0mtl^�usj}Al~mt�)���®�m�q:prvcw0vx�#lAmt�)�0o¨w°¯±sj� z }²q:³uq
�OoJp+¯0p)l^o��Op)l~����´�µ��)�¶l~}A}^oJpt´7·CwOl ¦ oJp)mtl^qt³uqX¸	o�wOs

¦ vcwº¹Dµ±�§»£¼`vcw¶mr½¾µ	q:oJ¿ÀsjwgÁLvcmt�OlÂ¹ z �O�#s�wOw
Ã ��Äx�����n�`���%Å�Æ¨¡¥Ç¨¡�È:É�Ê�Ê3���]Ë`Ìu�jÍ£���n�



�

� z q:s��)�xq:oJp
��� «Xprvc¿ � k�p � kCl~pr�x´ � z wOwOsjp���o�}~mt���
��� «Xprvc¿ � k�p ��� sjp)}~vcm
	��~}A}^sjprpro�sj}
�� «Xprvc¿ � k�p ��� lA�)�0sjo�}G¯5}~o�l~mt�)�¶�0s z o�p
� sj�#�OoJp�}^oNq y q:o�w<©ªl~�§v§prvxm z ��m��¶p��0¿ z w0��� �������������������
� sj�#�OoJp! �"�o�wxqr}~l~���0o�w#	XoJprqto¨l~�Ol~� z wO��� ���������$���������



� �����������
	

� � wcq:prv±� z ��qrl^vcw �

È�¡ È  ���Í�x����Í£�������^���£�n�nÍ ¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ È
È�¡¥Å ���j���G��Í����D�������O�����u�n���^�����n� ¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Å

È�¡¥Å¨¡�È �����c�n�����D���N��Í¾¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ �
È�¡¥Å¨¡ Å ��� �j�����t�)�������jÍ ¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Æ
È�¡¥Å¨¡!� ���u�n���#"�¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ç

È�¡$� Ë`�����&%��������������u�`���¨�������j� ¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ È�È
� ' {Zk lAw }~l~wOoJsjpD�#sj�cw0oJqtv�o�}~o���q:p)l~�Nm � �

Å¨¡ È Ë`�n�u���j�)( ��Í£Í���Í£�����C�n�������������D� Ã �j� �����+*��n���#¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÈrÆ
Å¨¡¥Å �G�����,�-*����������J���n�������������jÍC¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Å/.

Å¨¡¥Å¨¡�È Ë]���j���+���c�n��� �j����� Ã ¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Å�Å
Å¨¡¥Å¨¡ Å Ë]�j�����0�c��� ���¢�n��� �j����� Ã ¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Å/�

 µ	qtsuqrl~� � s�mnlA��l^pn	«|vc}A�0oJp � v�q:o�wxq:l~s�} ���

�u¡ È Ë`���u���D���x����� �j����� Ã ¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Å/1
�u¡¥Å Ë`�j� ���0�c������� ����� �j����� Ã ¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ �/2
�u¡$� 3±�¨�n���4(5*��n���ª�n���£�������������-¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ �NÆ
�u¡62 7Â���£�]�8�������jÍ£����� ¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ �NÊ
�u¡¥Æ Ë`��������Í£�n�9�u���Z���£� Ã ���]¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ 2jÈ
�u¡ Ç �+� �u�����n���������jÍ;:<� � ���j���5Í"�Í£���n�TÍ ¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ 2NÇ

�u¡ Çu¡�È �O�n�#�^�n�����&"��£�;=���������� Ã �j� �)����¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ 2>1
�u¡ Çu¡ Å ?!���&�OÍ�����n�(¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Æ/.
�u¡ Çu¡!� � �������Z�/�@*��j� ���|�A�j���CBJ�j��Í�ÍX¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÆD2
�u¡ Çu¡$2 � ���������G�n�E%¨� �F" ¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Æ�Ç

�u¡¥Ê �Â���G��������Í������D�[�j��ÍA�c�n�£Í��������^�����n��Í ¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Æ�Ê
H kª¬0wOsj��lA��sj} � s�mtl~��l^pt	«|vc}~�OoJp¾¿Àv§p)��o I �

2j¡ È 3±�������J�AJK�^������� ¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ç9.
2j¡ È�¡�È Ë]���j���+���c�n��� �j����� Ã ¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÇuÈ
2j¡ È�¡ Å Ë]�j�����0�c��� ���¢�n��� �j����� Ã ¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÇNÅ

2j¡¥Å L#�n�/B��������,�-*��n�����n���M�j����� Ã ¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÇNÆ
2j¡¥Å¨¡�È Ë`���AB��N%]�D� �j���E�¨���D����������¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ ÇNÆ
2j¡¥Å¨¡ Å ��� �j�����t�)�������O:<?!���&�OÍA�j���n�L¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ç91

2j¡$� P����£��� Ã �������)�>*��n�����n��� �u����� Ã ¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ê¨È
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2j¡$�u¡�È �G�����,�-*��n�������N��������� ������� ¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ê�Å
2j¡$�u¡ Å � ��Äj�	�M"������T���nÍ ¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ Ê/�
2j¡$�u¡!�  !���nÍ£Í���� Í£��������ÍC¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡ 1NÅ

� µ z ���#supr¬ s�wO�ºv z qr}^v�v§�  �

¹¾l��[}~l~v§�§prs �¶�x¬ � �

�¢lAm�qTv§¿ � z �¶}Al~��suqrl^vcw¶m ���

�¢lAm�qTv§¿ �¶pro�mno�wxq:s¨qrl~vcwOm � � �

® � vx�#� z q:suqtvcp)m s�wO� o�� z suqrl^vxwOm vc¿!�#v�qrl^vcw � �$�

�3¡ È �G�������j� �)�������ª�/�¶Í����T� *��n���C�n���T� �u���������£Í ¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡?ÈE.NÅ
�3¡¥Å  ��n�£�&%������������/� Ë � ��� �n���0���j���!���5�����]���J�����������jÍ�¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡?ÈE./2

¹ «|v��3oJpt�� l~o�w0s z $�"v�vc}A}^oN¬ q:prs�wOmn¿Àv§p)�#suqrl^vcw � ���

� ��proJo�wgq:o�w¶mnv§pD¿Àv§p+qr�0o proJs�}²´���s ¦ l²q ¬ � v±�Oo�} � � �

k ¹ v§p�w<o����¶s�wOmtl^vcw v§¿5qr�0o �ªp)oJo�wgq:o�wOmnv§p ��� �

 3¡ È ���M�j���jÍ������C���T����Äu���������"D���£�j�n� ¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡?È�ÈrÅ
 3¡¥Å �Â���N���£��Äj�u�������uÍ ���j���j���)�����Z���

χ
¡X¡L¡X¡�¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡X¡X¡X¡L¡X¡L¡X¡X¡L¡X¡�¡L¡?È�ÈE2

{ ® qtvx�R"!¶o�}A�<�0¬±wOs��#lA�Nm ��� 

¯ � sj�cwOoNqrl~���Osjp:qDvc¿5qr�0o � s�mtl~��l^pn�«�vx}~�0o�p¾¿ vcp)��o � ���

®T�)�±w0v��D}^o��O�§o��#o�wxqrm � ���

� z mns��#�#o�wO¿Àsjmtm z wO� � ���

{Z�0pro¨w��
 §p:qr}Al~�)�OoC{|pr�±}^³jp z w0� � ���

��o�� o�wOmt}^s z ¿ � � 
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 ���ÍA�c�n��Í£����� �^�������nÍ������X���x�n� ���&%�� �n���n� �������+� Ã �j�������K�^�������nÍ!Äx� � �Â���n�R�j���u���������§�j� �c����������Í��n�`��Ä��£������Í�¡
� � �����£�����n�j�������§� �u�3�j��ÍA�c�n��Í£�����
�^������� ��� ����� Ã Äc��� � �n�n� �+Í£��� Ã ���L�������V���u�?�+���n����Í��n�/�j���LÄx���j����Í!��Í
BJ�j� �b�#��Í|� �j�G�G��Í£���T���F���¶�����j�n�3�5� �¢¤��^���£�n��¡ �b�n�n���N���u��� Ã �£�nÍ£ÍZ���R� ���c�n�£���T�n�N�7���O�����C�j�j� �J�j��Í��j��Í
�����?���]�����n�j�������¾�T�t��Í£�j�����D���N��Í��/� � � �^���£�n�nÍ����j�����;%��t�����n��� �j�����|�£�n���;%����j��� ���C�/� �j�����n���������jÍ����
�����u�������C�j�j����� Ã "�¡@���j�¢� ���c�n�����D���N�7���N�£�nÍ��u����Í ���E%��Â�n���M*����T�n�XÍ����D���/��� �j��� �u�n���£�������t���>�u���n�u�����������uÍ
� �j�����K�c��Í���� Ã �j��� ���u�nÍ£�������uÍ!�)�5� �j��Í����D�Z�����D��¡

����� ����� �"!$#%�&�('*) +,'-#/.0!1�

���j� �u���n�u�����������<�/�Z�j��ÍA�c�n�£Í������ �^�������nÍD��Í+���j� �/�Z�A�j� �T��Í � �j�£���D���j�n�N�+���C�j���;%����D���N��Íª�/� �J������(
���u� �����������£�¨��"¨�j���D���nÍ ��2K�� Z¤(� � �j����� �A�j�;" �t��� Äx�`��� Ã �����u�n�º��Í+� �����jÍ����J�j�n�j�����/� �J�����N���u�
Ã �£���j�j��(ÀÍ£������� =��j� �������������uÍn¡��O�+��Äu�������`���`���N���j� ���4%������jÍ£� Ã �N�b���D�j��Í�x����Í£�������^�������nÍ��x�����jÍ����j�n� *���Í �
� �u�T�������£�nÍ�x���u�j��� Ã ��� ��Í£Í����n���[Í£���������������O:��5�n�n�����j��� Ã �����n����Í�Í£���t��� �n���n���������M"������T����Í���� � �`�j���u���������
�j� �c����������Í��n�T��Ä��£������Í��b�������j���¢���J���n���������b���A�D�n���C�ª���A�j�n�¢��� Ã ���j�n�������J�;%��n���4�x�A�j�;"D���£���c��� ������Í���Äj����¡
��� ���N���n�������������R�t��� ���j�&" �¨���n�j�Z�4�|�^�²¤��)�����t��Í£�����j� �/���A�j� ��Ä��£�n� ��ÍX��Í �c����������Í��n�R���T�~��� ¤!���������n�8(
���£���D� Ã �j� ������*��n��� ��Í��/� �j�������?���]�������n��Í£�����j�¾�/�¢� �j� ��Ä��£������Í : � � �A�j�,�^���£�D���Z�t��Í£� �A�j� ��Ä��£�����43 Í
�c��� ���£��Í���������� �b����� Ã �&%��!�£��Í��b���3���+�����������£���D� Ã �j� ������*������5��� �j���C�ª�t���D���j�u�j�n�����c��� ���£��Í����������¾�/���A�j�
���A�j�n�,�c����������Í���Äj��� ��Ä��£�n� �46 ����� �u�ª� ���£�����3�t��Í��ª� �u���/� �j������� *��n��� ���j�u�j�n��Í � �x��� ���£��Í��)������� �/�b�A�j�
*��£Í£�!��Ä��£�n� �4� � �j���C�`���C���j�£� Ã �4%���Í!�£��Í��Z���ª���]�n���n���������D� Ã �u������� *��n���?��� ����� Ã ���]�A�j�L��� �j���!��Ä7�£�n���n¡
7Â���A�R�t��Í£�nÍ����n���?���C��� ��������� Ã �n�T�n�N�Z�D���c����������Í��n� ��Ä��£�n� ��Í����N���n����������� Ã %�� ����� �����������£���D� Ã �j� �����
*������5���A�j�G�£�nÍ��u������� Ã �^�����n�ÂÄx����� Ã �|�n���jÍ£���J�j���j�n�b�/���A�j�G�j�;�����£���j�����^�����(� �u�G�n����Í�Í£���t��� Ã �£���j�j�¾Í �7�����
�~�u� �x��� ���£��Í�������Ä��£������Í!���j��%����j��ÍA�j��� Ã �n���n���������D� Ã �u�������+*������§¤ ¡

� �"2K�� 8�j� �u� Ã �£���j�j�CÍ �7�����L��Í Ã �&%��n�]Ä-"��A�j����Ä��£������Í Äc�n��� Ã ���C�A�j�n��� �J�����N���j� Ã �����j�u�`Í �7�����nÍ
���j�?�A�j� �����n� ���£���+� Ã �j������� *��n���?Äc�n��� Ã ���?� ��Í %����n�j�j��Í£�������,�"� �j�n�£�¾Äx��� � �c��� ������Í����������`���j�?�����n�8(
���£���D� Ã �j� ����� *��n��� %����j��Í�R���R� �j� �J�����N���j���E%������ Ã ��¡,�G�K*��£Í£� Ã �����j�n�,�����j�¾�����j��� �u�n�j���T�8���x�����
� �u�+��ÄuÍ��n�u�n�+�D�5���>"����N���n��������������Äx� � �Â���n�#�A�j�T��Ä��£�n� ��Í�¡�?!� � �;%������[�A�j� ?!�n��Í�����Äc�n� Ã �j�u�n�n� �7�����N�F"
�j�£���j���0�j��� ���G�j�&"���� Ã �A�j� � �¨��Í ���n�u�n�T�/� Ã �����j�u��( Í �7����� =j�j���������������jÍ��±Äx���A� �^�²¤�� =��u�����j������� Ã �x�������#(
��Í��������������j� �~���²¤Z�
=��u�����j������� Ã �n���n� �������+� Ã �j������� *��n��� �b����� ��� �Â� "�Í Äc� �j�£�nÍ£�n�N�t¡ ���j� " Ã �4%��D����Í£�
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�j� ����� *j�n���uÍ¢�����n�������DÄ>"¾�D� Ã �j� ����� *����TÍ�� �b� � � �A�j�bÍ£���£�n� Ã � �TÄx����� Ã �n���J�������������¾Ä-" %����"���� Ã �A�j� *����
� �u���CBJ�j�nÍ£Í � �NÊ��A¡ �!� � %������D����� �n���N�����������n� �����n��Í�ÍL���
� � �^�������nÍX�t��� Äx� ��Äu�������u�n� Ä-"�Í ���j��"¨��� Ã
� �u�X�T�����������/�[�������DÍG�����/�M�x���`��� �)BJ�j� �b�`�����/� �u��� Ã �c�������J��� ��� � �j���C�]��Í5� �u�n�]�j�;�^���£�D���`Ä>"��A�j�
�������DÍ�3 � �R���N��������� ������� �b� � �3� �j�n����Ä>"XÄc�¨�M"�¡v�|ÄjÍ£�n�#%��)�������3�/�¨� �j�¢����Í��j� ����� Ã �C����� Ã �Â���X�A�j� �������T���
I :�I%�x<FG�JOKSJOA=D�MNA=P=I >H<�J�Q�p G�:�p�>TGh<FJL>iUHZ
���;I DO>TUFU0:=<�@ >TG�m0J�Uh>vUh<FA�<F>T]�\ <�@ >v<F>HGFM G�>Hde>HG{U�<�:sA�<F:=MsUCJOIf>H� Q9JL<�>T]f>TI >HGFP=zs>TJLP�>HI�Uh<FAB<�>TUTZ
� ~ :�GCdeY Gh<F@ >HG G�>iA=]%JOI P�\%Q9dnZ%<�@ >�GF>HKSJO>Hm;U! "#"%\$"#%'& Z
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�T�������������n���jÍb��� %��n�#"`���n���j���������D�n��Í��j�£�n�T�n�N��Í � �j���C� �G��Í!�j���D���jÍ£���������n� �uÍ���� Ã ���]� �¨��������� �����
�����/� �c�n�]���`�TÍ �7���u�j��� Ã �����n� ���£���+� Ã �j������� �Â�E%�� � �91�� 6§���j� Ã ��Í£�nÍ �/� Ã �����j�u��( Í �7�����L�)�����TÍb�n���M*j�j�n�
�������D� Ã �j� �����3�����/� � ��É �����Z�����9�¨�����n��� �����������n� � 29.�� ¡ � ���A�j� � ���£�����|� ���c�n�����D���N�4�0�ª����� �c�n�������j�£�
�j�;�x���j�j�n�u�n�3�D�¶�A�j�K�^������� �j��ÍbÄx���n�]��ÄjÍ����%��n��¡

�/�	������Í[�j�j�Â���!� �u� �Â� %��5�������j��� �/�§�������D�����D���������XÄc�n�n���D� ���n���;%����N�@�^���[Í£�+�����N�n���J�����8( �/� (À�+��Í£Í
�T���D���N���j� �§Í��j�C�R� �j���!�A�j�¾�������T�����j�,7 ��� Ã ����� �Â� %��¾����� Ã � �`��Í!Í��"!T�n���n�N���4" ����� Ã ��¡ � � � �u��Í��n��Í��,�
�J�����N���u�����;=j� �¨����� �/���������DÍ �^�£������� ���£�����������&%��
� � �c�����n�N���������¾�D�E"����n�n�u� � 2jÈ��A¡ 2|�����N���u�
��� =�� �¨�������/� �������TÍ � �j���C�°�����D���j�����j���N� ���#�A�j�ªÍ£�j��~�����ª�/�5�u���n���n� �������DÄc���j����Í�� �Â��Í ��ÄuÍ��n�#%���� ���
%����������jÍb� ���c�n�£���T�n�N��Í � 2NÅ��¶���j� Ä>"]�����n���£�j��� Ã �A�j�L�£�;=��������&%��������nÍ!��� �j� �	�����n�N� �~�j�����D���²¤Â�T���T�n�N�7� �
�C�j�����������n� �D�n��Í��j�£�n�T�n�N�X�/�Â�A�j� � � �x�����n�N������� �Â��Í3���C�j��� %��n� �^��� Ã �����u�j��( Í �7����� � 2>���¢��Í � �n���¢��Í
� �¨��������� �������TÍ � 292�� ¡ ���u��� �j��� �u�����T���j���N� �G�E%�� � �j���j���T�n�j���<� �j��� �t���<Äx�C�8�M�u����� ���n� �^���¾�A�j�
�T�t��Í£�j�����D���J���/� �A�j�)� � �c�������J��� ���0��Í �A�j�3�j� �	�������������C�/� ���R�������D��� �G�E%�� � �j���C�?��Í!���j�n���j�n�N�!���
���x���������j��� ������� "��D� �������������n�¶Í���� ��ÍD�~�����T�D���u�&"`���;�^�����£�n�#��� ��ÍX���������jÍ��T��Í£Í������ Ã ��������� Ã ¤ ¡)L �j�n�
����Í£Í���� Ã �A�j����� Ã �C� �j��Í�������Í��j� �u�L�)�����T��� �Â�E%�� �����J�j���£�nÍ � ����Í��XÍA�j�4�²��Íb�j�j����� � �j��� � ���J���n�������������5�
� �j���C�`���M=��j���j�n�|�A�j�����N������^�n�£�n�j��� ���������n�£���^�����T��� Ã Äc� �u���j��� �u�XÍ£��� ��Ín¡<7�"��n��� ��������� Ã � �j���8�M�c�n��(
���T�n�N�����x��ÄjÍ����%����������jÍ �b� � �ª�A�j�n���£�������t���	Í���� �j�����������jÍ��N�A�j� � � �c�����n�N�������	�/� Ã �����j�u��( Í �7����� � 2JÆ7�M2NÇ��
��Í � �n���0��Í5� �¨�n� ���n�`�������DÍ � 2JÊ��"�b��� �]�j���n��������������Í�������ÍbÄx���n�]�D�n��Í��u���n�	¡

P��c�n��������Í£�n�9�u���C�D�n��Í��u���n�T�n�N��ÍG�u��� %����j�C� �c��� �n�#�^�j�b���j�u���������¾�T���A�j��� �^���¾Í£���j�M"���� Ã � �u� � �
���N���n������������� � �/2y�A¡�? �n�£� �j� �u� �~�����b��Íb�8�M�u����� ���n���A�����5� �u� � � �x�����n�N���������/�[���`������� �j�£� �����£�n�]���]�
�n���£�������X�n�j��� Ã "X��� Ã ���jÍ£���������t���3Äc� ���j�n�N���4*��n� �b���A�X�A�j� �x��Í£����������(À�j� �c�n�u�j�n�N�¶ÍA�j�4�²�0�/�j� �u� �£�nÍA�c�n� ���4%��
�������D���3���j�n� Ã "?���;%���� � Å�� ¡,P��c�n��������Í£�n�9�u���¾�T�t��Í£�j�����D���J��ÍZ�/� �������D���L�������jÍ£��������� �^�£���J�j�n�u�n����ÍZ� �J�jÍ
�j�£�N%����j� �����^�����D���������]���R� �j� �u� �x�n�����j�n�¾Äc��� � �n��� �A�j�G� � �c�����n�N��������Í!�/� ������������� �^���|���uÍ£�7���j�n�,�
�����8�u�������n� ���j� Ã �����u�j��Í£�7�)���nÍ�¡ ���j�T�������uÍ���������� ( �^�����J�j�n�j� "?Í�j�&�²��ÍZÄx����� Ã �jÍ£�������4"?�j���D�����������RÄ>"
� �u�!�8�u�������n��(ÀÍ£�7�)��� �n���N���£��Äj�¨�������5�NÍA�c�n� ������Í��n�/�-"T� �J�jÍ "��������jÍ Ã ���¨� �nÍ �����+�����nÍ��/�x� �j�+� � �x�����n�N��� ����Í
�/�O� �¨���������C�������DÍ�¡ ���j��Í �j��ÍGÄc�n�n�C�j���D���jÍ£���������n�C���ª�8���x�������T�n�N��Í5�D�n��Í��j�£��� Ã � �j� � � �x�����n�N��� ����Í
�/�Z�8�¨�n�����n� �������TÍT���jÍ����j� �j� ���j��� � �NÅ � 2>1 ��2NÉ �|���j� ÍA�M�j�n�£���t���!�T�������������ª�n� %�� ������Í � Æ/.��!���T�j�t���ª�
�j���n���������������j���&��ÍA������� � Æ¨È��!���u�<�/�Z���<�8�¨�n�����n�<����� �j�t���+���D� �7�����u� ����� � Æ�Å��A¡ � � � �j��ÍD�����N���8�¨���
Í������������4%��]��� =�� �¨�����<Í�x�������£��Í����9�>" �/�Z�������T��� Ã ��Í��nÍG����ÍG�j�£�N%��n� ��� Äx�]� �����£�������j� ���£�&" �x� � �n�#�^�j�
�T��� �u�¨� � Æ/���A¡ � �5��ÍGÄ���Í£�n�C���ª� �u�+�~�����Â� �����Â� �j�Z�£�;=��8�u�������/�¶� � ��Í��n� Äx�n��� ���j�n���j�n�N�Â���C� Ã ��ÍG���n���
��Í �D���j�4*��n�D�j�j�����3� �j�!� ��Í£�n��( ���u�j�j�n��� �c��� ���£��Í���������� �/�±� �j� Ã ��ÍG�)�����TÍ���� �j���C�����D���j������Í Í ������� Ã �&"
����=��j�n�u�n�n� Ä>"�� �u� � �"���N��������� ������� �/�!�A�j�C�������DÍ �b� � ���A�j� �G������Í �D�!�A�j�C�n�n��� ¡ 7�" �n��� ��������� Ã
�T�t��Í£�j����� �£�;=��������&%����F" ÍA�c�n������� �b���A�?� �j������� �����n�����4"]�n���G�j�u���n�����j��Í�� %����"������n�j�������¾���M�^���£�+���������
���°� �j� � �*���N���n������������� �/�Z�������TÍ �b��� � �j���n���������������u� �����nÍG����Í Äx���n� ��Äu�7�����j�n� � ÆD2�� �������j�n���j�j��� Ã

� 8;:=<�>;<F@�A�<c<�@ >�acbjde:=G{Q9> JOUcQ9:=MNMN:=I�DLzVG�>TP�A=GF]%>i]NA=U�A�Q9:=I�Uh>TG�K�A�<FJLK�>Cde:=G{Q9>�\=m0JL<�@s<F@ > GF>TU�>TQ9<�JOK=>;py:B<F>HI�<�J�ABD�k�>TJLI P
GF>9de>HGFGF>T]s<F:WA=U�<F@ >Racbgp�:=<�>HI�<FJOA=DxZ

�T8;:=<�>�<�@�AB<�<�@ > acb$JOI�<F>HG{A=Q9<�JO:=I�m0JL<�@VMN>9<{ABDODLJ�Q�p DOAB<�>iU�JOU�MRY�Q{@RMN:�G�>C]%J��sQHY DL<�<�:v:=k�U�>HGFK=>cKSJOAvU�>HDO>TQ�<FJLK�>cGF>	��>9�%JL:�I
U�p�>iQ�<�GF:�UFQ9:�pSz  
�
�& Z
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� �u� �x�����n�N��� ����Í3�/� �������TÍ3��� %��n�#" ÍA�u���£�#( ���4%������ �¨�n� ����� Í£�7�)���nÍ�� � �j���C� ���£�ª�j�x!T���j���X���RÍ ���j�M"#Ä>"
Í��n�������n�£��� Ã �T��� �u�¨�jÍ�¡ ��ÍT�R�+� �£���¾���C�j���;%����D���N�4�Â�A�j�C�D� � �j��� ����Í¾ÍA�u���b� � ���)� � � �^�������nÍ ���
� �¨���������g�)�����TÍ �t���<Äc�����;�j�j��Í£�&%�� � Æ�Ç��A¡ �b�n�n���N���&" � Í�x����������Í£�n�9�j���C�D� � �j���jÍ)���E%��]Äc�n�n� �jÍ£�n�°���
��ÄjÍ£�n�#%�� � �u�3�T���������`�D�¢���R������� �j� �����n� �b� � �j��� �D�t�E%����F"`�j�j�j����� �j�L���M=j�j�n�j��� �/� �A�j���^���£�n�L�j�j�
���TÍ£������� Ã ������Í��������J�!�n��� �j����� Ã �b���A� � Í���� Ã ���|�t�E%����F"C�T�¨�u� � 2NÉ �cÆ�Ê �A¡ � � ����Í!Äc�n���`Í�j� �b� � ���)� �^���
�+Í£�j������Äj�&"��u��� �j�������RÍ£�7�)��� �/�[� �j�¾�)�����,�-*������]Í"�Í£���n� �	� �j� �������%��Í����£�����������n�?���D� �j�3���N�����u�¨�j��Í
�/�O� �j���T�¨�u��¡

������� � � 
 
�������� � ����� �

7G��Í£�n�D���¾� �j�b�T��� �u�¨�jÍ��j��Í�������Äc�n�T���¾�A�j� �j��� %¨�����jÍ�Í������������5��� � �^���£�n��Í¢�n���T�j� �G���j� "�Í Äx�bÍ£���j�j���n�
�b���A� ��� �u� �j�����n���j�n�N����� �����n�j�����;" � �j� Ã � �j�����n��Í£�������T�t��Í£�j�����D���N��Í��;%��n� �u� �����¾�����T����Í������j����(
Í£�����j������� Ã ���E%������������������ �^���£�n��Í¾���°Í��D�����¢����� Ã � � Í£�t�����nÍ � ��É��A¡ �!Í �?�n���uÍ����J�j���j�n�,�Â� �u� �^�¨���jÍ �/�
����Í��n�����C� ����Í¾Í£��� Ã �J���&"�Í�j�&�²���n� �^�����&� �u���D�����ª�j� ������������� �/�+� � �^�����n��Í ��� �Â�����jÍ �����N������������� Ã ���
�;%��n� �uÍ���� Ã �A�j�n�]¡��G��Í����T���F���¶�����j��� �^�������nÍT�/�²����� �j� %��?���j��Í ���j�£Äj��� Ã �(�	����� � �j�n� ������� �����D�jÍ
���£� �9�c�n���)���n���j�n���ZÍ��u��~�����nÍn¡ � � �����£�������j� �����c�A�j�;"?�t���R�j���D���j��Í�`�A�j�¾�j� �¨� ���/�¢�+� Ã �j�����D( �/�u�����t���
�����/�jÍ�� � �j�����nÄ>" ��� �c��Í£��� Ã �����D� ��Í�� �c����� �j�+�j�t����( Í£�j��~�����ª�9�c�n�������������/�bÍ£�j�C� �����D�jÍ � Æ/1��A¡ �¶���/�jÍ
� �j���Z���£�3Ä���Í��n�R���R�;%����j��Í��n���N� �G�E%���Í � Æ�É � ��� �T���j�������j�£��Í£�n�]�C����� Ã �¾���j�?���j���£�n�N�(À�t���£�"���� Ã �b������Í
� Ç9.��G�u�n�n��Í�Í��������&" �9�x���������ª��� � �j�ª�u�t����( Í��u��~�����ª��� Ã ���T� � Í£�?� ���)�G� � �^�����n��Í¾�t���u�j���¾Äc���E%������j�n�	¡
�|�?� �j�3��� �j���K�����j� �����+����Í|Äc�n��� �u�n�T���jÍ£���������n�?�A�����|�A�j� � � �^�����n��Í�������Í���� Ã �^����Í£���£��� Ã �������,�
*������+����� �j����� Ã �t���ªÄx� �jÍ£�n�ª���L�n���uÍ£���£�j���GÍ���� Ã ���8(F� �j������� Ä���Í£�n�C�������*�����/�jÍ � Æ�Ê%� ¡ ���u���j��Í£���u��Äj��� Ã
����=��j�n�u�n�b�/� � � �^���£�n��Í¢�u�n�n�uÍ����ZÄx�G���/B����D���N���������n���j�N� � �j���D�����jÍ �����u������� Ã �b���£� � Ç9.��NÇuÈ��j���j���)���
�;%����u�nÍ����n�N�( �G�E%��LÄ���Í��n���������D���J��Í �^���Â������� Ã �u���j��� Ã � ÇNÅ�� ��� �j�������A�j�|���������n� �j� %��|Äc�n�n�CÍ�j� �b�ª���
�j�£�N%����j�X�¾���¨��� �^���5�n���J�������������C�������e�j� �c��Í£���������C���CÍ��j�#�~���n��Í � Ç9���A¡

� � �^���£�n�nÍT���£�����j�u��ÍA�c�n�uÍ���Äj�������°������� �/�u�����nÍ � Ç/2�� � �u�n���]�T�����£����Í3���j� Äx�n��� Í�j��� �����n��Í,�^���
�������D���+�D�������n� �Â�E%���Í+���£�ª���n������Í����5��Ä���Í����°��� � �j� � � �x�����n�N��������Í3�/� =§���¾Í£�j��~�����nÍT���j� �������jÍ�(
�T��Í�Í£����� Ã ���)����� Ã Í��G�£�nÍ�x�������4%����&"�¡	�!Í���� Ã Í£�;%��������!�������jÍ��T��Í£Í������ Ã ��������� Ã Í��b��Ë ���C� ��
	�;�j�j�j���ª��� (
������^�������T�����n���^���3�������TÍ ����ÍLÄx���n� �£�t������Í���� � 2NÇ��A¡ #[����� �J�����N���j�-��� =��n� ���4%����T�����£����Í ���E%��ªÄx���n�
�j���D���uÍ£�����������<��� �u��� %����j�`� ���j� (À�j���T�n�jÍ£�����j�����^���n�jÍ£Í���� Ã �T�n�C�j���j��Í£� � �j�n� � �j� � ���c�������J��� ���
��Í3�n��� Äu���j��� �b���A� Ã ���E%������������������ �^���£�n�nÍ3��� ���°�D� �j���/�j��������� �G�E" � ÇNÆ �A¡ � �°���j�j� �������5� Ä>"����¨�n�����4"
�n�M�����j����� Ã �A�j�3�£�;=��������&%����F"`�/� Í£�j�C�R�D�����£����Í %�� �+�l#§�£�nÍ£�j�n�O��� =�� �¨�����RÍ£���£�j�����j��� � Ç�Ç ���	�+��� =��n� ���4%��
�j���uÄj���8( Í������ �F"��c�X���N������^�n�£���T������� � Ç�Ê �O��Í � �n���0��Í5�D���£�Z�n���G�j��� ���£�;=��8�¨����� �j����� Ã �����DÍ �^���b�������T���
�D�������n� �Â� %��nÍ �j� %�� Äc�n���g���n������Í���� � Ç91��A¡�7 " �jÍ���� Ã �;%����j��Í��n���N� �G�E%��nÍ��5���j�`�n��� �n� �����j�n� ���j�
�n���J�������x� �j�Z�£�;=��������4%����F"ª�D�[�)�����T���!�D����������Í � Ç�É��A¡ ��Íb�£�n�n���N���&" �j�����j��� �����5�j� �j� �J�����J���j���£�;=��8�u�����
�/�5�u���������n����� Ã ��Í���Í ���3�j�������n� ���£��� Í��j�#�~���n��Í¾�t���º�~Ä>" �D�n���jÍ3�D�5� �j�D���N������^�n�£�n�j���ª�/�5���j�n���j�n�N� ���j�
��� =��n� �����+�D�������n� �Â� %��nÍ�¤ Ã �4%��5����Í��5�������J���n�£�nÍ£����� Ã � �u�n�j���T�n�j� �JÍ��j�C�+��Í � �j�b� �¨�����7�)�������¾�/�	Í£����� �����uÍ
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���j��%����£���8�CÍ£�����j� ���j�£�nÍ � Ê/. � ¡��

#��j�£�A�j�n�¶���G�������¶���X� �j�5�D� �j�����t�����������/� � � �^���£�n��Í�����Í¶Äx���n�¾�D���j�¢Ä>"L�A�j�Â�£�n�n���N� �j���9�c��Í���� � Ê�Å �
���j�DÍ��jÄuÍ����J�j���N���~��Äj�����t��������� � Ê/���c�/���+�����n�£� ����Í �b���A�D�7�����������n� �D� Ã �j� �����j�������������£��� �u���9�c�n� ������Í��¨����Í£�
BJ�j� �b� ��Í �T�������D��������� ����Ín¡[Ë`� �7���D��������������Í �j��Í�j� �E"���� Ã Í£��� �u���7���j�n���uÍG�j� Ã �����4%��K�c�n���T���£���4%¨� �F"D���j�
�c�n���T�t��Äj�������F"ª��� Í£���D� �^�������u�n�j� " ����� Ã �,�	������� � �^��� �A�j� � �¨��Í£�����j�n�3�/� �����E%��n������� Ã �����������£���D� Ã �j� �����
�Â� %��nÍ � �j��Í£�5�n���n��������� ( *j�n��� ���D� Ã �j� ����� ( *j�n���3���j� �Â�E%���%������������9�^���£������� �²�(F�j���j�j���3���£� ���5�������n���j��� Ã
���|���J�j� Äc�n�[�D�§�j�J�jÍ������u���x�n� ��Í � Ê�Æ��9PM7 � �/PM7 2�� ¡ � � ��Í@"�� ����� �9�c�n� ���u�nÍ£������� � �u��� �u�n� ��� �²�( �����j�j���
�j�£�9�x���£�����nÍD�t���º���t���<�����j� � �M�j�n�j���D��������� � �j�?�����N���8�¨�C�D��� � �^���£�n�nÍª���j�g��� � �������8�¨���n�N�
�T���7���+�����n�£� ����ÍÂ�t��� Äc�L�8�M�u����� ���n�C��� �7���������Â� �j�XÍA�j�/�x�L���j�`Í�� Ã �`�D�[� �u�nÍ�� �^�������nÍ�¡ ���]���N��������Í£����� Ã
Äc� ���E%������u�¢�D�±�j��Í�x����Í£�����)�^���£�n�nÍ �+�E" ����Í��X���n�n�u�¢���D����� �£�j�u��������� �b��� �DÍ��/�²�#( �D� Ã �j� �����5������� "¨Í��JÍ��j�C�
��Í �c�n���D������� "T��� Ë`�j�T������� � Ê�Ç�� � �j���C� ���£�����C� Í£�7�)�����/�¶� �����£�n�T�n�&" �j� Ã � �c�n�£�D�n��Äj�������F" � Ê�Ê��A¡

��������� ��� � � 	�

��Í3�����£�t����"��D���J�������u�n�5��� � �^�������nÍ ������Í£�G�^�£��� �J�����N���u� J��n��� (F�c�����N� =��j� �������������uÍ��[�j���D���&"R�A�j�
=��j� �����)����� Ã �C����� Ã �|���u���n�j�£���n�N�5�u��Í£������Äj�u�������jÍ��/�±�A�j�|���N���n����������� Ã ��Ä��£�n� ��Í5���u�+� �j��%����n�j�j��=��j�8(
���j���������jÍ��/�Â�A�j� �^�������jÍ#%��n�£Í��t¤X�n���n� �������+� Ã �j�������,*�������¡ � � � �j�D�������)�JÄx���M"?Í£� ��������������� ��Í�Í��D�������n�
� �j���]�A�j� �G�E%��3����� Ã �A�jÍ5�/�[�A�j���������;%����N� *�������=��j� �������������uÍ��j� �u�n�`�A�j��� ���£�����5�t���]Äx���j��Í��£� Ã ���£�j�n� �
������� �b��� Ã �^���L� Í£���G�j���4*��n�R���£�t�����D���N� �/�5�u��ÍA�c�n�£Í������ �^���£�n��Ín¡ � � � �j��ÍL�j����( �£���7�����j������� Ã ���T� �¶�j��Í�(
�c�n��Í£����� �^���£�n��ÍD�������j���T���j������� Ä-"#� �j� �Â���u����� Ä°���J���n������������� �/� =��u�����j������� Ã �C����� Ã �]�u�n�jÍ£�������nÍ�¡
L ���A�j���`�D���t���u��� Ã (À�����u�n�5� �j� ���&�x�����|� �������jÍ������5�x�A�j��Í ���N���n�������������]�+�E"��^�j� � �j���!Äc� �/�M�j���E�¨���D�������
Ä>"?�T�j�0�c�����8���j�&�x�����|���J���n��������������¡�P¨�u�C�����R�/� �u���N���C���G��Í�*���Í �|�n�G�j���N"��n�?Ä>"
3±�n�j�j������(�
����j��Í � ���
� �j��Í ���j�j���n�?�A�j�G� �����N���n������������� �/� � Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)���¾������� �b��� �?� �x����^�n� ���4" �����j�j�j� ����� Ã �j� �)����¡
#����!�A�j��Í!���j�n������Í���� �j����Äj�������§� �j�)�Â���j����� Ä �c�������J��� ���O�t���RÄx� �u�nÍ�������Äx��� Ä>"]� �j� �)�����T���X�n���n���������
�j�&�x����� �D���T�n�N�X���N���n����������� Ã �b��� � ����ÍX���+� Ã � ����� �j� �j� ������¡��¶�/BJ��� Ã � �j� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������T� ���c�n����� (
������� %������u� �/��� �j�¾�u�0�c�����C�����D� Ã �����N���n�������������5� 3±���j�����£��(�
����u�nÍ���Äu�������j�����������£�����������4%�� 1/z4 � �
�^���£�n��¡ � �]Í��jÄuÍ����J�j���N� � ���ABJÍ ��� �Â��Í!Í�j� �b�]�A�����b� �u� � � �x�����n�N������� �^���u�j� �^���b� �c�n�#�^�n� �������j�j�j�8(
�����+����Í ���ªÄc�3�£� Ã �����j������Í|��� � � �c�n�|Äc���j�j�`���+�A�j�3�£�nÍ��u���+�^���j�j� �^���!���n���¶�T��������Í � Ê/1���� �j���C�?��Í
�/� �u���N���C�u�n�C���+�A�j�Z�����D� ��Í��/�0���/�j�����£�nÍ�x���uÍ������j���u� Ã ���j���jÍ�� �F"ª�/�±�A�j� �^�����|�T���7���	�n���n� �������jÍ � Ê�É��A¡
���j�T���D� Ã � �u�0�c�����¾�T���A�j�¨� ����ÍXÄc�n���#�8�¨���n�j�u�n�#���`���j�n���j�j� �J�����j�£� �c����� � 19.��¢��Í � �n������Í��j� Ã �j���
� �j� ���&�x�����Z�D���D���J��Í � 1uÈ � 1NÅ%�[�/� �A�j� �)����� �§���t���j��� Ã ���ª���j�j� �����������0���£�����������4%�� �^�������3�n��� �c���j���J��Í
� �j���C� �~�����Â� � �T�����CÍ ������� Ã �&" �b���A�<���j�n�£�t��Í£��� Ã �������)�JÄx���M"�Í£� ����������������¡#��j� � �j�����T�����,� � � �j��Í
Äc�n�n� �/� �u������� �����A�j�¾���N��������� �������R�/� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)��� �������DÍ �b��� �RÍ£�n�T�4(À���M*��u�����L�D� �7��� �����4��ÍA�������nÍ

 ~ :�GfA$<F@ >H:�G�>H<�J�QHA=D?ABI�ABDOzSU�J�Us:BduJOI�<�>HG�de>HGF>HI�Q9>�p @�>HI :�MV>TI�Ajm0JL<�@ JOI <F@ > QH:=I�<�>H�S<X:BduY DL<�G{A=QH:=D�]gP�A�Uh>iUH\0Q�dnZCABD�U�:
� >HdrUHZ  ���� & Z

�T~ :�G?<F@ J�U?GF>TA�Uh:�I�MsA�<F>HGFJOA=DOU?m0JE<F@ U�Y�Q{@	p�G�:�p�>TGh<FJL>iU?A=G�>VQ9:=MNMN:=I�DLz�GF>9de>HGFGF>T]�<F:fA�U?DO>9d�<�� @�ABI�]%>i]�MsA�<F>HGFJOA=DOUTZ�� U
p GF:=py:�U�>T]VK=>TG�zRG�>iQ9>TI�<FDLz�\=DO>9d�<�� @�A=I�]%>i]NMV>i]%J�A�MNJLP�@�<�ABDL<�>HGFI�AB<�JOK=>HDOz�ky>;GF>TA=DLJ�Uh>i]Vk�zVY�U�JLI�P�A�P�A�U�:Bd�AB<�:=MsU�>H�%@ JLk�JE<FJLI P
U�Y JE<{ABk DO>v>HDO>TQ9<�GFJOQ�A=I�]XMsA=P=I >H<�J�Q�] JLpy:=DO>v<�G{ABI�U�JL<�JO:=I�U  �� %'& Z
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� 19���c���j�T�j��� ( �j��ÍA�c�n��Í£�&%�� �u���n���n� �������G� �j� ����� �E"����<�j� �)���nÍ � 1/2y�c���u�D�n���D� %����ªÄx� Ã ���j�n��������Í���� ���LÍ ���j��"
� �u� � � �c�������J��� �����D�±� Ã �����j�u��( Í �7����� � 1NÆ �c���¢� �¨����������������� � 1�Ç��c�j�t���Â���j��Í�x����Í£�&%������j�+��ÄjÍ�����Äj��� Ã
�j���n������������� �����&�5Í�����n��¡ � �#�A�j�+���������n���t��Í�� � �£�nÍ£�������N� �^�����n�D�n���G�c���j�n�N��Í ���£��Í�� � �j��� �8�M�u��Äj� �L�A�j�
Í����D�

1/z4 �j��Í �7���j���Â�j�;�x���j�j���j�n�b��ÍO� �j� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)��� �x�����n�N���������rÄj�¨� � �j��Í£�GÍ�� Ã � ���j�3�D� Ã �j� ���j�u�
�j�������n�������&"D�j� �c�n�u� ����� �u�X�£�n�������4%��K�c��Í�� �������jÍG�/�O� �j�X�������T���Z���u�]�T�n�u���j�e���nÍ£�������u�n�nÍ�¡

� � ÍA�j� ���D�/�b����Í3Í��u�n�n��Í�ÍT���j�°�D� �x�n������� Ã Í����G�j�����n� �F" �0� �j�+���D� Ã � �j�0�c�����D�T���A�j�¨�#Í�� �x�n�£Í �^�����
� �u���n���+����� �j�£��Äj���n�TÍ :�#[����Í ���&" �¨� � �j�£�n�j������Í5���ª���M*��j� ���n�4"TÍ£���£��� Ã �c�����n�N�������x���+� �u�Z�����T��� z→0

�^���
�n���J�������u����������� �b� � �¾� �j� *��j� ���5Äj���j�j��� Ã �n�j��� Ã ���nÍ¢�/���)�����TÍ ���TÍ��j�#�~���n��Í7¤(6¨Í����n���j�u�&" �J� �u� �u���9�c�n� ������Í
�/�j�A�j�ÂÄc���M"L����� �n���A�j�n�OÍ£������� Ã �&"X���u�t������Í����ª�~��Í[���L�A�j�Â�n��Í��G�D�j� �j���x����^����� �����j�j�j� ������¤O���O�j��Í��n�£��Äc�n�
���X�������TÍ¶�/� ���j���N����������ÍO�A����� �����¢�j�x!T�n�u���O������Äu�7�����LÄ>"LÄx��� �L�A�j�n�����������n�������j� �8�M�c�n�£���T�n�N�7�����T�t���jÍ
�A��ÍX�����t���£�&"R�)������� �¨��Í|���������t�)�L�£�t��� �T��������Í���� ���D���£�¾���n������Í£����� �Â� " � Ê/1��OÊ�É�� ¤(6[���j�R� �j�����j�4" �±� �
���j�4" �/� �u������Í ���L� %��n�#"D�����T�����n� ��� ��Í£Í �/�	Í���� �j���5Äx���M"¾Í���/�c�nÍ�¡ � ���Â��Í �^���j�j� � ���)�¢�A�j�nÍ£�+�j�£��Äj���n�TÍ
�n���j��� Äc�G� %����������D�ÂÄ-"3�j�nÍ£�n�£��Äj��� Ã � �u�5�������"���j� � �j�ÂÄx���M"L���¾���¾�����j�����^��������� Ã ���3�������TÍ[�/�§�A�j�n���
�C����� Ã � �j���jÍ�� �����nÍ|���j�?� ���j�£�nÍ£Í���� Ã �A�j�3�£�nÍ£�j������� Ã ���N��������� ������� �c�������J��� ���O���]�������TÍ��/�������n� ���£��Í£���������
�����j�t��������ÍA�c���jÍ£�G�^�j�u���������jÍ|�D� �A�j� � �Â�]Í"�Í ���n�TÍn¡���� ���u��Í �Â��ÍK*���Í ���j�n�T���jÍ �����)���n� �^����� Ã �£���j�j� (
Í£�������]������� ���N���n����������� Ã �b� � � �����t������Í �����+�n���n� �������������4�!Í�������`�8�M�u��Äj� ����� Ã ���u����( ���¨�n���Â�£�nÍ�x���uÍ��
� 1NÊ��¢�^�;� ¡�����Í�� �b�;� ¡ � 191�� ¤ ¡ ���u�L�D� �j�������C� �G��ÍbÍ�j� �b�]���T���t������� �)*j�j����� %������j�|�D�¶�A�j�Z���N��������� �������
�c�������J��� ���§���D� �u�������D� �

z → 0
� 1uÈ ��1�É �uÉ/.�� �~�;� ¡¨����Í�� � � � ¡ � ÉuÈ�� ¤ ¡u#����¢Í�� !D�������J���&"T� ��� Ã ��%������u�nÍÂ�D� z �� �u� �^�������Z���]���]����������� �^�£���N�b�/�[�,�����&�OÍ�����n���n���CÄx� Ã �4%����]Ä>"C���C��Í"��G�u��������� �c� �Â���bÍ��n�£����Í ���

1/z
� 1uÈ � 1NÊ �rÉ/. �rÉNÅ�� �b� � �L�A�j�����n���j��� Ã ( ���£�j�n� 1/z4 ���n���(Äc�n��� Ã Ã �&%��n�3���X���n�£�DÍ0�/�¨� �j� �������D��� �j�0�c�����

�c��� ���£��Í���Äj�������F"`���j� � �j�D�����t��� �����n� ���£���G�x�����T�������&%����F" �/�G�A�j� �����&�5Í�����n��¡ � � ���(À�����u�n�3�������£�n� �������jÍ
���£���j�j� ���X� �j���������T��� �J�����u��� �c����� �c��� ���£��Í���Äj�������F"L���D�A�j�����j�+�����j�����j�D� �j�!���t���j��� Ã ( ���£�j�n� �j����(
�����t���Â����ÍA�c���jÍ£�]�D� �A�j�������4�bÍA�������C��� � �j�����A�j�n�)�j���j��¡ ���u�]�£�nÍ�x���uÍ�� (5�^�j�j� �������<�D� �j�������C� �j��Í
Äc�n�n�+�jÍ����ª��� �j� �������T���j�b� �j� � Ã �£���j�j� ( Í£�������t¤ �^���£�n� �������+����� � É/�������j�����c�n�£�+���j�n�N���4" �x��� ���£��Í����
������� � ÉD2y�O���
�^�£���N���D���D�T������� �����&�[ÍA�����n� ��Í � �n���¶��Íb� ���)�����?���?���u��Í��������/�j�����T�������n�j���X��� �^�£���N�
�/�b���#�n���n� ������� �j���&�5Í������� � ÉNÆ��A¡
���������jÍ������jÍ ���j�n���j�j� � �j�T���N���n�������������#�D�b���#�8�¨�n�����n� �)����� �b� � �
���]�n���n��������� � É�Ç��0���j�]Äj���£�;�^�£��� Ã ���N�b�j�������n� ���£���K�����4�OÍA������� � ÉNÊ�� �����x�n� ��Í �j�j�Z���D�¾�n���uÍ£�7���J�!� �����n���j���
�D� Ã �j� ����� *j�n��� � É91�� �u���u�G�^�£�����������)�^���£�n��Í �8�u���£���n�ª���T�T�N%���� Ã �)�����TÍ � É�É�� ¡��Z�u�!�D� �£��� Í ������� Ã �A�+�/�
� �u�X�����j�n���#(À����ÍA�c���jÍ����^�����D������Í��H��ÍG�A�j� �~��� �5� ����� � �5�t���C�n��Í����&"ªÄc���/� �u�������ª���)%����������jÍ Ã �����T�����£����Í
� �j�����¾� �j�¾���N���n������������� �/� Ã �����u�j��( Í �7����� �������DÍ �b��� � �c�n�#�^�n� ���&" �n���u�j�j������� Ã � È .9. ���±�����n� ���£��� � È .9. �
���j� �u����( ���¨�n���¢�D� �7��� ÍA� �j������Í � È .uÈ���6 �n������������� � ÈE.NÅ��5���j�°�j����(À�����t�����T���7���Â�;"������j�j����Í � È .9� ��6Â���j�
�c�n��^�������&"��n���j�j�j� ����� Ã �j��������� � È ./2�� ���u�#�j��� ( �����t��� �D� �7��������� ÍA� �u�n�����t�����n� %�� ������Í � È .NÆ%��� ����ÍXÄx���n�
Í£���j�j���n��¡

�<%��n�ª�A�j��� Ã �D�����n� ���£��Í£��������� �T���A�j���jÍ��j� %���Äc�n���ª�j�;%��n���9�x���+���J���3�XÍ��9�M�j��Í �����n�������T�A�j�n���"T�n� %>(
7���� I�Q9:�I�<�G{A=Uh<�<�:0<F@ >���Y�A=I�<�JL<�JO>TU"ABp py>TA=G�JOI P0JOI�<�@ >�ABky:�K=>TMV>TI�<�JO:=I >i]?>iABGFDLzvA�<�<�>TMVp <FUT\T<F@ >�<nm�:;GF>TU�p�:�I�U�>�deY I�Q9<�JO:=I�U
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� ����� ������� ������� 1

�n�£��� Ã %����������jÍL��ÍA�c�n� ��Í �/� � � �^�����n��Í��[�A�j�;" �t�������j�4"����n�u�j�n�3�/� �j�£� �¨���+�����D�£�nÍ£�j����Í�%�������� ��� �A�j�
�j��� ( ��� �7���£�j�n�°�£� Ã ���D��¡ #���� �������,��Äc�¨��" Í£� ���������������jÍL� �����T�����ª����� �j������Äu���D��� ����� � %��n� � ��� Ã ���
� �j���R� �j� ������� %����J�X�)�����T���¾���j���D���j���j� �G�E%��D���n� Ã �A�jÍ��±�A�j� ���N��������� �������R��ÍZ�j�C����� Ã �n� Ã � %��n�£�j�n�
Ä>"R� �j� �Â���j����� Ä �c�������J��� �����������j� ���j� �A�j� �������jÍ%��n��Í£�+�j� Ã �����nÍL�/� �^�£�n�n�u�����/�¢� �j�T�n���n���������D� Ã (
�j� �����,*j�n���R�u�n�n�����CÄc�¾���j�����j�u�n��¡ P¨�j�C� ���j���j�£�n� �)���&%���Í£����� 2K�� H�j�nÍ£�n���&�u������� �Â��ÍK*���Í � Ã �&%��n��Ä>"
�G��Í£���T��� ���j� �¶�����j��� � Å�� � � �j� ���n�����jÍ£���j�����n�<� �j�]���N��������� �������°�/�Z� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)���`������� �b��� �<�
�c�n��^�������&"]�n���u�j�j������� Ã �u� ������¡K�Â���N�������[��� Ã �����j�����J�!���+�A�j�n���|�/�M�j���N���C�R��Íb� �j� �J�����J����Í����������?�/� �A�j�
�n���n� �������+� Ã �j�������)*��n���#��� ���n���TÍX�/�5�j���£�+���¢�T���j�nÍ���� �j���C� ���£�T�A�j�+Í£�����u�������uÍ����`�A�j� �^�£�n� (ÀÍA�����n�
�Â� %�� ���J����������� �^����� �j�3�n�������������D� Ã �j� ����� *������R��Äc�;"���� Ã � �u�¾���j�n������Í��n�`Äx���j�j�����#" �����j�j� �������jÍ���� (
�c��Í�����Ä>" �A�j� �c�n�#�^�n���3�n���u�j�j�������n¡ ��Í3�j�n�T���jÍ �����)���n�#Ä-" �G��Í£���T���X���j� �¶�����j�n��� �j�D���N��������� �������
�/�b� �u��������� �b� � �#�A�j� �J�����N����Í��n� �����������£���D� Ã �j� �����G*��n���5� ���n���jÍ3���R� �c��Í�� ��������( �j�;�x���j�j���J� ÍA�j�4�²�
�/�¶� �j�L��������3 Í Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)���X�n�j��� Ã " � �j���C� ��Í ���j�n�N���&*���� ��Í5�A�j�,� ���c�����n�N������� ¡��G�����n�j��������� Ã � �j��Í
�n�u�n� Ã " Í�j�&�²� �b� � �j��� ���t���u��� Ã (À�����u�n�K�c�n�£���j��Äj���������R� �j�����" �¶� �u�;" �Â�����D��Äj��� ��� Í�j� �*� ���)�3��� �A�j�
�j��� ( ��� �7���£�j�n�+��� Ã ���T�b�A�j�n��� �£�nÍ£�j��� �����j�j�n��ÍÂ���L� �j� 1/z4

�^�����n� �^���j�u�ªÄ>" 3±���j�����£��(�
����u�nÍ���� �j�����!���
� �u�3�9� �c��Í£�����X��� �7���£�j�n�R�£� Ã ���D�D�²� �j�3�������,� �j�������ZÍ£� ���������������?Äc�n��� Ã �3�j�C�?� ��� Ã ���b�A����� �A�j� �Â�E%��
����� Ã �A�jÍ|�/��� �u�¾���n���;%����N� *������ =��j� �����)�������jÍ|Í����A�����Z�£���7��������������� ���x�n����Í��j�j� ���ª�A�j�,*��j� ��� Í�x���n�
�/� �����������£���D� Ã �j� ����� �Â� %��nÍK�j���E" �T�+� �£���!�£�����t¤(�§� �j� �^�������3��Í+�j�£�9�x���£��������������� 1/z5

¡+���j�3���nÍ£�j����Í
�/� �G��Í����T�������j� �O�����j�����j� %��+Äc�n���������j�n�£�&%���� � È .�Ç ��È .NÊ%�G���j�#�8�¨���n�j�u�n�c��� � �j�������)�����TÍ��t���£�">(
��� Ã �c�n�£�+���j�n�N� �n���n� ���������j�0�c�����ª�D���D���J��Í � ÈE.91��5��� Äc�n��� Ã �+� Ã �j������Í���Äj��� � È .�É �GÈ�È .������E%��]Äx���n�
�n���jÍ����j�n�£�n�5�§� �j�����M=��j���j�n�L�/� �£�n� �)���&%���Í£�����|���x�n� ��Í � È�È�È��O���j�`�n�j�£�����J� =��j� �����)�������jÍ � È�ÈrÅ%� ����Í Äx���n�
Í£���j�j���n�5�Â���j� =��j���������������jÍ �/� � �u� �^���£�n�����E%��]Äc�n�n�<�t�����n�j��������� � È�ÈE���A¡ � � �Â��ÍG�^���j�j�°� ����� �A�j�
��� �7���£�j�n� Ã �����u�j��( Í �7�����G�^�����n�D��� *��j� ��� ���n�G�c�n���)���j�£�D�j���n�£�t��Í£�nÍ¾�T����� Í���� �b�&"<�

∝ 1/z4 ¤Z�A���������
� �u��J��n��� (À����� �c�n�������u���������D� �5��Í Í������`��Í �A�j�X�������)� �u� �����ZÍ�� �j�������������C�8�u���n���jÍ�� �u�X�A�j�n�£�+��� �Â�E%��
����� Ã �A� � È�ÈE2 ��È�È:Æ � ���j� � �������A�j� �^���£�n�T��� ���#�8�u�������n� �������$�8�M�u��Äj� ��ÍL���#��Í£�n����� �)�����#" Äc� ���E%������j�
���°� �u�]�£���������j���g�£� Ã ���D� � È�È:Ç �5È�ÈrÊ��bÈ�È 1��5È�È:É �����D�/BJ��� Ã � �u�]���M=��j���j�n�`�/� �������jÍ%��n��Í£�?�n���n� ����� (
�D� Ã �j� ����� �G�E%���ÍD���°�A�j�����N���n������������� �;%��n� �D�����ª�8�M�u��������� �A�����°�����A�j���t��Í��C�/�!� Ã �����u�j��( Í �7�����
�������`¡v#§�u�£� �u�n���T���£� �J� �j���A�j�n���" ����ÍGÄc�n���]�8�����n�u�j�n�CÄc�;"����j��� �j�|�n��Í��Z�D�O�3Í���� Ã �����j� �)���/:v#§�����n��Í
��� Ã �£���j�j� ( Í£������� �������TÍ|���jÍ����j� �c�n�#�^�n�����&" �n���j�u�j������� Ã ��������Äc�������L�n�E%¨� �����nÍ � ÈrÅ/.�� ���j�R��� Ã �£���j�j� (
Í£������� � ÈrÅ¨È=�O���j�C� �¨�n� ����� �������TÍ � È ./1 �±ÈrÅ�Å%� �j�����n��� �b� � �j�����x����^�n� ���4"��n���u�j�j������� Ã �j���������Â�t�E%��������nÍ��
���E%��LÄx���n�`�j�����n���T���u�n�]Ä-"C�uÍ���� Ã �c�n� ���j�£Ä����������C� �j�����"C���]����� �£�j�u��������� �b��� �C� �u�L�j�����D�����T�¨�j��Í
��Í£Í����n� �)���n� �b� � ��� �j��Í�� Ã �n���D� �������nÍ�¡

� �¾� �j��Í �n���N��� ���4�J���[ÍA�j���j���¾Äc�5�j�����n�¾� ���)� �x���£���j��Ä��)���&%��Â�����C�j�j� ���u�nÍ��+�E"��~������� �j�n�T���¾�8�¨�n�����n�
������� �j�n���#(À����Í��������J���&" ���N��������� ��Í �b���A� �CÍ£��� Ã ��� �T�¨�u� �/�Â�C�n�E%¨� �F"�¡ � �jÍ ���n���5�±� �j�T���£��Í£��� Ã Í ���£��� Ã
�������)�>*��n���#�n��� �j����� Ã �D�E"#Äc�ª���£�t�����n� �b���A�j��� � �j� 
��E"��j�nÍF�M�Â�j�T�D��� Ã Í �T���j�n� � ÈrÅD��� � �u�n�����A�j�
7�7 ~ :�G;ANG�>TK�JO>Hm�\%Q9dnZ � >9drUTZ  "#"%\ " %'& Z



������� �����	��
� ����� ������� ������� É
���£���n�N�������]��Íb����Í£������� �����`���T� �j�X���N���n�������������C�/� � � �Â� ( ��� %����¶�)����� �b� � �C� �j�X�t�E%����F"C�T�¨�u��¡�L � � �j���
� �u��ÍO�D���j�n� �:� �j� �n� Ã �n�jÍ �7�����nÍ[�D�j� �j� Í"�Í£���n� �������D�T���j�4" BJ�j� �b� ��ÍO�j����Í�Í£�n� Í£��������Í ���n���3Äc���^���j�j�
���#�`�j����(F�c�n� ���j�£Ä������4%�� �G�E" � �b���A� � �u�ª��Í£Í����n� �)���n� �n� Ã �n�j���j�n� Ã ����ÍLÄc�n��� Ã ���N���n��j��� ����� ��Í�� �j� � �
�c�������J��� ���±���`Í ������� Ã �N��^��� �Â����� Ã �n�u�n��������Í������������/� �A�j� �x���£���u��Ä������&%��L�n��Í�� � È�ÈtÉ �0ÈrÅD2��A¡ � � ���j�£�jÍ!���u�
� �j���4�j�u� �c�n�j�j��� Ã ����� �j���j�£�nÍ£Í��n�`Í£�������Z� �u�ZÍ"�Í£���n����Í��u��� �j�������`���5�¨�A�j�X�������e�+�E"+Äx�����£�����������n�
��� ���5�£� �c�n�����n���^�£���e�A�j���j�¨�u�nÍ �/�¶�A�j���t�E%����F"��T���j��¡

� � ���j�£�j��� Ã ����� �u�?�j��Í£�n�jÍ£Í������ �/��� �j� �c�n� ���j�£Ä������&%�� �^�����n�,�b�����n���ºÄx�R�u������� � ���������+� �£���
�j� %��n���9�j�T�n�N�Z�/�[� �j�L�j�����D��� ( �T�¨�j���D� �j�������C�?�n���jÍ���Í£�����R���]� �j�L� �������jÍ������ ���+Äx���j����Í �b� � �?�T���£�
���n������Í£�����¢�+�����n�£� ���-�j�£�9�x���£�����nÍ�¡<�O�|� �j��Í[�n�u�5�N� �j�G�u�����D���4(À�D���j���n���j�n�;�u� ����� ���ZÄx� Ã �n�j����������Í����¾Ä>"
������� �b��� Ã �^���O� �j�G�T���£� Ã ���j�n�����uÄc���j�j�j���"L�n���u�j���������jÍ¶���G�x��Í��n�3Ä-"X� �u�nÍ��5Äc���j����Ín¡����u�G���N��������� �������
�/�¶� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������Z�)����� �b���A�C� �D� �7��� �����&�0Í������� �Â��Íb���u�j����Í�Í����`Ä>"+�n���jÍ£���j������� Ã � �j�ZÄc���j�u�����"
�n���j�j���������uÍ Ã �4%����ªÄ>"D�A�j��Äc� ���E%������j�Â�/�	� �j� �^���n���D� �7���§�n���n� �������jÍ � ÈrÅ�Æ%���¨���;%��t������� Ã � ���)�Â� �u������Í��j� �
�/���G��Í����D���Z���j� �¶�����j�n� ����Í����]Äc�T�£� Ã �����j������ÍX��� � � �c�n�X�����T��� ���C� �u� � � �c�������N��� ����ÍZ�n�£�t�����n�
Ä>" �£�t���¶�D� �7����Ín¡f#§��� �^�+� Ã �j�����J¤ �����n� ���£���XÄx���j����Í��§� �j� �/� �j�£�9�j���������LÄx���j�j�����#"]�n���j�u���������jÍ �^���!�A�j�
�j���£�+�����D���j��Í �^��������� �^�£���e�A�j� �Â�����4( BJ�j� �b�`�����j�j� �������jÍG�/�[�n���N�����J�j���F"+�/�¶�A�j�X�+��������Í£�n�9�u���|�����n�8(
���£���D� Ã �j� ������*�������¡ ���u�|����Í��j� ����� Ã �j���£�+���4( �T���j�5� �������uÍ������jÍ �^���¢� �j�-2K��  *������ �j� %��ZÄx���n���jÍ£�n�
���+�j�n�£�&%�� �A�j� Ã �£���j�j� ( Í£�������,� � �c�����n�N��������Í!�/�¢�������DÍ!�j�t�����n������������� � È:Å�Ç�� �	�D� Ã �j� �����n���n���������������&�
ÍA�j���n��Í � È:Å�Ê � 6¨���jÍ����j� �j� ���j��� �n���n���������!�n� %�� ������Í � ÈrÅD1 �§ÈrÅ�É�� 6¨��Í � �n���x��Í¢�A�j� � � �c�������N��� ����Í��/���8�¨�n�����n�
�������DÍL�j�t��� ��� �n���n��������� �����4�bÍA������� � ÈE�9.��G��� � �j� �������E"��n�XÍ"�Í ���n� � È �¨È���6Â���j� ���jÍ����j���?ÍA�M�j�n�£���t���
�n���n� �������Z�t�E%����F" � È �NÅ%� ¡

�!���£�+���4( �T���j��2K�¢ ��j��Í!�A���uÍ|ÍA�j� �b�?���ª�����j�j�n�|��� �8�j�������/�M�j���N���C� ���+�A�j� �u����Äj���n�%�/� �A�j�
� � ���N��������� ������� � �j���3�8�����n�u�jÍ � �j�+�n������������Í �7�������T���nÍ£�j����Í3Äc�;"����j��� �u�ª�j����(À��� �7���£�j�n�������T���n¡ ���j�
�T��� �u�¨�5� �j� � �;%��n��� Í£� �x�n��Í �^������� �Â�`�+� �£���X�����T�������������jÍ : � �X��Í��j���3�/� �j�����n��Äj���3����� �j�G�j����Í����j�n�
�/�!��ÄjÍ£����Äu��� Ã Äc�¨�u���nÍ��¢���j� � �j���8�����n�uÍ������ ���RÄx���j����Í¾�/� %����������jÍ Í���/�c�nÍ ��Í �8���������D���&"#�n�j� Äc�n��(
Í����D�T�;%��n� �^���X����� �����&%����&"RÍ£���G�j��� Ã �n���T����������Ín¡��¶���£�����n�u� ���£�&"R��� %���� �H�/�G�A�j�DÍ£�n�����j� �����D� �7��������� �
�����j�t���#( �£�nÍ�x���uÍ�� �A�j�n���#"�� 5 �Â��Í��jÍ£�n� ��� �j� %��n���9�������/� �j�£�N���C�º� �j�����j���nÍ��j���������&" ��� ��� � �-(
�j�����n� ��*j�n��� �J�����J����Í��������������j�C�n�����j�n�u�n�������j�j�n� Ã �n���T�����">( ���j�j� �c�n�u�j�n�N�b����Í��j� ��Í;:¢Ë �/BJ��� Ã �uÍ��Z�/�
� �u��=��j� �����)������� ���j��Í�Í��&������������� �j�����������)� �j���x���£���j��Ä��)���&%��G���N���n�������������X�n�j��� Ã "L�/��� �u�G�����������j�3�A�j�
2K��  *j�n���¾�����j��� Äx�5�£�;�^���£� �j��������� ���3���n�£�DÍ �D�c�A�j�G�����j�n���[�£�nÍA�c���jÍ£� �^�j�j� �������jÍ �/��� �u�G� �Â��Í"�Í ���n�TÍ
�`� �j�T�������T���,�c��� ������Í���Äj�������F"ª���R� �j� ���j� �����j�#���j�R� �j���Z���n��� ���n�jÍ£���K�^���|� �u�T�����������£���D� Ã �j� �����
*������ª���D� �j�|��� �j��� � È �9� �cÈ �/2 �	È �NÆ7�xÈE��Ç �cÈ �NÊ��xÈ �91 �h� 6 ¡<���u�Z��Äu�7�����j���+����Í��j� �G�n�����j�n�u�n�ZÄc�|�/� �u�������
���LÄx���j���nÍ��/�O%����£�����jÍ�Í���/�c�nÍG���j�+�D��������������Í ���+��Í£������� Ã �N�A�^��� �G���£� �Â�E"DÄ>"T�jÍ£��� Ã � �j�!�/� �j�£�9�j�£� �����
�Z���n���?�����jÍ�����¡ ���j��Í �Â��ÍZ�j���D���jÍ£���������n�RÄ>"?�n�������j� ������� Ã � �u�G� �����J���n�������������?�D�¢� Ã �����u�j��( Í �7�����
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� %������ �E"��n� � ÈE29��� 6��c�n��^�������&"?�����j�j�u������� Ã � ÈE2/2��¢���j� �j���n�������������3ÍA� �j������Í � ÈE2>. � È 2JÆ�� ÈE2�Ç�� 6¶�j���n���n���������
�;"������j�j����Í � ÈE2>. � ÈE2NÊ���ÈE2>1 ��6 �x����^�n� ���4"��n���j�u�j������� Ã ���j� �n�������������)�u� �������Z�t�E%��������nÍ � È 2NÉ�� 6[�j���n���n���������
ÍA�M�j�n�£���t��� � ÈrÆD.������ "������u�j�����t��� � ÈE291��O���j� �c�n��^�������&"������j�j�j� ����� Ã � �n� Ã � (ÀÍA���/�c�n� �t�E%��������nÍ � ÈE2NÇ��A¡ ���j�
�����j�t���#( �£�nÍ�x���uÍ��3�£�nÍ£�j��� �^���!� �u� � � �c�������N��� ���¶Äc�n��� Ã Ä���Í£�n�����?�A�j� =��j� �����)������� ���j��Í�Í��&�����������C� �j�8(
���£�n��� � �j���C����Í|���j�4" %�������� ���R���J�j������Äj�£���j�%Í£�����j���������jÍ7¤ ���t���j�j���ZÄc�¾�j�����n� ���4"?�/�M�j�����n�?�����8�¨�n�����n�
�������DÍ�¡ �!�3�8�¨���n�jÍ£�����X���!� �¨�n� ���n�3�������DÍ �Â��Í[�j� %������9�c�n�LÄ-"XÍ �7��� ����� Ã � Ã �����K�^����� � �j� �x���£���j��Ä��)���&%��
� ���j�£�nÍ£Í������ �^���5� �j�L�������)�>*��n�����n��� �u����� Ã ���j�n� Ã " �cÄj�u�!���j�4"�� ���j�£�nÍ£Í���� Ã � �u� *������]�n���N������Äu�u�������`���
�������TÍb�/�[�A�j�����nÍ�x�������&%��X����ÍA�c���jÍ£���^�j�j� ��������¡ � �`�A�j��Í �Â�E" � � � �^�������nÍ ���]� �¨�n� ���n� �������DÍ5�����^�£���N�
�/� �c�n�#�^�n� ���&"T�����j�j�j� ����� Ã �j��������ÍÂ���j�ª�j���n������������� �����&��Í�������nÍ � ÈrÆ¨È �§ÈrÆ�Å�� �b��� �T� �j�!� ���£����� �8�M�u��Äj� ����� Ã
Äj�����;�^�£��� Ã �n�j��� � È:Æ/���Â��� Í��u��~����������� Ã �j�j�nÍ£Í � ÈrÆ 2�� � �j��Í Äc�n�n�°�j�����4%��n�	¡ � � �^�j� � �j���¾� �������jÍ������jÍ¾�/�
� �u� 2K��  ( Ä���Í��n�������j�n���#(À����ÍA�c���jÍ����/� �j�£�N���C�+�A�j�����M=��j���j�n���/�O*��j� ��� ���n�G�c�n���)���j�£� � ÈrÆ�Æ��cÈrÆ�Ç �xÈrÆ�Ê � �
���j��Í��������9�u���ª�)�����T��� �x����������Í���Äu����� �����nÍ � ÈrÆ/1�� �¢���j� �j����( %����j��ÍA�j��� Ã �������T��� %��n���¨���������nÍ � ÈrÆ�Ç��G��� �A�j�
�^���£�n� � �Â��Íb���>%��nÍ£��� Ã �)���n�	¡

���j� �/� �j�£�N���C�j��Í ���|� �u� � � ���N���n�������������¾�/�x��� ������� �b� � � �|Äc�¨��",�j�£�nÍ����N���n�TÍ��K�~�������E%��bÄx���n�
Ä���Í£�n�R�������?�nÍ£Í��n�N��� �����&"]�+���n����Í��n�/�j���L�j�nÍ£�n���&�u�������?�/� �A�j� Äc�¨��"�¡ � �R�����N������Í£�4���+�J�j� Äc�n�|�/���T�4(
�n�£��Í����9�j��� �T���j�n��Í<���E%��!����Í£�ZÄx���n�T�j�;%��n���9�x���5� � �j�n�£� �A�j�bÄx���M"3��Í Äc�n��� Ã �A�j��� Ã �J���D����Í������ �c��Í£�n�
�/���D�n�������n� �������`�D�¢�������TÍn¡�P¨�u�C�����R�/� �u���N���C� �Â��Í+*j��Í£���jÍ���� �^��� Í£���u�M"���� Ã �A�j�3���J���n�������������`�/���
Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������!������� �b� � �+�L�j���n������������� �����&��Í������� � È:Æ�É��A¡¢Ë`���j�n������� Ã Äc���A�+Í���� Ã �������u�+Äc�¨�M"D�������TÍ
Ä>"G�������T���j���5��Í�������� ��������Í ���J���n����������� Ã %�� �Z� �j� �^����� ( Í������� 2K��  *��n���5�����+�8�u�����Â� ���j����Í�Í£����� �^���¢�A�j�
�����7����� � �^�������D��� � �j�DÍ���� Ã ���D���������j�j�D���?����Í %��ML ���N���n�������������uÍ �b� � �#�A�j� �����&� ( Í�������+�������TÍ
�n���j���`Äx�X�j�n�£�&%��n�5��� �j���C� �Â��Í!ÍA�j� �b�?���TÄc�3���J�j�4%��������J� ���T� �j�L����ÍA�c�n�����&%��3����Í��j� �|��Ä¨�7�����j�n���^�����
�D���n�£��Í����9�j���X� �j���������nÍ�¡ ���j�nÍ£�¾�n���uÍ����u�n���)�������jÍ���� �j���C�R�D�E"`Äc� �£� Ã ���£�j�n����ÍZ�+Í��uÄjÍ£�����N��� �)������� �/�
� �u�G�+���n����Í��n�/�j���5�D� �j�������C�j�nÍ�� �Â�����5���������[� �����n�j�j���T���Z�j�������������£���¢Äx���j���nÍ �/�c����Äj� �������"XÍA���D�x� � È:Ç9. �
���j� Äc�;"����j���A�j�������£�D���u���T��Í����������������X�T���j�n� � ÈE.NÊ�� È:ÇuÈ��A¡ #��j�£�A�j�n�L� �������jÍ������jÍ¾���j�n���j�j�+�8�¨�n�����n�
�������DÍ � È:ÇNÅ%�0���5�;%��n�`� �¨�n� ���n�]Äc�¨�j���nÍ � È:Ç9���A¡

L �j�����3���?�D���n�£��Í����9�j���L�/� �u���N���C�u�nÍ|� �u� � � �^�����n�3Äx� � �Â���n� ���R�������V���j���+Äc�¨��" ��Í��j�����&%��n�
�^�����e���J���n���������T��� %��ML �^�����n��Í��j���j�Z�t���]����Í�� Ã � ��� � �u�Z��� �j���X�~�D���n�£��Í����9�j���:¤¢�8���������D�����j�C���M�^���
� �u���������,��Äc�¨��" �^�����n�<�^�£��� �A�j� �G��Í£���T��� �^�����n� Äc��� � �n���X� � � Äx���j����Ín¡ ���j��Í �G��Í *��£Í£�0�j���D���jÍ£���������n�
�^���5�,�u� ������� Ã �����D� ���#"+Ä>"ªÍ �7��� ����� Ã �^�������A�j� �G��Í����D��� �^�����n��Äx� � �Â���n�`� � � �j�������������£��� �����4�0ÍA�������nÍ
���j�<��Í£Í��j�T��� Ã ���u�]�D�!�A�j�
�j���&� ÍA�j���n��ÍT��� Äc��*������n� �b���A�<���j�����u��� Ã ��Í �/���������DÍ � Æ �5È:Ç/2�� ¡ � �
� �u��ÍX�t��Í£� � � �u� �^���£�n�+��� � �u�ª����ÍA�c�n�����&%�� �����4�GÍA�j���n�ª�n����Äc� �b�£�������n�#��Í �
%������u�D�T���N��� Ã �����¢� %��n�
� �u� � � �^���£�n��Íª� �¨�n� ��������� � �j� Ã ��Í��������DÍDÄ>"g� �u�?Í����n���j� �����&��ÍA�j���n�,�!Í£��� �j�?���������n�D�t���ºÄc�
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Ã �£���j�j��(ÀÍ£���������)�����TÍ �b� � � %����£�����jÍXÄc�¨�j���nÍ�� Í��j�C� ��Í �£��� Ã � � È:Ç�Ç��G��� ���j��Í��������9�u���T�n������������� � ÈtÇNÊ�� �
�~��Í��������9�u���:¤ �+� Ã �j�����¨�����n� ���£���,�����&�¢ÍA�����n�nÍ � È:Ç91�� 6¶�����������£���¾Í� �j�n�£�nÍ � ÈtÇ�É�� 6¶Í� �j�n�£���n��� �t�E%��������nÍ � È:Ç�É �
���j�]�;"������j�j����Í � È:ÇNÊ �	È:Ç�É�� 6����j�]�;"������j�j�£���n���	�n� %�� ������Í � ÈtÇ�É�� �Â��Í ��Äu�7�����j����¡

����� � '��&����,��&�('8) ,�) 4 '��	�;3(��)	!

� �b��� Ã ���]�A�j� ���n���n�N�,�u��� Ã �£�nÍ£ÍL��� �u� Ã ��( �j�����n��Í������R�D�n��Í��j�£�n�T�n�N��ÍX�/� � � �^�������nÍL���j� ��� %���� �*�/�
�T�¨�j�����+�/� �j�����t�)�������jÍ����ª�����j� � �>"�Í����nÍ��j� �j�!�n�j�£���n�N� � ���B+�����DÍ ��� �^�����3�j� ������� Ã �3�u�j�&*����+� �u�n���#"
�/� � � �^���£�n�nÍ�¡ P����j���+�n���j�n�;�u��Í �D�5�+���n����Í��n�/�j���T�n���n���������M"������T����ÍL�£�n�D����� %�������� � %��n� �����D���n�£�
���j� �j���j�RÍ��n������Í������>%����&%��n� �T���n�£��Í����9�j���D���£�t�����D���N��Í¾�t��� Äx���E%������j���°��� %���� ���������&" �����¢�t��Í£�nÍ¾�/�
���N���n����Í£�n¡ �!Í+���¨�������j�n�<��Äc� %�� �b� �J�j� Äc�n�T�/�Z�D���n�£��Í����9�j���]�/�M�j���N���C�j�nÍ+��� �A�j� � ���^���£�n�
���E%��
Äc�n�n� �j�;%��n���9�x���º�^���n�u�j�n�£��� Ã ����Í��j� ��Í�� �����L���£�)%�������� �j�£� %¨���j�n��� �j���L����� �)�����,��Äc�¨�M" Í��;�������)�������jÍ
���£�X����� Ã � �b��� �C�£�nÍA�c�n� �!���T�A�j�Z�F" �j���n���±����� Ã � �]Í��n������Í ��Í�Í£�¨��� �����n� �b��� ���A�j�L���N���n�£����� �u�T���n�£��Í����9�j���
Í£�����j� ���j�£�L�D�¶�A�j��Äx���j����Í7¤ � �b���A�]�n���C�]�D� � �j�������E%¨��� Ã ����Í5���N���£���jÍ£�������M%����N��� Ã �nÍ ���u�]�����T�������������jÍn¡

�5���T� (À���j�j�;�x���j�j���J��� �c�n�£���j��Äj�����4%��Z�t�����n�u� ���������jÍ¢Ä���Í£�n�]�����j���£�+���4( �T���j� 2 ��  Ã �4%��������8�j�����
?����D���������j� ���<�/� �u���N���C�º���°�A�j� � � �^���£�n�,6 �u��� �;%��n���Z�/� �j�����n���������jÍD��� %����������jÍ �j�£��Äj�����DÍ ���E%��
ÍA�u���b�<� ����� �A�j�`�T���A�j��� ��Í �j��� %����" =�� �¨��Äj���,�ÂÄc�n�t���jÍ��]� �j� Ã �n���D� ���"��/���A�j�
�u���nÍ£�n�N�ªÄc���j����Í
� �jÍ � Äc�Â�7�DB��n�¾���N���Z�����n���u�J� ��� ��%��n�#" �t�����&"�Í �7� Ã �G�/��� �u�G�t�����n�j������������¡ � �����D���4(À�D���j� ���n�C�j�j� �J�j�nÍ
�~����� ����� �j� �j����Í��n�u�n���/�G��ÄjÍ�����Äj��� Ã Äc�¨�u���nÍL���j� ���E%��D�j��� "����3Äx���n� �^�j���&"R�u�;%������9�c�n� �^���LÄc���j����Í
�c��Í�Í£�nÍ�Í£��� Ã �+� Ã �j������� �j�£�9�x���£�����nÍ�¡ #��j� � �j�����T�����,�|���n���j��� Ã ( ���£�j�n� �x���£���u��Ä���������� � �u�n���#" �t���j�u���
�����n���j�N�K�^��� � �j�¾���M=��j���j�n�3�/��� �j� *j�j����� ÍA�j�4�²��ÍZ���j� �b���u�A�jÍ|�/� �������T�����������jÍ�� �������jÍ!���?� �j�,�^���£�n�,6
���j�C� Í �7�������!�j�nÍ£�n���&�u�������ª����� �u�������n�4"D�u��Í��£� Ã �����jÍÂ�A�j�|�M"������D���nÍG�/�±�A�j� � � �^�����������¾Äc�|� ���c�n� ���n�
�^���T� �¨�n� ����� �������TÍ��Â��� �j���£�����n�u� ���¾� �u� � �j���j���T�n��� � ���x�������n�º�������n���j� �^���DÍ ������� Ã �������)�>*��n���
�n��� �j����� Ã ¡
Ë`���A�j���jÍÂÄ���Í��n�����+�����j�t���#( �£�nÍ�x���uÍ��5� �j�����"T� %����������D�!Í����T� �/��� �u�nÍ����j����Äj�����DÍ¢Ä>"D�£�n�j�u�n����� Ã

Ã ���j�n�����[�£�nÍ��u����Í!� ����� ���E%�� Äc�n��� �u�n�T���jÍ£���������n�?���ªÄx�3�t��Í£���&"`�/�M�j�����t��Äj���Z��� %����������jÍ Ã �n���T���������nÍn¡
���j� �u�������+������� �^��� � �u�����u�n���n��Í������j�����������t��Äu����� �F" ��Í � �u���~��� �Â� �j���Â�A�j�!�A�j�n���#"+��Í �u���GÄ���Í��n���������
� ���j�����������J�����N����Í����������DÍ��C�j���D�Z���j�ª��Í�� �J�jÍÂ���nÍ£ÍÂ�£� Ã ���£���jÍ�¡ �!�u���nÍ£Í��^���u�j�j�n�+���+� �u���n��������ÍA�c���j�j��� Ã
�j���£�+���4( �T���j�¶�£�nÍ£�j����Í��)��� ����Í����bÄx� �£� Ã �����j���3��Í0�5Í£�n�T�4(F�M�j�n�j���D���j����� Ã ���n���:� �j�����" � � �j���C����Í±Ä���Í£�n�
����� �u� =��j��������������� �J�j��Í£Í��0�j���������+� �u�n���£�n����Íb� ���n�N�������0��Í£Í��j�G�u��������¡<���u��Í��j�����jÍ������ �����n�j�������4"G�^���
����Í¾�/� �u�����n��Äj�������F" �����A�j� �j�£�nÍ����j�n�]�/�!��ÄjÍ£����Äu��� Ã ��� �+� Ã �j�������DÄx���j����Í�� � �j�������j�R�u�����D���4(À�D���j�
2K��  �^���u�j�����������¾��Í�� %������ ��Äu����¡ P¨���j�n�5�A�j�5� �j�����"¾�(�	�������&%����&"¾�£�n�D�����uÍ ���¾� �u� �c�n� ���j�£Ä������&%��b�£�t�������



������� �����	��
� ����� ������� ������� ÈrÅ
� �u����Äx� %��n�T�n�N�������j�n� �J�j��Í£�������jÍC��� Ã ���£�j��� Ã �A�j�R�������?�/� *��u����� �����u�?ÍA�j�4�²��ÍC���u� �b���u�A�jÍ������+�����
�j�����jÍ � �n�£�n�56	���j�C� �j�XÍ£��������� �����J�j������Äj�����j� �D� �j�������C� ��Í �u���!��Äj���Z���+���u�j����Í�Í �M"������T���t���0��ÍA�c�n� ��Í
���&B��|�A�j� � �j�n�u���D���j���]�/�¶Í£���£��� Ã �n��� �j����� Ã ¡

���j�nÍ£�|�j� *��n���n�j�����nÍ¢ÍA�j������Äc�!� %��n�������T�!��� �A�j� �n�j�£���n�N� �Â���B¾Ä>"D�u�;%������9�u��� Ã �X�u�j�&*����R�^�+�������D(
Í����9�j���:¤¶� �u�n���#"¾�/�§� �j� � � �^�������G� ���������j�n���A�c���������nÍ[�A�j�5Äc�n�j� *j��Í¢�/�cÄx��� � �j���£�+��� ( �T�¨�u� 2K�� ����j�
�����j�t���#( �£�nÍ�x���uÍ��¾� �j�����"R�/� �j�£�N���C�j��Ín¡�� �����D���j�n�N�X����Í��j� ��ÍZ� ���)���j� %��+Äc�n���#��Äu�������u�n� Ä-" %����£�����uÍ
�T�t���jÍ �b�����0� �J�jÍ�Äc� �^���j�u�j�n� ���j���8�¨���n�j�u�n� �b��� �u���R�ª�����D�T��� �^�����T��� ���ABC� ���)�Z��Í|Í£�"!T�n���n�N���4"
Ã ���j�n�����±���D��������� �^���!�T�u��Í����jÍ�Í£�����`�/� ���N�����£�n�4"��j������ÍA�c�n����Í��/�¶� �j� � � �^���£�n��¡ � � ����� �����n�j�������j�A�j�
� �u�n���#"���Í5�£���J�j���£�n�C���
•
�D� �j�&"D��� Äc�¨�j���nÍ �b� � �CÄx��� �]�n�����������������j�C�+� Ã �j������� �j�£�9�c�n�£������Í��

•
���n�n���j�N� �^���5Äx���A�C�j��Í�x����Í������]���j�]�+�)���n�£� ���	��ÄjÍ£���A�u������� �

•
�£�n�j�u�n� Ã �n�u�n�����±���nÍ£�j����Í5� �����b�n���]�t��Í£���&"ª�/� �j�������ª��� %����������jÍ Ã �����D� ���£���nÍ��

•
������� � �^���5���j�n���j�j��� Ã �����t��� ( *������ª�(�	������Í��

•
Äc�X��Äj���|���T���j�j�£�nÍ£Í �A�j�����n�����������ªÄc��� � �n��� � �j��� � �^�����n�X���u�]�T��������Í£�n�9�u���+%��ML �^�����n��Í��

•
�8���j�����n�����&"T��� %��n���±� �j������=��j�n�u�n�X�/� �)�����T���!�����u�ZÍA�j�4�²��Íb���j� �b���¨� �jÍ��

•
������� � �^���b�¾�M"������T���n�����j��Í������0�¨�������5�

•
Äc�X�/� �j�����n��Äj��� �^���5Äc��� � � �t�/BC���u�`Í ������� Ã �������,�-*������������ �j����� Ã ¡

��ÍO�5Í£�����£����� Ã �c�����N�O�^���0���C�j��� %���� Ã �A�j�nÍ£� Ã ������Í��r� ?!���T���������j������( Äj��Í����5� Ã �����T�����#">( ���u�j� �c�n�j�u�n�N�
�J�����N����Í������������^���G�A�j���n���n���������D� Ã �u�������+*������C����� �u� �u���nÍ£�n�j���L�D�[�j��ÍA�c�n�£Í���� Ã ���j� ��ÄjÍ����£Äj��� Ã �D� Ã (
�j� �����j�������n� ���£��� Äc�¨�u���nÍ �b�����¶Äx� �j�£�nÍ����N���n� �����C���/�¨���n�LÅ¨¡,L � � �j���?� �j� �����N��� ���L�/�¢� �j��Í �Â���B �O�A�j�
� �¨��Í£����� Ã �D���n�£��Í����9�j��� 2 �� (���������j�n�������t���jÍ����	�j�������n� ���£���nÍ � ÈrÊD.��O����Í5Äx���n�]� �������j�j�n�C���¾�D� Ã �u����� (
�n���n� �������GÄc�¨�j���nÍ � PM7�È �>PM7 � �-PM7 2y�u���¾���£�j�n�¶���K�j�£�N%����j� �^��� �ZÍ£�"!T�n�����N���&" Ã �n�u�n�����uÄ���Í£��Í�¡<��Í Í�j� �b�5�
� �u�3���N���n������������� �D� � �j�LÄx���M">( ��Í£Í���Í£�����R�n���n���������D� Ã �u�������K*��n��� �b���A�R�������DÍ �t��� Äx� ���N�������j�j���n�?���
Í£������� Ã �N�A�^��� �G����� Ã ���j�n��������Í���������� �/� �u�����n�n�u�j����Í5�n���T�D���j�&"¾�uÍ��n�����+� �u���n���J��� ���b�/�±�u�����D���4(À�D���j�
2K�� 8� � �j�n�£�LÄc���A�]�T���u���D���	���j�C� �j�����0�c��� ��� ����� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�nÍ!��������� ��Äc�����)���n� � PM7GÇy�A¡

� � �C���/�¨���n��� �)�+��������Í£�n�9�u���02K�¢ <��Í0�jÍ���� ��� ���>%���Í£��� Ã �����¢�A�j�ÂÍ �7�������¢��Í�x������Í¶�/�j�A�j� � � �^���£�n�¢���
���`������� �j���;�����£�n� ���]��� ����Äj� �������"ª���j�n� Ã "]�n� Ã �n�jÍ �7������¡ � � ��ÍbÍA�j� �b�]� �����+�G��Í£���T���5���j� �O�����j����3 Í
�j�����j�n������� Ã �n���j��� �u�!�/�¶�j�n�£�&%���� Ã �A�j� � � �^������� �j�L�������)�-*j�n��������� �j����� Ã ���j�n� Ã " � Å��0�t���`Äx���jÍ£�n�
�b���A�j���°� �u� �n���J��� �����/�|�+��������Í£�n�9�u����2K�¢ *� ���t���j��� Ã ��� %��n�#" Ã ���j�n����� � ���j����Í�Í£�����jÍ �^���¾� �j� � �
�c�������J��� ���c�/�¶���C�����������ª� �u� �j����Í����j�n�X�/�O���C���£Äj���������#"ª��������� Ã �n�T�n�N�5�D�0�+� Ã �j�����¨�����n� ���£����Äc���j����Í
� PM7�È ��PM75Æ�� P�7GÇ ��PM75Ê ��PM7 1�� ¡ #����£� �j�������/�|�A�j��Í BJ���j� � � �j���C� �^��� �n�������������]Äc�¨�j���nÍ ���E%��`Äx���n�
��Äu�������u�n�G�j��� %¨�����jÍ£�&"¾��� � �u�!Ä���Í���Í��/�	�����j�t���[���nÍ�x���jÍ�� � �j�����" �u���£�5� �J�jÍ¢�j�n�£�&%���� �^��� �A�j� *j��Í£�������T�
Ä>"3�T�t���jÍ �/�c���¾�8�u����� �J�����J����Í���������� Í��C�u�n�T�G� �����[� ���j�����n� ���4"X���������bÍ �^���¶�j��Í�x����Í���� Ã ���u� ��ÄjÍ�����Äj��� Ã
�D� Ã �j� �����n�������������ZÄc���j����Ín¡ � �!��ÍbÍA�u���b�?�A����� �T���j���+���	���j�`� �j�����0�c��� ���Â�n��� �j����� Ã Í��C�j���D��Í|���n���C���
�^���£�+�����&"`���J�j�4%������n�N�L� ���j�£�nÍ�Í£�����uÍ � PM7GÇ��A¡]Ë ��������Í£�n�9�j���T�A�j�n��������ÍL�D�Â� �u��� � �c�������J��� ��� �F" �j���t�����&"



������� �����	��
� ����� ������� ������� È �
Äc�n��� Ã ���j�4" %�������� �^��� �)�����TÍ3Í£�����j����������� �^�£�n�8( ÍA�j���n�ª�£� Ã �����jÍ�� �Â���8�����n�u� ���j�3�£�nÍ��u����ÍL���R�������TÍ
�n�3Äx���j�j�n�X�����GÄc���M" � PM7�ÈrÆ �NÄ>"|���u�n���u�j��� Ã �����t��� ( *��������(�	������Í %����Â� �j� �£�t��� ( �t�E%����F"!�T�¨�j��� � PM7�È�È�� ¡@�
�jÍ£�;�^�j�	�/� �j�£� �¨���+���������TÍ��C�u�n�T� �^��� �n�������j� �)����� Ã �A�j� � � �x�����n�N��������Í¢�/�0�)�����TÍ �j�����n���ª�j�n��� � �t�/BJ�4"
�D� Ã �j� �����j�������n� ���£���ªÄc�¨�u���nÍT��ÍT�j� %��n���9�c�n� Ä>" �D�n���jÍT�/���A�j� 7 �����<� �������jÍ£����� � P�7�È ��PM7�È . � ¡ � �
����� �����n�j�������J� �j� 7Â�����C� �������uÍ������`��ÍG�jÍ����]��� Ã � � �j��� �b� � �ª�A�j���Â� ���jÍ£���jÍF�uË`��Í£��������� � � ��� �������uÍ£���������
� �u�D�T��������Í£�n�9�j��� ����� Ã �����/� � �j� � � �x�����n�N������� � P�7�È . � PM7�ÈE���A¡���Í �]Í����j�D�£�nÍ£�j�����O�A�j�+�j�����4%��)�������
�����j�j����Í Ã ���j�n�������^�����3�j� �����^��� � �u� %��ML ���J���n������������� �/�|� � �����T�D�����]�������DÍT���°� �j�
�j����Í����j�n�
�/�b�D� Ã �j� �����n���n���������DÄc�¨�u���nÍ � P�7�È ��PM7�È . ��PM7�È:Å � PM7!È � ��PM7�ÈE2y� � � �j���C�°�����D�n���jÍ£��Í ���n�N� �b� � ���A�j�
�j�£���D���j�n�N�L����Í��j� ��Í��^��� �������DÍXÍ�� �����)���n�#��� �^�£�n�DÍA��������¡ � � ���4� � �ª�������uÍ£���������¾�A�j�ª�/�M�j�����t�����������/�
� �u� Ã ���j�n����� �^����� �u� ��� �^���5�A�j�,� ���^���£�n�����DÍA�c�n�n�4*��L��������� Ã ���D���J��Í!�D� Äc�¨�j���nÍ�¡ � � �����£�����n�j������� � �
�n���jÍ����j�n� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)��� �������DÍ �j�����n��� �b� � �j��� �j��������� �3�j������� �E"��n� Í"�Í ���n�TÍ � PM7�È �MP�75Ê � PM7 1 �MP�7GÉ�� �
Ã ���j�n��������Í���� Ã BJ�j� �b�<�£�nÍ£�j����Í �^���¾�������TÍ3���N���n����������� Ã �b� � �°� �c�n��^�������&" �n���j�u�j������� Ã �j�������,� Í����D� (
����*��j����� �����&� Í�����n�,� �j� �)���3�D� *j�j�����L� �u���CBJ�j�nÍ£Í��0���u� �j� ���j�����n� %�� �F"`���ª� �j� �D� Ã �u�������n���n� �������L�n��Í���¡
#[���������4" �[�A�j������Í��j� ��Í ��Äu�������u�n� �^��� �A�j��%����������jÍ Í����n����������ÍD������Í��u�D�D������Í����°���j�°Í�� �M�j�����D���J���n�
�b���A� �^�j�£�A�j�n�Â� �u���G�j����Í � P�75Æ � P�7�È . � PM7�È � �	��� Ã �&%��|� �n���G�����£��Í����+�/�O�j��ÍA�c�n��Í£����� �^�������nÍ5Äc��� � �n�n�
%����������jÍ��c��� ������Í���Äj���|���j�C�D� Ã �j� ����Í���Äj��� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������Z��Ä7�£�n����Ín¡

� ���/�u���n� 2C��Í|�u�;%������n�������A�j�¾�M"������T���n��� ��Í�x������ÍX�D�¢�A�j� � � �^���£�n� � �j���C� �j� %�� �j�;%��n��Äx���n�
���j�u���nÍ£Í���� Í£� �~���n¡ ���j��Í£�����£����� Ã �x�����N� ��ÍX� �j�D�����T� (À�j� �c�n�u�j�n�N�¾�9�c�n���������,3±�������N� J �^���£�n� � �j���C�
��Í��j���j�j���n� �^�£��� �A�j�G?!�n��Í�����Äc�n� Ã �����j��������� �^���|� �j�T�n���J�����8( �/� (À�+��Í£Í��D���������R�D� �A�j�+�)�����]¡)���j�
�t�����n�u� ��������� �����j�j�n�£Í Ã �n�u�n�������^���£� �j� ��� �^���D� �j� �^�����n� � ���j����Í�Í£�n�����g���n���TÍª�/�Z�A�j�R�������T���`���j�
*������ %����£� ��Äu���nÍ � PM7�È �MPM7GÇ �MP�75Ê �MPM7 1��A¡<���²���n� � ���j�����n� ���&"�%������&� "���� Ã �A����� �D���j���D���j���j�ª� �j� ���&�x�������
�n��� �j����� Ã ���n��� �������j�n�N�����t���¨����Í��j� ��Í � PM7GÇ�� ��� �j� ���£�����J�������¾��Í ����Í£���£��� ���n�¾�����A�j�5� �j� ���&�x�������0�n���M�j����� Ã
Í��C�u�n�T� �^��� Í����G�j�����n� �F"�¡ L �u�����X���j�!�/� �u���N���C� �t���?Äc�3�uÍ��n�?���ªÍ£���j�M"]�����j� �����������^���£�n�nÍ!���R�������TÍ
�j�j�u�n� �J�j� ��� Ã �n�j������� �n���u�j���������jÍ��O�A�j��� � �^���£�n�+��Í Ã �&%�����Ä>" �A�j� �j���£�����n�u� �����t��Í��ª�/�Â� �j�DÄx���M">(
��Í£Í���Í ����� *��n���3���j����� �����&" Äx����� Ã �j���;�����£�n� ���L� ��Í Ã �����u�j�3Í �7����� 6N� ���j���������O� ���j�£�nÍ�Í£�����uÍ �t���LÄx� ��Äu�������j���
Ä>"#Í£���&%���� Ã �A�j�ª�������,�-*��n��� ��"¨�j���D���nÍ�¡ #���� �Â�n�/B#�)�����,�-*������#����� �j����� Ã �O�A�j��ÍL�+�E"�Äc�ª�j���j�DÄ>"
�T�t���jÍ��/� � �j�¾Ë ���AB�� %?�/�M�j���E�¨���D���������5�c���j�R� �|��Í��^���j�u� � ���)��� �u� � � �^���£�n�L�+�E"`Äx� �b�����£��������Í
�?�����j�t���LÍ£� �x���A�c��Í�� ���������/���^���£�n�ª�����G�x���u�n�N��Í � �j���C�°����� �Â��� Ã �A�j�n�°Ä>" �A�j������ÍA�c�n� ���&%������N�����������
�������D���G�j���jÍ�� �F" �+������� � �����n�T�n�N��Í � PM7�È � PM7GÇ � PM7GÊ � PM7 1��A¡<���j� �^���£�n�b�n���G�c���j�n�N��Í �����b���M=j�j�n�j���n�
Ä>"C� �j�LÄx���M">( ���j�j�j���n� Í�j�&�²����� Ã ���u� Äj�£�N���j���j��� Ã �/���������T���|�������jÍ£���������jÍ�6§�A�j��Íb��Í!Í ���j�j���n�`��� �T���£�
�j� �7�����NÄ-"X�����jÍ����j�n�£��� Ã � �u�Â� �u���G�j���¢�D�§���L������� �u� �����n�3�u�t���¶�������&�¨ÍA��������¡<���u�ÂÍ£������� Ã �������)�>*��n���
�n��� �j����� Ã �A�����!�+�E"]���n�n�u� � �j�������?� �¨�����������������V���N���n��������Í �b� � �?�D�������£� � ���j��Í�� ( �T�¨�j�X�/� �A�j�
Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n� *������5�u��ÍÂ�T���£�Z���j�����j�������&"+���j�j�£�nÍ�Í£�n�]Ä>"ªÍ����&%���� Ã � �j�|Í ���£��� Ã �4"+����� �j���n���M"������T����Í
�/��� Í���� Ã ���`�������D���ª�������jÍ�� �������g���j�<�A�j� �J����Í£�4(À�D���j�]���<��� � �u��� � �Â�E"�¡ � �ª��Í �^���j�u�<� �j���+�A�j�
����Í����j���N� �����£���/�¢� �j� � � �^���£�n� �j�j�u�n� Ã �¨��Í � ��Äj� ��Í��n���������������jÍ��c� �j�T���G�j�������u�j�¾���j���T�t��� %������u�



������� �����	��
� ����� ������� ������� ÈE2
�/��� �j���C� �j�������n�������&"`�j� �c�n�u�jÍL�����A�j� ���j� �������¶Í �7����� �/� �A�j�T�������)�-*j�n��� Í"�Í£���n� � P�7�È � PM7!È:Ç��A¡)��Í
�j���D���uÍ£�����������5�N� �j�b�£�nÍ��u����Í �^��� �A�j�bÍ"�Í£���n�YÄc�n��� Ã ���j� ��� �����&" �u��� �j�������D���D� �J����Í£�4(ÀÍ£�7�)�����������"LÍ£�������,�
� Ã �£�n����� Í����T�C�/� �j�£�E�u���+�)������� �b���A� � �j� *��u�j��� Ã Í¾�/�!�A�j� � �n��� (FBJ�j� �b�°�j����Í�Í£�n��(ÀÍ£�7�)���`�/� �j�£�N���C�
� PM7�È:Ç��A¡

���j�Z�D�����T����Í��j� ��ÍG�/�±�A�j��Í��Â���ABD�����!Í��j�T�+������Í£�n�ª���+�C���D�u�����bÆ ��� �u�n���Z�£�n�D�����u��� Ã �9�c�n� �J�j��Í#(
�������jÍ����u� �c��Í£Í���Äu���¾� �����n�jÍ£�����jÍX���£�T����Í£�C���j�j�£�nÍ�Í£�n� � Í£���D�¾�D� �A�j�n�$Äc�n��� Ã Í��uÄ��£�n� �L���`��� Ã ����� Ã
����Í��n�����C��¡



� ����� � ��� �

� � � � � � � � ��� � ��� � � � � ���O�  � ���  	

� �R� �j��Í|�C���/�¨���n���0��ÍZ� Ã ���j�n����� Ä���Í���Í��±� �J�����N����Í����������RÍ£�C�j�n�T�,�^�����A�j� �D���n�£��Í����9�j��� �n���n���������D� Ã (
�j� ����� *������ ���`�A�j� �j�£�nÍ£�n�j��� �/� �D� Ã �j� �����n���n���������XÄc���j����Í!��Í Ã �4%����5���b� � �`ÍA�c�n�n�����0�n�G� ����Í£��Í ��� �A�j�
���N���n������������� �D� � �j��*��n�����b���A�?Í���� Ã ���3�������TÍn¡ ���j� �D���n�£��Í����9�j���82K�� ����u�������u�n� ���`�A�j� �^������� �b��� Ã
����Í3Äx���n� �j� %��n���9�c�n� Ä>"#�8�����n�u�j��� Ã �8�¨��Í£����� Ã ���j���N����Í����������#Í£�C�j�n�T�nÍ,�^��� �j�j�£�n�4"#�����n� ���£���+Äc���j����Í
� ÈrÊ/.��c���X� �j���+� Ã �j�����¨�����n� ���£���5�t��Í�� � PM7�È �MPM7 � � PM7�2y� ¡ � �G�D� " Äc���£� Ã �����j������Í �A�j� Ã �n�j����������Í��)�������
�/�O� �j� � �n���4(FBJ�j� �b�]�j���£�+��� ( �T�¨�u� 2K��  ���¾� �j���t��Í��X�/�[�u��ÍA�c�n�£Í���� Ã ���j�]��ÄjÍ£����Äj��� Ã Äx���j���nÍn¡

& ��� � !W4 � � . ��,*�&� ��� �&!W4 !s3�!1. � # ' . ,
	*) ! �&��.���!s3�4

� Ã �¨���gÍ �7��� ����� Ã �c�����J�G�^���¾� �u� �J�����N����Í����������<�/�|�A�j���^�+���n����Í��n�/�j���t¤ �����n� ���£���+� Ã �j��������*������g���
� �u� �j�£�nÍ����j�n� �/�Z�D� Ã �j� �����n���������������T�n�u� ����Í Ã �&%��n�gÄ>"°� �u�RË � ��� �n���!�����j���������jÍn¡�#���� � �j��*������
�n��� �c���j���J��Íb����� �j�K�^�£���J�j�n�u�;"C�j���D�����5�

Ô(r) =

∫ ∞

0

dω Ô(r, ω) + H.c.,
� Å¨¡ Èr¤

� �u�nÍ��X���J���)�������jÍ������ª� �j�X��ÄjÍ£�n�j���L�D���^�����Z�C����� Ã �nÍ!���j�]�n�j�£�����J��Í��c���£� Ã �&%��n�]Ä-" � PM7�È � PM7 � � P�7 2y�

∇·B̂(r, ω) = 0,
� Å¨¡¥Å�¤

∇·D̂(r, ω) = 0,
� Å¨¡$�N¤

∇×Ê(r, ω)− iωB̂(r, ω) =  , � Å¨¡62J¤
∇×Ĥ(r, ω) + iωD̂(r, ω) =  � Å¨¡¥Æ�¤

��� Ã ���A�j�n� �b���A�

D̂(r, ω) = ε0Ê(r, ω) + P̂ (r, ω),
� Å¨¡ ÇN¤

Ĥ(r, ω) = κ0B̂(r, ω)− M̂(r, ω)
�AÅ¨¡¥Ê�¤

�
κ0 = µ−1

0

¤ ¡ ? �n���,�
Ê
���j�

B̂
�j�n�j�����C�n���n����������*j�n��� ���u� �^�+� Ã �j�������:¤X���j�j�u��������� *��n���5�

D̂
���j�

Ĥ
�£�;�^�n�b��� �~�����������£���t¤Â�j��Í�j� �����n�T�n�N� *��n��� ���j�`�D� Ã �u������� *��n���5�c���j� P̂

���j�
M̂

�����Z�A�j�L�T�n�u���j�
�c��� ���£��Í��������������j�]�D� Ã �j� ����Í����������5�¨���nÍ�x�������&%����&"�¡ � �
�����£�������j� �����u� �b��Í ��Í�Í£�j�T�n�C� �����b�A�j�L�£�nÍ�x���uÍ��
�/�O� �j���T�n�j��� ��Í5�����j�n�����¨��Í��������/�j���Z���j�`���¨�n��������� � �j���C�`�n��Í���� �u�X�����jÍ �������u���4%��Z�£�n� �)�������jÍG���n���

P̂ (r, ω) = ε0[ε(r, ω)− 1]Ê(r, ω) + P̂ N(r, ω),
�AÅ¨¡$1N¤

M̂(r, ω) = κ0[1− κ(r, ω)]B̂(r, ω) + M̂N(r, ω)
�AÅ¨¡ ÉN¤

È:Æ



������� �������"
������*� �	�x� � �B����
l�� � � ������� �����h�i�h�	
 È:Ç
�
κ(r, ω) = µ−1(r, ω)

� � �b���A�
ε(r, ω)

���j�
µ(r, ω)

�j�n�u������� Ã �A�j�ª�^����� �����&%��t¤b�����������£��� �x�����T���£���&%�� �F" �
���j�R�D� Ã �u���������c�n�£�D�n��Äj�������F"ª�/� � �j�3�D���j� � �§�£�nÍA�c�n� ���4%��n�4"�¡ 7Â��� � �J�����N��� �����nÍ|�����3�����G�j���8� (5%������j���
�^�j�j� �������jÍD�A�����G%����" �b���A� ÍA�j���n�R���j� �^�����J�j�n�j� " � �b���A�<� �u���Z�����T�n�£Í����Z�����j� Ã ����� ���������uÍDÄc�n��� Ã
Í��)����Í#*��n����� ���n�n���������u�n� �b���A�R�t���jÍ������ �F" � ÈrÊ¨È=� ¡ P����j��� � �j� �T�n�j��������� ��ÄuÍ����£Äj��� Ã �

Im ε(r, ω)> 0���j�
Imµ(r, ω)>0

� �N�j����Í����x����������Í����������
P̂N

���j�+�j����Í£�!�D� Ã �u������Í���������� M̂N

���E%���Äx���n�ª���j�n���j�j�n� �
� �j���C� ���£���j���E%���������Äj�4"���Í£Í����n��������� �b� � �C�n���n� �����������j�]�+� Ã �j�������|����Í�Í£�nÍ�¡

�!����� � �����0�A�j�¢�A�j�n���"K�j�£�nÍ£�n�N����� Í�� �~���0��Í±����� �u�������n�4"Z��������� Ã ���jÍ����b�n����Í�Í£���n���N�n���n���������M"������T����Í
���¾�A�j� �j����Í��n�u�n���D���j��ÍA�c�n��Í£��� Ã ���u�+��ÄuÍ����£Äj��� Ã �T�n�j���u¡��!�D�8���j�����n��� �J�����J����Í���������� ��Í������n���G�j����ÍA�j���
Ä>" Í£���&%���� Ã � �u�3Í�� ���/�����J���)�������jÍ¾�AÅ¨¡ Å�¤ �	�AÅ¨¡¥É�¤b��� �������TÍ��/� �A�j� �^�j�j�j���D���N�7���¶�j� Ã �£�n��Í|�/� �^�����n�j���
���j�R��� �c��Í£��� Ã Í��j� �7��Äj��� �n���D� �¨�7���������`���n�����������jÍ�¡ P¨�jÄjÍ �������u����� Ã � �JÍn¡¢� Å�¡¥ÇN¤5�	� Å�¡¥ÉN¤b���N��� � �§¡¢�AÅ¨¡ Æ�¤
���j�X�D�/BJ��� Ã �jÍ£�¢�D� � �§¡u�AÅ¨¡62J¤(�r���j���D�E" %������&� "�� �����0�A�j� �����������£���<*������X��Äc�;"�Í[� ? �n���G�j��� � J ���J�����������

[
∇×κ(r, ω)∇× −

ω2

c2
ε(r, ω)

]
Ê(r, ω) = iωµ0ĵN

(r, ω),
�AÅ¨¡�ÈE.N¤

� �u�XÍ£���j�£�n�����n�£� �/� � �j���C�]��Í Ã �&%����CÄ-"��A�j���j����Í��Z�n�u�������N���j���jÍ�� �F"

ĵ
N
(r, ω) = −iωP̂ N(r, ω) + ∇×M̂N(r, ω).

�AÅ¨¡�È�Èr¤
�!�����Z� ���)�b�j����Í£�Z�n�j�£�����J�!�j���jÍ�� �F"C���j�]�j����Í��Z�C����� Ã �X�j�n�jÍ£���F"

ρ̂
N
(r, ω) = −∇·P̂ N(r, ω)

�AÅ¨¡�È:Å�¤
�^�j�4*��	� �u�X�����N�������u���F"ª���J�����������

−iωρ̂
N
(r, ω) + ∇·ĵ

N
(r, ω) = 0.

�AÅ¨¡ È �N¤
���c���C���N�������j�j�n��� Ã � �j�D�^�n� ��Í�Í����t��� ¤��Z�����n�C���n�uÍ���� � �j���C�`��Í5�j�;*��u�n� Ä>"��A�j�����J�����������

[
∇×κ(r, ω)∇× −

ω2

c2
ε(r, ω)

] �
(r, r′, ω) = δ(r − r′) � � Å�¡�ÈE2N¤

� � �j�j�j� �G�����jÍ�����¤ ��� Ã ��� �u�n� �b���A��� �j�ZÄc���j�j�j���"+�n���j�u���������
�

(r, r′, ω)→ � �^���
|r − r′|→∞

�u�A�j�
Í������u�������ª��� � �§¡¶� Å¨¡ È .N¤¢�t���]Äx� Ã �4%����`���ª� �j�K�^���£�

Ê(r, ω) = iωµ0

∫
d3r′

�
(r, r′, ω)·ĵ

N
(r′, ω).

� Å�¡�ÈrÆ�¤
� �ZÍ�j���j���?Äx� �x�����N���n�R���u���A�����|�A�j� �Z���n���?�����jÍ�������Í|�j�u� �J�j�n�4"]�j�;*��u�n��Ä>" � �§¡�� Å¨¡ ÈE2J¤ �j��� %����u�n�
� �j��� �A�j� Í£���£��� � ���j���J��������������Í

Im ε(r, ω)>0
���j�

Imµ(r, ω)>0
�j�����	¡ �!�����b� ����� ������ÍÂ���+���j���&"J�����

7 8;:=<�>w<�@�AB<fky:B<F@`MN>H<FABD�U�ABI�]`]%JO>HDO>TQ�<FG�J�QHUfQHA=I ky>w] >TUFQ9GFJLky>T] JLI`<�>TG�MsUf:Bdu<F@ >HJOG�p�>TG�MNJL<h<FJLKSJL<nz=\�m0@ >HGF> JL<�JOU
Q9:�MNMV:�I DOz|A=UFU�Y MN>T]f<�@�A�<;<F@ >upy>HGFMVJL<h<FJLKSJL<nz�:Bd�As]%JO>HDO>TQ�<FG�J�Q�J�U A=I�ABDOz�<�J�QvJLI�<F@ >�m0@ :�DL>�Y�p p�>TG @�A=DEd�:=d"<F@ >RQH:=MNp DO>9�
deGF>���Y >HI�Q9zWp D�ABI�>=\%m0@ >TG�>iA=U�<�@�A�<;:Bd�AVMV>H<FA=D�>9�%@ JOk JL<FU;ANU�JLI P�DL>vpy:=DO>�A�<

ω = 0
 � ����& Z
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������*� �	�x� � �B����
l�� � � ������� �����h�i�h�	
 ÈrÊ
�^�j�j� �������C�/�

ω
���C� �j��� �M�x���!����� �u��� � �����4���j�����j�����u� ����Í5�A�j�K�^���������b��� Ã �jÍ£�;�^�j� �j�£�9�x���£�����nÍ � ÈrÊ/.��

PM7 ���5:
�

∗(r, r′, ω) =

�
(r, r′,−ω∗),

� Å�¡�È:Ç�¤
�

(r, r′, ω) =

�
T(r′, r, ω),

�AÅ¨¡�È:Ê�¤
∫

d3s
{

Im κ(s, ω)
[ �

(r, s, ω)×
←−
∇�

]
·
[
∇� ×

�
∗(s, r′, ω)

]

+
ω2

c2
Im ε(s, ω)

�
(r, s, ω)·

�
∗(s, r′, ω)

}
= Im

�
(r, r′, ω)

� Å�¡�È 1�¤
��� T

ij =
�

ji

6 ←−
∇
���N���£�¨�j�u�n�nÍb�j� �	�������J��� ���������ª���¾� �j����� �²� ¤ ¡

?��E%���� Ã � �J�jÍ � ���j�£�nÍ�Í£�n�ª�A�j�b�n��������������*������T��� �������TÍ¢�D���j����Í�� �c��� ���£��Í����������¾���j�T�j����Í��b�D� Ã �j� ���4(
Í��)�������5�¨�~� ���j��������� ¤����j���N����Í������������t���LÄx� �c�n�#�^�����T�n��Ä>"������ ������� Ã �A�j�nÍ£� �J�����N���������nÍ±���5�A�j� ��"¨�j���D���t���
%���������Äj���nÍ

f̂e(r, ω)
���j�

f̂m(r, ω)
�
λ
�
λ′ ∈{e,m}

¤ �/�O� �j�ZÍ#"¨Í �����&��� �j���C�C�n���jÍ£��Í ��Íb�/�0� �j�Z�����������£�D(
�D� Ã �j� ����� *����������u�+� �j���+� Ã �j�����¨�����n� ���£���b�+�)�������������j�����j�u��� Ã � �j�!�j��Í£Í��0�j�����4%���Í#"�Í£����� �£�nÍA�c���jÍ£��Äj���
�^���b��ÄuÍ�����u�������§¤(�j��Í��^���������bÍ � PM7!È � PM7 � � PM7 2y� :

P̂ N(r, ω) = i

√
~ε0

π
Im ε(r, ω) f̂e(r, ω),

�AÅ¨¡�ÈtÉN¤

M̂N(r, ω) =

√
−
~κ0

π
Im κ(r, ω) f̂m(r, ω) =

√
~

πµ0

Imµ(r, ω)

|µ(r, ω)|2
f̂m(r, ω),

�AÅ¨¡ ÅD.N¤

�b���A�
f̂λ(r, ω)

���u�
f̂

†
λ(r, ω)

Äc�n��� Ã ����������Äj�u����� ��� � �u� ���������n� ���&%�� 7Â��Í£���j���R� �¨�n� �7���������jÍ+�/�L�A�j�
Í"�Í ���n� �

[
f̂λi(r, ω), f̂λ′j(r

′, ω′)
]

= 0 =
[
f̂ †

λi(r, ω), f̂ †
λ′j(r

′, ω′)
]
,

� Å�¡ Å¨È:¤
[
f̂λi(r, ω), f̂ †

λ′j(r
′, ω′)

]
= δλλ′δijδ(r − r′)δ(ω − ω′).

� Å�¡ Å�Å�¤
7�" Í£�jÄjÍ£�������u����� Ã � �JÍ�¡��AÅ¨¡�ÈtÉN¤ ���j� � Å¨¡¥Å/.N¤ ���J��� � �§¡x� Å�¡�ÈrÆ�¤ ��� Ã � � �j��� �b� � � � �c¡x�AÅ¨¡�È�Èr¤ ���j�T�����t��������� Ã
� �§¡5� Å�¡�Èr¤ � � �j�+�D���j���j�)( ��Í�Í���Í£���n�#�����������£���G*��n�����+�E" Äc�ª� ���j�£�nÍ�Í£�n� ���#���n�£�DÍ �D�5� �j�ª��"¨�j���D���t���
%���������Äj���nÍ��

Ê(r) =

∫ ∞

0

dω Ê(r, ω) + H.c.

=
∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω) + H.c.

�AÅ¨¡¥Å/�N¤

�b���A�
�

e(r, r
′, ω) = i

ω2

c2

√
~

πε0
Im ε(r′, ω)

�
(r, r′, ω),

� Å�¡ ÅD2N¤
�

m(r, r′, ω) = i
ω

c

√
−
~

πε0
Im κ(r′, ω)

[
∇

′×

�
(r′, r, ω)

]T
.

� Å�¡ Å�Æ�¤
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�!�����Z� ���)�5� �j�����N��� Ã ����������� ���������R� Å¨¡ È 1N¤Â��� �j������Í

∑

λ=e,m

∫
d3s

�
λ(r, s, ω)·

�
∗T
λ (r′, s, ω) =

~µ0

π
ω2Im

�
(r, r′, ω).

� Å�¡ Å�Ç�¤

�����j����Í�Í������jÍ!�/����������� �u�n� ���n���;%����N� *��n���jÍ!���]���n�£�DÍb�/� �A�j�X�M"������T���t���O%������ ��Äj����Í �^��������� �^����� � �j��Í
����Í��j� �bÄ>" %���� ���j�Z�/�0�A�j�XË � ��� �n���±���J�����������jÍ5��� �^�����J�j���j�;"CÍ����������� Ã � � �j��� �b���A�C�A�j�Z�n���jÍ£�������¨���&%��
����� ���������uÍn¡<���J�jÍ�� � �§¡¶� Å¨¡62J¤Â���t���jÍG���

B̂(r) =
∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω

iω
∇×

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω) + H.c.

�AÅ¨¡¥Å�Ê�¤

� �j�����
D̂
�
Ĥ
�
P̂
���j�

M̂
�n���¾Äc� �^���j�j�,�^�£��� � �JÍ�¡§� Å¨¡ ÇN¤5�	� Å¨¡ ÉN¤ ��� Å�¡�È:É�¤[���j�]�AÅ¨¡ ÅD.N¤ ¡��Â���T� �u�7�)�������

����� ���������uÍ��^���3�A�j� *������jÍ¾�n���°Äx���j���j�j���n� �^�����&� �j�������T� �u�7�)������������� ���������jÍL�/�b� �j����"¨�j���D���t���
%���������Äj���nÍ

f̂λ(r, ω)
���j�

f̂
†
λ(r, ω)

��� �?Í£������� Ã �N�A�^��� �G����� �G�E" � PM7 ���A¡ � � ����� �������j� ����� ��� �+�E"�Äc�
ÍA�u���b�R�A�����Z�����n� ���£����*j�n�������j�R���j�u�j��������� *j�n���R��Äx� "`�A�j� � �n��� (FBJ�j� �b�R���J�����4(À�����T�L�����T� �u�7�)�������
����� ���������uÍ�� ��� ��¡ �3¡ Èr¤

[
Êi(r), Êj(r

′)
]

= 0 =
[
B̂i(r), B̂j(r

′)
]
,

� Å�¡ Å/1�¤
[
Êi(r), B̂j(r

′)
]

= −i~ε−1
0 εijk∂kδ(r − r′).

� Å�¡ Å�É�¤
���j� Ã �£���j�j�]Í£������� |{0}〉 �/�O� �j���T�n�j���j�)( ��Í£Í���Í �������n�������������D� Ã �j� �����+*��n���`��Í5�j�;*j�j�n�`Ä-"

f̂λ(r, ω)|{0}〉 =  ∀λ, r, ω
� Å�¡!�9.�¤

���j�T� �j�+?!����Äc�n�£�¢Í�����n�!�t���DÄx�!ÍA�����j�j�n�+Ä-"l#��¨�CB¾Í �7�����nÍ ��Äu�7�����j���+��� � �u���jÍ£����� �G�E"TÄ>"D�£� �c�t�����n�
�/� �u�����n���������]�/� � �j�3�n���n���������?�9�c�n����������Í

f̂
†
λ(r, ω)

���ª�A�j��Í Ã �����u�j�RÍ£��������¡	�ZÄ>%������jÍ��4" �x�A�j�¾�n���n� �������
*������ � Å¨¡¥Å/�N¤Â��Í %����j��Í�j��� Ã ���`� ��Í %������j�j���E%������ Ã � �

〈Ê(r)〉 = 〈{0}|Ê(r)|{0}〉 =  , � Å¨¡$�uÈr¤
� �j�����Z���G� ���j��Äu����Í5�u����(FJ��n�£�G=��u�����j���������jÍX� ��� ��¡ �L¡�Èr¤

〈[∆Ê(r)]2〉 = 〈{0}|Ê2(r)|{0}〉 − 〈{0}|Ê(r)|{0}〉2 =
~µ0

π

∫ ∞

0

dω ω2 tr
[
Im

�
(r, r, ω)

]
� Å�¡!�NÅ�¤

� �j���C�R�����L�j�����n�£�D���j�n�`Ä-"]� �u�3���D� Ã �������#" ����� �|�/�[� �j� ���£�n�n�`���n�uÍ���� �����`�n���jÍ£��Í ���n�u�n� �b� � � �A�j�
=��j� �����)������� ���j��Í�Í��&�����������+�A�j�n�����n� � ÈrÊ�Å�� ¡

� � ��Í3���#�����T��Í �Z�����4%�� ��� �����jÍ����J�j�n�j�����/�G�A�j� �j�£�nÍ£�n�N����� ���j���N����Í���������� �u�����n�n�u�j���T� �����L� �c���
�C�j����Í���� Ã � �j� ?!���D���������j� ���+�/�O� �j���T�n�j���j�)( ��Í£Í���Í ����� *��n���C��� Äx�

ĤF =
∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ω f̂
†
λ(r, ω)·f̂λ(r, ω),

�AÅ¨¡!�/�N¤



������� �������"
������*� �	�x� � �B����
l�� � � ������� �����h�i�h�	
 È:É
� �u��? �n��Í��n�JÄc�n� Ã �����j���������C�/� �T���������

˙̂
O = i~−1

[
Ĥ, Ô

] � Å�¡!�/2N¤
Ã ���j�n��������Í �A�j���n���£���n� �b�����T� (À�j� �c�n�u�j�n�j���K�^���G� �j�K*������jÍ��jÍ��u�C�`� �j���b� �j�LË � ��� �n���±���J�����������jÍ

∇·B̂(r) = 0,
�AÅ¨¡$�NÆ�¤

∇·D̂(r) = 0,
�AÅ¨¡$��ÇN¤

∇×Ê(r) +
˙̂

B(r) =  , �AÅ¨¡$�NÊ�¤
∇×Ĥ(r)−

˙̂
D(r) =  �AÅ¨¡$�91N¤

���£� �^�u�&*������n�R� �+�M��¡ �3¡¥Å�¤ ¡
� � %��������/� �A�j�3�����t�)���T�n�N�Z�/�¢�������,�-*��n��� ���J���n�������������jÍ��	� ����Í��jÍ£�;�^�j�[���ª���N�������j�j�n�3Í��t��� �������j�

%������������c�����n�N��������Í �^���G� �j���n���n� �����������j�C���u�j�j����������*������jÍ��

Ê(r) = −∇ϕ̂(r)−
˙̂

A(r),
�AÅ¨¡!��ÉN¤

B̂(r) = ∇×Â(r).
�AÅ¨¡$29.N¤

� �)�Â���j�����3Ä Ã ��� Ã �,�
∇·Â(r)=0

�:�A�j� *j��Í£�[���j�LÍ����n���j�X�������TÍ¶����� �u� �£� Ã �N�@�����j�LÍ����j���/� � �§¡j�AÅ¨¡$��ÉN¤
���£�X���J���������¾�A�j������� Ã �����u�j������� � ‖ ¤G���j�C�������jÍ%��n�£Í��+� ⊥ ¤��j���£��Í �D�¶�A�j���n������������� *j�n��� � �j�����

a‖(⊥)(r) =

∫
d3r′ δ‖(⊥)(r − r′)·a(r′)

� Å�¡$2jÈ:¤
�b���A�

δ‖(r) = −∇∇

(
1

4πr

)
, δ⊥(r) = δ(r) � − δ‖(r)

�AÅ¨¡$2NÅ�¤
�^���b���]���£Äj���������#" %��n������� *��n���

a(r)
6 �j�n�u�n��� �JÍ�¡[�AÅ¨¡¥Å/�N¤(�±� Å¨¡$�9�N¤G���u�#�AÅ¨¡$�/2J¤Â���G�j�4"D�A�����

∇ϕ̂(r) = −
∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω ‖

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω) + H.c.,

�AÅ¨¡62>�N¤

Â(r) =
∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω

iω
⊥

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω) + H.c.

�AÅ¨¡6292J¤
� �j�����

‖(⊥) � ‖(⊥)(r, r′) =

∫
d3s

∫
d3s′ δ‖(⊥)(r − s)· � (s, s′)·δ‖(⊥)(s′ − r′)

� Å�¡$2JÆ�¤
�^���X���#����Äj� �������"?���n�jÍ£����*j�n��� � (r, r′)

¡ � �N���£�¨�j�u�n��� Ã � �u�D�n���j���j���t�����&" �n��� �£� Ã ���������T���D���N���j�
��Í£Í����n� �)���n� �b� � ��� �j�K%��n������� �x�����n�N�������±�����n���£�j��� Ã ���

Π̂(r) = −ε0Ê
⊥(r),

�AÅ¨¡$2�ÇN¤
���j���n���`�n��Í����&"G%������&� "+� �j���t���j���j���t�������J�����4( �����D�|�����T� �u�7�)�������ª����� ���������jÍZ� �+�M��¡ �3¡ Èr¤

[
Âi(r), Âj(r

′)
]

= 0 =
[
Π̂i(r), Π̂j(r

′)
]
,

� Å�¡$2JÊ�¤
[
Âi(r), Π̂j(r

′)
]

= i~δ⊥ij(r − r′).
� Å�¡$2>1�¤
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 Å/.
L#�L�n���u�n���u�j�X�A�j�XÍ��n� ���������b� � � Í£���T�L�£�n�D���ABJÍ �n���j���n�£�j��� Ã � �j� %��������j���F"+�/� �A�j� �J�����J����Í����������

Í��C�u�n�T�`���¨�������j�n� ��Äc� %���¡ � �TÍA�u���j��� Äc�]Í ���£�nÍ�Í£�n�g�A�����
Im ε(r, ω) > 0

���j�
Imµ(r, ω) > 0

�����
��Í£Í��j�T�n�]��� �u�����]�;%��n�"�� �j������¡+�<%����R���`�����T��Í �b�n�G�u�F"C��� Ã �����uÍ!���b�£� Ã �����jÍ � �j�n�£� ��ÄuÍ�����u�������`��Í
%����"#Í��D���������u���t��� Äc�+�u� Ã ���n�����n� ��� �j�����������n�,�[� �u�+���D� Ã �������#" ����� ��Í3�D�5� �j� �x�����T�������&%����F"R���j�
�c�n���T�t��Äj�������F"|�3�jÍ£�[�j��� Äc�ÂÍ£���[���J���������+J��n�£�|���X� �j� ���N��� Ã �����u�jÍ[�/�j� ���j����Í�Í£�����jÍ �D�j� �j�¢�F" �x���AÅ¨¡¥Å/�N¤ ¡
�O�D������� � �^���G��� �¨�F"-(ÀÍA�����n����� Ã �����uÍ��u�A�j�������T����Í Im ε(r, ω)→ 0

���j�
Imµ(r, ω)→ 0

�D� "+Äx�K�c�n��(
�^���£�D�����������	��
	������� �j� ¡ ��¡ ���D�²���n�G���/BJ��� Ã � �u�X�u�nÍ��������`�8�M�c�n� �7����������%������j�nÍ ���j�����E%���� Ã �n�����£�����]���u�
����� ÍA������� ���[���N��� Ã ������Ín¡ � � � �u��Í�Í����jÍ��+�A�j� � �j�����" �j�£� %¨���j�nÍX� �j� �J�����N����Í����#�n���n� �������+� Ã �j�������,*������
��� � �u�+�j�£�nÍ����j�n���/�0���+����Äj� �������" ��������� Ã �n�T�n�N� �/�±�����j�n�����N�n���jÍ����x�D� Ã �j� �����n���n���������5Äx���j����Í �C�j�������8(
��������Í��n�RÄ>"`� �j�����+�c�n�£�D� �����&%��������nÍ ���u� �x�����T�t��Äj����� ������Í�� � �j�����

Im ε(r, ω)≥ 0
���j�

Imµ(r, ω)≥ 0
¡

���j� ���j���N����Í���������� Í£�C�j�n�T�C�^�;� ¡c����Í£�+Í£���T��� ���Â���£�t�����D���J��Í!�����t�)���T�n�N��Í � ÈrÊD��� ¤b��Í������^�j���¶� Ã �����n�T�n�N�
�b���A�T�A�j���£�nÍ£�j����Í �/� � �J����Í£�4( ¤ �T���n�£��Í����9�j���5�D���j�n��Í �/�±�j���n���n���������5�+���£������� � �j�n�£�!�A�j���c����������Í���������� ��Í
�T�¨�j�������n��Ä>"������£�D���j���8( ��Í£�n����� ������� *��n���jÍ ���j�]�����G�j��� Ã ��Íb�����n���j�N���n�
�^���5Ä-"ª���N���£�¨�j�u�n��� Ã �¾Ä��)� �
�/�[���j�j� ����������� �������T���j���|��Í£�n����� ��������Í � È:ÊD2��A¡

& �'& � �&'w. / � !s3�4 ��) �&!$#�,*. �&�('*) �

�&�j�n�¨��������������� ���C� �T�����n�n�u���
A
�~Äu����� = "º�£�;�^�n�£����� ���<��Í]������� �����A�j� �^���������b��� Ã ¤ �+�E"ºÄc�

�C�������������n�£��Í����°��Í¾� Í#"�Í£����� �/� �j���£�����n���nÍ
α ∈ A

�b���A���C����� Ã �nÍ qα � ∑
α∈A qα = 0

¤(�[�+��Í£Í���Í
mα

�
�c��Í�� �������jÍ

r̂α

���u� �t���u���j���n�����4" �n��� �£� Ã �����n� �T���T�n�N�7� p̂α

� � �j����� �A�j� Í �7���j�j����� �����T� �u�7�)�������
����� ���������uÍ � È:Ê�Ç��

[
r̂αi, r̂βj

]
=

[
p̂αi, p̂βj

]
= 0,

[
r̂αi, p̂βj

]
= i~δαβδij

� Å�¡$2NÉ�¤
�j������¡ ���j���j���u���n�������4%���Í£�����+?����T��� �����j����� Ã �N%��n�£�j��� Ã � �u�X��"¨�j���D���nÍ5�/�O� �u�L�)�����e���t���jÍ � ÈrÊ�Ç��

ĤA =
∑

α∈A

p̂2
α

2mα
+

1

2

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂A(r)

�AÅ¨¡ ÆD.N¤
�b���A�

ρ̂A(r) =
∑

α∈A

qαδ(r − r̂α),
� Å�¡ Æ¨È:¤

ϕ̂A(r) =

∫
d3r′

ρ̂A(r′)

4πε0|r − r′|
=

∑

α∈A

qα
4πε0|r − r̂α|

� Å�¡ Æ�Å�¤
�j���j������� Ã �A�j� �C�j��� Ã �`�j�n�uÍ����F"g���j�<Í��n��� ���G�c�������J��� ��� ��Í£Í����n��������� �b���A�g� �u�?��������� ����ÍA�c�n�����&%��n�&"�¡
�|Ä>%¨�����jÍ£�&" �¨� �j� "C��Äx� "ª� �u���O����Í£Í����]���J���)�������

∆ϕ̂A(r) = −ε−1
0 ρ̂A(r);

�AÅ¨¡ ÆD�N¤
���j�C� �u�X�����N�������u���F"ª���J�����������

˙̂ρA(r) + ∇·ĵA(r) = 0
�AÅ¨¡¥ÆD2J¤
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�j�����jÍ����b��� ���A�j�X�������T�����n�j�£���n�N�!�j�n�uÍ����F"ªÄx����� Ã Ã �4%��n�]Ä>"

ĵA(r) =
∑

α∈A

qα
2

[
˙̂rαδ(r − r̂α) + δ(r − r̂α) ˙̂rα

]
.

� Å�¡ Æ�Æ�¤
� � �+�E"ªÄc���jÍ�� �^�j�±��� ���N�������j�j�n�Z���n�N���£� (À�/� ( �D��Í�Í ���u�]�£�n�������4%��Z�n�����£�j�����)���nÍ

r̂A =
∑

α∈A

mα

mA

r̂α, r̂α = r̂α − r̂A

� Å�¡ Æ�Ç�¤
�
mA =

∑
α∈Amα

¤ �b� � ��� �u�L�D� �j���/�j������������Í£Í����n���������]�T���T�n�N�7� Äc�n��� Ã � È:Ê�Æ �

p̂A =
∑

α∈A

p̂α, p̂α = p̂α −
mα

mA
p̂A

� Å�¡ Æ�Ê�¤
Í��u�C�`� �j���5� �j�������D�3�u�7�����������£�n�����������jÍ

[
r̂Ai, r̂Aj

]
=

[
p̂Ai, p̂Aj

]
= 0,

[
r̂Ai, p̂Aj

]
= i~δij,

� Å�¡ Æ/1�¤
[
r̂αi, r̂βj

]
=

[
p̂αi, p̂βj

]
= 0,

[
r̂αi, p̂βj

]
= i~

(
δαβ −

mβ

mA

)
δij ' i~δαβδij,

� Å�¡ Æ�É�¤
[
r̂αi, r̂Aj

]
=

[
p̂αi, p̂Aj

]
=

[
r̂αi, p̂Aj

]
=

[
r̂Ai, p̂αj

]
= 0,

�AÅ¨¡¥Ç/.N¤
�^������� � �^����� � �JÍ�¡ �AÅ¨¡$2�ÉN¤(� � �u�n����� �u�L�D� �j���E�¨���D���������ª��� � �§¡¶� Å�¡ Æ�É�¤Â��Í %�������� �^���5�n���n� �������jÍn¡ �Â���)(
Äj���j��� Ã � �JÍn¡¶�AÅ¨¡ ÆD.N¤G���j� � Å�¡ Æ�Ê�¤(�u�A�j�X�������T��� ?����T��� �����j�����T�+�E"�Äc� �b�����£�����]����� �j�K�^���£�

ĤA =
p̂2

A

2mA

+
∑

α∈A

p̂2
α

2mα

+
1

2

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂A(r) =

p̂2
A

2mA

+
∑

n

En|n〉〈n|
�AÅ¨¡¥Ç¨Èr¤

�b���A�
En

���u�
|n〉

�j�n�u������� Ã � �j���n� Ã �n�u�n�j��� Ã ���nÍb���j�]�n� Ã �n�uÍ£�7�)���nÍb�/�O� �u�X���N���n�£����� ?!���T���������j������¡
#��j�£�A�j�n� �������D��� �J�����N��� �����nÍ5�/�¶���N��������Í£�!�����|�A�j�X�������D��� �x��� ���£��Í��)�������ª���j�]�D� Ã �j� ����Í����������

P̂A(r) =
∑

α∈A

qαr̂α

∫ 1

0

dσ δ
(
r − r̂A − σr̂α

)
,

� Å�¡¥ÇNÅ�¤

M̂A(r) =
∑

α∈A

qα
2

∫ 1

0

dσ σ
[
δ
(
r − r̂A − σr̂α

)
r̂α×

˙̂
rα −

˙̂
rα×r̂αδ

(
r − r̂A − σr̂α

)] � Å�¡¥Ç9��¤
���j�C� �u�X�����������£�������u�]�D� Ã �u�������|�j�&�x�����|�T���D���N��Í5�/�O� �j�X������� �

d̂ =
∑

α∈A

qαr̂α =
∑

α∈A

qαr̂α,
� Å�¡¥Ç/2N¤

m̂ =
∑

α∈A

qα
2

r̂α×
˙̂
rα,

� Å�¡¥ÇNÆ�¤
� �j�����b� �j�bÍ����n���u�+���J���������F"3���G� �§¡	�AÅ¨¡ Ç/2J¤��j�����jÍ<�^�������j�n�¨�������§�������]¡��!Í¢���u���������¢�n���jÍ������u�n�j�����/�
� �u���j� *��j���������uÍ��N� �j���������D��� �C�j��� Ã �����j�D�n�j�£���n�N�5�u�n�jÍ£�������nÍ �^��� �L�j���u�������	�)�����Y�n���ªÄc�!�8�M�u���nÍ£Í����
�������n���TÍ5�/�O� �j�X�������T��� �c��� ������Í����������ª���j�`�D� Ã �u������Í���������� :

ρ̂A(r) = −∇·P̂A(r),
�AÅ¨¡¥Ç�ÇN¤

ĵA(r) =
˙̂
PA(r) + ∇×M̂A(r) + ĵRo(r),

�AÅ¨¡¥Ç�Ê�¤
ĵRo(r) = 1

2
∇×

[
P̂A(r)× ˙̂rA − ˙̂rA×P̂A(r)

]
,

� Å�¡¥Ç91�¤
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� �j�����

ĵRo(r)
��Í¢�A�j� �����N� Ã �n���n�u�������N� � ÈrÊ�Æ �cÈrÊ�Ç � � �j���C�ª��Í �j�j� ���3�A�j�����n�N���£� ( �D� ( �D��Í�Í �D��������� �/�

� �u�L�)�����]¡ � �J�����������jÍL� Å�¡ Æ/��¤G���j� � Å¨¡ Ç�ÇN¤Â��� �u�&"T� �����

∇ϕ̂A(r) = ε−1
0 P̂

‖
A (r).

�AÅ¨¡¥Ç�ÉN¤
#[���������4" �b�j�����R� �����]�jÍ£��� Ã � �u� �)�����T��� ?!���T���������j����� � Å�¡¥ÇuÈ:¤D��� Ã � � �j��� �b��� � � �u� �����T� �u�7�)�������
����� ���������uÍ�� Å¨¡¥Æ�ÉN¤G���j��� �j���j� *��j��������� �AÅ¨¡ Æ�Ê�¤(�j���j���t���C�t��Í����4" %��n���4� "ª� �u�X�uÍ��;�^�u�±���n�����������

∑

α∈A

qα
mα
〈m|p̂α|n〉 = iωmndmn

� Å�¡ Ê/.�¤

�b���A�
ωmn =(Em−En)/~

���u�
dmn = 〈m|d̂|n〉

� �j���C�C���C���j���C��� �j������Í � �u� � �n���4( B��u���b�CÍ£�j�����u���
1

2~

∑

k

ωkn(dnkdkn + dkndnk) =
∑

α∈A

q2
α

2mα

� . � Å�¡ Ê¨È:¤

��������� � ��� ��� � � ����� 
 � � ���

?��E%���� Ã �nÍ£����Äj����ÍA�u�n�R� �j�3Í�� �j���������G?����T��� �����j�����jÍb�/��� �u� Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n� *��n�������j�R� �u� ������� � � �
�j�8�¨�3�n���uÍ����u�n��� �j�+�������,�-*����������N���n��������������¡ �5���n���£�j��� Ã ���C� �j�D�D���j���D���¶�n��� �u����� Ã Í£�C�j�n�T���^�;� ¡ �
��¡ Ã ¡ ��� � � ¡ � È:Ê�Ç�� ¤(�±� �u��ÍZ�D� " Äx�¾�u���j� Ä>"R�+�DB���� Ã � �u�¾��� �u� �����n�T�n�N� p̂α 7→ p̂α − qαÂ(r̂α)

���R�A�j�
�������D��� ?����T��� �����u� ���5�)Í��u�D�T��� Ã ĤF

���j�
ĤA

���j�D���j�u��� Ã � �j�+�Â���j����� Ä ���N���n������������� �/�	�A�j�!�������
�b���A��� �j��Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n��*��n���5�j���t���j��� Ã ��� � PM7�È � P�7 � � PM7 2 � PM7GÇ��

Ĥ =
∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ω f̂
†
λ(r, ω)·f̂λ(r, ω) +

∑

α∈A

1

2mα

[
p̂α − qαÂ(r̂α)

]2

+
1

2

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂A(r) +

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂(r) = ĤF + ĤA + ĤAF

� Å�¡ Ê�Å�¤
� �j�����

ĤF

���j�
ĤA

����� Ã �&%��n�<Ä-" � �JÍn¡�� Å¨¡$�9�N¤ ���j� � Å¨¡¥Æ/.N¤ �Â�£�nÍA�c�n� ���4%��n�4" �b���u�<� �u�?�������)�>*��n���
���N���n�����������������n���jÍ

ĤAF =
∑

α∈A

qαϕ̂(r̂α)−
∑

α∈A

qα
mα

p̂α ·Â(r̂α) +
∑

α∈A

q2
α

2mα

Â2(r̂α)
� Å�¡ Ê/��¤

� �j�����Z�A�����5� �u�XÍ£�t���������j�£�¨�j�u��� �/�
p̂α

���u�
Â(r̂α)

�n���D� �¨���nÍb��� �Â���j�����3Ä Ã ��� Ã �=� ¡
� ����Í+�#Í£������� Ã �N�A�^��� �G����� �8�u��������Í��`��� %������4� " �A�����D� �j��Í�?����T��� �����u� ��� Ã ���j�n��������Íª� �j�`�n���£�������

���J���)�������jÍb�/�[�T����������¡ ���J�jÍ �A�j�Z��������� *������jÍb���C�A�j� �j����Í����j�n�X�/�O� �j�X���������

Ê(r) = Ê(r)−∇ϕ̂A(r), B̂(r) = B̂(r),
�AÅ¨¡ Ê 2J¤

D̂(r) = D̂(r)− ε0∇ϕ̂A(r), Ĥ(r) = Ĥ(r),
�AÅ¨¡¥Ê�Æ�¤
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∇·B̂(r) = 0,
� Å¨¡¥Ê�ÇN¤

∇·D̂(r) = ρ̂A(r),
�AÅ¨¡ Ê�Ê�¤

∇×Ê(r) +
˙̂
B(r) =  , �AÅ¨¡¥Ê/1N¤

∇×Ĥ(r)−
˙̂
D(r) = ĵA(r),

�AÅ¨¡ Ê�ÉN¤
� �j�����|� �u�X�T���������ª�D�¶�A�j���C����� Ã �n� �����£���������nÍ5��Í Ã � %������j��� Ä>"�� �j� � ���5�����`�����j���������jÍL� ��� ��¡ �3¡¥Å�¤

mα
¨̂rα = qαÊ(rα) + 1

2
qα

[
˙̂rα×B̂(rα)− B̂(rα)× ˙̂rα

] � Å�¡!19.�¤
�b���A�

˙̂rα = m−1
α

[
p̂α − qαÂ(r̂α)

]
.

� Å�¡!1uÈ:¤
� �?�T��Í£� �t��Í��nÍ!�/�<�u����� �����n���0���N��������Í£�!���j�X�+�E"]��Í£Í��j�T�X�A����� � �j�L����������ÍbÍ��D�����±�n���G�����£�n�C���

� �u� �G�E%������n� Ã � ���D�G� �j�+���n���;%����N� �����������£���D� Ã �j� ����� *�������¡ � �¾��Í�� �j��� �jÍ�� �^�j�Â��� �n�G�j���N" ���n�N���£� (
�/� (À�+��Í£Í|���u�?����� �����&%��L�n�������u���������nÍ � Å¨¡¥Æ�ÇN¤ �	���u���/� �j�4"]�A�j� ����� Ã �Â�E%�� (À����� Ã � ���D� �j���E�¨���D���������]Ä>"
�c�n��^�����T��� Ã � ���n���j��� Ã ( ���£�j�n�Â� �������jÍ£�����`�/�O� �j�X���N��������� ������� ?����T��� �����j�����R�AÅ¨¡¥Ê/�N¤Â���C�������TÍb�/�[�A�j�
����� �����&%��K�����£���������|���¨���£�j���j������Í�� � �j���C� �^���b� �u�n�u�������0������� �£�nÍ£�j����Í ���

ĤAF = −d̂·Ê‖(r̂A)−
∑

α∈A

qα
mα

p̂α ·Â(r̂A) +
∑

α∈A

q2
α

2mα
Â2(r̂A).

� Å�¡!1NÅ�¤

�!�����?� �j����� �j�R����Í£�����n�£� �/�X� �j�R���N���n������������� ?!���T���������j����� �j��ÍCÄx���n���T�R���j�u� �c�n�j�j���N�`�D�L�A�j�
����� �����&%�� �j���£�����n���Z�n�������u���������nÍ�� �u�n�j���3��� �j���nÍ �j�����,�x�n� �!�A�j�L���N���n�£�����0Í£�������X�/�¶� �j�L�������`¡ L �j�n�
�n���jÍ����j�n�£��� Ã �j�����n��Í�Í���Í5�t���uÍ��n��Ä>"D����Í��������J� �������jÍ�� �������jÍ¢Äx� � �Â���n�C�j� �x�n�£�n�N�G���N���n�£�����§Í£��������ÍG�/�±�A�j�
���������¨���b�D�E"+� �u�n��� �^������Äc���j� Ã ���n� ���n�	¡

������� � � ����� � 
 � ���� � ��� 
�� ��� �

���C�����u�&%��������N�5�j�nÍ£�n�£�0�u�������C�/�0� �u���������,�-*������ª��"¨�j���D���nÍÂ�A�����b��Í �b���j���&"D�jÍ����5����ÍG�A�j�Z� �j� ���&�x�������
�n��� �j����� Ã Í��C�j���D��¡ ���j�3�3�j�����0�c��� ����( ����� �j����� Ã ?����T��� �����j�������t���?Äx�L��Äu�������j��� �^������� �j�L�D���j���D���
�n��� �j����� Ã �^���£� Ä>"C�D�n���jÍ5�/�[�G�¶� �Â������
	���n����� �-L �¨������� "D�������jÍ#�^�����D��������� � ÈrÊ�Ê �

Ô′ = ÛÔÛ † �b� � �
Û = exp

[
i

~

∫
d3r P̂A(r)·Â(r)

]
.

� Å�¡!19��¤
���j�Z�������jÍ#�^�����T�n��%���������Äj����ÍG�t���`Äc�Z�t�����n�j��������� �b��� ���A�j�X�������/�¶� �j���9�c�n���������G���j���N�����F"

eŜÔe−Ŝ = Ô +
[
Ŝ, Ô

]
+ 1

2!

[
Ŝ,

[
Ŝ, Ô

]]
+ . . .

�AÅ¨¡!1D2J¤
� � �����£�������j� �������^�£��� � �JÍn¡¶� Å�¡ Å¨È:¤(�0�AÅ¨¡ Å�Å�¤Â���j�#� Å�¡$292N¤Â��� �^������� �bÍG� �j���

f̂ ′
λ(r, ω) = f̂λ(r, ω) +

1

~ω

∫
d3r′ P̂⊥

A (r′)·

�
∗
λ(r

′, r, ω),
�AÅ¨¡!1�Æ�¤
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� �u�T�������jÍ#�^�����D���������5�	� ¡ ��¡ ��� �JÍn¡Â� Å¨¡¥Å/�N¤ � � Å¨¡¥Å�Ê�¤ �Â�AÅ¨¡62>�N¤|���j� � Å¨¡6292J¤+�u����� �b���A� �j�£���T�n���9�c�n���������£Í
���uÍ£���n��� �/�j�j� �j�£���T�n� ���u�nÍn¡<P¨���T���������4" �t�A�j�Â�j� *��j� �������jÍ[�/�j�j�n�£�&%���� �������D�����J�����J���������nÍ��9� �JÍn¡§�AÅ¨¡¥Æ¨Èr¤(�
� Å�¡ Æ�Å�¤(���AÅ¨¡¥Æ�Æ�¤ �x� Å¨¡¥Æ�Ê�¤0���j�]�AÅ¨¡¥Ç�Å�¤ �	�AÅ¨¡ ÇNÆ�¤(�)�����+������%�������� �b��� � �j�����D��� �9�c�n���)�����£Ín¡<�����j�����n� �[�8���j����Í#(
Í������jÍb�/�O� �j���������jÍ#�^�����T�n��%���������Äj���nÍ5�������n���TÍb�/�O� �j�X�j�N�������jÍ�^�����T�n�]���j�nÍ ���£� Ã �&%��n�]�����+� �	¡ 7 �
� �u�;"C�D� "ªÄx��Í��u�D�D������Í����]Ä>"C�j������� Ã �A�����5�A�j� �O� �Â������
	���n�����-�-L#���������;"D�������jÍ�^�����D�����������,�x�n� ��Í
� �u�T�n���j���u���t�����&"]����� �£� Ã �)���n���T���T�n�N�7�

Π̂(r)
���j�

p̂α

� �j����� ���n�E%¨��� Ã Â(r)
���j�

r̂α

�j�j�C�j��� Ã ����¡
#������V� �j� �j�u���7�������F"`�/�¢� �j�¾�������jÍ#�^�����D���������°�²��� Ã ��� �u�n� �b���A�R� �j�)�~��� �Z� �����X����� �����j���4( �����T�3�����)(
� �u����������Í¢�����b�8( �J�j� Äc�n�£Í7¤ ��� �^������� �bÍ � �������A�j� �������uÍ�^���£�D���G%����£� ��Äj���nÍ ��Äc�;"¾�A�j� Í����T�b���J����� (À�����D�
�n���D� �¨�7���������ª�£�n�����������jÍ5��Í5�A�j���j� �j�£���T�n�C���j��Ín¡

���M�u���nÍ£Í���� Ã �A�j� ?����T��� �����j�����R�AÅ¨¡¥Ê�Å�¤Â�������n���TÍ5�/�¶� �j�Z�������jÍ#�^�����T�n��%���������Äj���nÍ����Â�X��Äu���������A�j�
� �j� ���&�x��������?����T��� �����j�����5� � �j���C� �^���b�¾�j���u�������0������� �£�t���jÍL� �+� ��¡ 7G¤ � PM7�È � PM7GÇ��

Ĥ =
∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ωf̂
′†
λ (r, ω)·f̂ ′

λ(r, ω) +
∑

α∈A

1

2mα

[
p̂′

α +

∫
d3r Ξ̂

′
α(r)×B̂′(r)

]2

+
1

2ε0

∫
d3r P̂ ′2

A (r)−

∫
d3r P̂ ′

A(r)·Ê′(r) = Ĥ ′
F + Ĥ ′

A + Ĥ ′
AF

� Å�¡!1�Ç�¤
� �j�����

Ĥ ′
F =

∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ωf̂
′†
λ (r, ω)·f̂ ′

λ(r, ω),
�AÅ¨¡!1�Ê�¤

Ĥ ′
A =

∑

α∈A

p̂′2
α

2mα
+

1

2ε0

∫
d3r P̂ ′2

A (r) =
p̂′2

A

2mA
+

∑

α∈A

p̂′2
α

2mα
+

1

2ε0

∫
d3r P̂ ′2

A (r)

=
p̂′2

A

2mA

+
∑

n

E ′
n|n

′〉〈n′|,
� Å�¡!191�¤

Ĥ ′
AF = −

∫
d3r P̂ ′

A(r)·Ê′(r)−

∫
d3r

ˆ̃
M ′

A(r)·B̂′(r) +
∑

α∈A

1

2mα

[∫
d3r Ξ̂

′
α(r)×B̂′(r)

]2

+
1

mA

∫
d3r p̂′

A ·P̂
′

A(r)×B̂′(r)
�AÅ¨¡!1�ÉN¤

���j�C� �u�X�u�;*��j� �������jÍ
ˆ̃

M ′
A(r) =

∑

α∈A

qα
2mα

∫ 1

0

dσ σ
[
δ
(
r−r̂′

A−σr̂′
α

)
r̂′

α×p̂′
α − p̂′

α×r̂′
αδ

(
r−r̂′

A−σr̂′
α

)]
,
� Å�¡¥É9.�¤

Ξ̂
′
α(r) = qαr̂′

α

∫ 1

0

dσ σδ
(
r − r̂′

A − σr̂′
α

)
−
mα

mA

∑

β∈A

qβ r̂′
β

∫ 1

0

dσ σδ
(
r − r̂′

A − σr̂′
β

)

+mαm
−1
A P̂ ′

A(r)
�AÅ¨¡¥É¨Èr¤

���E%��DÄx���n� ���N���£�¨�j�u�n�n�	¡ �!�����T�A�����X��� �n���J������Í �L���]�A�j�G� �>"¨Í£���n��� �D� Ã �u������Í���������� M̂A

�¶��Í Ã �&%��n�
Ä>" � �§¡ �AÅ¨¡ Ç9�N¤(� ˆ̃

MA

��Í!�j�;*j�j�n�R��� �������TÍ��/� �A�j� �n���j���j���t�����&"������ �£� Ã �������?�D���D���J���D����� �j���!�A�����
� �u� %��n���¨���������nÍ�����Í ��Í �������u�������°���°� ?����D���������j� ��� �^���£�+������Í£�`¡ ���j��?����T��� �����u� ���g� Å¨¡$1�ÇN¤X��Í3�A�j�
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ÍA�j���n� � È:Ê�Æ �5ÈrÊ/1��5ÈrÊ�É � ���R� �j�]�t��Í£� � �u�n���]�j��ÍA�c�n��Í£��� Ã ���j�<��ÄjÍ£����Äu��� Ã �D� Ã �j� �����n��������������Äc���j����Í
���£�)�j����Í��n�N�n¡ � �����¾� �j���Z� �j� �j�����4%��)�������R�/� �A�j� � �j� ���0�c�������b�n��� �u����� Ã Í��C�j���D�G�j����Í����J���n�����?� �j��Í
Í������������]�t���C�n��Í����&"ªÄc��� �������j�j���`��� � �u�X�n��Í����/�O� � �D���5�T���£���������TÍ � PM7�ÈrÅ��A¡

�|�j� �D� �£���!���M%����N�7� Ã � �/� �A�j� � �j� ���&�x�������5�n��� �j����� Ã Í£�C�j�n�T� ��Í!� �u� �~�����!� ���)�|����������� �bÍ �^���|�
Í"�Í ���n�D���������8�������jÍ£�����ª���D���n���TÍ¢�/��� �u���n���n� �����������j�ª�D� Ã �j� �����b� �u�����&�x�����5�T���D���N��Í¢�/��� �u�|�������`¡
���J�jÍ����?�A�j� ����� Ã �G�E%�� ( ���n� Ã � � �/� �j�£�E�u���+�)�������5�xÄ>" �����������u��� Ã ���j�&"]� �j�¾���t���u��� Ã (À�����u�n�b���n�£�DÍZ���
� �u�X�£�n�������4%��Z�n�����£�j�����)���nÍ��u� �u�X�3�j�����0�c��� ����( ����� �j����� Ã ?����D���������j� ���TÍ���� �u���&*j�nÍÂ���

Ĥ ′
AF = −d̂′ ·Ê′(r̂′

A)− ˆ̃m′ ·B̂′(r̂′
A) +

∑

α∈A

q2
α

8mα

[
ˆ̄r′

α×B̂′(r̂′
A)

]2

+
3

8mA

[
d̂′×B̂′(r̂′

A)
]2

+ m−1
A p̂′

A ·d̂
′×B̂′(r̂′

A)
� Å�¡¥ÉNÅ�¤

� �j�����
ˆ̃m′ =

∑

α∈A

qα
2mα

r̂′
α×p̂′

α

� Å�¡¥É9��¤
��Í � Ã ����� �u� �x�n�����N�)�^����� m̂

�¢�����t������� �c¡ �AÅ¨¡ ÇNÆ�¤ ¡ ���j��*���Í �T� � �����n�£�DÍ¾���°�A�j�C��� Ã �N�)�����j� Í����j�
�/�,� �§¡X�AÅ¨¡¥É�Å�¤ª��� �u���nÍ£�n�N�`�n������������� ���u� �D� Ã �j� �����?�j�0�c�����R���N��������� �������jÍ��!���nÍ�x�������&%����&" 63�A�j���j� ���
� � �]���n���TÍZ�j��Í��n�£��Äc�¾� �j�]� Ã �n�j����������Í£�n�§¤��j�����D� Ã �j� �����X���N���n�������������56O���j�R�A�j�¾���n�£� ���R�A�j� Í��n�����j�
�����j�X��Íb� �j� � ���N� Ã �n�?���N���n�������������`�j�j�3���D�A�j� �n���N�����8( �/� (À�+��Í�Í �D���������	¡|#���� �j���u�+� Ã �j�������L�������TÍ��
� �§¡O� Å¨¡ ÉNÅ�¤Â�£�n�j�j���nÍb��� � �j�������n� ���£��� (À�j�0�c����� �^���£�

Ĥ ′
AF = −d̂′ ·Ê′(r̂′

A) +m−1
A p̂′

A ·d̂
′×B̂′(r̂′

A).
� Å�¡¥É/2N¤

�G�Â�A�j�!���j�ª�/�	� �j��Í Í£�n��������� �¨����� �jÍ �����G�������b� �u���T���j���+���u���j�D� �j�����0�c��� ���[�n��� �j����� Ã Í��C�j���D��Ín¡
��Í � �u�`�����7��� ?!���D���������j� ������Í � �j�]Í����D�]��� Äx��� � �^�����D������Í��TÍ�� � �u� �n� Ã �n�u�n�j��� Ã ���nÍT�/���A�j�`�����7���
Í"�Í ���n�����u�T�A�j�!���J�����������jÍ��/�	�D���������,�^��� � �j� � �>"�Í����n��� %���������Äj����Í ���£� �A�j�bÍ����T�b��� Äx��� �TÍ��C�j���D��Ín¡
?!� � �;%��n���N�A�j�GÍ��;���������������3�/���A�j�Â�����7����?����D���������j� ���Z���N���Z�¾�^Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�§¤ *��n���,����� �4�N��� �������T���
����� �����j� ���R���N���n������������� �j���£�Z��Í|�j� �	�����n�N�����?� �j� � � �CÍ��C�j���D��Í��O��ÍZ�t��� Äc� Í£�n�n� Ä>"R�n��� ��������� Ã
� �JÍn¡¶� Å¨¡¥Ê�Å�¤G���j� � �§¡¶� Å�¡!1�Ç�¤ ¡ ? �n�j��� ��� �j� Ã �£���j�j�]Í£������� |{0′}〉 �D� Ĥ ′

F

�

f̂ ′
λ(r, ω)|{0′}〉 =  ∀λ, r, ω,

�AÅ¨¡ ÉNÆ�¤
��Í��j� �	�������J� �^�£����� �j���¢�/�

ĤF

��� �§¡x� Å�¡!�9.�¤(6����j�TÍ����D��� ���£�&"�� �j�b��� Ã ���jÍ£��������Í |n′〉
�/�
Ĥ ′

A

���£�b�j� �x�n�£�n�N�
�^�������A�j�G�n� Ã �n�uÍ£�7�)���nÍ |n〉 �D� ĤA

� �u�����Â�A����� �A�j�G�j�u�n��� �u���n�¾��� Ã ���jÍ£��������Í������Â�j��� Í£���G�j�&"X�£�n� �)���n�L���
�t���C�ª��� �u�n� %¨���X�A�j�+�O� �Â������
	���n�����-�-L#���������;"3�������jÍ�^���£�+�)�������"� ¡ L �j�������n�����j�N����� Ã �^���¢�A�j�|�������,�
*������ª���J���n�������������D���j�&"T����� �c�n�£���j��Äj�����4%�� �Â�E" �u� � �¾�j� �	�����n�N�b�D� �j���E�¨���D���������jÍ ���3� �j��Í����T���8�j�����
�n� Ã �n�u�n�j��� Ã " �/�x� �j� �n��� �j�����+Í#"¨Í �������D�E" � �J�jÍ �¨���n�j����� Ã ���j�n�������J�j���j�!�D�	� �u�n�YÄc�n��� Ã � �>"�Í����t�����&"
�T����� ������� %����J�X� �j��� �A�j�T��� �j���n¡����j�TÍ����n���u���+�������j� �x�n�£�n�j���+Äc��� � �n���#� �j� � � � �^�����D������Í��TÍ���Í
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� �u�¾�D���j���D���±�n��� �j����� Ã Í��C�u�n�T� � � �>"�Í����n��� ���u� �n���j���u���t��������� �����n���L�D���D���J���ª�j� �x�n��Ä-"`� �j�¾���n���
qαÂ(r̂α)

� ���n�n�����O� �§¡O�AÅ¨¡!1¨Èr¤9� � � �j�����t��Í!���C�A�j��� �j� ���0�c������� �^�����D������Í�� �Â� ���E%��ª� �+� ��¡ 7G¤

mα
˙̂rα = mα

˙̂r′
α = p̂′

α +

∫
d3r Ξ̂α(r)×B̂(r).

�AÅ¨¡¥É�ÇN¤
L �j�����5� �j� *������

Ê
��� � �j� �D���j���D�����n���M�j����� Ã Í£�C�j�n�T� ��Í�� �j� � �>"�Í����n���§Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�+�����������£����*������

�/� �c�t������� Ã ���¾� �j� Ë`� ���Â���������J���)�������jÍ � �£�n�n����� � �JÍn¡x�AÅ¨¡ Ê 2J¤ �	�AÅ¨¡¥Ê�ÉN¤9� ���A�j� *��n��� Ê′
��� � �j�b� �j� ���&�x�������

�n��� �j����� Ã Í��C�u�n�T� �j��Í � �j� � �>"�Í����t�����T�t���u��� Ã �/�	�Z�j��Í�j� ���n�n�T�n�N� *������ �b���A� ���nÍ�x���������Z�A�j� �������T���
�c��� ���£��Í����������R� �+� ��¡ 7G¤(�

Ê′(r) = Ê(r) + ε−1
0 P̂⊥

A (r).
�AÅ¨¡¥É�Ê�¤
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��� � �j���C� �A�j�)�^������� ��� ���#�)��������� �����n�j��� Ã "���� Ã ���jÍ£������� �D�E"?Äc�T�u�n���4%���� �^�£�����A�j� �x��Í£����������(
�j�;�x���j�j�n�N� �����£�T�/� � �u� �������,�-*��n��� �n���M�j����� Ã �n�j��� Ã " �#� �u� � � �c�����n�N������� ¡ �O�n�£���j��Äj�����4%��]�t��� (
�n�u� ���������jÍ �x����^���£�D��� �b� � �j��� Äx��� � �D���j���D���¢���j�°� �j� ���&�x�������X�n��� �u����� Ã Í��C�j���D��Í+���£�CÍA�j� �b�°���
���n���<��� Ã ���j�n����� � ���j����Í�Í£�����jÍ �^���T�A�j� �c�����n�N�������b�/�����g�����������<�A�j� �j�£�nÍ£�n�j���R�/�����g����Äj� �������"
�n�>%����£���j�T�n�N�X�/� Äx���j����Í � PM7!È �@PM75Æ �@P�7GÇ � PM7GÊ � PM7 1�� �0� �J�jÍX�n���M*j���T��� Ã ���u� �8�¨���n�j�u��� Ã Í����D��� ���
�����j�t���#( �£�nÍ�x���uÍ�������Í��j� ��Í �b���A�j��� �A�j���^�����T��� ���AB#�/�|���<�8�j����� ���j���N���0Jn��������� Í��C�u�n�T��¡�� �j�u��� �n�
�b���A�`�A�j��Í Ã �n�u�n�����¶Ä���Í���Í�� � �3�j��Í����jÍ�Í|Í£���T�3��Í�x������Í|�/� �A�j�)� � �^������� �^���!� �u��*��£Í£�������T�D�~Í��u�C����Í
�����t���4( *j�n���X���x�n� ��Í � PM7�ÈrÆ������j� �/� �u���E�¨���D�����4%�� 7 ������(À� �������uÍ������T�T���A�j���jÍ � PM7�È �9PM7�È .�� ¤ ���j�¾��� ��Ä (
���������b���A�j�n�£Í Äc�;"����j� �u���;%������jÍ��4" �j��Í£�n�jÍ£Í����ªÍA�c�n��� �����n��Í���ÍZ�~Í£�j�C�ª��Í¢�A�j�!�T��������Í£�n�9�u���5���£� Ã ���¾�/�	�A�j�
�^���£�n� � PM7�ÈE. � PM7�È ��� ¤ ¡ #[���������&" �O�/�M�j�����t���������jÍ|��� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������D�������DÍX���N��������� ����� Ã �b� � � ÍA�c�n�n�4*��
���£����� Ã �n�T�n�N��Í �D�bÄx���j����Í ���£� Ã �4%����5� � �j�n�£�ª� �j� �x�����n�N��� ����Í3�/� �������TÍL���J���n����������� Ã �b� � � %����£�����uÍ
� �j� ����� �E"���� Í#"¨Í �����DÍb���£� � ���AB��n�C���u�5���ª�j� �7����� � PM7�È �MPM75Ê � PM7 1 � PM7GÉ������j� �^�j� � �j���G� �u���G�j���nÍ5���£�
Äj�£���;=M"�Í£��������� � PM75Æ � P�7�È . � P�7�È ���A¡

3±���C�jÍ�Í �7��� ���^����� � �j� ?!���D���������j� ��� �D�L�A�j���������)�-*j�n���gÍ"�Í£���n� � �j���C�����n�������j��� Ã ��� �A�j�
�T���j���+���§����� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�3���j�`���C�n���������������j�0�c�����|�/� �j�£� �¨���+��������� �u�t���]Äc� �b��� �������`���ª� �j�K�^���£�

Ĥ =
p̂2

A

2mA
+

∑

k

Ek|k〉〈k|+ ĤF + ĤAF,
� �u¡�È:¤

�����t����� � �§¡j� Å¨¡¥Ê�Å�¤���� Ã ��� �u�n� �b� � � � �§¡j� Å¨¡ ÇuÈr¤ ¡ � �[��Í¶��Í�Í£�j�D��� � ���)�¶�A�j�5�������(��Í¶���j� ��� �����&" �j�£� �������n�¾���
����Í0���N����������� ( ���j�n� Ã "|��� Ã ���jÍ£������� |n〉 � �u����� �A�j��Äx���M">( ��Í£Í���Í£������*������X��Í0����� ��Í Ã �����j�j�XÍ£�7�)��� |{0}〉 ¡ L#��/� �u�&" �A�j� 7Â�����-�"� � �x��� �j�����T�n�¢�/� �j�£�E�u���+�)�������¾Ä-"T��Í�Í��u�D��� Ã � �������A�j� �~��Í£�¢���N�����������O�~�n���n� �������j���t¤
�T���������ª���x�n� ���4%��n�4"ª�j���n���M�j����Í �^�����H� �j�ZÍ£��� � �n�n�N����� (À�/� ( �D��Í£ÍG�D����������¡����j�����J���n�£�����	�T���������ª�n���
� �J�jÍZÄc�¾���N��� Ã ���������R���u��Ä>"?�n�������j� ������� Ã � �j�¾���N���n�£�����¶�n� Ã �n�j���j�n� Ã ����Í �^��� Ã �4%��n� %������j�nÍZ�D�

r̂A

���j�
p̂A

�j���n���j��� Ã ���D���C���x�n�����&%�� ?!���D���������j� ���G�^���G�A�j���n���J�����8( �/� (À�+��Í£Íb�D��������� �

Ĥeff =
p̂2

A

2mA
+ En + ∆En,

� �u¡ Å�¤
� �j�����

∆En

��ÍX�A�j�+���j�n� Ã " ÍA�j�4�²�3�u�j�D���`� �u�+�������,�-*��n��� ����� �j����� Ã ĤAF

��� �j���C� �^���XÍ£�"!T�n���n�N���4"
� �t�/B �������)�>*��n��� ����� �j����� Ã �D�E"RÄx�T�t�����n�u� �����n��Ä>" ���t���u��� Ã (À�����u�n� �c�n� ���j�£Ä������������ �j�����"�¡�� ���j� (
������� � Å�¡!1NÅ�¤ÂÍA�j� �bÍb� �����

∆En

��Í5���u�j� �c�n�j�u�n�N� �/�
p̂A

��Í�� � �j��� �Â�X�D� " �b��� ���

∆En = ∆(0)En + ∆(1)En

(
r̂A

)
,

� �u¡!��¤
Å�Ê
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � Å/1
� �j����� �A�j� ����� �j����� Ã �n�j��� Ã " ����Í+Äc�n�n�gÍ�� �j���������n�º���J���#� �n���uÍ£�7���J� �����£�+���j� �

r̂A

(À�j� �c�n�u�j�n�N�
����� �t¡ � �����T� �����3� �j�ª�����jÍ �7���N�)�����£�

∆(0)En

��ÍL� �u� �Â����� (FBJ�j� �b��� �^�£�n� (ÀÍA�����n�:¤,30���3Ä�ÍA�j�4�²�C�^�;� ¡ �
��¡ Ã ¡ � � � � ¡ � È .NÊ�� ¤ ¡

7�"`�D�n���jÍ��D� � �j�L�n���T� �u�����������`�£�n�����������jÍ3� Å¨¡¥Æ/1N¤ �c�A�j� ���x�n� ���4%��)?!���D���������j� ��� Ã �n�j���������nÍ|�A�j�
�^������� �b��� Ã ���J�����������jÍ5�D� �T��������� �^���G�A�j���n�n�N����� (À�/� ( �D��Í£Í5�n�������j���������/:

mA
˙̂rA = i~−1

[
Ĥeff , mAr̂A

]
= p̂A,

� �u¡$2N¤
Fn(r̂A) = mA

¨̂rA = i~−1
[
Ĥeff , mA

˙̂rA

]
= −∇AUn(r̂A)

� �u¡ Æ�¤
� �j�����

Un(r̂A) = ∆(1)En(r̂A)
� �u¡¥Ç�¤

��ÍO� �j��� � �c�������N��� ��� ¡ �!����� � �j��� �|����� �u�������n�4"X��������� Ã ���jÍO�j�����&%������������j�����jÍ � �j��� �Â���BJ��� Ã �b� � �j���
� �u� � �j� ���0�c�������5�n���M�j����� Ã Í£�C�j�n�T� � � �j�����¾���R���j�j� ������� ���u�,����Í����ª�j�����3� �j���|� �u� p̂′

A

(À�j� �c�n�u�j�n�N�
����� �3�D�

Ĥ ′
AF

� � �c¡Â� Å�¡¥É/2N¤(� Ã �&%��nÍX����Í£�T��� �����N������Äj�u�������jÍ��/� � �j�D�����u�n�X�/� v/c � v :3���n�N���£� ( �D� ( �D��Í�ÍÍA�c�n���§¤(� � �j���C�`�n���]Äx�Z�j� Ã ���������n���^���5�j���j�£�n�������4%¨��Í£�����|���n�N���£� ( �D� ( �D��Í�Í5�T����������¡
���j� �c�����n�N������� ���j� �^������� � ���j����Í�Í£�����jÍL��� � �c¡ � �u¡ Æ�¤Z�n��� Äx�T�jÍ����#��� � � ���Â�E"¨Í�¡ #[����Í£���±� �j� "

���£�L� �u� Í£�����£����� Ã �x�����N�+�^���!� �^�j��� �J�����N���j�V�����n�����T�n�N�Z�/�[� �j� ���n�N���£� (À�/� ( �D��Í�Í!�D�����������^�;� ¡ ����¡ Ã ¡ �
� �u�|�������&"�Í���Í �/�"�J�����N���j����� =�� �¨����� �j�£�nÍ����N���n����� �b�;� ¡ � 2jÈ�� ¤ ¡ P¨���n���j� �¨� �u�;"D����Í£�3�D� �x�n���Â���T�A�j���8(
�J�j� Äc�n� �����j���������jÍ �/�c�T���������L�A�����<�^������� � �^��� �(�	�������&%����&"3�n� ��Í�Í����t���¨�n���J�����8( �/� (À�+��Í£Í �T����������¡�P¨���j���
� �u�n���!��Í¢�j�3�u�n�n�D���3�u��Í£����� Ã �j��Í�DÄc��� � �n���ª� �j�!�9�x�����������¢���j�D� ( �J�j�3Äx���Â����Í��j� ��Í����A�j���9�c�n��������� �j���
�t��� Äc���j���9�M�x����¡ � ���A�j� �^���������b��� Ã � � � �n�������j� �)���?� �u� � � �x�����n�N������� � �u¡¥Ç�¤+�����A�j��Ä���Í£��Í��/�
���n���j��� Ã ( �����j��� �x���£���j��Ä��)�������ª� �j�����"�¡

� ��� � ��)	��. ,�3 . ' � � 3(��) 	

� �+�A�j���T���j���+���j�n���M�j����� Ã Í£�C�j�n�T� �¨� �j�!���N��������� ������� ?����D���������j� ���]�AÅ¨¡$1NÅ�¤ �n���jÍ£��Í ��ÍÂ�D��� �j�£�n�����n�£�DÍ��
� �u� *j��Í£�X� � � Äc�n��� Ã �����j�n���|��� �A�j�)*��n��� %����£� ��Äj���nÍT�^Í��C� �����Z�A�j�;" �j� %��+�j�]�j��� Ã �������[�D�����£�4�R�����8(
�T�n�N��Í5���j���n���N������Äu�u���!���j�&" �b���A�j���DÍ����n���j� ( ���£�j�n���c�n� ���j�£Ä����������D�A�j�n���"u¤Â���j�ª�A�j�|����Í£�Â���j�|Äc�n��� Ã
�J�����j���������G��� �A�j� *������,%���������Äj���nÍ5�^�n���N������Äu�u����� Ã �����£�t����" �b� � �j��� *���Í �������u�n� �c�n�£���j��Äj���������3� �u�n���#"j¤ ¡
���j�����n���j��� Ã ( �����j��� �x���£���j��Ä��)���&%����n�j��� Ã "�Í�j�&�²�b��Í��j�n�u�n� Ã �&%��n�]Ä-"

∆En = ∆1En + ∆2En

� �u¡ Ê�¤
� �j�����

∆1En = 〈n|〈{0}|
∑

α∈A

q2
α

2mα

Â2(rA)|{0}〉|n〉
� �u¡$1N¤
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∆2En = −
1

~

∑

k

∑

λ=e,m

∫
d3r P

∫ ∞

0

dω

ωkn + ω

×
∣∣∣〈n|〈{0}| −d̂·Ê‖(rA)−

∑

α∈A

qα
mα

p̂α ·Â(rA)| � λ(r, ω)〉|k〉
∣∣∣
2 � �u¡¥É�¤

�
P
�<�j�£���j���0����� �j���£��6

| � λ(r, ω)〉= f̂
†
λ(r, ω)|{0}〉

¤ ¡ � ���t��������� Ã �j�;*��u���������º�AÅ¨¡6292J¤(�O�D�/BJ��� Ã �jÍ��D�/�
� �u�¾�n���T� �u�����������?����� ���������uÍ¾� Å�¡ Å¨È:¤����j� �AÅ¨¡ Å�Å�¤����j� �/�M�j�&"���� Ã � �j�¾���J��� Ã �����[�£�n�����������°� Å�¡ Å�Ç�¤(�	�A�j�
*��£Í£�(À�����u�n�b�n���N������Äu�u����������Í �^���u�j�]��� Äx�

∆1En =
~µ0

π

∑

α∈A

q2
α

2mα

∫ ∞

0

dω tr
[
Im ⊥

�
⊥(rA, rA, ω)

]
.

� �¨¡�È .�¤

L ���A�]�������/�¶� �j�ZÍ£�j�����u���T� Å�¡ Ê¨È:¤(�u�A�j��Í5�£�nÍ��u���b�t���`Äc�������b�£���£���n�`��Í

∆1En =
µ0

π

∑

k

ωkn

∫ ∞

0

dω dnk ·Im
⊥

�
⊥(rA, rA, ω)·dkn

� �¨¡�È�È:¤

� �j����� �Â� ���E%��T� ���j���������n�R� �u�¾Í"��D�T�����"R�D� �A�j�����£�n�n�R���n�jÍ£���D� Å¨¡ ÈrÊ�¤ ¡GP¨���T���������4" �§Ä>"R���>%��/B���� Ã
�j� *��j���������uÍ|�AÅ¨¡ ÅD�N¤ ���j���AÅ¨¡$2/2J¤ ���j�+�D�/BJ��� Ã �jÍ£���/�	� �j�!�n���T� �u����������� ���n�����������jÍ!� Å�¡ Å¨È:¤����j��� Å�¡ Å�Å�¤
��Í � �n���0��ÍG� �j�����u�n�N��� �F" � Å¨¡¥Ê/.N¤ �¨�A�j���+������� �ª�����n�T�n�N��Í ��� � �§¡O� �u¡¥É�¤G�����K�^���j�u�C���DÄc�

〈n|〈{0}| −d̂·Ê‖(rA)| � λ(r, ω)〉|k〉 = −dnk ·
‖

�
λ(rA, r, ω),

� �u¡�È:Å�¤
〈n|〈{0}| −

∑

α∈A

qα
mα

p̂α ·Â(rA)| � λ(r, ω)〉|k〉 =
ωkn

ω
dnk ·

⊥

�
λ(rA, r, ω),

� �u¡�ÈE�N¤
Í�� � �u�XÍ£�n�����j��(À�����j���b�n���N���£��Äj�¨�������]�£�t���uÍ

∆2En =
µ0

π

∑

k

P

∫ ∞

0

dω

ωkn + ω
dnk ·Im

{
−ω2‖

�
‖(rA, rA, ω) + ωknω

[
‖

�
⊥(rA, rA, ω)

+ ⊥

�
‖(rA, rA, ω)

]
− ω2

kn
⊥

�
⊥(rA, rA, ω)

}
·dkn

� �¨¡�ÈE2N¤
� �j����� �Â�G���E%��T� Ã �����R�jÍ£�n��� �j�¾���N��� Ã ����� �£�n�����������°� Å�¡ Å�Ç�¤ ¡,�5�j�u��� Ã � �JÍn¡ � �¨¡�È�È:¤����j�g� �u¡ ÈE2J¤!���j�
�jÍ£��� Ã � �u�X���j�n�N�����F" � =⊥

�
⊥ +⊥

�
‖ +‖

�
⊥ +‖

�
‖ �j���j����Äu�������uÍ

∆En =
µ0

π

∑

k

P

∫ ∞

0

dω

ωkn + ω
dnk ·Im

{
ωknω

[ �
(rA, rA, ω)− ‖

�
‖(rA, rA, ω)

]

− ω2‖

�
‖(rA, rA, ω)

}
·dkn.
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�5�n�������j��� Ã ��� � �§¡ � �u¡ ÇN¤(�0� �u� � � �c�������J��� ��� ��ÍZ� �j� �x��Í£����������(À�j� �c�n�u�j�n�N� ����� �L�D�G� �j�T�n�u�n� Ã "

ÍA�u�&�²�t¡����j��Í ����� �G�t���+Äc��� ��������� ���n� �^�£����� �§¡�� �u¡�È:Æ�¤�Ä>"T�j���n���G�x��Í���� Ã �A�j� �Z�����n�+���n�jÍ£���Â���J���L�A�j�
Äj�j�&B �Z�����n�?���n�jÍ£��� � (0) ���j�?� �j�3Í��t�)����������� Ã ���£�n���?���n�uÍ���� � (1) � ���)�Z�����n���j�N��Í �^���!� �u�¾ÍA������� ���
%����������������ª�/�O� �u� �c�n�£�D� �����&%����F"D���j� �c�n���T�t��Äj�������F" �

�
(r, r′, ω) =

�
(0)(r, r′, ω) +

�
(1)(r, r′, ω),

� �¨¡�È:Ç�¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � �9.

� �j�����G� �¶��Í ��Í£Í��j�T�n�L� �����O� �u�G������� ��ÍOÍ������������n� ���3���^�£�n�8( ÍA�j���n� ��� Ã �����LÍ����A�����¶�+��������Í£�n�9�u��� 2 �� 
�/� �u������Ín¡ ���j���������jÍ£� ���������������&" ���>%������ ���J�GÄj�j�0B ���£�n�n�C�����jÍ���� ���t���uÍb���¾� �j� �c��Í�� ��������( ���j�j� �c�n�u�j�n�N�4�
�^����� (ÀÍA������� 3O��� Ä°ÍA�j�4�²�

∆(0)En

� �u���C� ��Í¾�j��� �D�!���N���n�£�nÍ � �u�n����¡ ���j�CÍ��n�������n����� Ã ���£�n���°���n�jÍ£���
Ã �4%��nÍ��£��Í��5�����A�j��� � �c�������J��� ���

Un(rA)
¡ � �x���D�D�/BJ��� Ã �A�j�b���;�j� �����n�T�n�N� � 7→

�
(1) � �b��� ����� Ã Im z

=(z − z∗)/(2i)
���u�`�£�n�t��������� Ã � �§¡¶� Å¨¡ È:ÇN¤ � � �§¡[� �u¡ ÈrÆ�¤ �j���j�n�����G�j�����nÍ

Un(rA) =
µ0

2iπ

∑

k

dnk ·

[
P

∫ ∞

0

dω

ωkn + ω

{
ωknω

[ �
(1)(rA, rA, ω)− ‖

�
(1)‖(rA, rA, ω)

]

− ω2‖

�
(1)‖(rA, rA, ω)

}
− P

∫ −∞

0

dω

ωkn − ω

{
ωknω

[ �
(1)(rA, rA, ω)

− ‖

�
(1)‖(rA, rA, ω)

]
+ ω2‖

�
(1)‖(rA, rA, ω)

}]
·dkn.

� �¨¡�ÈrÊ�¤
���j��Í¢���J����������� �t��� Äc� Ã ���n�����4"3Í£���G�j���4*��n�¾Ä>"¾�jÍ£��� Ã �����u�����j�#(À���N��� Ã �����������C�j�j� �J�j��Ín¡ � (1)(rA, rA, ω)��Í!��� �������4"������ �^�j�u��������� ���]�A�j�3�M� �x���+�����&� �D�[� �u�3�n��� �j��� ���^�£���J�j���j�;"
�j� ���j�L���j�n���j�j��� Ã � �j�L���t���
� �¨��Í3�A�D�����£� �^�����%� �x��Í�Í���Äj��� �c�����L���

ω= 0
¤ ¡�L �L�D�E"C� �j�����;�^����� �D� �j�&"
�G���j�C�>" 3 Í|� �u�n���£�n�V���j�

���;�j� ���n�3�A�j�,�j�£���j���0����� ( %������j�����N��� Ã �����¶� %��n�|�A�j�,�c��Í�� ���4%����^�j� Ã �����4%��:¤ ���t���������4�¢� �¨��Í|Ä>"?�ª�n���N�����j�
���N��� Ã ������������� Ã � �j� �c��Í�� ���4%��b���D� Ã �������" �����&�	� �¨��Í!�~���J�������j�j����� Ã �A�j���u�j�����&"¾���+� Ã �������#"X�n�������j���������
ω=iξ

¤(6����j�¾������� Ã ���3���M*��j� �����&"�Í��D�����J���j�¾���L���M*j�j�����n�&"|� ��� Ã � �J�����£�����[�����������¢���X� �j� *���Í �b�~Í£�n�����j�§¤
�J�����j�����N���D�[� �u�L����� �u��� � �^�������u�n�j� " �j�����j�,6 �j���jÍ��§����� �j�X�t��Í���� �����

ωnk > 0
�§� �n���J�����j� ���N��� Ã �����

������� Ã ��������*��j�����nÍ£���D�����4" Í£�+����� �����&�G�n���£�n���+���£���j�j� ω = ωnk

�
ω =−ωnk

¤���� � �j�G*���Í �]�~Í£�n�n���j�§¤
�J�����j�����N�G�/�	� �j�!�n���G�j���8�)�^�����J�j�n�j� " �j�����j��¡<���j�|��Í"�� �¨���������bÄx�;���E%������j� �/�	�A�j� �Z�����n�+���n�jÍ£���Â���
� �u�L�����T���5�/�[Í��D�����0���j� ����� Ã � |ω| �^�;� ¡��b�;� ¡ � P�7 ��� ¤b��Í Í£�j�C�?� �j���b� �j�L���N��� Ã ������Í ������� Ã �A�j� ���j���£���n��n���������nÍ %����u��ÍA� �jÍ�� �Â� *��������&"+���£���&%������ � P�7�È � PM7GÆ � PM7GÇ��

Un(rA) = Uor
n (rA) + U r

n(rA),
� �¨¡�È 1�¤

� �j�����
Uor

n (rA) =
µ0

π

∑

k

∫ ∞

0

dξ
ωknξ

2

ω2
kn + ξ2

dnk ·

�
(1)(rA, rA, iξ)·dkn

� �¨¡�È:É�¤
��ÍG�A�j��� � ( ����Í����j���N���j���£�b�/�O� �u� � � �x�����n�N�������±���u�

U r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nkdnk ·Re

�
(1)(rA, rA, ωnk)·dkn

� �¨¡ Å/.�¤
�
Θ(z)

:D�j�u���LÍ£���;� �^�j�j��������� �Â��ÍX�A�j�ª����Í����j���N�)����� �¾���£��Í���� Ã �^�£����� �j�+���nÍ£���j�j�?���3�A�j� �c������Ín¡ 7�"
���N�������j�j�n��� Ã � �u� �c����������Í���Äj����� �F"¾���n�uÍ����b�/�O� �j�X������� ���C��� �Â��Í£�#( ���£�j�n���c�n� ���j�£Ä������������ �j�����" � È 1/.����

αn(ω) = lim
ε→0

1

~

∑

k

[
dnkdkn

ωkn − ω − iε
+

dkndnk

ωkn + ω + iε

]
,

� �¨¡ Å¨È:¤
� �u�X�,� (À���nÍ£�������N� �����£� �+�E"+Äx� �b��� �����n�C����� �u�X�T���£�Z�n���G����� ���^�����

Uor
n (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2tr
[
αn(iξ)·

�
(1)(rA, rA, iξ)

]
.

� �¨¡ Å�Å�¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � �uÈ
� � �����£�������j� �����^���b���]������� ���]�¾ÍA�M�j�n�£���t�����&"+Í"��T�D� �������|Í£�������,� �Â� ���E%��

αn(ω) = αn(ω) � = lim
ε→0

2

3~

∑

k

|dnk|
2ωkn

ω2
kn − ω

2 − iωε
� � �¨¡ Å/��¤

���j�C� �u��� � �G�����£��Íb�/�¶�A�j� �x�����n�N��� ���xÍ����G�j���&� " ���

Uor
n (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2αn(iξ) tr

�
(1)(rA, rA, iξ),

� �u¡ Å 2J¤

U r
n(rA) = −

µ0

3

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nk|dnk|

2 tr
[
Re

�
(1)(rA, rA, ωnk)

]
.

� �¨¡ Å�Æ�¤
� ���j���������<� �u¡ È 1N¤ � ��� Ã ���A�j�n� �b� � � � ��Í�¡¢� �u¡¥Å/.N¤!���j�g� �u¡¥Å�Å�¤�� Ã �4%��nÍ|�A�j� � � �c�������N��� ��� �/� ��Í���� (

Ã ��� ������� �j���;�����£�n�º��� ���º���£Äj���������#"°�n�j��� Ã "<�n� Ã �n�jÍ �7����� |n〉 ��� � �j� �j����Í��n�u�n�R�/�X��� ����Äj� �������"
���£����� Ã �n�T�n�N���D� �����j�t���5Äx���j����Ín¡ ���u�nÍ��3���J�����������jÍ!���£�X�A�j�3���)���j�����±� �������jÍ������?�/�¶� �j�ª� Ã �����T�����#">(
�j�;�x���j�j�n�N�7¤ 2K��  ���nÍ£�j����Í5�j�n�£�&%��n�C����� �j�ZÄj��Í���ÍG�/�O� �j� �~���T����� ��� �u�����D���4(À�D���j���^���£�+������Í£� � �j���C�
� Ã �j������Í!�D�����n�������0��ÄjÍ£���A�¨�������56c�A�j�;"`�D� "CÄc�3�£� Ã �����j���R��Í!�A�j���^���j�j�����������`�/� Í£���T��� ���G����Í��j� ��Í|��Ä (
�7�����j��� ��� �A�j�DÄj��Í���ÍX�D�Â�����j�n���#(À���nÍ�x���jÍ�� �A�j�n���#" � È:Æ�Å �A¡ � Ë]�������N%��n���¶� �u�;"R�j�]�j���X���u�&"��/�M�j�&"`���
���£Äj���������#"��n���n���������XÄc���j����Í���Äj�u� � �u�;" �j����Í����J�!� �j� *��£Í£� Ã �n�j�������0�8�M�u���nÍ£Í������ �^���5� �u�,� � �c�������J��� ���
� �j��� � ���j�����n� ���&"ª������� �bÍ �^���b�A�j� �j����Í��n�u�n� �/�[�+� Ã �j�����¨�����������£���Z�D�������n�bÍ��u�C�R��Í ���;�²�#(F�����j�j�n�]�D�����8(
���������N�^����� �j���C� Í£�����j������� �J�����N����Í����������3�n���j��� �u��Í ���j�¾���N���|�j�r!T�n�j� ������Ín¡ �!�����Â� �j�������������M�^���£�+���������
��Äc���u�¶� �j�G�����������£���Â���j� �D� Ã �j� �������j�£�9�c�n�£������Í[�/���A�j�G�D�������n�[��Í[�����N�7�����j�n� ���3� �u�GÍ��n�������n����� Ã �Z�����n�
�����jÍ������ � �j�������A�j�L�������T���K�u���9�c�n� ������Í!���N���n� %�� �¾� �j�3�������T���K�c����������Í���Äj����� �F"`� �^���b� �j�X� � ( �£�nÍ��������N�
�n���J������Äj�u�������¾����� �j�+� � �c�������J��� ��� ¤[���j� � �u� �������jÍ£���������,�^�£���J�j�n�u�n����ÍG���u�+�j�&�x�����G�D�����£�4�¾�������D���J��Í
� �^���G� �j������Í����j���N���j���£�7¤(������ÍA�c�n� ���&%��n�4"�¡

3±���Z�jÍ!�j��Í£�n�jÍ£Í|���j�!����Í��j� �4�	Í �7��� ����� Ã �b� � � �A�j�3�£�nÍ��������N�K����� �|�/� �A�j�)� � �c�������J��� ��� � � �j���C�?��Í
���j�4" �j����Í��n�N�<�^���[� �¨��������� �������DÍ � �j�n�£�5���¶�j���T�����)���nÍO� %����[� �j�Â� � (À����Í��������J������� �4����� Ã ���j�n����� ¡@���j�
����Í����j���N�)����� �¾�+�E" Äc������������Äj�u�����#���R�£�t���¢�n�u�n� Ã "-(À�n���uÍ��n�#%���� Ã �j�£�¨���nÍ�Í£�nÍ �/�5�A�j���������&�+�/BJ��� Ã
�#�������jÍ£���������g���°����� �Â������� %��n� � �j�����?�n�T���£����� Ã ���j� �M�j���������

En = Ek + ~ω
¤(�b�t��� �����£���4"gÄc�

�j�j�u�n��Í �����¨�]���C��� ��Í£Í����n���	���n���TÍn¡ �O�TÍ��n�Z�A�j��Í��j�n���uÍ����u�n� �T��� ��Í£Í����t���x��Í���������������� Ã �j�&�x�����

d(t) = 2−1/2dcle
iωclt + C.c.

� �u¡ Å�ÇN¤
�j�����n���g���

rA

�b� � �j���<���<����Äj� �������" ��������� Ã �n�T�n�N�T�/�!�+� Ã �j�����¨�����������£���ªÄc���j����Í]��� �j�����C� �j�]�j����(
�D������Í���������������ÍZÄc�n�����C�j��Í�����Í��j�C��� ���)��� �u�¾����� Ã (À�����D�X�E%������ Ã �¾�/� � �j�¾�u�0�c�����X�D���D���J����Í d2(t)

= |dcl|
2
¤ ¡G���j�T�j�0�c����� Ã �&%��nÍX����Í��¾���`��� �n�������������,*j�n��� � �j���C�#��Í��£�;=����������������A�j�DÍ£�j��~���n�T�/�Â�A�j�

Äc�¨�j���nÍ�¡<L#�£������� Ã �A�j���n�j�£���n�N�!�j�n�uÍ����F"]��Í�Í����n��������� �b��� ���A�j���j�0�c����������� �j�K�^���£�

j(r, t) = ḋ(t)δ(r − rA) = 2−1/2iωcldcle
iωcltδ(r − rA) + C.c.,

� �u¡¥Å�Ê�¤
7 8;:=<�>f<�@�AB<WG�>iUhY�DE<{UR:=d <F@ >�de:=GFM q "�Z ���=t�de:=GNP=GF:=Y�I�]S� Un<{A�<�>fA�<F:=MsUN@�A'K=>|k�>T>HI ]%>TG�JOK=>i]2kSz2MN>TA=I�UV:Bd?K�A=G�JO:=Y�U

MN>9<F@ :%] UH\�JOI�Q9DOY�]%JOI PfDLJOI >iABG�� GF>TU�p�:�I�U�>?<F@ >H:�G�z  ��" "S\	��"�
�\ ��"��S\ ��% ��& \�A������ p�AB<�@%� JOI�<F>HP�GFA=D ABp�p G�:�A=Q{@  ��"
	�& \�Uh>TMNJE�
Q9D�A=UFU�JOQTABD�QH:=I�U�JO] >HG{A�<�JO:=I�U� ��" � &�ABI�]sA�py>HG�<�Y�G�k�AB<�JOK=> QTABD�Q9Y D�A�<FJL:�INk�A=U�>T]N:�IsMNA�Q9GF:�UFQ9:�p JOQ������`K=>TG�zVUhJOMNJLD�ABG�<�:�<F@�A�<
p GF>TU�>HI�<�>i]X@�>HGF>  ��� � & Z
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � �NÅ
� �JÍn¡¶� Å¨¡ ÈrÆ�¤G���j� � �u¡ È:ÇN¤Â��� �j�4"D�A�����5�A�j��Í5�£�;=����������
*������]��Í Ã �4%����]Ä>"

E(1)(r, t) = 2−1/2µ0ω
2
cle

iωclt

�
(1)∗(r, rA, ωcl)·dcl + C.c.

� �u¡ ÅD1N¤
���j�]���N��������� �������°�n�j��� Ã "°�/� � �u�`��� ��Í£Í����n���G�j�&�x���������°� ��Í � �b� �^���;=j�n�����n�§¤)*��n���<��Í)�j�n�u�n� ��� �A�j�
����� Ã (À�����T���E%��n��� Ã � Ã �&%����`Ä>"

W (rA, t) = −1
2
d(t)·E(1)(rA, t) = −1

2
µ0ω

2
cldcl ·Re

�
(1)(rA, rA, ωcl)·d

∗
cl,

� �¨¡ Å�É�¤
� �j���C� ��Í����u�)�����&� �A�j� �������£�nÍA�c���j�u��� Ã �����j���N���j�+¤ �������TÍ|�n���J������Äj�u����� Ã ���ª� �j�¾�£�nÍ��������N� ����� �|�/�
� �u� � � �c�������N��� ����� � �§¡�� �u¡¥Å/.N¤ ¡K���u��Í|�n���RÄx�3�j�j�j����Í£���¨��� �^�����V�A�j� �~��� �|� ���)��� �u�¾��� �j��� �����4� �/�
� �u�Z���nÍ£�������N��� � ���N��������� �������ª��ÍG�u�j�|���,=��u�����j���������jÍG�/�0�A�j�Z�n���n���������D� Ã �u��������*������5��� �j���C�]���£�|�/�
�n���j��Í£�3��ÄuÍ��n�N� �����A�j���n� ��Í�Í����t���x� �j�����" � È�È 1 � ¡

���j�T� � (À����Í��������J� �����£�X�/�Â�A�j� � � �x�����n�N��� ��� � �u¡�ÈtÉN¤���ÍX���j�j��� �J�����N���j�&���x�n���X� �j��� ����Í��j�
�n����Í�Í£���n������������� Ã �j��¡ 7�" �D� �j�&"���� Ã �n���N�����j�#(À���N��� Ã ����� ���n�C�j�u� �J�j�nÍ3��� �`Í£���T��� ��� �Â� " ��Í �j�£�nÍ����N���n�
Äc�n��� � � �c¡¶� �u¡�È:Ê�¤(�j� �5�t���`Äc� �b�����£�����]����� �j�K�^���£�

Uor
n (rA) = −

~µ0

2π

∫ ∞

0

dω ω2tr
{

Im
[
αn(ω)·

�
(1)(rA, rA, ω)

]}
.
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��Í¾Í�j� �b�<��� � � � ¡ � ÈrÆ�Ê � � � �j��Í � ���j�£�nÍ£Í������g������� �bÍ �^��� �?Í����G�j��� � �>"�Í����t���5���J���n��j��� �7�����������D�!�A�j�
� � ( �£�nÍ��������N�)� � �^�����n�D��ÍXÄx����� Ã �j�j� ���`�n���£���n�����������jÍZ�/� � �j�G=��j� ����������� Ã �n���n� �������+� Ã �j�������,*������
�b���A�+� �u���n��������ÍA�c���j�j��� Ã ���j�j�j���n�ª�����n� ���£�����u�0�c�����b�/�±�A�j�|�������T���bÍ"�Í£���n� �j���jÍ¢� �j���n���£���n�����������jÍ��/�
� �u� =j�j������������� Ã �n���n���������Z�j�0�c����� �b��� �C� ��Í5���u�j�j�n���`�����������£��� *�������¡

� �R�����u�n�!���ª�j��Í��n�uÍ�Í��A�j� ����� �����&%��L���M=��j���j�n� �D� � �j�L� �j�£�n�3���n���TÍ����`�A�j� ���N���n�������������
?����T��� ���D(
�j����� �AÅ¨¡!1�Å�¤(�c���!��Í!�jÍ�� �^�j�¶���+�n���jÍ����j�n� � �j�¾��Í"�� �¨���������XÄx�;���E%¨�����j�!�/� � �u� � � �x�����n�N������� �^���!����� Ã �
���j�`Í��D�����0�)�����,��Äc�¨�M"ªÍ�� �j�������������uÍn¡ � � �A�j�L�£���������j���?�����D� �4��� �j�n�£� �����0�������,��Äc�¨��"�Í��;�������)�������jÍ
���£�L����� Ã � �b���A� �£�nÍA�c�n� �|���T� �j�L�C�������������n����Í£����� �G�E%��3���n� Ã � �jÍ���Í�Í£�¨��� �����n� �b��� �]� �j�3�������%���j� �A�j�
�D� Ã �j� �����n�������������Z�T�n�u���j�������jÍ£�������u����� Ã �A�j�XÄx���j����Í��§� �j�X� � ( �£�nÍ��������N�+�j���£�!�/� �A�j�)� � �c�������J��� ���
�����j�j���nÍb��� � �+�M��¡§ 3¡ Èr¤

Uor
n (rA) =

~µ0

2π
tr

[
αn(0)·

∫ ∞

0

dξ ξ2

�
(1)
zero(rA, rA, iξ)

] � �¨¡!�uÈ:¤
� �j����� �

zero

��Í5�u�;*��j��� Ä>"
[
∇×κ(r, 0)∇× −

ω2

c2
ε(r, 0)

] �
zero(r, r

′, ω) = δ(r − r′) � , � �¨¡!�NÅ�¤
���j�C� �u�X�£�nÍ£�������N� ����� � �/� �j�£� �¨���+�����nÍG���

U r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nkdnk ·Re⊥

�
(1)⊥(rA, rA, ωnk)·dkn.

� �¨¡!�9��¤
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� �ª� �u�|�9� �c��Í�� ���,�¨�j����( �£���7�����j���������T��� � �u�n���|�����x�������)��Äc���M" Í��;�������)�������jÍG���£�|Í��D����� �b� � �ª�£�nÍ�x�����
�����A�j� �C������������������Í£�����T�������T��� ���j���D���j���u� �Â� %��+���n� Ã �A�jÍ��±�A�j�¾� �Â� ����� ��Í��/�¢� �j� � � �c�������J��� ���
�t���`Äc� Ã �&%��n�]��ÍL� ��� ��¡§ 3¡ Èr¤

Uor
n (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2tr
[
αn(iξ)·‖

�
(1)‖(rA, rA, iξ)

] � �¨¡!�/2N¤
���j�

U r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nkdnk ·Re ‖

�
(1)‖(rA, rA, ωnk)·dkn.

� �¨¡!�NÆ�¤
���j�X�������;%����u�n�X�/�[�A�j�Z� �j�£�n�����n�£�DÍ �����A�j�L���N���n������������� ?!���D���������j� ���R� Å�¡!1NÅ�¤5����� �j�X��� �7���£�j�n� ���j�
�j��� ( ��� �7���£�j�n�+�����T����Í �t���+�j� � Äc�����M�^�n�£�����ªÄ>"+�£�n�t��������� Ã � �JÍ�¡±� �¨¡ Ê�¤5�	� �¨¡�ÈE2N¤ ¡����u� p̂·Â

���N��������� �������
�j���T���j������Í��A�j��� � �c�������N��� ���¢��� �A�j�+�£���7�����j���������D� � � �j�n�£�D�A�j�+�����N������Äj�u�������jÍ �^�����$� �j�D��� �j���
� � �3���N���n������������� ���n�£�DÍ¢���£�!�����A�j�n��� �u��� ���4" �t���j���n�����n�DÄ>" Í����T���j���£��Í¢�D��� �j�

p̂·Â
�n���N���£��Äj�¨�������?�~��Í

��Í � �j���t��Í��K�^���Â�A�j�Z� � ( ����Í����j���N� �����£�b�D�O�A�j��� � �c�������N��� �����u� � ¡ �+�M��¡� 3¡ Èr¤G���GÄc�n�����D�Z�u� Ã ��� Ã ��Äj���
�A��Í ��Í ��Ä-%������jÍ��4"L�����j���^���[� �u�G����Í��������J� �j���£� �D�c�A�j� � � �x�����n�N��������� � �j���C� ���u�&"X�j� �c�n�u�jÍ����)�j�j�£�n�&"
�������jÍ#%��n�£Í�� *������jÍ[���L�A�j��Í¶�����D� � ¤ ¡0�Z�L� �j�G�����N�������" ��� �j�

d̂·Ê‖ ���N��������� �������3�j���T���j������ÍO�A�j� �c�������J��� ���
���]� �j�3�j����(À�����������u�n�?�����T��� � �j�����¾�����0���n���;%����N�+*j�n���uÍ|���£� �j�j�£�n�4" ����� Ã � ���j�j�������A¡ � ���t�����±� �����!� �j��Í
����������ÍG� �j������� Ã �Â� %�� (À���n� Ã � � �^�����e�/�¶�A�j���n���n��������Í �7������� �Â���u����� Ä����N���n�������������

ĤCoulomb =

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂(r),

� �u¡$��ÇN¤
� �j���C�]��Í � �>"ª� �u�Z�j����(À�����������u�n�C�����D� � ��Í5����Í��,BJ�j� �b�`��ÍG� �j�Z�����������£��Í£���������������T���t¡ � �C�t��Í£�nÍ � �j�����
���j�4"L�A�j�b�j����(À��� �7���£�j�n� � � �c�������N��� ���u��Í[�/�	���N���n�£�nÍ �4�N�t�����n�u� ���������jÍ¶�t��� Äc�5Í���� �j���&*���� �n���jÍ����j�n����Äj�&"
Ä>" ����Í£���£��� ����� Ã �A�j���)�������N�������T��� ĤCoulomb

�^�£����� �u� %��n�"TÄc� Ã ���j�j��� Ã �~�����t����� P¨�n��¡xÈ�¡ Å¨¡$�N¤ ¡����j�!�������
�/�O� �j�

Â2 ���N���n�������������C��Í5Í����T��� ���)�!�T���£�ZÍ��jÄu������¡ P����j���X� �b�j���nÍb�j��� Ã �4%��Z����Í��Z��� �j���j���T�����)�����£Í
ωkn+ω

��� � ¡ � �§¡u� �u¡ È�Èr¤ �)�A�j��Í0�������(�j���nÍ¶�j���¶�n���N������Äu�u������� � �j�¢����Í��������J������� �[�/�¨� �j� � � �x�����n�N���������
��ÍX� ���c�n�����n� �^�;� ¡��A�j�D�£�n�D���AB?����� �j�T�n�j� �/� P��n��¡¶Å¨¡¥Å¨¡ Èr¤ ¡ � ��ÍX�n���J������Äj�u�������R���C� �j�T� � ( �£�nÍ��������N�
����� � �/�b� �j���c�����n�N�������Â��Í¾�j� Ã ��� Ã ��Äj���T�����A�j���j��� ( ��� �7���£�j�n�°�����T��� � �j����� Ã �����j��� Ã ���G�x���£�7���j�n� �^���
� ��� Ã ���5�������)��Äc���M"+Í£� ���������������jÍL�~��Í5Í£���������?��Äc� %�� ������� �j����� �7���£�j�n�]�����D� �Â� �5��Í5�8�u�������&"��n���j�n�������n�
Ä>"R� �����£�Z�/���A�j�

p̂·Â
�����N���£��Äj�u��������¤ ¡ �!����� � �j���Z���j�����nÍ£�j����ÍZ��� Ã �����u��� Ã �A�j�¾����� �����&%��3����=��j�n�u�n�

�/�±�A�j�|���N���n�������������D���n�£�DÍ Ã �n�j����������Í£�!� �u�+*��j�j��� Ã ÍG��Äu�7�����j�n�D�t���£�����n� �^��� �A�j� ����� �����n�j����� �n��Í����/�O���
������� ���J���n����������� Ã �b���A�]� �c�n�#�^�n� ���&"ª�n���j�u�j������� Ã �����4�OÍA������� � �/2 �	È�È:Ç ��È�È 1 �±È�ÈtÉ��A¡

#[���j�����4" �������b�uÍ �����T�D���J�b���]�A�j� �x�����n�N�������	���M=��j���j�n�X�/�¶��� �²�(F�j���j�j���]�D�����n������� �u���9�c�n� ������Í5���
� �u� � � �c�������J��� ��� �^�����t����� P¨�n��¡¢È�¡ Å¨¡¥Å�¤ ¡ ���j�T� � (À����Í��������J�,� � �x�����n�N��� ��� � �u¡ Å�Å�¤|��Í��j���XÍ����jÍ�� ���4%��
���]��� �²�( �����j�j�����+�����n�£� ���<�u���9�c�n� ������Í��0Äc�n�t���jÍ��D������ÍZ�8���j����Í�Í���� �����������TÍX�D� �A�j�+��� �Â� "�Í �x��Í������&%��
%������u�nÍb�/�[�A�j� �x�����T�������&%����F"+���j�]� �j� �c�n���T�t��Äj�������F"+��� ���D� Ã ���j���"G�^�������u�n�j�����nÍ�¡W�|�`�A�j���n���N�������" �
� �u�L�£�nÍ��������N� � � �c�������J��� ���¢� �u¡¥Å/.N¤ �j����Í����J���^��� � �¨�n� ���n� �������DÍb�D� "C�8���j��Äj� � �j�J�jÍ������@�^�n�����j�£�nÍ!�&�
� �u�XÄc���j����Íb�����Z���;�²�( �����j�u�n�]��� ���j�Z�/�¶� �j���£�nÍ��������N�b�������jÍ�� ������� �^�����J�j���j�n���nÍ�¡
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���j�L� �j�����0�c��� ���#( ����� �j����� Ã ?����D���������j� ���R� Å¨¡ É/2J¤G�n���jÍ���Í£��Í �/�¶� �Â�+���n�£�DÍ � �j���C�?���£�LÄc��� �`�����j�t���5���
� �u� *��n����%����£� ��Äu���nÍ�¡<��Íb�������n���M"D�D���N�������j�n� � �����t�����	� �j�Z�u��Í����jÍ�Í£�����CÄc�n����� � �§¡0� �u¡ ÇN¤����u�A�j�Z�n���J����� (
Äj�u�������uÍ��^�����*� �j�|Í£�n�����j�ª�������H�t����Äx�!�j� Ã ���n� ���n� �^���Â�j���j����� �����&%���Í �����5���n�N���£� (À�/� ( �D��Í�Í �D���������5�JÍ��
� �j���5� �j�����t���j��� Ã (À�����j���G�n�u�n� Ã "�ÍA�j�4�²�b��Í Ã �4%����`Ä>"

∆E ′
n = ∆2E

′
n = −

1

~

∑

k

∑

λ=e,m

∫
d3rP

∫ ∞

0

dω

ω′
kn + ω

∣∣〈n′|〈{0′}| −d̂′ ·Ê′(rA)| � ′
λ(r, ω)〉|k′〉

∣∣2

� �¨¡!�NÊ�¤
� �j�����

| � ′
λ(r, ω)〉= f̂

′†
λ (r, ω)|{0′}〉

���j�
ω′

mn = (E ′
m − E

′
n)/~

¡ � Í���� Ã � �§¡ � Å�¡ Å/��¤!���j�?�/� �j�4"¨��� Ã
� �u�X�����T� �u�7�)�������ª����� ���������jÍZ� Å¨¡¥Å¨Èr¤G���u���AÅ¨¡ Å�Å�¤(�u�A�j�Z�D�����£�4�+�n�����D���N��Í �����K�^���u�j�����TÄx�

〈n′|〈{0′}| −d̂′ ·Ê′(rA)| � ′
λ(r, ω)〉|k′〉 = −d′

nk ·

�
λ(rA, r, ω)

� �u¡!�/1N¤
� �j�����

d′
mn = 〈m′|d̂′|n′〉

¡GP��jÄjÍ£�������u���������/�Â�A�j��ÍZ�£�nÍ��u���X���N��� � �§¡¢� �u¡$�NÊ�¤|���j� �uÍ��T�/� �A�j�T���N��� Ã �����
����� ��������� �AÅ¨¡¥Å�ÇN¤ ���t���jÍ5���

∆E ′
n = −

µ0

π

∑

k

P

∫ ∞

0

dω

ω′
kn + ω

ω2d′
nk ·Im

�
(rA, rA, ω)d′

kn.
� �¨¡!��É�¤

L �`�j� �%�D� �j�&"#� �j�]Í����T� �j�����n���j�j���`��ÍT��� P¨�n��¡ �u¡�È�¡  ���Í��t�����j��� Ã �A�j���^���n�8( Í�����n� 30��� Ä ÍA�j�4�²�
�n���J������Äj�u�������jÍ �n���N�7�����j��������� �§¡0� �¨¡!��É�¤�Ä>"ª�£� �j�����n��� Ã �A�j� �Z���n���ª�����jÍ���� �b��� ��� ��Í Í��t�)����������� Ã ����� �
���j� �������uÍ�^���£�D��� Ã �A�j� �^�����J�j�n�j� "º���N��� Ã �����!�������D� Ã �������" �^�����J�j���j�n���nÍC�jÍ£��� Ã �����N�����u�����N��� Ã �����
�����C�j�j� ���u�nÍ�� � �3�������4%������ � PM7�È � PM7GÇ � PM7GÊ � PM7 1��

U ′
n(rA) = Uor′

n (rA) + U r′
n (rA)

� �¨¡$2>.�¤
� �j�����

Uor′
n (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2tr
[
α′

n(iξ)·

�
(1)(rA, rA, iξ)

]
,

� �¨¡$2jÈ:¤

U r′
n (rA) = −µ0

∑

k

Θ(ω′
nk)ω

′2
nkd

′
nk ·Re

�
(1)(rA, rA, ωnk)·d

′
kn

� �¨¡$2JÅ�¤

���j�
α′

n(ω) = lim
ε→0

1

~

∑

k

[
d′

nkd
′
kn

ω′
kn − ω − iε

+
d′

knd
′
nk

ω′
kn + ω + iε

]
.

� �¨¡$2>��¤
�Â���G��������� Ã �A�j��Í �b� � �?�A�j�¾�D���j���D��� ( �n��� �j����� Ã ����Í��j� �4� � �§¡�� �u¡�ÈE1N¤ ��� Ã ���A�j�n� �b� � � � �JÍn¡¢� �¨¡ Å/.�¤

���j��� �u¡¥Å�Å�¤ � �Â�LÍ��n�X� ���)�!�A�j�L�£�nÍ£�j����Í|���£� �^���£�+�����&"T� �u�LÍ����D�,�xÄu�u� �b� � �`�j� �c�n�£���j��Äc�n�`�������jÍ�� �������
�^�����J�j�n�j������Í ���j� �j�0�c����� �+�)����� �L�n�����D���N��Í Äc�n��� Ã �j�����n���T���u�n� Ä>"3� �u�!�)�����T����?����T��� �����u� ���jÍÂ� Å�¡!191�¤
���j�g� Å�¡¥ÇuÈ:¤����?� �u� � � � �n��Í���Ín¡ L ���A�j���R���t���j��� Ã (À�����j��� �c�n�£���j��Äj���������?� �j�����" �¶�T���u���D���O���j� � �j�4(
���&�x��� ���G����� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�nÍ��A�J�jÍ!���t���C���G�^�����D�����&"D���J�j�&%������n�N�!�/� �j�£�E�u���+�)�������jÍG��� � �j�XÍ����D�����£�j�
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � �NÆ
� � �x�����n�N������� ¡ �!���A�j�n� �����+���B)��Äj�&" ���b� � �j���D�A�j�Z� �j� ���0�c������� �n��� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�|� �j���n�N�������K� � �x� (
�����N��� ���±��Íb��Äu�������j�����^������� Í���� Ã ��� d̂′ ·Ê′

���J���n��������������������� � � �j���C�`���j�����A�c����������ÍG� �j�X���N��������� �������
�/� �A�j� �)����� �b� � � Äc���A� ����� Ã �����j�j�������±���u�`�������jÍ#%��n�£Í�� �u� Ã �£�n�nÍ��/�<�^�����n�j���V�D� � �j�LÄx���M">( ��Í�Í���Í£���n�
�n���n� �������+� Ã �j��������*j�n���	¡�� �b��� Ã ��� �A�j�����nÍ£�j������� Ã¾Ã ���t�)���n�ÂÍ����G�j�����n� �F"T�/�0� �j���t�����n�u� ���������5�N�A�j��� �j�4(
���&�x��� ���L�n��� �u����� Ã Í��C�j���D�]��Í �����D��Í£�¾�8�u�����jÍ£�&%��n�&"��jÍ���� � �j���<Í ���j�M"���� Ã ���>%����4%��n� �j�£��Äj�����DÍ¾���0B��
�j� Ã �j�n��( ���£�j�n���c�n� ���j�£Ä����������ª�A�j�n���#" � PM7�ÈrÅ � P�7�È ���±���5�M"������T���t�����t�����n�j�����������jÍ��^�C���/�u���n� 2J¤ ¡

� ��� � ' .N,	3 � ��!s3�4 . '-# # !1. �&�('8)

��Í5�u�������`�)�5� �j�ZÄc� Ã ���j�j��� Ã �/��P¨����¡±È�¡¥Å ���3�A�j�n���#"ª�/�O� �u� � � �^���£�n�ZÄ���Í£�n�]�����D���n�£��Í����9�j��� 2 �� 
��Í %�������� �j��� %����j���#� �j���L�A�j�T�N%��n�£� �/��Äc��� � �n����� �j�D�n���n���������u��� �G�E%�� �^�j�j� �������jÍ3�/� � �j�+�������&���j�
� �u�¾Äx���M"`��Í|�j� Ã ��� Ã ��Äu����¡ � � �j���£�����n�u� �����x� �u��Í|��� �j������Í �A�����|�A�j� ��������� �uÍ£��Äc� Í�� ���������n�R���RÍ����T�
�^����� (ÀÍA���������£� Ã �����5�J� ¡ ��¡ � ε(rA, ω)=1

�
µ(rA, ω)=1

¡ L �j�n�D� �j���������Y��Í��u� �����n�+���jÍ����j�!�LÄc�¨�M" ���A�j�
�D���n�£��Í����9�j��� �n���n� �������+� Ã �j������� *��n���ª�j� �x�n�£Í��^�£���Y� �j�|���¨�n��� *��n���ª� ���c�n�£���n�u�n�n�CÄ>"T� �j���������]¡<���j��Í
�����t���4( *j�n���+�n���£���n� �������C�t���]Äx�X�����n���u�J���n� �^���bÄ-"ª�D�n���jÍb�/�[�A�j�����n���4(À�t�E%����F"ª�T���j�n� � È 1NÅ%���§��Í Í�������
Äc�X�u�n�T���jÍ£���������n�]���ª�A�j�K�^���������b��� Ã ¡

�5�n�������j��� Ã ����� �j�b���n���4(À�t�E%����F"¾�T���j�n� �����j� ��Í£Í��j�T�nÍ�� �j�!�������"���LÄc�bÍ������������n�D����� �j�b�n���N����� �/�
��Í� �j�n�£���n��� �^�£�n�8( ÍA�j���n�G�n�E%¨� �F"3�D�������u���jÍ

Rcav

���jÍ����j��� �j� �u��Í£�[Äx���M"�¡ ��Í � ����Í��j� �4���A�j� �c�n�£�D� �����4%����F"
ε(r, ω)

���j� �x�����T�t��Äu����� �F"
µ(r, ω)

�j�nÍ£�n����Äj��� Ã �A�j��Äx���M"+� �jÍ£� Äc����� �u� �����n� �b���A�

εloc(r, ω), µloc(r, ω) =





1
�4�
|r − rA| < Rcav,

ε(r, ω), µ(r, ω)
�&�
|r − rA| ≥ Rcav.

� �¨¡$292N¤

���j�?�n�E%¨� �F"g�����j���jÍ
Rcav

��ÍD�#�T�¨�u�n� ���������D� ���n�T���;�j����Í����J����� Ã ���º�E%��n��� Ã �?�u��Í£�����j��� �^�������A�j�
Ã �j��Í£�3�������$���C� �j�T�j�t�����nÍ � �j��� Ã �JÄc���j�£��� Ã �������DÍ������jÍ£�������u����� Ã � �j� �j��Í£�LÄc�¨�M"�¡ � ����� � ���)�L�A�j�
���n���4(À�t�E%����F" �T�¨�u�n�c��Í �/� �j�����t��Äj��� �j��� %����u�n�+�A�����Â�A�j���u� �x���£���j��Äc�n���j��Í£�5Äc�¨��"D��Í �j���D� Ã �n�j�����jÍÂ���
� �u�X�£� Ã ����� � �j�n�£�Z� �j�X������� ��Í Í£�������������5�

ε(r, ω) = ε(rA, ω), µ(r, ω) = µ(rA, ω)
�^���
|r − rA| ≤ (1 + η)Rcav,

� �¨¡$2JÆ�¤
�b���A�

η
Äx����� Ã Í����D�CÍ��D����� �c��Í�� ���4%����J�j� Äc�n��¡ � � ����� �������j� ����� � �j��Í¾�n���u�j���������°���G�j�����nÍX� ���)�T�A�j�

������� � �uÍ£� �j���bÄc��Í������������n�C���`���>"�Äx���M"�Í£�j��~���n��¡
���j�T�����t��� ( *������?�������£�n�����n� � � �x�����n�N��� ��� �n��� Äx� ��Äu�������u�n� �^����� � ��Í�¡ � �u¡¥Å/.N¤|���u� � �u¡ Å�Å�¤�Ä>"

�jÍ£��� Ã � �j�TÍ��n�������n�£��� Ã ����� �L�D�Â� �u� �Z�����n� ���n�uÍ���� �
loc(r, r

′, ω)
� �j���C�#��Í��j� *��j���#Ä>" � �§¡ � Å�¡�ÈE2N¤

�b���A�
εloc(r, ω)

�
µloc(r, ω)

���jÍ ���n���3�/�
ε(r, ω)

�
µ(r, ω)

¡ L �5��Í�Í£�j�T� � �u�Â�t�E%����F"L�����j���jÍO���!Äx� Í��D�����
�b���A������ÍA�c�n���b��� � �j�Z�£�n��� %����N�b�������D���|���j�C�T�n�j���j� �G�E%��L���n� Ã �A�jÍ��uÍ�� � �j���b���j�|�D�E"ª��� �j��� "D�A�j�
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � ��Ç
� �������jÍ�������� �+� �	¡ �5¤ � PM7�È�È � PM7�È:Æ��
�

(1)
loc(rA, rA, ω) =

ω

6πc

{
3(εA − 1)

2εA + 1

c3

ω3R3
cav

+
9[ε2

A(5µA − 1)− 3εA − 1]

5(2εA + 1)2

c

ωRcav

+ i

[
9ε

5/2
A µ

3/2
A

(2εA + 1)2
− 1

]}
� +

(
3εA

2εA + 1

)2 �
(1)(rA, rA, ω) +O(ωRcav/c)

� �u¡$2�ÇN¤
� �j�����

εA = εA(ω) = ε(rA, ω)
���j�

µA = µA(ω) = µ(rA, ω)
¡ � �������A�����T�����n���£�j��� Ã ��� �����j�j� (

�������R� �u¡62JÆ�¤��A�j�����n�������+�n�j�£�&"TÄj�����CB�����Íb�j�¨��ÍG�j��� Ã �&%��|����Í�� ���¾���^�����n�,�jÍ��3��� �b�����§Äc�|�j��Í£�t���£�j�n�����
� �u� �^������� �b��� Ã ¡

P¨�jÄjÍ ��� ���u����� Ã � (1)
loc

���N���,� �§¡0� �u¡¥Å�Å�¤(���Â�K*��u�C�A�����G�A�j�Z� � ( �£�nÍ��������N������� �5�/�0� �u� � � �c�������J��� ���
�/�[���`�������eÍ�� ���������n�C���uÍ����u��� Äc���M"���Í Ã �&%����`Ä>" � PM7�È:Æ��

Uor
n (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2

[
3εA(iξ)

2εA(iξ) + 1

]2

tr
[
αn(iξ)·

�
(1)(rA, rA, iξ)

]
.

� �¨¡$2JÊ�¤
�Â���G�����£��Í���� �b� � � � �c¡	� �¨¡ Å�Å�¤[���;%��t����Í¢�A�����¢� �j� �����t���4( *j�n���3�n���£���n� �������D��� �����u�n�nÍ¢� �j�

ξ
(À�j� �c�n�u�j�n�N�

�n���J������Äj�u�������jÍ ����� �u���c�������N��� ������� �u� �~��� ���������DÍ ���j����� Äj�����CB�����Í5��� �G�E"�Í Äc�n��� ÃXÃ ���n���������A�����D�j�j���F"
�
εA(iξ)> 1

� ¡�P¨���j�n�L� �j� ���N��� Ã �����j� ��� � �§¡�� �¨¡$2JÊ�¤ �D� "
���E%��¾�u� �x�n�����N�ZÍ�� Ã �jÍ+�^���!�j� �x�n�£�n�N� %������j�nÍ
�/�
ξ
�¨� �u�����������

Uor
n (rA)

�+�E"TÄc�|�n� �j���j�n���C���G�����j�j���n�5����� Ã �n�u�n����� ¡ � �ª�A�j�|��� �7���£�j�n�C�����T��� � �j�����

Uor
n (rA) =

~µ0

2π

[
3εA(0)

2εA(0) + 1

]2

tr

[
αn(0)·

∫ ∞

0

dξ ξ2

�
(1)
zero(rA, rA, iξ)

] � �¨¡$2>1�¤
� ���n�n����� � �§¡!� �u¡$�uÈr¤����Â�A�j�]�����t��� ( *������ ���x�n� ��Í+��� �Â�E"¨ÍD���n��� ������� �n�M�����j���n�T�n�N���/�

Uor
n (rA)

Ä>"<�
Í���� �u���+�~��� ������¡

P¨���T���������4" �J�D�²���n� Í��jÄjÍ ��� ���u����� Ã � �§¡0� �¨¡$2NÇ�¤¢���N��� � �§¡0� �u¡¥Å/.N¤(�J� �u�Z�����t��� ( *������T�n���£���n� �����]�£�nÍ£�������N�
����� �b�/�O� �j��� ���c�������J��� ���x���n���jÍ

U r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nkdnk ·Re

{[
3εA(ωnk)

2εA(ωnk) + 1

]2 �
(1)(rA, rA, ωnk)

}
·dkn.

� �¨¡$2NÉ�¤
� �C� �j�������D� �Â�D�[�j� Ã ��� Ã ��Äu���!��ÄjÍ����A�u������� �

Im εA =0
� �j���j� ����Í

U r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nk

[
3εA(ωnk)

2εA(ωnk) + 1

]2

dnk ·Re

�
(1)(rA, rA, ωnk)·dkn,

� �¨¡ Æ/.�¤
Í���� �u�]�����N���£��Äj�u�������uÍ ��Í�Í£�¨��� �����n� �b��� �°� �u�]�u� �x�n�����N�T�������uÍ����������uÍ

ωnk

���£�]�T���j�&*����°Ä-"°Í£���G�j���
�~��� �����£Í �u�j�Z���¾� �j�����M=��j���j�n���/�O� �j�����¨�n���4(5*��n���ª���x�n� ��Ín¡R#������

[
3εA

2εA + 1

]2

< 1 ⇔ −
1

5
< εA < 1

� �u¡ Æ�Èr¤
� �LÍ£�n�Z� ���)�!��� �����u�n�n�T�n�N� ���b�����j�j� �������]�D�E"ª���n���j�����j�;�x���j�j��� Ã ���C�A�j�K%������j��Íb�/� εA(ωnk)

¡
� ���j���������jÍD� �u¡62JÊ�¤|���j� � �u¡62NÉN¤!�8�¨���n�j� � �j�)�^�£�n� (ÀÍA�����n�T���nÍ£�j����ÍD� �u¡¥Å�Å�¤|���u�g� �u¡¥Å�Å�¤��^���|�A�j� � �

�c�������J��� ���±���D� �u�3�t��Í�� �/� �/�����R�)��������� Äx���j�j���R���?�TÄx���M" � �j������Ä-"
�^�j���4"C�����n���j�N����� Ã �^���!���¨�n���4(
*������?�(�	������Í�¡ � �|��Í � ���£�A�R�j������� Ã � �����!� �j�3�����t��� ( *������C�n���£�������������?�j�;�x���j�jÍ|���j�&"]��� �A�j� �����n� ���£��� �
���j�+�j���G���+� �j���+� Ã �j������� �j���/�x���£�����nÍ �/�±� �j�+�j��Í£�ÂÄx���M"�¡<���j��ÍÂ�t���ªÄc���u�j�j�n�£Í£���¨��� �^�����Y�A�j���~��� �
� �j�����A�j�¾�����t��� ( *������C���x�n� ��Í����£� �j�j� ���+� �u� ���M=j�j�n�j���¾�/� � �u� �j�n� Ã �JÄx���j����� Ã Äc�¨��"?�������TÍ����?�A�j�
Ã �j��Í£�!�����������b��� ���A�j��Í5���M=��j���j�n��Äc�n��� Ã �u���D���������n��Ä>"�� �j�������n� ���£��Í£��������� �Â���j����� ÄC���N��������� ��������¡
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � �NÊ
� ��� � '-#%) !�� �`,�)	� ��'*)

� �T�����j��� ���X�/� �u�&"3�A�j� Ã ���j�n������� ���j�£�nÍ�Í£�����uÍ �^��� �A�j� � � �c�������N��� ������Í Ã �4%��n� Ä>"G� �JÍn¡c� �¨¡�È 1�¤(�c� �¨¡ Å/.�¤
���j��� �u¡¥Å�Å�¤����Z�!ÍA�c�n�n�4*��G��������� Ã �n�T�n�N�[�/�§�+� Ã �j�����¨�����������£����Äc�¨�j���nÍ���� �u�G�/� �u���9�j�£� ����� �Z�����n�3���n�jÍ£���
� �jÍ �]Äx� ��Äu�������j��� Ä>" Í£���&%���� Ã �A�j� �j� �x�n�£�n�N�������|���J���)�������Y� Å�¡�ÈE2N¤ �^��� Ã �&%��n� �^�j�j���������uÍ

ε(r, ω)���j�
µ(r, ω)

¡ #����3�D���>"#��������� Ã ���D���J��Í �j��ÍA�j��� "���� Ã � �u� Ã ���u� Ã �£�n���/�bÍ#"¨�T�T�����#" � ��¡ Ã ¡ � �j�����������
ÍA�M�j�n�£���t���������[�;"������j�j�����t����� �j� ����� �E"����¶Í#"¨Í �����DÍ��J�A�j�5����ÍA�c�n� ���&%�� ���£�n��� ���n�jÍ£��� ��Í � %������ ��Äu�������¾������Í£�n�
�^���£� � È 19���A¡ #���� Ã �n���D� �������nÍ����u�&" Í£��� Ã �N���&"<�j� %¨��������� Ã �^����� Í��j�C� �j� Ã ��Í#"��D�T�����" � � �j� 7Â�����
� �������jÍ������#�/�Â� �j� ���£�n��� �����jÍ����3�t���#Äc�D�jÍ£�n�#���`�u�;%������9���`Í"�Í ���n�D�������D�/� �j�£� �¨���+���������?���`�A�j�
� � �c�������N��� �����j��Í Í��������Äx�����¨�������j�n������� �j�K�^������� �b��� Ã ¡

P¨� � �c��Í£� �A�����K�^���|�ªÍA�c�n�n�4*�� Ã �n���D� ���"`�/� ���N��������Í£�4���A�j�)�c�n���T���£���4%¨� �F"`���j�<�~���-%��n�£Í��:¤ �c�n�£�D�8(
��Äj����� �F"D�n���]Äx���j���n���G�x��Í��n�`��Í

ε(r, ω) = ε(r, ω) + χ(r, ω), κ(r, ω) = κ(r, ω)− ζ(r, ω)
� �u¡ Æ�Å�¤

� �j�����L�A�j� ���£�n���`�����jÍ���� �
(r, r′, ω)

�n���£����ÍA�c���j�j��� Ã ���T�A�j�+�~Ä����CB Ã �£���j�j��¤bÄc�¨�u���nÍb�j��Í�������Äc�n�`Ä>"
ε(r, ω)

���j�
κ(r, ω)= µ−1(r, ω)

��Í�BJ�j� �b�5�
[
∇×κ(r, ω)∇× −

ω2

c2
ε(r, ω)

] �
(r, r′, ω) = δ(r − r′) � � �¨¡ Æ/��¤

���j�
χ(r, ω)

���j�
ζ(r, ω)

�u�nÍ�������Äx�bÍ����D���^Í��D����� ¤0�������£�n� �������jÍn¡ � �¾�A�j��Í �n��Í��,�N� �j� �^�j��� �Z�����n�¾�����jÍ����
��Í Ã �&%����`Ä>"ª�A�j�X �"�Í����`���J����������� � PM7�È��
�

(r, r′, ω) =

�
(r, r′, ω) +

ω2

c2

∫
d3s

�
(r, s, ω)·χ(s, ω)

�
(s, r′, ω)

−

∫
d3s

�
(r, s, ω)×

←−
∇� ·ζ(s, ω)∇� ×

�
(s, r′, ω),

� �¨¡ ÆD2N¤
��Íª�n���ºÄc�?�t��Í£���4" %��n�£�&*����ºÄ-"gÍ��jÄuÍ£��� ���u�������g���N���#�A�j�?�j� �	�������J��� ��� ���J���)������� � Å¨¡ ÈE2J¤T���j�º�jÍ£�?�/�
� �JÍn¡Â� �u¡¥Æ�Å�¤Z���j�g� �¨¡ Æ/��¤ ¡ 7 "���������������� Ã �A�j�D �"�Í��������J�����������5�O���j�T�t��� ��Äu������� ��� � �������jÍ£����� �/�� ���
�x� � �n��Í��/�

χ
���j�

ζ
� � �j���C�?��Í�BJ�j� �b����Í!�A�j�,7Â����� �8�������jÍ£�����°� �+� �	¡� 3¡ Èr¤ ¡ � � �����£�����n�j�������

�&�O� �u�L�������£�n���������]��ÍbÍ£�"!T�n�����N���&"CÍ£�+�������
|χ(r, ω)|

�
|ζ(r, ω)|� 1

�§�A�j�n� � Ã �¨���]�/� �j�£� �¨���+���������ª���
� �u� �Z�����n�C�����jÍ����b��Í Ã �&%��n�]Ä-"+� �j�������j�t����7Â���£�]�8�������jÍ£�����

�
(r, r′, ω) =

�
(r, r′, ω) + ∆

�
(r, r′, ω),

� �¨¡ Æ�Æ�¤

∆

�
(r, r′, ω) =

∫
d3s

{
ω2

c2
χ(s, ω)

�
(r, s, ω)·

�
(s, r′, ω)

−ζ(s, ω)
[ �

(r, s, ω)×
←−
∇�

]
·
[
∇� ×

�
(s, r′, ω)

]}
.

� �¨¡ Æ�Ç�¤
�!Í£���/���A�j� 7 �����D� �������jÍ£�����D���n���jÍ���� �D� �j���E�¨���D����� �8���j����Í�Í������jÍ �^�����A�j�K� � �c�������N��� ����� � �j�����

� �?����Í£���£��� �+���u�+���£�����J������� ��� � �j� Ã �����u�j��( Í �7����� �c�������N��� ���
U(rA) ≡ U0(rA)

���<�A�j�
�^������� �b��� Ã ¡
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P¨�jÄuÍ£��� ���u����� Ã � �JÍn¡¢� �u¡ Æ�Æ�¤|���j�g� �u¡¥Æ�ÇN¤����N����� �§¡Â� �u¡ È 1N¤ � ��� Ã ��� �u�n� �b���A� � �JÍn¡ � �u¡ Å 2J¤|���j�g� �u¡¥Å�Æ�¤����
���j��*��u�jÍ¢�A���������������j�n��� ���£�j�n�����

χ
���j�

ζ
���A�j��� � �x�����n�N��� ���j�D�����T��Í£�����£�9�j��� Ã �����u�j��( Í �7�����b�������

���n���jÍ � PM7�È � PM7!È .��
U(rA) = U(rA) + ∆U(rA)

� �¨¡ Æ�Ê�¤
� �j�����

U(rA) =
~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)tr

�
(1)(rA, rA, iξ)

� �u¡ ÆD1N¤
�b���A�

α(ω)≡ α0(ω)
��Íb�A�j� �c�����n�N�������0��Í�Í£�¨��� �����n� �b���A�`� �u�LÄ����CB Ã �����j�u�?Äx���j���nÍ ε(r, ω)

�
µ(r, ω)

6
���j�

∆U(rA) = −
~µ0

2π

∫
d3s

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

{
ξ2

c2
χ(s, iξ)tr

[ �
(rA, s, iξ)·

�
(s, rA, iξ)

]

+ ζ(s, iξ)tr
[ �

(rA, s, iξ)×
←−
∇� ·∇� ×

�
(s, rA, iξ)

]} � �¨¡ Æ�É�¤
��Í|�A�j�¾�n���J������Äj�u���������/��� �j� �c�n� ���j�£Ä����������R�j��Í��n�£��Äc�n� Ä>"

χ(r, ω)
���u�

ζ(r, ω)
¡ ���j� �����j�t���K7Â���£�

� �������jÍ������L�n��� �u�n�j��� Äc���jÍ����3��� �/� �u���E�¨���D����� �A�j���c�����n�N�����������XÍ����n����������Í � �u�n��� �bÄ���Í����¢��������� Ã �8(
�T�n�N�X�/�G�D� Ã �j� �����n���n���������¾Äx���j����Í �^��� � �j���C� � �j� �Z���n��� ���n�jÍ£���X��Í BJ�j� �b����Í � �t�/BJ�&"��u��Í£���j��Äc�n� �
��¡ Ã ¡ �¶Ä>" ���u�j������������� Äx���j���nÍ��0��� �j���T� Ã ���j�n� ������Í�� 5 ���XÍ£�j��~���n�T����� Ã �j�j�nÍ£Ín¡ ���u� �J���������F"R�D�Â� �u�+�/� (
�j�£� �¨���+��������� �t����Äx�DÍ"�Í£���n�D�������t�����&"R��� �����u�n�n�°Ä>" ���j�����j�u��� Ã �j� Ã �j�n��( ���£�j�n���������TÍ3�/�5�A�j� 7Â�����
� �������jÍ�������� � �j���C�]�t���`Äc� �^���j�j�]������� ��¡§ 3¡ ÈL��� � � � ¡ � PM7!È .�� ¤ ¡

���j� 7 �����L� �������jÍ£����� ����������� �������j� �����r�t���LÄx�¢�jÍ£�n�3�����;%������������¢�A�j� Ã �����j�u��( Í �7����� � � �c�������J��� ���
�/�¢���?�������%��� � �j�L�t��Í£� � �j�����¾���j�4" �Â�n�/BJ�&"`�+� Ã �j�����¨�j���n���n���������ZÄx���j����Í|���£� �j�£�nÍ£�n�N��Í��ª�A����� � �
�D� "?�����

ε(r, ω) = 1
�
µ(r, ω) = 1

¡ 6 � ��� �j��ÍX�n��Í��,�O�A�j�TÄ����CB Ã �����j�j� �Z�����n�������jÍ����L�/� �c�t������� Ã ���
� �JÍn¡¶� �u¡¥Æ�Ê�¤5�	� �¨¡ Æ�É�¤ ��Í5Í£���G�j�&"T� �j�K�^�£�n� (ÀÍA�����n� ���£�n���]���n�jÍ£���L�~Í���� �§��¡ Ã ¡ � � � � ¡ � ÈrÊ/.�� ¤

�
(r, r′, ω) =

�
free(r, r

′, ω) =
1

4π

[
� +

( c
ω

)2

∇∇

]
eiωρ/c

ρ

= −1
3
(c/ω)2δ(ρ) � + � free(r, r

′, ω)
� �¨¡¥Ç9.�¤

�b���A�

� free(r, r
′, ω) = −

c2eiωρ/c

4πω2ρ3

{[
1−

iωρ

c
−

(ωρ
c

)2
]
� −

[
3−

3iωρ

c
−

(ωρ
c

)2
]
eρeρ

}
,

� �¨¡¥ÇuÈ:¤
�
ρ= r − r′ 6 ρ= |ρ|

6
eρ =ρ/ρ

¤G���j�]�A�j��� � �c�������J��� ���	���n�u�j�n��Í ���

U(rA) = ∆U(rA).
� �¨¡¥ÇNÅ�¤

�T� @ >�>H� ABMNp DO>�:Bd�AsP=GF:=Y�I�]S� Un<{A�<�>uAB<�:�MJOI�<F>HG{A=Q9<�JOI Psm0JE<F@	AWU�>HMNJL� JOI ��I JL<�>�@�ABDLd�Uhp�A=Q9>uQH:=I�<FA=JLI�JLI PWA=I JLI�@ :=MN:B�
P=>TI >H:�Y�U�MsABP=I�>9<�:%]%JO>HDO>TQ9<�GFJOQ�J�U0Un<FY�]%JO>T]fJOI � >9dnZ  [�� ��� & Z

� � >TQTABDOD"deG�:�M � �yZ�q " Z 

��t0<F@�A�<vY I�]%>TG�<�@ >iUh>NA=UFUhY�MVp <�JO:=I�U
χ = ε − 1

J�U�I :B<F@ JOI P|k�Y%<?<F@ >Nmc>TDLDL� ��I�:�m0I�>HDO>TQ9<�GFJOQ
U�Y�U�QH>Hp%<FJLk�JLDOJE<nzfABI�]|m0JL<�@ JOI�DLJOI >TA=G0:=G{]%>HGi\

ζ 'µ− 1
Q9:=JOI�QHJO]%>iU�m0JE<F@�<�@ >vMsABP�I >9<FJOQ�U�Y�UFQ9>Hp <�JOk JLDOJL<nz=Z



������� ��������
��"�{�����h� ��� 
i� 
 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � ��É
P¨�jÄuÍ£��� ���u����� Ã � �JÍn¡ � �u¡¥Ç/.N¤����j�g� �¨¡¥ÇuÈ:¤!���N��� � �§¡¢� �u¡¥Æ�ÉN¤ �±���j�¾�n��Í����&" *j�j�jÍZ� ���)� �Â�n�/BJ�&"R�j���n���n���������
Äc�¨�j���nÍ Ã �4%��Z�£��Í��Z���D�)�c�������N��� ��� � P�7�È .��

U(rA) = −
~

32π3ε0

∫
d3s

|rA − s|6

∫ ∞

0

dξ α(iξ)χ(s, iξ)g(ξ|rA− s|/c),
� �u¡ Ç9�N¤

g(x) = 2e−2x(3 + 6x+ 5x2 + 2x3 + x4)
� �¨¡¥Ç/2N¤

� �j���C�`��Í5Í����G�j�4"ª�,%������j�T�Z���N��� Ã ������� %��n�!���£�����������4%��Z���n�N������� �^�������nÍ��§��Í ��Í5Í����n���^�����
∇

[
g(ξr/c)

r6

]
= −

4r

r8

[
e−2x(9 + 18x+ 16x2 + 8x3 + 3x4 + x5)

]
x=ξr/c

.
� �¨¡¥ÇNÆ�¤

� � �����£�������j� �����5� �j� �^���£�n����Í����j�j�����&%��R���º� �j��Í£�n�jÍ£� �A�������^���£�n�nÍC�j�u����� � �Â� �����T����� � �t�/BJ�4"
�j���n�������������LÄx���j���nÍ|�n���RÄx�¾Í£���G�j�&"`���u�j�n����� �����j���|������Ä¨�7����� � �j� �����7���@�^���£�n��¡����j��ÍZ��Í|���j�&"]���£�j�
�b���A�j���C�����j�n���5�����u�n�b���

χ
6����j�����jÍ£�����C�/���j� Ã �u�n�5���£�j�n�£Í!��� χ ���t���uÍb���+� Äj�£�t�/BJ�j� �b�?�/� ���j�j� ���4%¨� �F" ���ÍT�������jÍ �����)���n�°��� ��� ��¡¢ 3¡¥Å¨¡ � ���j��������� � �u¡ Ç9�N¤ �t���<Äx���^�j� � �j���DÍ£���G�j���4*��n� �^���T��Í#"¨�G�u���������t�����&"

� ��� Ã � ���XÍ��D����� �������,��Äc�¨��"RÍ��;�������)�������jÍn¡ � � � �j�D�����������u�n� �^����� Ã ( �j��Í£�7���j�n�t¤������T������� ¡ ��¡ � �^��� rmin

� c/ωmin

�
rmin

: �T���j��� �j���j��Í �7���u�n�X�/�[�A�j�3�)����� ���+���-"]�/�¶� �j�XÄc�¨�j���nÍ�6
ωmin

:¢�D���j��� �u�e�/� �����
������� %����J� �������T���5���u�D�T�n�j���j�*�£�nÍ��������j��� �^�£���J�j�n�u�n����Í7¤ ���A�j� �~���������

e−2ξ| � A− � |/c �n���N�������j���D��� g(x)���x�n� ���4%��n�4"������D� ��Í�� �j�
ξ
( ���N��� Ã �����x��� � �§¡O� �u¡¥Ç/�N¤¢���T�¾����� Ã � � �j�n�£� ξ≤ c/rmin�ωmin

�uÍ�� � ����� � �
�D� " �j�u�

α(iξ)'α(0)
�
χ(s, iξ)'χ(s, 0)

�u���nÍ£�j������� Ã ���
U(rA) = −

~cα(0)

32π3ε0

∫
d3s

χ(s, 0)

|rA − s|7

∫ ∞

0

dx g(x) = −
23~cα(0)

64π3ε0

∫
d3s

χ(s, 0)

|rA − s|7
.

� �¨¡¥Ç�Ç�¤
�!�����L�A����� � �j�L��� �7���£�j�n�?�����T���5�������£�nÍ�x���u�jÍ!���D� �u�3�����D� �

c→ 0
���`� �u�3Í����jÍ��L� �����

c� rminωmin

¡
� ��� �j���j����(À�����������u�n� �~Í�j���£�#( �j��Í£�����j�n�t¤ �����D� �4�N�A¡ ��¡ � �^���

rmax� c/ωmax

�
rmax

: �D� �¨���3�j�H�j��Í �7���j���
�/�c� �j�b�)���������X���>"¾Äc�¨�M",�����£��6

ωmax

:O�D� �¨��� �j���/�	�����¨�������;%����N�¢�������T���5���u�T�T�n�u���j�"���nÍ£�������u�n�
�^�����J�j�n�j������Í7¤(���A�j� �^�j�j� �������jÍ

α(iξ)
���j�

χ(s, iξ)
�(�	�������&%����&"������T����� �u�

ξ
( ���J��� Ã �����c��� � �c¡O� �u¡ Ç9�N¤¢���

�¾����� Ã � � �j�n�£� x= ξ|rA − s|/c≤ωmaxrmax/c� 1
�uÍ£� �A�j�X�/� �j�£�E�u���+�)�������

g(x)' g(0)=6
���n���jÍ

���
U(rA) = −

3~

16π3ε0

∫
d3s

|rA − s|6

∫ ∞

0

dξ α(iξ)χ(s, iξ).
� �u¡ ÇNÊ�¤

���j���j��� ( ��� �7���£�j�n�]�����D� �Â�������£�nÍ�x���u�jÍ ���¾� �j�������D� �
c→∞

���ª� �j��Í£�n�jÍ£�L� �j���
c� rmaxωmax

¡
� �ª���£�j�n�¢����*j�j�+� �u�K� � �x�����n�N��� ���c��Í£Í����n� �)���n� �b���A� �Â�n�/BJ�&"T�D� Ã �j� �����bÄc�¨�u���nÍ���� ��*j��Í£�Â�����t�����

� �§¡O� �u¡ Ç9.N¤G���u�`�n�������j� �����

∇×

�
free(r, r

′, ω) = −
eiωρ/c

4πρ2

(
1−

iωρ

c

)
eρ× � , �^���

r 6= r′,
� �¨¡¥Ç91�¤

�
free(r, r

′, ω)×
←−
∇

′ =
eiωρ/c

4πρ2

(
1−

iωρ

c

)
� ×eρ,

�^���
r 6= r′,

� �¨¡¥Ç�É�¤
� �j���C�`� �c���]Í��jÄuÍ£��� ���u�����������N���G� �c¡¶� �u¡ Æ�ÉN¤ ����Í��j� ��Íb���

U(rA) =
~µ0

32π3

∫
d3s

|rA − s|4

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)ζ(s, iξ)h(ξ|rA− s|/c),
� �u¡¥Ê/.N¤

h(x) = 2e−2x(1 + 2x+ x2),
� �¨¡ Ê¨È:¤
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� �j����� �Â� ���E%��X�jÍ£�n�`�A�j�����j���N�����F"
tr

[
eρ× � ×eρ

]
=−2

¡ �!Í Í£�n���
�^�����

∇

[
h(ξr/c)

r4

]
= −

4r

r6

[
e−2x(2 + 4x + 3x2 + x3)

]
x=ξr/c

,
� �¨¡ Ê�Å�¤

� �u��� � �^�����n�+��Í�Í£�¨��� �����n� �b� � � � �t�DB��4"#�D� Ã �u�������DÄc���j����ÍL��Í �j���j�n�C�
%������u�D�T���N��� Ã ����� � %���� ���8(
�j�j��Í��4%����n���N������� �^�������nÍ��¢���°�����N������Í£�¾���R�A�j� �^�������C�n���n�������<Ä>" � �t�DB��4"��j���n���n���������ªÄx���j���nÍn¡ � ���j�
��� �7���£�j�n�����j����(À��� �7���£�j�n�ª�����T����Í �/� � �§¡	� �u¡¥Ê/.N¤ �t���+Äc����Äu�������u�n�T���T�n����Í��!��������� Ã " ���L� �u�!�j���n���n���������
�t��Í���¡ � ��� �u�Z�����������u�n�C�����D� �4�N� �j���D� �j���E�¨���D���������jÍ

α(iξ)'α(0)
�
ζ(s, iξ)' ζ(s, 0)

�n���CÄx���+���u� �
�j���j�n� �Â� ���E%��

U(rA) =
~cα(0)

32π3ε0

∫
d3s

ζ(s, 0)

|rA − s|7

∫ ∞

0

dx x2h(x) =
7~cα(0)

64π3ε0

∫
d3s

ζ(s, 0)

|rA − s|7
.

� �¨¡ Ê/��¤
� �C� �j���j��� ( ��� �7���£�j�n�]�����D� �4�J���j�Z�D�E"�Í�� �

h(x)'h(0)=2
���£�nÍ£�j������� Ã ���

U(rA) =
~µ0

16π3

∫
d3s

|rA − s|4

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)ζ(s, iξ).
� �u¡¥ÊD2J¤

�Â���G�����£��� Ã � �JÍ�¡�� �u¡ Ç�ÇN¤T���j��� �u¡¥Ç�Ê�¤ �b� � � � �JÍn¡X� �u¡ ÊD�N¤D���u� � �u¡¥ÊD2J¤ � �Â�R�j����� �A�����+��� ���n���j��� Ã
���£�j�n���r�A�j��� ��(F�c�������J��� �����n���N���£��Äj�¨�������jÍ �^����� %������j�T� �n���n�T�n�N��Í �c��Í�Í£�nÍ£Í���� Ã �j���n���n��������� �����D� Ã �j� �����
�j�£�9�x���£�����nÍ��j� �x�n�!�j���Z���u�&"`��� �A�j�n����Í�� Ã �5��Äu�u�|� �u�;"R����Í��+� ���j��Äu���|�u� �x�n�����N�X��Í"��G�u���������L�j��Í �7���j���
� � �bÍ�¡ � � � �u�G��� �7���£�j�n�¾�����T���4�:�A�j�G�n���J������Äj�u�������jÍ@�^����� �D� Ã �j� ����� %������j�T�Â�n���n�T�n�N��Í¶ÍA�j� � � �j�ÂÍ����T�
r7
( �j�;�x���j�j���j�n�D��ÍZ� �j� �j���n���n��������� ( �£� Ã �����?�����N������Äj�u�������jÍ��±Äj�u�X���£� �Â�n�/B����LÄ>" �~��� �����Z�D�

7/23
¡ � �

� �u�¾�j����(À�����������u�n�R�����D� �4�§���R� �u� �n���N�������#" �±�;%��n��� �j� ��Í"�� �¨���������,�c� �Â���Z� � �bÍ������3�j� �x�n�£�n�N�4���A�j�
r6 (F�c�������N��� ��� �j�u�+���R�j���n���n��������� %������j�T�+�����n�T�n�N��Í Äx����� Ã � �j�C�°Í£������� Ã �n�3�A������� �u� r4 (F�c�������J��� ���
�n�£�t�����n�]Ä>"C�+� Ã �j�������+%������j�T�Z�n���n�T�n�N��Í��^���5Í£�+�����	�u��Í£�����j���nÍn¡

�¶�!Í£���j�M"Z� �u� ���M=��j���j�n�¢�/�¨�+�����n�£� ���N��ÄjÍ�����u������������� �j� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)����� � �x�����n�N��� ��� � �Â� �D���j�n�
χ(r, ω)

���j�
ζ(r, ω)

Ä-"��A�j��Í���� Ã ���8( �£�nÍ��������j���� ����j�u�8��3±���£�n�N� J �^�����TÍ

χ(r, ω) =
ω2

Pe(r)

ω2
Te(r)− ω2 − iωγe(r)

, ζ(r, ω) =
ω2

Pm(r)

ω2
Tm(r)− ω2 − iωγm(r)

� �¨¡ Ê�Æ�¤
� �j�����

ωPe

�
ωPm

�����Z� �u�L�����n� ���£�������j�]�D� Ã �j� �����K�u� ��Í£�+�,�^�����J�j�n�j������Í��/�O� �j�X�T�n�j���j��� ωTe

�
ωTm���£�G� �j�G�������jÍ#%�����Í�� �n���n� �������b���j� �D� Ã �j� ����� ����Í��������j�n���^�����J�j�n�j������ÍÂ���u� γe

�
γm

���£�G� �j� ��ÄuÍ�����u�������
���������T��������Í�¡<L#� ���E%��

∂

∂γe
χ(r, iξ) = −

ξω2
Pe(r)

[ω2
Te(r) + ξ2 + ξγe(r)]2

< 0,
� �u¡ Ê�ÇN¤

∂

∂γm
ζ(r, iξ) = −

ξω2
Pm(r)

[ω2
Tm(r) + ξ2 + ξγm(r)]2

< 0,
� �u¡ Ê�Ê�¤

Í��X� ���)� � �JÍn¡	� �¨¡¥Ç9��¤ ���j�R� �u¡¥Ê/.N¤[ÍA�u���º�A����� ���D���j�����t��Í��b�/�������������£���b�����D� Ã �j� ����� ��ÄuÍ�����u������� ���t���jÍ
���|���j�n�����n��Í��G�D��� �j���x�����n�N���������n���G�x���j�n�N��Í[��Í�Í£�¨��� �����n� �b� � � � �t�DB��4"3�u���n���n� �����������[�D� Ã �j� ����� Äc�¨� (
����Í�� �b� � �3�A�j�G�(�	����� Äc�n�����D��� Ã Í£�+�����-�^���[����� Ã � �������)�JÄx���M"�Í��;���������������jÍ5� � �j�n�£�5���j�4"LÍ£�+�����>%������j��Í
� � @ J�U;]%JLoy>TG�>TI�Q9>vm0JODLD�ky>�MsA=]%>vp D�ABY�UhJOk DO>�JLI�[S>iQBZ$" Z 	 Z ��k�z|MN>TABI�UC:Bd"AsU�JOMVp�DL>vp @Sz%UhJ�QHA=D�MN:S] >HD Z
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2jÈ
�/�
ξ
�n���N������Äu�u���t¤ ¡)���j� �����j�j� ������� �n��� Äx�¾�j�u�j�n�£Í£������� Ä>"R�£�n�t��������� Ã �A�����Z� �u� Ã �����j�u��( Í �7�����G� �

�c�������J��� ���§�D�E" Äx�!��� Ã �����j������Í Äx����� Ã �j�j�!���L�A�j��=��u�����j������� Ã �����n� ���£���+� Ã �j��������*������ª���j�j�j����� Ã ���
�n���n� �������b�j�0�c�����5�D�	� �u�!�)�����T���5Í#"¨Í �����e���j�D�A�j� =j�j������������� Ã �n�������������b�j�&�x�����G�T���T�n�N�4�J���u�j�j�n��� Ã ���
�n���n� ������� *��n��� � �;� ¡:� �u�¢�£�n�D���ABJÍOÄx����� � � �§¡¨� �u¡$�9.N¤�� ¡[Ë �����n�£� ���J��ÄuÍ�����u������� ����Í0� �j�¢���x�n� �[�/�u�����j�j�n��� Ã
� �u�Z���j�j�u�n�n�C�����n� ���£����*j�n���C���j���j�n�j��� �Â�n�/B����j��� Ã �A�j�ZÍ����n���j�CÍ£���j�������/�0� �j� � � �x�����n�N������� ¡ �!�����
� �j���¾���j�3�n���j�����jÍ£�����uÍ¾��Äc���u� �A�j�ª�������+�D����ÄjÍ�����u������� �������j�������&" Ã �n�j����������Í��D���?� �u����� ( �£�nÍ��������j���
�T�n�j��� 6��^�j� � �j�����T�����,�u� �u�;"C�����+����� %�������� �^���5Äc�¨�j���nÍ �b� � �CÍ£������� Ã �n�b�+� Ã �j�����¨�����������£�����j���9�c�n� �����nÍn¡

� ��� � ��.0#%'*�&. '�� ��. '-# � 	���)

� �#���j���j�nÍ£�n���&�u������� �/�Â�A�j� � �(���J���n��������������Äc��� � �n�n�°� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������D�����������j� �`�D���n�£��Í����9�j���
Äc�¨�M" �¶�A�j�ª�������-���j��Äc���M" �j���/�x���£�����nÍL�n�N�����3��� �^�j�j�����D���J�������4"R�j� �	�����n�N� �G�E"�Ín¡ L �u�n���n��Í3�A�j�
������� ��Í ���T���n�£��Í����9�j��� � �x�����N�(À���0B��+��Ä7�£�n���+���G�c��Í�� �������

rA

�C������������������Í��n�<Ä>"°����Í)�c����������Í���Äj����� �F"
α(ω)

�c� �j�¾Äc���j����Í|���£� �j�nÍ£�n�£��Äc�n��Ä>"?� �j�����!�+��������Í£�n�9�u���,�c�n�£�D� �����4%����F"
ε(r, ω)

���u� �x�����T�t��Äj����� �F"
µ(r, ω)

� �j���C� ���£� ��Í�Í��u�D���X���!Äc��Í��T�¨���A�j�&"�%����"���� Ã �^�u�j���������jÍ0�/� r ¡ � �¶��Í±� �j�����;�^����� �J�j�����¢�j�����j��������L���j�u���nÍ£Í �A�j�!�T��������Í£�n�9�u���b����� Ã ���¾�D�	� �u�K� � �c�������J��� ����Ä>" ���-%��nÍ ��� Ã ������� Ã �u���g� �j� �+���n����Í��n�/�j���8(
2K�� *���nÍ£�j���|�t���RÄc�3�£�n� �)���n�?�����D�A�j�n���#" �D�¢�A�j� � � ���N��������� ��������� �j�����¾Äc��� ���)�����V���j�RÄc���j����Í
���£�������n�������]���]�T�T��������Í£�n�9�j��� �Â� "�¡

3±��� �jÍ �^���n�jÍb���j�b�)�������N�����������]� Ã �����j�u��( Í �7������������� A
���N��������� ����� Ã �b���A�C� Í£��� Ã ���|�u���n���n� �������

Äc�¨�M"]���n��� �>"¨��� Ã � %������j�T� V ���j�RÄc�n��� Ã �C�������������n����Í����RÄ-" �ªÍ��uÍ��n�;�u����Äj�������F" χ(r, ω)
� � �j�n�£� �Â�

������� � �^��� ��������Äj� �������"¾Ä����CB Ã �����j�u���/�0���j�u���������������D� Ã �u�������n���n� �������bÄx���j����Í �u�nÍ�������Äx���ªÄ>" ε(r, ω)���j�
µ(r, ω)

¡¢Ë �DB���� Ã �jÍ��X�/�O� �j��7Â���£�]�8�������jÍ£�����`���N���£�¨�j�u�n�n�]�����A�j���u���;%������jÍbÍ������������
�u¡$2 �����j�
�t���¾ÍA�j� �°� ���)�[� �u� � � �c�������N��� ���¨��Í�Í����n��������� �b���A� � �j� �j�������������£���¢Äx���M"L�/�§���N���n����Í£� �n���¾Äc� �b��� �����n�
�����A�j�K�^�����$� �+�M��¡§ 3¡ Èr¤ �

U(rA) =
∞∑

K=1

∆KU(rA),
� �¨¡ Ê/1�¤

∆KU(rA) =
(−1)K~µ0

2πc2K

[
K∏

J=1

∫

V

d3sJ χ(sJ , iξ)

]∫ ∞

0

dξ ξ2K+2αA(iξ)

×tr
[ �

(rA, s1, iξ)·

�
(s1, s2, iξ)· · ·

�
(sK, rA, iξ)

] � �¨¡ Ê�É�¤
� ���n�n����� � �§¡ � �u¡¥Æ/�N¤�� ¡ L �T�j� ����Í�Í£�j�D� � �j���L�A�j�T�j�������n� ���£��� Äx���M"������jÍ���Í£��ÍL�/� �x����������Í���Äu���¾�������TÍ
�/� %����������jÍLÍA�c�n�n���nÍ

B
���E%���� Ã �c����������Í���Äj����� ������Í

αB(ω)
���j� �J�j� Äc�n�¾�j���jÍ�� ������Í

nB(r)
¡ ���j� Ã �/�

Äc��� � �n�n�?�A�j�X�+��������Í£�n�9�u���X���j�]�D���n�£��Í����9�j���Z�u�nÍ������&�u�������jÍ �/�[�A�j�LÄc���M"C�t���]� �j��� Äc�LÄu����� Ã �n�]Ä>"
� 8;:=<�>N<�@�A�<v<�@ >spy:=D�ABGFJ�U�A=k JLDOJL<nz :Bd�AB<�:�M

A
@�A=Uvky>H>TIw] >HI :=<�>T]wkSz

αA(ω)
<�: ]%J�Un<FJLI�P=Y J�Uh@wJL<�deG�:�M <�@�AB<�:Bd�<�@ >

ky:S] z|A�<F:=MsU�<�:Nky>�JLI�<FG�:%]%Y�QH>T]|JLIf<F@ >vde:=DODL:�m0JOI P�Z
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2JÅ
�T�t���jÍb�/�O� �u� �Â�����jÍ£���jÍF�uË`��Í£��������� � � � ÈrÊ�È��

χ(r, ω) =
ε−1
0

∑
B nB(r)αB(ω)

1− (3ε0)−1
∑

C nC(r)αC(ω)
.

� �¨¡!19.�¤
�!�����5� ���)��Í����u�n�

χ(r, ω)
��Í � �j�X#����j�£���n�¶�������jÍ�^���£���/�	�������u�t��� �£�nÍ�x���uÍ�� �^�j�j� �������5�N��� �3�jÍ£�¢Í��)����Í#� "

� �u�X�����j�j� �������
χ(r, 0)>χ(r, iξ)> 0

�^���
ξ > 0

� � �j���C�`��� �u������Í �A�����5� �u�X���j���J���������F"
1

3ε0

∑

B

nB(r)αB(0) < 1
� �u¡$1uÈr¤

� �jÍ � �j�����	¡
P¨�jÄjÍ ��� ���u����� Ã � �§¡5� �u¡$19.N¤X���N��� � �§¡b� �u¡ Ê�ÉN¤X���j���7�/BJ��� Ã ���J���R�����n���j�N� �A�����L� �j�ª�u� �x���£���j��Äc�n�

�Z���n���]���n�jÍ£���b�t���]Äc�Z�j�n����� �c��Í£�n�?��Í
�

(r, r′, ω) = −1
3
(c/ω)2δ(ρ) � + � (r, r′, ω)

� �¨¡!1NÅ�¤
� �;� ¡ � �§¡O� �u¡ Ç9.N¤����j���j���+�E" �b�£�����

∆KU(rA) =

K∑

L=1

∆L
KU(rA),

� �¨¡!19��¤
� �j�����

∆L
KU(rA) =

∑

η1≥0,...,ηL≥0
η1+...+ηL=K−L

[
L∏

J=1

∫

V

d3sJ

∑
BJ

nBJ
(sJ)qηJ (sJ , iξ)

1− (3ε0)−1
∑

CJ
nCJ

(sJ)αCJ
(iξ)

] ∫ ∞

0

dξ

× VAB1...BL
(rA, s1, . . . , sL, iξ)

� �u¡!1D2J¤
�b���A�

VA1...AJ
(r1, . . . , rJ) =

∫ ∞

0

dξ VA1...AJ
(r1, . . . , rJ , iξ)

=
(−1)J−1~µJ

0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2JαA1
(iξ)· · ·αAJ

(iξ)tr
[
� (r1, r2, iξ)· · · � (rJ , r1, iξ)

] � �¨¡!1NÆ�¤
�j���j������ÍG� �j��Í��j���/�¶�����

L
( �)�����H�������TÍ � �j���b���£���/�0���£�j�n�

K
���
χ
6j���j���t���C���c� �Â���G�/�±� �u�+�~���������

q(r, iξ) =
−(3ε0)

−1
∑

B nB(r)αB(iξ)

1− (3ε0)−1
∑

C nC(r)αC(iξ)

� �¨¡!1�Ç�¤
��Í¢�j�j� ���X� �j�!���N��� Ã ����������� �/�����j���u�n����� �^�u�j����������¡ P¨�j�T�D��� Ã � �§¡�� �u¡$1NÅ�¤ � %���� K ���j�D���n��������� Ã ��� Ã
� �u�X�u���jÄj���ZÍ��j�

∞∑

K=1

∆KU(rA) =
∞∑

K=1

K∑

L=1

∆L
KU(rA) =

∞∑

L=1

∆LU(rA),
� �¨¡!1NÊ�¤

� � *��u�

∆LU(rA) =

[
L∏

J=1

∫

V

d3sJ

∑
BJ

nBJ
(sJ)

1− (3ε0)−1
∑

CJ
nCJ

(sJ)αCJ
(iξ)

∞∑

ηJ=0

qηJ (sJ , iξ)

]∫ ∞

0

dξ

×VAB1...BL
(rA, s1, . . . , sL, iξ)

=

[
L∏

J=1

∫

V

d3sJ

∑

BJ

nBJ
(sJ)

]
VAB1...BL

(rA, s1, . . . , sL),
� �¨¡!191�¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2>�

� �j����� �Â� ���E%�� �c�n��^�����T�n��� �j� Ã �����T�����£���|Í£�j�TÍ
∞∑

η=0

qη(r, iξ) = 1−
1

3ε0

∑

B

nB(r)αB(iξ)
� �u¡!1�ÉN¤

Ä>" �T�t���jÍ¾�D�+� �§¡ � �¨¡!1�Ç�¤3���j�°�����t��������� � �c¡ � �u¡$1NÆ�¤ ¡ �!�����ª� ���)�¾�n���>%��n� Ã �n�j��� �/�b� �u� Ã �n���T���������
Í��u�DÍb�����J�j���£�nÍ

|q(r, iξ)|< 1
��� �j���C�]Ä>"C�D�n���jÍ5�/��� �§¡[� �u¡$1uÈr¤Â��Í5���J�j�&%������n�N�5���

2

3ε0

∑

B

nB(r)αB(0) < 1.
� �u¡ É9.N¤

��Í!�T����Í£�bÍ ���;�5� �Â�X�������u�����X�������D���>"-( �������e�������TÍ5���TÄx�K�^�j���&"ªÍ#"��D�T��������Í£�n� �b���A�`�£�nÍ�x����� ���
� �u� �c��Í£���������jÍG�D�¶�A�j�X�������TÍn¡ �O�T���C�j���;%���� �u��Í����Â�X���N���£�¨�u�j�n�|�A�j��Í"��D�T��������Í������������9�c�n���������

Sf(r1, . . . , rJ) =
1

(2− δ2J)J

∑

Π∈P (J)

f(rΠ(1), . . . , rΠ(J))
� �¨¡¥ÉuÈ:¤

� �j�����
P (J)

�j���j������ÍO�A�j� �x����� �¨�7��������� Ã �£��� �X�/�¨�A�j�¢���u� Äx����Í 1, . . . , J
¡ �!Í[�5���£�&%�� �����n���jÍ������u�n�j���

�/��� �j� � "��n����� �j���/�x���£�F"Z�/�J�A�j� �������n����Í � �n���N��Í±� �j� Í#"��D�T�����"|�D�¨�A�j� ���£�n���X���n�jÍ£�����u� Å¨¡ ÈrÊ�¤§��� Ã � � �j���
�b���A� � �§¡¶� �¨¡!1NÅ�¤(�u���j���t��Í£���&" *��j�jÍ5�A�����

tr
[
� (r1, r2, ω)· · · � (rJ , r1, ω)

]
= tr

[
� (rΠ(1), rΠ(2), ω)· · · � (rΠ(J), rΠ(1), ω)

] � �¨¡¥ÉNÅ�¤
�&�

Π
��Í��n� � �j��� ���;"�������� �c�n�£� �u�7�)�������T�����A�j� ���;%��n�£Í����D�±���;"��n����� �x����� �u������������¡ L ���A�

f(r1, . . . , rJ)Äc�n��� Ã3Ã �4%��n��Ä>"T� �j�!��� �²� �����u�ªÍ����j���/�@� �§¡±� �u¡ ÉNÅ�¤(�J� �u��Í��u�e���ª�A�j���£� Ã �N�������j��Í£���j�!�/�@� �§¡±� �¨¡¥ÉuÈ:¤
�n���J�������uÍ¢��� ��Í£Í���Í �/�

(2− δ2J)J
�������TÍ � ����� Ã �4%��5� �u� Í����T�5���nÍ£�j���n¡ 7�")�^���£�D��� Ã ��Í�� � P (J) P (J)�n���J�������u��� Ã �8�j�������4"����j���£� �j�£�nÍ����N�7�����&%��L�/�¶�t���C�`�n� ��Í�Í��j�A�j��Í��j� �t���C� �J�jÍ Äx��Í£���G�j���4*��n�5�¨���n���j��� Ã

���

Str
[
� (r1, r2, ω)· · · � (rJ , r1, ω)

]
=

∑

Π∈P (J)

tr
[
� (rΠ(1), rΠ(2), ω)· · · � (rΠ(J), rΠ(1), ω)

]
.
� �¨¡¥É9��¤

P "��T�D� ������Í����������D�/�0� �j�Z�D���>">( �������H���n�£�DÍÂ����� �§¡O� �u¡$191N¤��t���C�j� � �n��Í����&"TÄc�����C�j��� %����`Ä>"ª���N����� (
�j�j����� Ã �A�j�K�~��������� 1/L!

���j�CÍ��j�T�D��� Ã � %���������� L!
�c��Í£Í���Äu��� �Â�E"¨Í �/�¶���������T��� Ã �A�j� %���������Äj����Í sJ���j�

BJ

¡����j��Í Ã ���j�n��������ÍL�A�j�+�£� �j�£�nÍ����N�7�����&%��+�/�G�n���C���n����Í�ÍL��� � �c¡Â� �¨¡¥É9��¤Z�8�u�������&"�� �b�����R�~���j�&"
���j���K�^���

J =L+1=2
¤ Í£�T�A����� � PM7�È � P�7�È . � P�7�È ���

U(rA) =
∞∑

L=1

1

L!

[
L∏

J=1

∫

V

d3sJ

∑

BJ

nBJ
(sJ)

]
UAB1...BL

(rA, s1, . . . , sL)
� �¨¡¥É/2N¤

�b���A�

UA1...AN
(r1, . . . , rN)

=
(−1)N−1~µN

0

(1 + δ2N )π

∫ ∞

0

dξ ξ2NαA1
(iξ)· · ·αAN

(iξ)Str
[
� (r1, r2, iξ)· · · � (rN , r1, iξ)

] � �¨¡¥ÉNÆ�¤
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Äc�n��� Ã �A�j� N ( ������� %��ML �c�������J��� ���	���C� �j� �j�£�nÍ����j�n�L�/� ����Äj� �������"ª�D� Ã �u�������n���n� �������|Äc�¨�j���nÍ5�C�����#(
��� ���n�£��Í£�n�]Ä-"

ε(r, ω)
���j�

µ(r, ω)
¡

� ���j��������� � �u¡ É/2J¤|Äj����� Ã ��Í��A�j� Ã �/� Äx� � �Â���n��� �u�D�D���n�£��Í����9�j��� ���j�#�T��������Í£�n�9�u��� �/� �u���N���C�u�nÍ
���ª�A�j� � � �c�������N��� ��� ¡ � ��ÍA�j� �bÍZ� �j���Z� �j�G� �����N��������� �������R�/� ��Í���� Ã ��� Ã �����u�j��( Í �7����� ������� �b� � �
�D�D��������Í£�n�9�j���L�u���n���n� �������ZÄx���M"]��Íb� �u�L�£�nÍ��u���!�/� � �u�3�T���n�£��Í����9�j���

N
( �)����� %��ML ���J���n�������������jÍb�/�

� �u�DÍ£��� Ã ��� ������� �b���A� �A�j�T�������TÍ��n���N�������j��� ���R� �j�TÄx���M" � �j�£� %¨���j�n��� �j����� �j�TÍ��jÍ£�n�;�u����Äj�������F"?��Í
�/�@�Â�����jÍ£���jÍF�uË`��Í£�������§�F" �c� � �¨¡!19.�¤����j�+� �u���n���-%��n� Ã �n�j���Z�n���u�j��������� � �u¡ É9.N¤<�j�����jÍ�¡u�|�j�Â�j�����4%��)�������
��Í %����������j�u�j�n��%����" Ã ���j�n�����������j�j� �������jÍX�~�A¡ ��¡ �M�^���b���]�������e���N��������� ����� Ã �b���A�`���`��� �j���T� Ã ���j�n���uÍ
�j���n�������������!Äx���M"D�/�¶����Äu���������"DÍA�j�/�x�Z�����N�7�����j��� Ã �j� �x�n�£�n�N�b�������T����Í�x���n���nÍ����b��� �C���j�j���������j���x�D� Ã (
�j� �����n�������������5Äc���j����Í �c��Í£Í���Äu�&"¾Äc�n��� Ã �j����Í��n�N�7¤(6j������� ���������¾�D�	� �u� �F" �c� � �u¡¥ÉD2J¤ �G��Í *��£Í£� �j�n�£�&%��n� �^���
� �u��ÍA�c�n��� ���§�n��Í��!�/�0���u���D� Ã �n�j�����jÍ �j�������n� ���£��� �����4��ÍA�j���n� *������n� �b��� � �����£�D���u��� (À��Í�������� ������� �������TÍ
� ÈrÆ�É��O���j�`���������5� �������j�j��� ���G�j���T� Ã ���j�n���uÍ �u���n���n� �������ZÄx���j���nÍ5�/�[����Äu���������"+ÍA���D�x��Í!��� �^�£�n��ÍA�����n�
� È:ÇuÈ��A¡ �!�����X�A�������A�j�X���G�j�����t�����������/� ���j� �t�����n�j�����������C�t���?Äc�X���;%��n�£Í��n� : L �j��� � �JÍn¡ � �u¡ É/2J¤b���j�
� �¨¡¥ÉNÆ�¤ �j�����C���j�ª�A�j�Z�n���>%��n� Ã �n�j���X�����j�j� ��������� �¨¡¥É9.�¤¢��ÍÂÍ�������Í*j�n�5�u�A�j�n���A�j�|�n���n� �������|Í��uÍ��n�;�u����Äj�������F"
� �jÍ � �j�n���nÍ�Í��������&"��j� %��X�A�j� �Â� ���jÍ����jÍ��uË]��Í����£���O�^���£�`¡

�|Ä-%������jÍ��4"�� �j�3�/� �j�����n��Äj�������F"T�/� �A�j�3�T��������Í£�n�9�u���K�j�������u���X�j� �c�n�j�uÍ|�n�£�j�n�������4"ª��� �A�j� %��������u���F"
�/� �A�j�3�����>%���� Ã ���j�n�¾�����j�j� ��������� �u¡¥É/.N¤ ¡ �O� Ã �&%��3�G� �>"�Í����n���[���N���n��j��� �7��������� � � �3�£�n�n�����@� �§¡ � �¨¡ Å/��¤
���j�`�/� �u�&"+�A�j�������u�n�#(À�/� ( �D� Ã �u�����u�j����Í£�����+�)���

αB(0)

ε0
=

2

3~ε0

∑

k

|dB
0k|

2

ωB
k0

≈
2e2a2

B

3ε0ERy
fB = 4fBVat

� �¨¡¥É�Ç�¤

� �j�����
e
��Íb� �j�X�n���n� �������`�C����� Ã �,6 aB = ~/(α0mec)

��Í5�A�j� 7 �9�j� �����j���jÍ �
me

�§�n�������������`�+��Í£Í�6
α0 =

e2/(4πε0~c)
� *j�j� (ÀÍ£���£�j�����j���L�n���uÍ£�7���J�T��6

ERy = ~2/(2mea
2
B)
��Í5� �j� ��"¨�uÄx��� Ã ���j�n� Ã " 6 fB > 1

��Í �
�~��� ����� �j� �c�n�j�u��� Ã ���ª�A�j�Z�������T��� ÍA�c�n�n���nÍ�6����j� Vat =4πa3

B/3
��ÍÂ�A�j�+%������j�T���/�O���C�������H� �u�|Í��&Jn�

�/�[� 7Â�9�j�b�����j���jÍ�¡u#��j�£�A�j�n�£�D���£� � � � �b��� ���
∑

B

nB(r)fB ≈
f

Vsp

� �¨¡¥ÉNÊ�¤

�
f >1

¤ � � �j�n�£�
Vsp

��Í � �j��%������j�T�b���n���nÍ£Í���Äu��� �x����������� �b���A�j���¾�A�j�bÄx���M"�¡ �!Í£��� Ã � �j��Í��b�nÍ �����+�����nÍ��
� �u�X�����>%���� Ã ���j�n�L�n���j�u��������� � �¨¡¥É9.�¤Â�t���]Äx�Z�£�;�^���£� �j���������`��Í

Vsp & 8
3
fVat,

� �¨¡¥É91�¤
� �j���C�¾Í����G�j�4"�Í£�7�)���nÍ¶� �����¶� �j�G�������TÍO� �jÍ£� Äx� Í��"!T�n���n�N���4"3Í£� �����������n� �b���A�j���X� �j�GÄc���M" ��Í��j�C�¾� �j���
� �u�n���Â�n�������������j��� �Â�E%�� �^�j�j���������uÍG�j�¾�j���G�N%��n�£� �/��¡ ���j��ÍG�n���j�j���������+�t���CÄc�+�^�j�&*j������� �^���Â�j�������n� ���£��� �
Äj�u� �j�����^���5�D� �7���	Äx���j����Ín¡

��Í�� Í����u� ���x�n� �4�b���j�T�t�����n�u� ��������� ����ÍD�j�n���&%��������g� �j� Ã �n�j������� N ( ������� %¨��L �c�����n�N�������b���
� �u� �j����Í����j�n�]�/� ���£Äj���������#" �D� Ã �u�������n���n� �������DÄc���j����Í�� � �§¡b� �u¡ ÉNÆ�¤ �[� �u���j�n�£�&%����������#Äc�n��� Ã �j�j� �J�j�
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� �j��� �����J�j���£��� Ã �A�j�K%¨��L �c�������J��� ����ÍÂ��� Äc�K�^�j���4"+Í#"¨�T�T�����£��Í£�n��¡ ���j�X����Í��j� ���^���

N =2
����ÍbÄc�n���

�n���M*����T�n�XÄ>"Z� �����n�j�j��� Ã � �j� �c�n�£���j��Äj�����4%����t�����n�j����������� Ã �4%����L��� P¨�n��¡D�¨¡ ÅÂ���5�A�j���t��Í£� �/��� � ���������TÍ
� PM7�ÈrÅ � PM7�È ���A¡u#����

N
�������TÍG��� �^�£�n��ÍA�����n� � � ����� �§¡O� �u¡ ÉNÆ�¤ Äc�n�����T�nÍ � free

� �£�n�t����� � �§¡O� �u¡ ÇuÈr¤����
���n���j��� Ã ����� Ã �����n�T�n�N� �b� � � �t���£�����n�¾����Í��j� ��Í � ÈE1/2y�A¡����<� ���j�����n� �D�8���j����Í�Í������ �^���¾�A�j�]� � �D( �������
%��ML �x�����n�N�������	��� �^�����ZÍA���������t���C�t��Í����4"TÄx�Z��Ä¨�7�����j�n� �^�£���e�A�j�Z����Í��j� ��Í Ã �4%��n����� P¨�n��¡ �u¡62j¡u#������
� �JÍn¡¶� �u¡ Ç9�N¤ �0� �¨¡¥Ç�Ç�¤Â���j�#� �u¡ ÇNÊ�¤Â���j���t���C�����^�n�G� �u� � �n���4( B��u���b� �G��Í£���T����� �¶�����j�n� ���nÍ£�j��� � Å �

UAB(rAB) = −
~

32π3ε2
0r

6
AB

∫ ∞

0

dξ αA(iξ)αB(iξ)g(ξrAB/c)
� �u¡¥É�ÉN¤

�
rAB = |rA − rB|

¤(�u���n�n�����O� �§¡¶� �¨¡¥Ç/2N¤(6j� �5�����j�j�n��Í ���

UAB(rAB) = −
23~cαA(0)αB(0)

64π3ε2
0r

7
AB

� �u¡ È .9.�¤
�����A�j�������������u�n�]�����T���|�

rAB� c/ωmin

¤5���u�C���¾� �j� 3±���j�j���
�c�������N��� ��� � È��

UAB(rAB) = −
3~

16π3ε2
0r

6
AB

∫ ∞

0

dξ αA(iξ)αB(iξ)
� �¨¡�È .¨Èr¤

���R�A�j�D�u����( �£���������j��� �����T��� �
rAB� c/ωmax

¤ ¡ �!� �8�M�u�����������8�M�u���nÍ£Í������ �^���|�A�j� �^���n�8( Í�����n� � �u���n�8(
������� �c�������N��� ������Í Ã �4%����`��� ��� ��¡§ 3¡¥Å � P�7�È .��A¡

���j� �j�n�£�&%����������`���t���j��� Ã ����� �JÍn¡�� �u¡¥ÉD2J¤����j� � �u¡ ÉNÆ�¤�����Í|ÍA�j� �b��� ���)�|� �j�¾�uÍ��¾�/��� �u� �n���£�������
�Â� ���jÍ����jÍ��uË]��Í����£������� �(� �u¡$19.N¤[��Í��n���u�n� ��� �^�����j�n�£�&%���� ÃXÃ ���j�n����� N ( ������� %��ML �c�������J��� ����Í<�^�����*�A�j�
�D���n�£��Í����9�j����� � �c�������N��� ��� ¡?�|�L� �u� �����N�������" �)� �j��� � �D( ������� �c�������N��� ���N�t���3�����£�t���M"|Äx�¢� �������������n�
�^�����V�A�j�¾���n���j��� Ã �n���N������Äu�u������� ∆U(rA)

���ª� �j�G� � �x�����n�N������� � �����t�����<� �§¡¢� �u¡¥Æ�ÉN¤��[Ä>"���Í�Í��u�D��� Ã
� �u�+Äc�¨�j���nÍX��� �����jÍ£��Í£� �/�b� Í£��� Ã ���+�)�����T��� ÍA�c�n������Í B ���u���jÍ���� Ã �A�j�+�����j�n������Í��n� %�����Í��������/�5�A�j�
�Â� ���jÍ����jÍ��uË]��Í����£���±��� �

χ(r, ω)' ε−1
0 nB(r)αB(ω)

� Æ �±È:Ç/2 �±È ��Ç �±È 1�Æ �A¡ ���`��������� Ã ���uÍ Í �7�����n�T�n�N�
� �j���C� �j�����jÍ��^��� �D� Ã �j� ������Äc�¨�u���nÍ��x�n���?Äc�3�jÍ£�n�?���+�j�����&%��L�A�j��%��ML �c�������J��� ���0�/� � �x��� ���£��Í���Äj���
�������

A
���j�R�D�+� Ã �j������Í���Äj���L������� B

¡+L �¾��Í�Í£�j�T�3� ���)��� �u� Äx���M"`�j�nÍ£�n�£��Äc�n�RÄ>"
ζ
�����N�7�����jÍ|�

Í���� Ã ��� Í�x���n���nÍ B �/�±�������TÍ����E%���� Ã �ª�^Í��"!T�����n�N���&" Í£�+�����²¤[�J�j� Äc�n� �j�n�uÍ����F" nB(r)
���u� �c��Í�Í£�nÍ�Í£��� Ã

�¾�+� Ã �j������Í���Äj�������F" βB(ω)
�jÍ£�j�C�`�A�����5� �u�X�����j�n������Í���� �Â� ���jÍ£���jÍF�uË`��Í£�������±� � �

ζ(r, ω) ' µ0nB(r)βB(ω)
� �¨¡�È .�Å�¤

��Í %���������¡<� �J������������� �u¡ È .NÅ�¤ ��� Ã ��� �u�n� �b� � ��� �§¡±� �u¡¥Æ�ÉN¤ ���G�j�����nÍ � ���)�Â� �u��� �Â� ( ���������x�����n�N�������§�/�O�
�c��� ���£��Í���Äj���!�������

A
���N���n����������� Ã �b��� �]� �D� Ã �j� ����Í���Äj���|������� B

���ª� �u�K�j����Í��n�u�n���/�[���C����Äu���������"
���£����� Ã �n�T�n�N�b�/�¶�+� Ã �j�����¨�����n� ���£���|Äc�¨�u���nÍ5��Í Ã �&%��n�]Ä>" � P�7�È � PM7�È 2y�

UAB(rA, rA) = −
~µ2

0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2αA(iξ)βB(iξ)tr
[ �

(rA, r, iξ)×
←−
∇·∇×

�
(r, rA, iξ)

]
� = � B

.
� �u¡ È .9��¤

��Íb�n���`Äc��Í����n�]Ä-"C����� Äj���j��� Ã � �§¡O� �u¡ ÊD.N¤ �b���A�
� �§¡O� �¨¡�È .�Å�¤(�u�A�j��Í��c�����n�N�������������j�j���nÍb���

UAB(rAB) =
~µ2

0

32π3r4
AB

∫ ∞

0

dξ ξ2αA(iξ)βB(iξ)h(ξrAB/c)
� �¨¡�È .D2J¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2NÇ
� ���n�n����� � �§¡¶� �u¡¥Ê¨Èr¤�� �^���5� �j��Í�x���n� ���O�n��Í��X�/�¶� �Â�+�������TÍ��j�����n���`��� �^�£�n�XÍA������� �§���`� Ã �£�n���D���J� �b� � �
����Í��j� ��Í �^���j�j�º�t���������n� � È .�É ��ÈE1�Ç��A¡ 7�"g�£�n�n��������� Ã � �JÍ�¡�� �u¡¥Ê/�N¤T���j��� �u¡ Ê 2J¤(�b���j�
*��j�jÍª�A�����ª�A�j�
�^����� (ÀÍA���������c�����n�N�������	��Íb�/� �j�£� �¨���+�����n�4" Ã �4%����`Ä>"

UAB(rAB) =
7~cµ0αA(0)βB(0)

64π3ε0r
7
AB

� �u¡ È .NÆ�¤
�����A�j�������������u�n�]�����T���Â���j�CÄ>"

UAB(rAB) =
~µ2

0

16π3r4
AB

∫ ∞

0

dξ ξ2αA(iξ)βB(iξ)
� �¨¡�È .�ÇN¤

���Z�A�j���j����(À�����������u�n�X�����T���n¡ � �X�n���N������Í£�0��� �A�j���t��Í£� �/��� � �+�c��� ���£��Í���Äj���[�������DÍ��r�A�j� %��ML �c�������J��� ���
�/�§� �x��� ���£��Í���Äj����������� ���j� �!�D� Ã �j� ����Í���Äj���¢���j�Â��Í �j���j�n� ���;�j�j��Í£�&%���¡�L �j����� �^������� �b��� Ã � r−7

AB

�x� � �n�
� � �#���Z� �j�¢�j��� ( ��� �7���£�j�n�X�����D� �x�A�����O��Í � �t�/B��n�O� ������� �u� �������£�nÍA�c���j�u��� Ã r−7

AB

%��ML �c�����n�N�������N�/��� �Â�
�c��� ���£��Í���Äj��� �������DÍ¶Ä>"¾� �~���������[�D�

7/23
��� �j� %��ML �c�������J��� ���¨�/�c�K�x��� ���£��Í���Äj���¢���j�T�|�D� Ã �j� ����Í���Äj���

�������Y� ���j��Äj����ÍÂ�
r−4
AB

�x� � �n�Â��� �º��� � �j�!�j����(À��� �7���£�j�n�D�����T���[� ����� ��Í¢�T����� �Â�n�/BJ�&"T�j�4%��n� Ã ��� Ã �A�����
� �u�L��Í"�� �¨���������

r−6
AB

�c�����n�N���������/�O� �Â�G�c��� ���£��Í���Äj�����������DÍ�¡

� ��� � �	� 3���.N, �&��'*)	���-1 3�,*) , # ��� � �&!W. �

���j� Ã ���j�n�����G�8�M�u���nÍ£Í������jÍ �^���3� �u� Ã �����u�j��( Í �7������� � �c�����n�N������� � ��Ä¨�7�����j�n� ��� P¨�n��Ín¡ �u¡ È ���¨¡$2����£�
%�������� �^��� �)�����TÍ<�j�����n��� �b��� �u��� ���£Äj���������#" ���£����� Ã �n�T�n�N��Í[�/�	�D� Ã �u�������n���n� �������ÂÄc�¨�u���nÍ�¡�#����[ÍA�c�n�n�4*��
Ã �����D� ���£���nÍ����D���£�ª� ���j��������� �8���j����Í�Í������jÍT�t���°Äc����Äu�������j��� Ä>" Í��jÄuÍ£��� ���u������� �D�!�A�j�C�/� �j�£�9�j�£� �����
�Z���n���D���n�jÍ£����ÍÂ���j�+���j�!�n���D�A�j�n�D���>%���Í£��� Ã �������u���g� �j� ����ÍA�c�n�����&%��K� � �x�����n�N��� ����Í �j� �c�n�j�+���D�A�j�
�������D��� �x��Í£���������3���j� ���L� �j�G�T�n�u���j�����j� Ã �n���T�����" ���������T��������Í�¡����j��Í �b�����JÄx�G�������jÍ£���������n�X���3�A�j�
�^������� �b��� Ã Ä-"T�D� �j�&"���� Ã � �j� Ã ���j�n�����j� �j�����"¾���3�)�����TÍ �j� ���n�n� �b� � �j���G�u� ������� � �j��������� "��n� Í#"�Í£�����DÍ�¡ �
�!����� � ���)�[�D���>" Ã �����D� ���£���nÍ±Í ���j�u���n�LÄx��� ��� �j������� �����n�����4"Z���u�L���L�8�M�c�n�£���T�n�N��ÍOÄc�n����� Ã ���b� �j��ÍO��� ��Í£Í
�/� Í#"�Í£�����DÍ���� �u���G�j���nÍ����j�n���j�j��� Ã ���j�t������Í£�n�]�D���j���OÍ£���������������jÍ ���&B�� �x����^�n� ���4"`�£�;=���������� Ã �u� �����nÍ ���
Í����D� ( ���M*��j� ��� �����&�§Í�������nÍ�6��T����� ���t������Í �����Â�t��Í��nÍ ���0B�� �j� �)���nÍ[�/� *��j� ���Â�A�j���CBJ�j��Í�Í�6¨���j� � %��n�T�n��� �j��� �
Í£�����j� ���j�£�nÍ ���&B��K�j���������G�n�E%¨� �����nÍn¡

L#��*���Í �5�n���uÍ����u�n�Â�A�j� Ã ���j�n�����	�n��Í��Z�/�O���C���������j�����n���ª���uÍ����u�!� �u� Ã �/� �^�/� �b���u�A� l ¤ Äc��� � �n�n�� � �
�j���������Z�D� Ã �u�������n���n� �������3� �u������� �E"����|Í£�����CBJÍª�h#[� Ã ¡O�u¡ Èr¤ ¡)���u�T���;�²������� Ã �N�ZÍ£�����CBJÍ3���£�¾� ��Äc�n�������
Ä>"
±
�j� �u�;"ª�����jÍ£��Í£�b�D�

n±

�u���D� Ã �n�j�����jÍ5Í£� ��ÄjÍÂ�/�@�x�����T�������&%����F" ε±j (ω)
���x�����T�t��Äu����� �F"

µ±
j (ω)

���j�
� �u���CBJ�j�nÍ£Í

d±j
�
j=1, . . . , n±

¤ ��� �j�����
d±n±

=∞
¡<���j�

z
� �¨��ÍÂ��Í �C�j��Í£�n���x���A�c�n�j�u���n�u� ���¢���3�A�j�|Í�����Ä

���N���n��~���n�nÍ���� �������j�j��� Ã �^�£��� z=0
���
z= l

¡ ���j��Í��n�������n�£��� Ã ����� �b�/�¶�A�j� ���£�n���]���n�jÍ£�����^��� r
���u�

r′ ���jÍ£���j�|�A�j� Ã �/�]��Í Ã �4%����]Ä>" � È 19� �
�

(1)(r, r′, iξ) =

∫
d2q ei � ·( � − � ′)

�
(1)(q, z, z′, iξ)

� �¨¡�È .�Ê�¤
�T� @ >Racblde:=G{Q9>�de:=G;AB<�:�MNUCJOI JL<�J�ABDODLzXp G�>Tp�ABGF>T]|JOI�A=I|>H� Q9JL<�>T]fUh<FA�<F>�m0JLDOD�ky>u]%J�U�QHY�U�U�>T]|JOIfQ{@�A=p%<�>TG�%�Z
� ��� ABMNp DO>TUv:=dc:B<F@ >HG�P�>H:�MV>H<�GFJL>iU?QTABIwk�>Vde:�Y I�] JLI � >HdrUHZ  [�� 
S\�[�� ��"'&cABI�]  [ � � � &�m0@ >TG�>sA�<F:=MsU�JLI�<F>HG{A=Q�<FJLI�P

m0JL<�@�MsABP=I�>9<�:S>TDL>iQ�<�J�QvUhp�@ >HGF>TU0A=I�]XGFJOI P�U0A=G�>vUn<FY�]%JO>T]�\�G�>iUhpy>TQ9<�JOK=>HDOz=Z
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2JÊd+

1

d−1 d−1l

ε+

1 (ω)ε−1 (ω) ε+
n+

(ω)ε−
n
−

(ω)

µ+

1 (ω)µ−1 (ω)µ−
n
−

(ω) µ+
n+

(ω)

z0

. . .. . .

#[� Ã �j��� �u¡�È/: ���`������� �b��� �u���C�)�j� �������5� �j� ����� �E"����ÂÍ"�Í ���n�%��Í5Í��C�j���+�������n�����4"+Í�j� �b��¡
�
q ⊥ ez

¤ � � �j�n�£�
�

(1)(q, z, z′, iξ) =
1

8π2b

∑

σ=s,p

{
r−σ r

+
σ e−2bl

Dσ

[
e+

σ e+
σ e−b(z−z′) + e−

σ e−
σ eb(z−z′)

]

+
1

Dσ

[
e+

σ e−
σ r

−
σ e−b(z+z′) + e−

σ e+
σ r

+
σ e−2bleb(z+z′)

]}
.
� �u¡ È .91�¤

?!�����,�
e±

s = eq×ez, e±
p = −

c

ξ
(iqez ± beq)

� �u¡ È .�É�¤
�
q=|q|

�
eq =q/q

¤0���£� � �u� �x��� ���£��Í��)������� %��n� �����£Í��^���
s
(����j�

p
(F�c��� ������Í£�n� �G�E%���Í �j���/��� Ã ������� Ã ���L� �j�

�c��Í�� ���&%������j�ª�j� Ã �����4%�� z ( �j���������������jÍ�6 r−σ ���j� r+
σ

�����!�A�j� Ã �n�j����������Í����ª�n����!T�����n�N��Í �^���¢���;=j� �¨�����ª���
� �u� ���;�²������� Ã �N� � �j� �������E"��n�[Í£�7���CB � �j���C�D�����5�A�j�bÍ������u�������jÍ r−σ ≡r±σ0

�
ε±0 ≡ µ±

0 ≡1
¤ �/�c� �u�!�£�n�n�u��Í��4%��

����� ���������uÍ �

r±sj = r±sj(q, iξ) =
(µ±

j+1b
±
j − µ

±
j b

±
j+1) + (µ±

j+1b
±
j + µ±

j b
±
j+1)e

−2b±j+1
d±j+1r±sj+1

(µ±
j+1b

±
j + µ±

j b
±
j+1) + (µ±

j+1b
±
j − µ

±
j b

±
j+1)e

−2b±j+1
d±j+1r±sj+1

,
� �u¡ È�È .�¤

r±pj = r±pj(q, iξ) =
(ε±j+1b

±
j − ε

±
j b

±
j+1) + (ε±j+1b

±
j + ε±j b

±
j+1)e

−2b±j+1
d±j+1r±pj+1

(ε±j+1b
±
j + ε±j b

±
j+1) + (ε±j+1b

±
j − ε

±
j b

±
j+1)e

−2b±j+1
d±j+1r±pj+1

� �u¡ È�È�È:¤

�
j=0, . . . , n±−1

¤ �b� � �
r±σn±

=0
6

b±j = b±j (q, iξ) =

√
ξ2

c2
εj(iξ)µj(iξ) + q2 , b = b(q, iξ) ≡ b±0 (q, iξ) =

√
ξ2

c2
+ q2

� �u¡ È�ÈrÅ�¤
��Í � �j�Z���+� Ã �������#")����� �5�/�0� �u� z ( ����� �c���j���N�b�/�±� �j� �Â�E%��K%����������b���+�A�j�Z����ÍA�c�n�����&%��XÍ£� ��Ä 6j���j���A�j��n����!T�����n�N��Í

Dσ

���£���j�;*��u�n�]Ä-"

Dσ = Dσ(q, iξ) = 1− r−σ r
+
σ e−2bl.

� �u¡ È�È ��¤
 8;:=<�>v<�@�A�<;JOI�Un<F>TA�]X:=d�QTABD�Q9Y D�A�<FJLI PR<�@�>�G�> ��>9�%JO:=I�Q9:S>	�WQ9JO>HI�<{UCk�zXMV>iABI�U;:Bd�<F@ >�GF>TQ9Y�G�GF>HI�QH>?GF>HD�A�<FJL:�I�UT\�:�I >uQHA=I

]%>H<�>HGFMNJLI�>v<�@ >TMKSJOANA=p p GF:=p GFJOAB<�>?G�> ��>TQ9<�JOK�JL<nzWMN>TA�UhY�G�>TMV>TI�<FU�qrQ9dnZL\�>=Z P�ZO\ � >9dnZ  ������&et�Z
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2>1

�¶�D�t�����n�j�������|�A�j� � � �c�����n�N��������� � �3Í£�jÄjÍ �������u����� �§¡[� �u¡ È .NÊ�¤Â��� Ã ���A�j�n� �b���A� � �§¡¶� �u¡ È .91N¤G���J���
� �§¡0� �u¡¥ÅD2J¤ ���A�j�n�£�nÄ>"����T���£����� Ã �x��Í£����������(À���j�u� �c�n�j�j���N�Â�������TÍn¡ �<%������j������� Ã �A�j���������n� �b��� �ª�A�j�Z�����
�/�O� �j���£�n� �)�������jÍ

e±
s ·e

±
s = e±

s ·e
∓
s = 1, e±

p ·e
±
p = 1, e±

p ·e
∓
p = −1− 2

q2c2

ξ2

� �u¡ È�ÈE2N¤
� �j���C�¾�j���£�n�����&"K�^������� � �^�£��� � ��Í�¡�� �u¡�ÈE.�ÉN¤0���j�]� �¨¡�È�È:Å�¤(���Â�Â���t������Í£�¢�A�����¶� �j�G�£�nÍ£�j������� Ã ���N��� Ã �����u�3�/�
� �u�

q
(À���N��� Ã �����N���j�&"X�j�;�x���j�jÍ ��� q ¡����J�jÍ �D�²�����[���N�������j�j�n��� Ã �c�������0�n�������j���������nÍ[���L�A�j� qxqy (F�j�����j� �

� �L�n���C�t��Í£���&" �x����^���£� � �u�L��� Ã �j�����G���N��� Ã �����������5�u���t���u��� Ã ��� � PM7�È � PM7 1 � P�7GÉ��

U(zA) =
~µ0

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b

{
e−2bzA

[
r−s
Ds
−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
r−p
Dp

]

+ e−2b(l−zA)

[
r+
s

Ds
−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
r+
p

Dp

]}
.
� �u¡ È�ÈrÆ�¤

� ���j����������� �¨¡�È�È:Æ�¤[��� Ã � � �j��� �b� � � � �JÍn¡�� �u¡ È�È .�¤ �	� �u¡�È�È �N¤ Ã �&%��nÍ¢� �j� � � �c�����n�N�������§�/�0� Ã �£���j�j� (
Í£�������3������� �j� �����n�?Äc��� � �n���?� �Â�C����Äj� �������"��D� Ã �j� �����n���n���������X�3�j������� �E"��n�bÍ£�����CBJÍ|���]���n�£�DÍ �/� �A�j�
�������D��� �x����������Í���Äu����� �F"ª���j� � �u� Ã �n�u�n��������Í£�n�`���;=j� �¨�����R���¨�=!T�n�����N��Í|�/�[� �j� Í �7���CBJÍ�¡ �!�����L� �j�����A�j�
� � �x�����n�N�������§���j�4"D�u� �c�n�j�jÍÂ���

zA

�����+� Ã �£�n�n�T�n�N� �b� � �T� �j�|Í#"��D�T�����"T�/�±� �u�+�j���������¢� �j� �������E"��n�
Í"�Í ���n�]¡ � ���A�j� ����������Í+�j�����n��� �u�t���Z�ªÍ£��� Ã ���3�3�j������� �E"��n� Í£�7���CB �0Í�� "`� �j�¾�£� Ã �N��Í£�7���CB?��ÍZ��ÄjÍ����J���
� �§¡O� �u¡ È�ÈrÆ�¤ÂÍ£���G�j���4*��nÍ ���`�

rσ≡ r
−
σ

¤

U(zA) =
~µ0

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA

[
rs −

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
rp

]
.

� �u¡ È�È:Ç�¤

� ��� ��� � ����'� � � � �  ��� � � � � ��� 
 ���!� �

3±���D�jÍ *���Í �+�����jÍ����j�n� � �u�`���j�t������Í£�n�°� �u���G�j���C�/�Z���g�)����� �c��Í�� �������j�n�°��� �^�£���N�D�D�Z� �c�n�#�^�n� ���&"
��� =��n� ����� Ã �u� ����� � � �j�n�£� |rσ|=1

¡ L �!Äc� Ã ��� �b��� � � �u�!�n��Í�� rs =−1
�
rp =1

� � �j���C�D�n���£����ÍA�c���j�jÍ����
� �u�Â�����D� ���/�����c�n��^�������&"��n���j�j�j� ����� Ã �j�������!� ε1−→∞

¤(����Í[�n���3Äc� Í£�n���,�^����� � �JÍn¡u� �u¡ È�È .�¤ �	� �u¡�È�ÈrÅ�¤ ¡
� ����� Ã ��� Ã �A�j�����N��� Ã ����������� %����£� ��Äu���nÍÂ��� � �c¡O� �u¡ È�È:ÇN¤G�����n���£�j��� Ã ���

∫ ∞

0

dξ

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA . . . 7→

∫ ∞

0

dξ

∫ ∞

ξ/c

db e−2bzA . . .
� �u¡ È�ÈrÊ�¤

� ���n�n����� � �§¡ � �u¡ È�ÈrÅ�¤9�����u� �n�����#"¨��� Ã ���u��� �j� b ( ���J��� Ã ������� � �T��Äu�7�����R� �j�D���£�����������4%�� � � �c�������J��� ���
� PM7�È � PM7ÂÉ��

U(zA) = −
~

16π2ε0z
3
A

∫ ∞

0

dξ α(iξ) e−2ξzA/c

[
1 + 2

ξzA

c
+ 2

ξ2z2
A

c2

]
,

� �u¡ È�È 1�¤
���ª� Ã �����n�T�n�N� �b� � �+�A�j�+�~���T���jÍ ���nÍ£�j�����^���j�j��Ä>"��G��Í����D��� ���j���¶�����j�n� � Å%� ¡ � �ª�A�j�|��� �7���£�j�n�C�����T���
�
zA�c/ωmin

¤(�N� �u�
ξ
( ���N��� Ã �����u��Í¢�(�	�������&%����&"¾�����T�����n� ���X����� Ã ����� � �j����� � �j� �/� �u���E�¨���D��������� α(iξ)

' α(0)
��Í %��������5�j���u�`���`� %����������������+�/�[�A�j�

ξ
(À���N��� Ã �����x����Í��j� ��Íb���

U(zA) = −
3~cα(0)

32π2ε0z4
A

.
� �u¡ È�È:É�¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � 2NÉ
����� �����

d̂

d̂
?

m̂m̂
?

−zA−zA zA zAz z

− −

−

− + ++

+

#[� Ã �j�����u¡¥Å�:<���j�����D� Ã �b�j�0�c����� �����jÍ �����u��������� �^���Â���R�~�N¤¢�����������£���3�~Ä§¤��+� Ã �j������� �j�0�c����� ��� �^�����J� �/��)�x����^�������4"��n���j�j�j� ����� Ã �u� ����� �j��Í5ÍA�j� �b��¡
� �+�A�j���j����( �£���7�����j���ª�����D� �!�

zA� c/ωmax

¤(�J� �u���~��� �����
α(iξ)

�����T����Í � �j�
ξ
( ���N��� Ã ��������� � �§¡±� �¨¡�È�ÈE1N¤

���C�ª����� Ã � � �j�n�£� � �¾�D� " �/� �u���E�¨���D�������&"]Í�� � e−2ξzA/c ' 1
���j���j� Ã �������|�A�j�¾Í����n���u� ���j�R� �j�����

�������TÍ5����� �u�XÍ �J�������XÄj�����CB�� ��Íb���T���n��� %��n�b� �u�X�£�nÍ£�j���b�/��3±�n�j�j������(�
����j��Í � ��� �

U(zA) = −
1

48πε0z
3
A

∑

k

|d0k|
2 = −

〈0|d̂2|0〉

48πε0z
3
A

,
� �u¡ ÈrÅ/.�¤

� �j����� �Â� ���E%��X�����t���������
� �§¡O� �¨¡ Å/��¤ ¡
� �?�n���J������Í �4�§�&�¶� �j� �j�������X��Íb����*��j�����n�4" �c�n���T�t��Äj���D�

µ1−→∞
¤ � � �JÍn¡[� �¨¡�È�ÈE.N¤ �	� �u¡ È�ÈrÅ�¤Â���t���C���

rs =1
�
rp =−1

���j�
� �§¡O� �u¡ È�È:ÇN¤ "¨���n���jÍ5� �j�����;�j�j��Í��&%�� � ���x�����n�N��� ��� � PM7�È � PM7GÉ��

U(zA) =
~

16π2ε0z3
A

∫ ∞

0

dξ α(iξ)e−2ξzA/c

[
1 + 2

ξzA

c
+ 2

ξ2z2
A

c2

] � �u¡ ÈrÅ¨È:¤
� �j���C�`�£�n�j�j���nÍb���

U(zA) =
3~cα(0)

32π2ε0z4
A

� �u¡ ÈrÅ�Å�¤
���j�

U(zA) =
〈0|d̂2|0〉

48πε0z3
A

� �u¡ ÈrÅ/��¤
�����A�j�������������u�n�`���j�C�j����(À��� �7���£�j�n�]�����D� ��Í�������ÍA�c�n� ���&%��n�4"�¡

���j� �j� �	�������J��Í�� Ã �jÍ �/� � �u�3�j��� ( ��� �7���£�j�n� � � �c�������N��� ����Í ��Í�Í£�¨��� �����n� �b��� � �j� �����nÍ �x��Í�Í���Í�Í£��� Ã
�c�n��^�����Â�n�������������S���D� Ã �j� �������u���9�c�n� ������Í �n���+Äc���u�j�j�n�£Í£���¨��� �^�£���H���ª���+� Ã � ( �u�0�c����� �D���j�n�A¡��O�3Í£�n�
� �u��Í��±�£�n�n�����[�A�����Z�A�j� �j����(À�����������u�n� � � �c�������J��� ���[��Í|���J�����£�n�&" �j�j�¾�����A�j� �Â���j����� ÄR���N��������� �������
�/�0� �u�L�)����� �b���A�C�A�j�K�j�������,� � �j���C�C���ª���j�£�]�n���CÄx�Z�T���j�n�����n�+Ä-"+� �j�Z���J���n���������������/�O� �u���������T���
�j�&�x�����`�T���T�n�N� �b��� �g����ÍD���D� Ã �C���<� �j�
�j� ����� �5� � ¡ �b��¡ Ã ¡ � � � � ¡ � ���A¡ ���j�?���+� Ã �`�/�Z���º�n���n���������
�j�&�x�����|�T���D���N�

d̂= (d̂x, d̂y, d̂z)
Í������������n�`���!�T�j��Í£�����j�n�

zA

�^������� �x����^�n� ���4"C�n���j�u�j������� Ã �j� �)��� �
��Í5�����jÍ �����u�������?Ä>"]�¾���;=j�n���������`���b� �u�

xy
( �j� ���u� �u��� Ã ���A�j�n� �b� � �`���`���N���n�£�C����� Ã �X�D�<�c��Í�� ���&%������j�

�j� Ã �����4%��X�C����� Ã �nÍ�6x� �!��Í Ã �&%��n� Ä>" d̂? = (−d̂x,−d̂y, d̂z)
�c� � ¡�#[� Ã �u¡¥Åj�A�N¤ ¡ ���j�L�E%������ Ã �L���N��������� �������

�n�u�n� Ã "C�/�¶�A�j���j�0�c�����|���j�]����Í5���D� Ã �|��Í��j�n�u�n� Ã �&%��n�CÄ>" � ÈrÊ�È��

U(zA) =
1

2

〈0|d̂·d̂? − 3d̂zd̂
?
z|0〉

4πε0(2zA)3
= −
〈0|d̂2 + d̂2

z|0〉

64πε0z3
A

= −
〈0|d̂2|0〉

48πε0z3
A

,
� �u¡ ÈrÅD2N¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � Æ/.
���;�j�����j�j����� Ã ���ª� �j� �)�������������&%��,�x�����n�N��� ���G� �u¡ ÈrÅ/.N¤ � � �j�����¾� �u� �~��������� 1/2

�����n���j�N��Í �^���!� �u�,�~�����
� �j��� � �u�5Í��n�����j�T�j�0�c�����Â��Í[���j�j�u�n�n� Ä>" �A�j� *���Í �����j�b���u� � �����E%�� ��Í£Í��j�T�n�T��Í£�����£�9�>"3�D�c�A�j�b���������
〈0|d̂2

z|0〉= (1/3)〈0|d̂2|0〉
¡

���j�����N���n�������������#�D� � �x����������Í���Äu���T������� �b� � � �������M*j�j�����n�&" �c�n�£�D�n��Äj���G�j�������D��Í3���J�j�&%������n�N�
���`� �j�D���N��������� �������#�/�b�`�+� Ã �j������Í���Äj��� ���j� �b���A��� �c�n�#�^�n�����&" �n���j�j�j� ����� Ã �j� �)���TÄ-" %���� ���j�D�/�b�
�j���������F"T�������jÍ#�^�����D����������¡�L � �j�n�u�n���n���uÍ����u�n� �¾�+� Ã �j�������Z�j�&�x����� m̂= (m̂x, m̂y, m̂z)

�����^�����N�b�/�
�,�c�n��^�����5�����j�j�u�������n¡�P¨���u�n���A�j�|�D� Ã �j� �����!�j�0�c�����!�T���T�n�N�GÄc� ���E%��nÍb���&B��Z�,�jÍ£�n�j�u�D( %��n�������5�j�j�u�n�
��� =�� �¨�����5������Í5���D� Ã �|��Í Ã �&%��n�]Ä>" m̂? = (m̂x, m̂y,−m̂z)

�j� � ¡�#[� Ã �u¡¥Åj�^Ä§¤ ¡ ���j�X���N���n���������������n�u�n� Ã "
�/�O� �j���D� Ã �j� �����|�j�0�c�����Z���j�]����Í5���D� Ã ���£�t���uÍ

U(zA) =
1

2

〈0|m̂·m̂? − 3m̂zm̂
?
z|0〉

4πε0(2zA)3
=
〈0|m̂2|0〉

48πε0z
3
A

,
� �u¡ ÈrÅ�Æ�¤

� �j���C�]Ä>"+�D�n���jÍ5�/�¶� �j���������F" �������jÍ#�^�����D���������5�J���t���jÍG��� � �j����� �u�j��Í£�&%�� � � �x�����n�N��� ���x�/�¶�,�x�������#(
��Í���Äj���L�)��������� �^�£���N���/� ��� ���M*��j� �����&" �c�n�£�D�n��Äj�����j�������D� �u¡�È:Å/�N¤ ¡����j�3�u� �x�n�����N��Í£� Ã �jÍ �/� �A�j� � �
�c�������J��� ������Í£Í����n��������� �b���A�3�n���n� �������%���D� Ã �u��������Äx���j����Í¶�n��� � �J�jÍ[Äx� �j�j�j����Í£���¨��� �^�£���(� �j� �j� �x�n�£�n�N�
��� =�� �¨�����`Äc� �j� %������j�5�/�¶�n���n�������������j�]�+� Ã �j�������|�j�&�x�����|�T���T�n�N��Í�¡

� ��� � � � � � � � 
�� � �

�O�ªÍ£���j�M" �A�j� ���M=��j���j�n� �D� � �j� �T�n�u���j� �j�£�9�x���£�����nÍ!��� �A�j� � � �x�����n�N�������O�j�j�j���|�D�����3�£�t������Í �����
�n���j�j���������uÍ�� �Â� �u� ���Z�n���jÍ����j�n�����R�������%���
�^�£���N�|�/� �+Í����D� ( ����*��j�������+� Ã �j�����¨�����n� ���£��� �����4� ÍA�����n�
�/�K�c�n�£�D� �����&%����F"

ε(ω) ≡ ε−1 (ω)
���j���c�n���T�t��Äj�������F"

µ(ω) ≡ µ−
1 (ω)

¡ P��jÄjÍ£�������u����� Ã �A�j� �£�;=��8�¨�����
�n����!T�����n�N��ÍT� �u¡ È�È .N¤!���j� � �¨¡�È�È�Èr¤!���N����� �c¡¢� �u¡ È�È:ÇN¤ � � �,*��j� �

b1 ≡ b
−
1

�������t�����<� �§¡�� �u¡ È�ÈrÅ�¤9� � PM7�È �
PM75Ê�� PM7 1 � P�7GÉ��

U(zA) =
~µ0

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA

×

[
µ(iξ)b− b1
µ(iξ)b+ b1

−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
ε(iξ)b− b1
ε(iξ)b+ b1

]
,
� �u¡ ÈrÅ�Ç�¤

� �j���C��� Ã �£�n�nÍ �b���A�D�A�j���£�nÍ��u��� �j�n�£�&%����ª��� �b�;� ¡ � ÈE2uÈ�� �b���A�j��� � �j� �^�����T�b�/�±�����j�n���#(À���nÍ�x���jÍ��5� �u�n���#"
���j�¾�£�n�j�u�n�nÍ ���|� �j� � �n���4(FBJ�j� �b� 3±�&�^Í�j���AJ��^���£� �j��� � Æ�� �^���O� �j�5�n��Í��5�/�x� �j�u���n�4"3�����������£��� �j���&�§Í�����n��¡

�¶�)*��u�]�A�j����Í"��G�u����������Äx�;���E%¨�����j�5�/� � �§¡O� �u¡ ÈrÅ�Ç�¤¢���ª�A�j����� �7���£�j�n�C�����D� ���
zA� c/ωmin

¤(� � �
���N�������j�j�n�|�A�j���j��� ���N��� Ã ����������� %����£� ��Äu��� v= cb/ξ

���j�C�������jÍ�^�����e�A�j�����N��� Ã �����±���n�������u��� Ã ���
∫ ∞

0

dξ

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA . . . 7→

∫ ∞

1

dv

∫ ∞

0

dξ
ξ

c
e−2vξzA/c . . . ,

� �u¡ ÈrÅ�Ê�¤
� �j�����

b1
�C����� Ã �nÍb���

b1 =
ξ

c

√
ε(iξ)µ(iξ)− 1 + v2 .

� �u¡ ÈrÅ/1�¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � Æ¨È
� �G��Í¢�A�j�n��Í£�n���ª� ����� ���T� �j�������������u�n�ª�����T���4��� �j� �~���������

e−2vξzA/c ���x�n� ���4%��n�4"+�����T����Í[� �j� ξ ( ���N��� Ã ��������L�L����� Ã � � �j�����b� �j���/� �j�£� �¨���+���������uÍ α(iξ)'α(0)
�
ε(iξ)'ε(0)

�
µ(iξ)'µ(0)

�D� �j�&" �-�j�n�j����� �u�
ξ
(À���N��� Ã ���)�������ª�t���CÄc���t���£�������C���u�4���£�nÍ£�j������� Ã ���

U(zA) =
C4

z4
A

,
� �u¡ ÈrÅ�É�¤

C4 = −
3~cα(0)

64π2ε0

∫ ∞

1

dv

[(
2

v2
−

1

v4

)
ε(0)v −

√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

ε(0)v +
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

−
1

v4

µ(0)v −
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

µ(0)v +
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

]
.

� �u¡ È �9.�¤

���j�|�u���j��� �7���£�j�n�+�����T��� �
n(0)zA� c/ωmax

�b��� �
n(0)=

√
ε(0)µ(0)

� ����Í¢�n���>%����j�����N���&"T���£�t�����n�ªÄ>"
�jÍ£��� Ã � �u�X���N��� Ã ����������� %����£� ��Äj���nÍ (ξ, b)

�j�����t����� � �§¡[� �u¡ È�ÈrÊ�¤ ��� �j�����
b1
Äx���n���T�nÍ

b1 =

√
ξ2

c2
[
ε(iξ)µ(iξ)− 1

]
+ b2 .

� �u¡ È �uÈ:¤
#����

n(0)zA� c/ωmax

�O� �j�G�~����������Í
α(iξ)

�
ε(iξ)b − b1

���j�
µ(iξ)b − b1

�����D� �|� �j�
ξ
(À���N��� Ã ����� ���

� �§¡�� �u¡�È:Å�ÇN¤ ��� �X����� Ã � � �j����� (ξzA/c)
√
ε(iξ)µ(iξ)− 1. (ωmaxzA/c)n(0)�1

¡v�|�j���D�E" �u�n�j���
�/� �u�&"�� �[�E"������0�8�M�j���jÍ������3Ä>"X��� �7�����j��� Ã ���j�&"|�A�j�¢���t���j��� Ã ( ���£�j�n�����n���TÍ0��� ξ√ε(iξ)µ(iξ)− 1/(cb)

�
� �j���C� �n���£����ÍA�c���j�g��� � �u� ���n���j��� Ã ( �����j��� ���n�£�DÍT��� ξzA

√
ε(iξ)µ(iξ)− 1/c

¡ � Ã ����� �j��Í£�t���£�j��� Ã
�j� Ã �j�n��( ���£�j�n�G���n�£�DÍ5��� ξzA/c

�¨� �j��Í5���nÍ£�j����Íb���

U(zA) = −
C3

z3
A

+
C1

zA

,
� �u¡ È �NÅ�¤

C3 =
~

16π2ε0

∫ ∞

0

dξ α(iξ)
ε(iξ)− 1

ε(iξ) + 1
≥ 0,

� �¨¡�È �/�N¤

C1 =
~µ0

16π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

{
ε(iξ)− 1

ε(iξ) + 1
+
µ(iξ)− 1

µ(iξ) + 1
+

2ε(iξ)[ε(iξ)µ(iξ)− 1]

[ε(iξ) + 1]2

}
≥ 0.

� �¨¡�È �D2J¤
3±��� �uÍ3�j��Í��n�uÍ�ÍL�A�j�nÍ£�ª����Í��j� ��Í�¡
� �J�����������uÍª� �u¡�È:Å�ÉN¤Z���j� � �u¡ È �9.N¤|ÍA�u���Y�A�����L��� � �j�T��� �7���£�j�n�

�����D� �4�N� �u� � � �x�����n�N��� ������Íb����������� ���4%��%�)��� �u�j��Í£�&%�� �^���b�,�j�j�����&"������������£���S���+� Ã �j�������������&�OÍ�����n��¡ ��Í
� �u�Z�n����!T�n���n�N�

C4

�D���j�������j���jÍ£�&"T�j�n�����n��Í���Í �b� � �����u�n���n��Í���� Ã ε(0)
���j���T���j�������j���jÍ��4"D���j�n�£�t��Í£�nÍ

�b���A�
µ(0)

�
∂C4

∂ε(0)
< 0,

∂C4

∂µ(0)
> 0,

� �¨¡�È ��Æ�¤
� �u�+Äc�����j���������j�TÄx� � �Â���n���A�j�ª���£�����������&%��+���j���£� �j�u��Í��4%�� �x�����n�N��������Í���Í Ã �4%�����Ä>"��]�j�j� �J�j�D�n�j�#%��
���?�A�j�

ε(0)µ(0)
(F�j�����j� � � �j���C� ��ÍZ�j�;*j�j�n� Ä>"

C4 = 0
� � �c¡ � �u¡ È �9.N¤ 6�� �j��Í|Äc�����j���������j� ��Í|�j��ÍA�j��� "��n�

���`#[� Ã ¡ �u¡$�T���`� �u�LÄ���Í���Í �/�[���u�D�������n���±�t�����n�u� ���������jÍ�¡ � �]� �j�X�����D� ��ÍG�D� � �t�/B]���j�`Í£������� Ã �D� Ã �j�8(
�����j���n�������������)�u���9�c�n� ������Í��[�������4"������¾�8�M�u���nÍ£Í������jÍ �^���Z�A�j�+Äc�����u�n�������j� �n���#Äc�D��Äu�7�����j�n�	¡ #§��� � �t�DB
�D� Ã �j� �����j�������n� ���£���G�j���9�c�n� �����nÍ����A¡ ��¡ �

χ(0) = ε(0)−1� 1
���j�

ζ(0) = µ(0)−1� 1
� �A�j�������j�t���
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � Æ�Å

 1

 3

 5

 7

 9

 11

 1  1.5  2  2.5  3
ε(0)

µ(0)

U(zA) > 0

U(zA) < 0

#[� Ã �j��� �¨¡!�M:K���u�DÄc�����u�n�������j�3Äx� � �Â���n� ���£�����������&%�� ���j� �£� �j�u��Í��4%�� ��� �7���£�j�n� � � �c�������N��� ����ÍZ�/�Â���
������� �����^�£���N�b�/�[�T�D� Ã �j� �����j�������������£���������&�OÍ�����n�,�§��Í5�j��ÍA�j��� "��n��¡
� �������jÍ������jÍ

ε(0)v −
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

ε(0)v +
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

'

[
1

2
−

1

4v2

]
χ(0)−

1

4v2
ζ(0)

� �¨¡�È ��ÇN¤

µ(0)v −
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

µ(0)v +
√
ε(0)µ(0)− 1 + v2

' −
1

4v2
χ(0) +

[
1

2
−

1

4v2

]
ζ(0)

� �¨¡�È ��Ê�¤
���n�������

C4 = −
~cα(0)

640π2ε0

[
23χ(0)− 7 ζ(0)

]
.

� �u¡ È �91�¤
#����GÍ ������� Ã �+� Ã �j�����¨�u���n���n� ���������u���9�c�n� ������Í��j�A¡ ��¡ � ε(0)� 1

���j�
µ(0)� 1

���Â���D�E"ª�/�M�j���E�¨���D�������&"
Í�� �

√
ε(0)µ(0)− 1 + v2 '

√
ε(0)µ(0)

� �u¡ È ��ÉN¤
Äc�n�t���jÍ��X� ��� Ã �+%������j�nÍb�/� v ���£�����x�n�����&%��n�&"ªÍ�� � �u���nÍ£Í����?����� �u�X���N��� Ã �����	����� �§¡[� �u¡ È �9.N¤ �¨� �J�jÍ

C4 = −
3~cα(0)

64π2ε0

[
−

2

Z3
ln(1+Z) +

2

Z2
+

4

Z
ln(1+Z)

−
1

Z
−

4

3
− Z + 2Z2 − 2Z3 ln

(
1 +

1

Z

)] � �u¡ ÈE2>.�¤
� �j�����

Z=
√
µ(0)/ε(0)

��Í�� �j�¢Í£�������������G�x�������j��� �/�u�A�j���j���&�¨ÍA�����n��¡<P¨���£����� Ã C4=0
����� �§¡u� �u¡ ÈE2>.N¤ �

��� �^������� �bÍ � �j���
Z=2.26

¡ � �+�����j�n���jÍ������5�J���j� �t���DÍ�� " �A�����¢��� � �j� ��� �7���£�j�n�D�����D� � ����� �u�j��Í£�&%��+� �
�c�������J��� ���J�n��� Äc�Â���n������Í����3�&�u� �j� Í£�7�)�����¢�D� Ã �j� ����� �j�£�9�x���£�����nÍ¶���£�ÂÍ£������� Ã �n�O� �����L� �j� Í£�7�)����� �n���n���������
�j�£�9�x���£�����nÍ��

ζ(0)/χ(0)≥ 23/7 = 3.29
�^��� � �t�DB?�+� Ã �j�����¨�u���n���n� ������� �j���9�c�n� �����nÍZ���u� µ(0)/ε(0)≥

2.262 =5.11
�^���5Í ���£��� Ã �+� Ã �j�����¨�����n� ���£��� �j�£�9�c�n�£������Ín¡
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 0

 0 zAω10/c

U
(z

A
)1

2π
2
ε 0

c3
/(

ω
3 1
0
|d

0
1
|2

)
µ(0) = 1.00

µ(0) = 2.00

µ(0) = 3.25

µ(0) = 4.06

µ(0) = 5.00

µ(0) = 6.06

0 1 2 3 4 5 6 7

0

−0.001

0.001

0.002

0.003

#[� Ã �j��� �¨¡$2 : ���j� � � �x�����n�N��� �����D��� Ã �����u�j��( Í �7�����¢� � �D(À���;%��n��������� ��� �^�����J�O�/�j�!�D� Ã �j� �����j�������������£��������4�¢ÍA������� ��Í|Í�j� �b�#��Í�� �^�j�u���������R�/�¢� �j� �)�����,� �j�������LÍ�� �j������������� �^���|�j� �x�n�£�n�N�K%������u�nÍZ�/�
µ(0)�

ωPe/ω10 =0.75
�
ωTe/ω10 =1.03

�
ωTm/ω10 =1

�
γe/ω10 = γm/ω10 =0.001

¤ ¡

� ���A�j���j����(À��� �7���£�j�n� �����D� �4�5�j���C���j�&"<� �j��Í£� Ã �5� Äj�u�`����Í����A�j�����t���j��� Ã �c� �Â���C� � � �D�L�A�j�
��Í#"¨�G�u���������G� � �x�����n�N������� ��Í��,�	�������n�#Ä>"R�A�j� ���n�������4%��¾Í ������� Ã �A�jÍL�D�Â� �u�T�����������£��� ���u� �D� Ã �j� �����
�j�£�9�x���£�����nÍ �

C3 > 0
�j���T�������N� �A���j�

C1 > 0
¤ �^���+� �j�j�����&" �n���n� �������
�j���&�ZÍ������� � � �j�����

C3 = 0���j�
C1 > 0

�^���D� �j�j�£�n�4"<�D� Ã �u�������������&�|ÍA������� �b�;� ¡�� �JÍn¡Z� �u¡ È �NÅ�¤5�	� �u¡ È �/2N¤9�A¡ #§���+� Ã �n�J�j���j�n�4"
�D� Ã �j� �����n�������������+�����&�¶ÍA�j���n�,�c�A�j�X����������� ���&%�� 1/z3

A

���������j�u�X���T�A�j���n���������������T�n�j���j� �u���9�c�n� ������Í
�b�����j��� �G�E"�Í��j���T�����)��� �^��� Í£�"!T�n�����N���&" Í��D�����¨�j��Í �7���j���nÍ�¡ ?!�n�u�n� ��� �t��Í£�nÍ � �j�n�£�5� �j�b����� Ã ( �u��Í£�����j���
�c�������J��� ���u��Í ���;�j�j��Í��&%��b�j�j�b����Í��"!T�����n�N���&" Í£������� Ã �D� Ã �j� ����� �j���/�x���£�����nÍ��J�A�j�b�n���G�c������� Ã ����=��j�n�u�n�
�/�0� �u�|�n���n���������%���D� Ã �j� �������T�n�j���j���j���9�c�n� �����nÍG�n���C���t���+��� �A�j� �^�����D���������D�/�O�,�x�����n�N��� ���xÄ������£�����
�������N�������T�n�j���������j��Í£�7���j�n��Ín¡+���u��Í���Í��������uÍ£�����������`��� #[� Ã ¡ �u¡62 � � �u�n���L� �j�,� � �c�������N��� ���O�D���D� � �D(
��� %������������e��� �^�����J�G�/�O� �+� Ã �j�����¨�����������£��� �����4�0ÍA�����n�Z��Í �j��Í�j� �E"��n�5� � �u���C������ÍÂÄx���n�C�J�j�D�������t�����&"
�t�����n�u� �����n� �^����� � �§¡¨� �u¡ ÈrÅ�ÇN¤	��� Ã ���A�j�n� �b���A�,� �JÍn¡u� �u¡¥Å/�N¤±���u��� �¨¡�È�È:Å�¤ ¡ ?!����� �)� �j�¢Í���� Ã ��� ( �£�nÍ£�������j���
 ��£�j�j�8� 30�����n�N�AJL�T�¨�u�n�O����Í Äc�n���`�uÍ��n� �^���

ε(ω)
���j�

µ(ω)
�

ε(ω) = 1 +
ω2

Pe

ω2
Te − ω

2 − iωγe
, µ(ω) = 1 +

ω2
Pm

ω2
Tm − ω

2 − iωγm
,

� �u¡ ÈE2jÈ:¤
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 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � ÆD2
�����t�����>� �§¡u� �u¡¥Ê�Æ�¤ ¡@���j� * Ã �j�£��ÍA�j� �bÍ0� �����0�A�j� �x�����n�N�������N��Í0�)�������������&%�� �^���±Í��D����� µ(0)

�)��Í0� ���x�������n��¡
#����Z���u�n���n��Í���� Ã %������u�nÍZ�/� µ(0)

�0���x�����n�N��� ���¶Ä������£�����ZÄx� Ã ���jÍ|�����^����� �������N�������T�n�j�������3�j��Í �7���j���nÍ
� �j���C�?��Í!ÍA�j�4�²���n�`���ªÍ£�+��������� �u��Í£�����j���nÍ|���j�?���u�n���n��Í���Í|��� �j�n� Ã �N�|��Í!� �j� %������j�X�/� µ(0)

��Í��^�u�£� �u�n�
���u�n���n��Í�����¡ �e�T�����T�j� �7�������n� �j��Í£�n�jÍ£Í������#�/�Â� �j�D�j� �c�n�j�u�n�j�����/�G� �u�+Ä����£�����n���C�������������n����Í£�����nÍL���
� �u�X�T�n�u���j� ���������D� ���n�£Í5�t���]Äc� �^���j�j�C��� �b�;�^Ín¡ � PM7 1 � PM7GÉ��A¡

� ��� ��� � � �!� �	� ��� � ��� � � � ����� � ��� �

���j�������&� ( Í�������G�D���j���uÍ£���j�j���n�¾��� �A�j���j�£�;%������uÍ Í������������ �G��Í Ä���Í���� ���¾� �j�G���j�t������Í£��� Ã ��Í�Í£�j�G�u�������
�/� ��� ���M*��j� �����&"R� �u���CB �j� ������¡
�¶�RÄc�ª�T�����D���t������Í �����D���j�°���3�A�j�ªÍ����D�D�����T�T���>%���Í£��� Ã �����+�j�j�u�n�
� �j���C�?�n���u�j���������jÍ5�A�j�3Í£�n�T�4( ���M*��j� ���K�����&� Í�������3��Í!� Ã �¨���`�T���j�n� � � �3�u��� �����jÍ£���j�������?�����������
�^�����J�3�/�b� �D� Ã �u�������n���n� ������� �j� �����D�D��*��j�����T�A�j���CBJ�j��Í�Í d≡ d−1 � �x�����T�������&%����F" ε(ω)≡ ε−1 (ω)

���j�
�c�n���T�t��Äj�������F"

µ(ω)≡µ−
1 (ω)

� � �j�GÍ�������GÄx�;�j���u�3� �j� �j� ����� ��Í ��Í£Í��j�T�n� ���|Äc�Â�n�G�u�F" �NÍ����A�����
ε−2 (ω)

= µ−
2 (ω)=1

�A¡ P¨�jÄuÍ£��� ���u����� Ã �A�j�!�£�;=��8�¨�����D�n����!T�n���n�N��Í�� �u¡ È�È .�¤����j�?� �u¡ È�È�Èr¤ ���N����� �§¡	� �u¡ È�È:ÇN¤ � �Â�
�j�����&%��D�

b1≡ b
−
1

¤ � P�7�È � PM7 1 � PM7GÉ��

U(zA) =
~µ0

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA

{
[µ2(iξ)b2 − b21] tanh(b1d)

2µ(iξ)bb1 + [µ2(iξ)b2 + b21] tanh(b1d)

−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
[ε2(iξ)b2 − b21] tanh(b1d)

2ε(iξ)bb1 + [ε2(iξ)b2 + b21] tanh(b1d)

}
,
� �u¡ ÈE2JÅ�¤

� �j���C�`�£�n�j�j���nÍb��� � �j���£�nÍ��u��� Ã �4%��n�]��� �b�;� ¡ � ÈrÅ/1 � �^���b�)�j�j�£�n�&"ª�n�������������K�u� ������¡
� �G��Í ��Ä>%������jÍ �A�����Â�A�j�����N��� Ã �����������T��� � �§¡	� �u¡ ÈE2JÅ�¤���Í �(�	�������4%����&"D�����T�����n�¾Ä>"T� �j� �~��������� e−2bzA

���!�b�n���£�n�j�������£� Ã ����� � �u�n��� b.1/(2zA)
¡v#����0���L��Í#"¨�G�u���������t�����&" � �j���CB �j� �)��� �

d�zA

�r� �j�¢�nÍ �����D�����
b1d≥ bd'd/(2zA)�1

� �£�n�t����� � �§¡�� �u¡ È�ÈrÅ�¤��	��ÍG�/�M�j���E�¨���D�������&")%�������� �b� � �j���R�²� �j�|�D� �£��� ����� �5�/��¤
� �u�T�(�	�������&%�� ����� Ã �¾�/� ���N��� Ã ������������¡j�|�j�¾�D�E" �j���j�n�T�D�/B�� �A�j�T�/� �j�£� �¨���+���������

tanh(b1d)' 1
�

���n���j��� Ã Ä����CB+���T�A�j� �����4� ( ÍA�j���n�Z�£�nÍ��u���L� �¨¡�ÈrÅ�ÇN¤ � �j���C�]�j���D���uÍ£����������Í5� �����5�A�j��Í����D� ( ����*��j�����+�����&�
ÍA�j���n�X��Íb� Ã ���¨���T���j�n�O�u��� %����j���]�A����� d� zA

¡
�|�?� �j� �����N�������" �����]� �j� �����T���b�/�¢������Í"��G�u���������n�����4"ª� �j��� �j�������,�

n(0)d� zA

�"�Â��*��j�?� �j���
� �u�X���j���J��������������Í

b1d≤
√
ε(iξ)µ(iξ) bd≤

√
ε(0)µ(0) bd≤n(0)d/(2zA)� 1

�j���������ª� �j���(�	�������4%��
��� Ã �����<�/�����N��� Ã ���)�������°���j�g���j�`�D�E" �j���j�n�
�x����^���£��� �����j�n���¾� �������uÍ������g�/�!� �j�]���N��� Ã �����j�<���
� �§¡O� �u¡ ÈE2JÅ�¤Â�������n�£�DÍ5�D�

b1d
�j�£�nÍ��u������� Ã ��� � PM7�È � P�7 1 � PM7GÉ��

U(zA) =
~µ0d

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b
e−2bzA

[
µ2(iξ)b2 − b21

2µ(iξ)b

−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
ε2(iξ)b2 − b21

2ε(iξ)b

]
.
� �u¡ ÈE2>��¤

#����������b��� Ã � �j�`Í£��� �jÍD�j�nÍ£�n����Äx��� ��Äc�N%�� � �JÍn¡|� �u¡ ÈrÅ�ÉN¤¾���u� � �u¡ È �NÅ�¤(�Â�£�nÍ�x�������4%����&" �b� �D�n��� Äc�
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zAω10/c

U
(z

A
)1

2π
2
ε 0

c3
/(

ω
3 1
0
|d

0
1
|2

)

dω10/c=0.01

dω10/c=0.10

dω10/c=0.55

dω10/c=1.50

dω10/c=4.00

dω10/c→∞

0

2 4 6 8

0.0012

0.0008

0.0004

#[� Ã �j��� �¨¡ Æ�: ���j� � � �x�����n�N��� �����D��� Ã �����u�j��( Í �7�����¢� � �D(À���;%��n��������� ��� �^�����J�O�/�j�!�D� Ã �j� �����j�������������£����j�������¾��ÍZÍA�j� �b����ÍL���^�j�j� ���������/� �A�j�D�������,� �j�������LÍ��;�������)������� �^���X�u� �x�n�����N� %������j�nÍZ�D�Â� �u�G�u� �����
� �u���CBJ�j�nÍ£Í

d
�
µ(0)=5

6 � �j�����t��Í������	���A�j�n� ���������T�����n��Íb�����Z� �j��Í����D����Í ��� #[� Ã ¡M�u¡62y� ¡
ÍA�u���b�]� ���)�b����� �j���£���7�����j���`�����T���|�

zA� c/ωmin

¤(� � �§¡¶� �u¡ ÈE2>�N¤¢���n�u�j�n��Í!���

U(zA) =
D5

z5
A

,
� �u¡ ÈE292N¤

D5 = −
~cα(0)d

160π2ε0

[
14ε2(0)− 9

ε(0)
−

6µ2(0)− 1

µ(0)

] � �u¡ ÈE2JÆ�¤
� �j�����Z���ª�A�j���j����(À��� �7���£�j�n�]�����D� � �

n(0)zA� c/ωmax

� �����5�n���`Äc�X�/� �j�£�E�u���+�)���n��Ä>"

U(zA) = −
D4

z4
A

+
D2

z2
A

,
� �u¡ ÈE2NÇ�¤

D4 =
3~d

64π2ε0

∫ ∞

0

dξ α(iξ)
ε2(iξ)− 1

ε(iξ)
≥ 0,

� �¨¡�ÈE2NÊ�¤

D2 =
µ0~d

64π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

{
ε2(iξ)− 1

ε(iξ)
+
µ2(iξ)− 1

µ(iξ)
+

2[ε(iξ)µ(iξ)− 1]

ε(iξ)

}
≥ 0 .

� �¨¡�ÈE291N¤
�Â���G��������� Ã � �j� ��� �7���£�j�n�ª���j�T�j����(À�����������u�n��� � �c�����n�N��������Í��/�����ª��Í#"�� �u���������t�����&"X� �j��� �u� �����

�b���A�#� �u��Í��ª�D� ��������*��j�����n�4"R� �j���CB �u� ����� � � �JÍn¡b� �u¡ ÈrÅ�ÉN¤����j� � �u¡ È �NÅ�¤ � �Â�+��ÄjÍ����%��C� �n����Í��ªÍ£���T�4(
� �������F"�¡ � �¾��ÍL� �j�����;�^�������������j����� ���R�8���x����� � �j� �^�����D���������#�D���?�£� �j�u��Í��4%����c�������N��� ��� Ä����������n� �^���
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�j��������Í¢�D� *��j� ���5� �u���CBJ�j�nÍ£Í����j��� %����j���D�A������� �j�b�D� Ã �j� �������j���9�c�n� �����nÍ �����bÍ�� !D�������J���&" Í ������� Ã ¡<���j��Í
��ÍD�n����*����T�n� ��� #[� Ã ¡ �u¡ Æ � �j�n�£� � �j� � � �c�������N��� ����ÍT�/�X� � � �D( ���;%����|������� �j� ���n�n�º��� �^�£���N�ª�/�
�j��������Í��/� %����£�����jÍ � �j���CBJ�j�nÍ£Í��nÍX���£�3Í�j� �b� � �u���C� ���E%��¾Äc�n���R��Äu�������j���?Ä>" �J�j�T�n�£���n���¶� %��������)�������
�/� � �c¡x� �u¡�È 2JÅ�¤ � ��� Ã � � �j��� �b��� �G� �JÍn¡	� �u¡¥Å/�N¤ �c� �u¡ È�ÈrÅ�¤[���j� � �u¡ ÈE2jÈ:¤9�A¡ � �¢��Í�Í����n�T� ����� �A�j� ���j����� �7�����&%��
Äc� ���E%������u�Z�/� �A�j�G� � �c�������N��� ���[��ÍZ���j�j�;�x���j�j�n�N�X�/�¢� �j� �j�������L� �j���CB��u�nÍ�Í�6 �����[���j�%��nÍX��� #[� Ã ¡ �u¡¥Æ
�^�t�)���j�£�b� �x�����n�N�������uÄj�����£���n� ��� Í����D�G���N���n�£�D���j� �)���Â�u��Í£�����j����¡ ? ��� �;%��n�����A�j�5Ä����£�������<�j��� Ã �N� �£�t��� ��Í
%����"`Í����jÍ�� ���&%��n�4" ��Í!� �u� �j��������� �j���CBJ�j�nÍ£Í|��Í %��������n��¡X#����!�D� �j��� �j��������� �u�3Ä����£�����n�b��Í %��n�#" ��� �-6x� �
������Í���Í �b���A�¾���j�����n��Í���� Ã � �j���CBJ�j�nÍ£Í¢�D�c�A�j� �j�������,�����n���C�j��Í �|�D� �¨���D���-�j��� Ã �N�<�^���[Í����T�G���N���n���T�n�u� �����
� �u���CBJ�j�nÍ£ÍX���j�?� �u�n����� � �n��Í�Í���� �b�4"`�����Â���£�jÍ|� �j� ��Í"�� �¨��������� �j���&��Í�����n�,%������j� ��Í|� �j�3�A�j���CBJ�j��Í�Í
��Í �^�u�£� �u�n�b���j�����n��Í�����¡ ���T���£�|�j�����������n�C�j��Í��n�uÍ�Í������]�t���CÄc� �^���j�j�]��� � � �^Ín¡ � PM7GÉ � PM7 1��A¡

� ��� ��� � � ��� �� � ��� ��� �

��ÍÂ�XÍ£���G�j���b�T�¨�u�n� �^��� ���j�����������n� %�� �F" ���n���jÍ£���j���Â� �^����� ( Í����������� Ã �����D���j�n����Í����ªÄ>"T� � � ���j�n�N�����t���
�D� Ã �j� �����j�������n� ���£���K�����4� ÍA�j���n��ÍZ�/� �x�����T���£���&%�� �F" ε(ω)≡ ε±1 (ω)

���j� �c�n�£�D�n��Äj�������F"
µ(ω)≡ µ±

1 (ω)
� �j���C�������LÍ�� �j���������n�RÄ>" �+�j��Í �7���u�n�

l
¡ � #������ � �§¡ � �¨¡�È�È:Æ�¤5��� Ã � � �j��� �b���A� � ��Í�¡ � �u¡�È�È .N¤ �x� �u¡ È�È �N¤

�����^������� �bÍ!� �j���|� �u� � � �c�������N��� ���[�/�¢� Ã �£���j�j� ( Í£������� ������� �j�����n��� �b��� �u��� �A�j�)�j� ���������n�E%¨� �F" ��Í
Ã �4%��n�]Ä>" � b1≡ b±1

¤ � P�7�È � PM7 1 � PM7GÉ��

U(zA) =
~µ0

8π2

∫ ∞

0

dξ ξ2α(iξ)

∫ ∞

0

dq
q

b

[
e−2bzA + e−2b(l−zA)

][ 1

Ds

µ(iξ)b− b1
µ(iξ)b+ b1

−

(
1 + 2

q2c2

ξ2

)
1

Dp

ε(iξ)b− b1
ε(iξ)b+ b1

]
.
� �u¡ ÈE2NÉ�¤

� � Ã �n�j������� �§�A�j��Í �c�������N��� ���±��Í �j���b� �j�LÍ��j���D� � �Â�DÍ��;�������)��� �j���&� (ÀÍA������� �x�����n�N��������ÍL� �u¡�È:Å�ÇN¤ ¡����j�
�j� �	�����n�u�n����ÍÂ�j�u�!���L� �j�!���x�n���Â�/�0� �j� ���&�j���5�£�;=��8�u�����jÍ Äx� � �Â���n��� �j�������4�±ÍA�����n�nÍ�� � �j���C� Ã �&%��nÍ ����Í£�
���¾�A�j���j�n�j���D������������Í

1

Dσ
=

1

1− r−σ r
+
σ e−2bl

=

∞∑

n=0

(
r−σ e−blr+

σ e−bl
)n
,

� �u¡ ÈrÆ/.�¤

�����t����� � �§¡O� �u¡ È�È �N¤ ¡
���j��� �j���nÍL�/�G� �u� � � �x�����n�N��� ����ÍX�D�b�����)�����������`�D� Ã �u�������j���n�������������,� �j�j�����&"������n� ���£���D���j�

�j�j�£�n�4"#�D� Ã �j� �����+�t�E%����F"������ Ã �&%��n�°��� #¶� Ã ¡ �u¡ Ç � � �j���C� �j� %��CÄx���n�°��Äu�������j����Ä>" �J�j�T�n�����t���¢��� (
��� Ã ���)������� �D�K� �§¡�� �u¡ ÈE2NÉN¤ �¢��� Ã ���A�j�n� �b���A� � �JÍn¡�� �¨¡ Å/��¤(��� �u¡ È�ÈrÅ�¤¾���u� � �u¡�È�È �N¤ ¡ #����¾� �j�C�C�j��Í��n�
���������T��������Í��G� �j� ���0�u���ª�£�;=��8�u�����jÍ �b��� �u���°� �j�`�t�E%����F"°�j� �j��� �j� �E" � �£����� �^� ¡ ��¡ �

Dσ ' 1
���<�A�j�

���x�n� ���4%��T����� Ã �T�D�Â���J��� Ã �����������§¤ �e���LÍ��C� �j� �t�E%����F" �c�����n�N��������Í|�£�n�j�u�n�D���CÍ��j�TÍ��/�Â� � � �����&� ( Í�������
� 8;:=<�>?<�@�AB<Cp�Y G�>TDLzN>TDL>iQ�<�GFJ�Q p D�ABI�ABGCQHA'KSJE<FJL>iU�@�A'K=> ky>H>TIXMN:%]%>HDODO>T]Wm0JL<�@fK�ABGFJL:�Y�U�] >HP=GF>H>iU�:=d ]%>H<FABJOD \�>�Z P�ZL\SkSzN<nm�:

py>HG�de>TQ�<FDLzVQ9:�I�]%Y�Q9<�JOI Pvp DOAB<�>iU� � � %%\ � � 
S\ � � �B\ � �
�S\ ��%�� & \�<nm�:�>TDL>iQ�<FG�J�Q�@�ABDLd�U�p�A�Q9>TU  ��% � & \=:=G�>HK�>HIR<nmc:�>HDO>TQ9<�GFJOQ�p D�A�<F>TU
:Bd ��I JL<�>v<F@ J�Q{��I�>TUFU! � � �S\ � � ��& Z
7�� ~ :�G;ABI�>9� ABMNp DO>vm0@ >HGF>vM�Y DL<�JOp DO>�G�> ��>9�%JO:=I�U�MRY�Un<;ky>v<FA=�=>TI|JOI�<�:sA=QTQ9:=Y�I�<i\ Uh>T> � >9dnZ  [�� � & Z



������� ��������
��"�{�����h� ��� 
i� 
 � ����� � �h� �'�v� �����	� �h� � � Æ�Ê

 0

 0 zAω10/c

U
(z

A
)1

2π
2
ε 0

c3
/(

ω
3 1
0
|d

0
1
|2

)

�����

�����

�	�
�

0 5 10 15

0

−0.002

−0.001

0.001

0.002

#[� Ã �j��� �¨¡¥ÇM:@���j�+� � �c�������J��� ���u�/�±� Ã �£���j�j��(ÀÍ£�������5� � �D( ���;%����§������� �b���A�j��� ��� �A��¤[�+� Ã �j�����¨�j���n���n� (���£��� �
µ(0)= 5

6 � �u�n���n��Í|�����±���A�j�n� ���������D� ������Í ������� �u�LÍ����D�X��Í ���`#[� Ã ¡ �u¡62y� �[�^Ä§¤��j�j�����&"C�����n� ���£���
�
µ(ω)=1

�����A�j�n� �j�������T�����n�£ÍG��ÍG�����A��¤9� �±�~�t¤��j�j�£�n�4"D�D� Ã �u������� �
ε(ω)=1

����� �u�n� �j�������T�����n�£Í5��ÍG���
�A��¤9�±�n� %�� �F"��/���b���u�A�

l=15c/ω10

��Í5ÍA�j� �b�?��Í!�,�^�j�u���������C�/�O� �j� �c��Í�� ���������/�¶�A�j�X�������`¡

�c�������J��� ����Ín¡ ? �n�j��� � �u�?���£�����������4%��S�����;�j�j��Í£�&%��
�c�������N��� ����ÍT��Í�Í£�¨��� �����n� �b��� �<�t���C�g�/�|� � � �j�j�£�n�&"
�n���n� �������%���D� Ã �u�������+�����&�OÍA�����n�nÍb����� Äj���j�|��� ���C���M*��j� ��� �c�������N��� ���"�G����� ���Â�����x���5� �j�����n�N���£�X�D�¶�A�j�
�t�E%����F" � � �j�����Z�)�x�����n�N��� ���"� �n���±�/� *��j� ���Z�j�;�u� �]�t���]Äc�X�£�t������Í£�n� �b���A�j���ª�A�j���t�E%����F"������ �j�Z�n��Í����/�
� � � Ã ���J�j���j���&"��D� Ã �u�������j���n���������������j� �)���nÍ5�D�[Í£�"!T�n�����N���&"ªÍ£���£��� Ã �+� Ã �j������� �u���9�c�n� ������Ín¡

� ��� + ' . �`, # ��� '*) '*+ 4	��� �"!$#/� �('8) + '�#%. !1�

���j� �£�nÍ£�j����Í|�/� �A�j��Í!�C���/�u���n� ���E%��¾���;%��t�����n�?�A�������A�j�3�u��ÍA�c�n�£Í������ �^���£�n�nÍ!Äx� � �Â���n� %����������jÍ �x�������#(
��Í���Äj���%���D� Ã �j� ����Í���Äj��� Ã �����j�u��( Í �7�����¾��Ä��£�n� ��Í�� ���j��Äj���Z�C�����Z�/�¢�����D�T��� �^�n�����j�£�nÍ�6O�A�j��Í �c�����J� �b�����
Äc���^�j� � �j���|�n����Äx���������n� ��� � �u� �^������� �b��� Ã ¡ �¶��Äj��� �u¡ È Í£�j�D�D���£��Í���Í!�A�j�¾��Í#"¨�G�u���������L�£���7�����j�������j�
�j��� ( ��� �7���£�j�n� �j��ÍA�c�n��Í£����� �^���£�n��ÍT�A�����G���E%��]Äx���n� �^���j�j� �^���T� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)�����x��� ���£��Í���Äj���+�������
���N���n����������� Ã �b���A�+���u��� �j��� Ã �����u�j��( Í �7����� �x����������Í���Äu���%�)�+� Ã �j������Í���Äj��� ������� � � �JÍn¡	� �¨¡�È ./.N¤(�c� �u¡�ÈE.uÈr¤(�
� �¨¡�È .�Æ�¤5���j�°� �u¡�ÈE.�ÇN¤9� �c���?�����n� ���£���%�)�+� Ã �j�������ZÍ��D�����±ÍA� �j����� � PM75Æ��OPM7!È ��� �c�A�j���`����� Ã � PM7�È .����§� �j���
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�¶��Äj��� �u¡�È/:<P¨� Ã �jÍ ���j� ��Í"��G�u�����������x� � �n��� � �bÍ��^���[� �j�Â�j��Í�x����Í������,�^���£�n�nÍ Äc��� � �n���?�~�N¤O� � �X�������TÍ��
�~Ä�¤Â���C�����������j�C� Í��D�����cÍ� �j����� �O�^�:¤Â����������� ���u�C�L� �j��������� Ã �	�~�§¤Â����������� ���u�C�L� �j�����j� �)��� �
�~�t¤ ���+�)�����Y���j�+��Í����D� ( ���M*��j� ��� �j���&�xÍA�����n�!���j� � ��¤ � � �3Í£�n�T�4(À���M*��u�����������4�	Í�����n��Ín¡ � � � �j�b�7��Äu��� �
e
�
m
Í �7���u�jÍ��^��� �x����������Í���Äu���%�)�+� Ã �j������Í���Äj���¶��Ä��£�n� ��Í����u�3� �j�ÂÍ�� Ã �jÍ ± �j�n�u�����G�£� �j�u��Í��4%��S������������� ���4%���^���£�n�nÍ�¡

�j������� � � �JÍn¡ � �u¡ ÈE292N¤!���j�<� �u¡�È 2NÇN¤9� ���j��Í����D� ( ���M*��j� ��� �j���&�¢ÍA�j���n� � � �JÍ�¡¢� �u¡ ÈrÅ�ÉN¤!���j�<� �u¡ È �NÅ�¤9�A¡ � �
���j�u���������5��� �j���j��ÍA�c�n��Í£�������^���£�n�ZÄc��� � �n��� � �Â�TÍ����D� ( ���M*��j� ���+�j���&�¶ÍA�����n�nÍ ��Í Ã �&%���� � È 1/1�� ¡

�Â���G��������� Ã �A�j�Z�j��Í�x����Í£�������^���£�n�nÍ5Äc��� � �n��� ��Ä7�£�n����Í5�/�¶�j� �x�n�£�n�N�bÍA���D�x��Íb���j�CÍ��&Jn�nÍ������Â��Í5Í����n�
� �j��� � �u�GÍ�� Ã �jÍ����£�5��� �Â�E"�Í[� �j�5Í����T� � � �j�����¢� �j�5���t���j��� Ã ���-%��n�£Í����c��� �n�£Í¢�����Â�A�j�GÍ����D�Â��� �C����� Ã �n�
Ä>"°Í����T� Ã ����Ä���� �c� �Â��� � �j���g�T� %¨��� Ã �^����� ���j�]��� ���/�!� �j������Äj�������#���u��� �j���n¡ ���j��Í �n���gÄc�
�j�j�u�n��Í �����¨��Ä>"R��Í�Í��u�D��� Ã � ���)�Z� �j�¾���t���j��� Ã ���-%��n�£Í�� �x� � �n�Z��Í|�j�����n�£�D���j�n��Ä>" �A�j�¾�n���N������Äu�u�������
���T� �j� �^������� � �j���C�?����Í��j� ��Í �^������� �u�L� � �D( �������%���N��������� ������� � ��� �e�~�N¤9�OÄ>" �j����� �b��Í��XÍ��u�D�D����������¡
�|Ä>%¨�����jÍ£�&" �����N��� Ã �������������/�O� � �D( ������� �^���£�n��Í!� %���� �A�j�D� *��u�����t¤ %������j�D��Í5�/� �¾Í£�+������ÍA�M�j�n�£�ª�^Ä§¤G���
�¾� �j��� ����� Ã �~�t¤b�j���nÍ �j���!�C����� Ã �X�A�j�X���nÍ�x�������&%�� �x� � �n� � � �-� � �j�����X���N��� Ã �����������C� %��������`���M*j�j�����
%������j�T�5��� � �n��Í�� �u� ���t���u��� Ã ���>%��n��Í£���c� �Â���Â���n�n�����j��� Ã ����� �j�b�J�j� Äc�n�¢�/�x���M*��u�����5�u���T�n�jÍ£�����jÍ�¡ P¨� �
� �u�����n���j��� Ã ���-%��n�£Í�� �c� �Â����Í5���£������� �n�£�n��Ä>"T� �Â�¾���j�+� �u���n���^���¢�A�j�|���J���n�������������T�/�O�����)����� �b� � �
�ª� �j��� �j� �����¾�/� ���M*��u�����¾�������������[� �������jÍ������ �^�§¤Z���j� �������&�¢Í�����n� �~�t¤(�0����ÍA�c�n� ���&%��n�4"�¡G���j� �x� � �n�
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� � �bÍ �^���L�A�j� �^���£�n�ªÄc��� � �n���°� � � �����4�5ÍA�����n�nÍ]� �7¤��t�����A�j�n� Äc�+��Äu�7�����j�n� �^������� �u���������)� �j���&� (
ÍA�j���n� �^�������?�^�:¤|Ä>"����N��� Ã ���)����� Ã � %��n��� �j� � �j�£�n�T���M*j�j�����¾�j���T�n�jÍ£�����uÍ�� � �j�n�£�D���N��� Ã ������������� %���� z��� � �n�£Í��A�j�¾���n���j��� Ã ���>%�����Í£�G�c� �Â����ÍXÄ>"R���j�,� � �u�����L� �j� �����&%������[���J��� Ã �����������jÍ|� %��n� x ���j� y "��������
���]���M*j�j����� �^������� ��� ¡ ��¡ �§�)*��j����� �^������� �x��� �u�j���!���£�t�u¡ � � �^������� �bÍ �^������� �j���7��Äu���|� �j��� �+���>">( �)�����
���N���n�������������jÍ��j�X�j��� �C����� Ã � �A�j�!���t���u��� Ã �c��� �n� � � �bÍ�����Í��j� ����� Ã �^�£����� �u�!Í£�j�D�D��������� �/� ������� �b��Í£�
���N���n�������������jÍ��jÄj�u� ���j�4"ª�T�¨�u�&� "T� �j�K�j�£�9�c���£���������������F" �~��� �����£Ín¡

�����G�j��Í�x����Í£����� �^���£�n�nÍT��� �¶��Ä�¡ �u¡ È]�����CÍ£�n�n� ��� Äx�C�)�������������&%����^��� � �Â� �x����������Í���Äu���+��Ä��£�n� ��Í
���j� ���;�j�j��Í��&%��G�^���L���c��� ���£��Í���Äj���L��Ä��£�����L���N��������� ����� Ã �b� � � �]�D� Ã �u������Í���Äu��� ���u��¡ � �X�n��� �^�j� � �j���
Äc�ª�j�����n� � ���)�¾���#�A�j�ª�£���7�����j��� �����T����� �u� �^�������nÍ¾�j���n�£�t��Í£�]�T���£�+���D�j���j�4" �b��� � ���j�n�£�t��Í£��� Ã �j��Í�(
�7���j�n�+�A�������T� Ã �J�LÄc�+� ���c�n� ���n� �^�£���&�n���jÍ£���j������� Ã ���j�4"R� �j�+�j����(À�����������u�n�������T���t¡ #¶���������&" �O�A�j�
�7��Äj���bÍA�u���bÍ � �����¢� �u����� �7���£�j�n�D�j��Í�x����Í£�����G�^�������nÍÂÄc��� � �n�����x��� ���£��Í���Äj���S�D�x��� ���£��Í���Äj���¢���j� �x����������Í#(
��Äj���%���D� Ã �u������Í���Äu���Z��Ä��£������Í+�^������� ��� �u�3Í����D���x� � �n�|��� �bÍ���� �u�����X���]� �j�L�j����(À��� �7���£�j�n�?�����T���5�A�j�
�^���£�n�nÍ�Äx� � �Â���n� �x��� ���£��Í���Äj�������u�?�+� Ã �j������Í���Äj������Ä7�£�n����ÍZ���£� �Â�n�/B������ �j��� � �u��Í�� Äc��� � �n��� �x�������#(
��Í���Äj��� ��Ä��£�n� ��ÍGÄ>" � �Â�)�c� �Â����Í ���D�A�j����Ä��£�n� �GÍ��;����������������¡<���j��ÍÂ�n���+Äc���j�u�j�n�£Í£�������ªÄ>"D�£� Ã �����j��� Ã
� �u� �^�����n��ÍX��Í�Äx����� Ã �j�u� ���]�A�j�¾�n���n� �������+� Ã �j������� *������ �n�£�t�����n� Ä-" � �j�)*��£Í£�X��Ä��£�����X���N��������� ����� Ã
�b���A�R� �j�¾Í£�n�n���j��¡)L �j�����3� �u�T�����������£���¾���j� �D� Ã �u���������~��� *j�n���uÍZ�n���n������� Ä>" ������Í£�n����� �)����� Ã �����n�8(
���£���!�j�0�c����� �j��ÍA�j��� " �A�j�|Í����D�|�u��Í£�����j���|�j� �c�n�u�j�n�j��� �j�A�j�Z�n���n�����������j�n��� *�������� � �j���C���n�������N��������� �
�b���A�?�+Í£�n�����j� �c��� ���£��Í���Äj���Z��Ä��£�n� � ¤!��Í!Í ������� Ã �n� � ����� � �j�L�+� Ã �j�������X�j�t����*������ � � �j���C�R���N���n��������Í
�b���A� � Í����n���u�?�+� Ã �j������Í���Äj���Z��Ä��£�n� � ¤5Ä-"C���j���c� �Â���!���]�A�j�X��Ä��£�n� ��Í£� ���������������#� Ã �4%���� Ã ����Í��Z���D�
�j� �	�����n�u�n���/�O� �Â�G�x� � �n�£Í!���]Í£�n�����j��(À�����j�����c�n� ���j�£Ä����������ª�A�j�n���#"u¤ ¡
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��Í¾Í�j� �b�g����� �j���j�£�;%������jÍ¾�C���/�u���n��� �����D�8( ���j�j� �c�n�u�j�n�N�)�c�n� ���j�£Ä������������ �u�n���#"��t��� Äc���jÍ£�n�°���
�j�����&%�� Ã ���j�n�����	�8�M�u���nÍ£Í������jÍ �^����� �j�K� � �c�������N��� ����� � �j���C�C����� �����£�����n�j�������4"¾�jÍ£�;�^�j� �^���ÂÍ ���j�M"���� Ã �
%����������F"]�/�¢��Í�x������Í|����� �����n� ����� � �^�����n��Í|��� Ã �����j�u��( Í �7����� �������DÍ�¡ � �;%����£�A�j�n���nÍ�Í���� �j� �/� �j�£�N���C�
���n�E%��nÍZÍ£���T� ���u�nÍ£�������uÍZ�j�����jÍ �Â��������¡j#[����Í£���&" �	���|��Í BJ�j� �b��� �����Z�������T�����������jÍ£���������jÍZ����� Í�j�&�²���n�
���j�<Äj�������j�n�u�n�g�u�j�]��� �A�j� �j����Í��n�u�n�?�/�|� �u�t���£Ä-"°Äc���M" ��� �j�����C�A�j�C�������jÍ�� �������jÍ¾�n�N��������� Ã �A�j�
�c�n�£���j��Äj�����4%���� � �c�������J��� ���¢���£�+�j�uÍA�j�4�²���n�����j� ���E%����
J��n���R�����j� �b���u� ��¡ P¨���n���j�u�&" �<�^���3�������TÍ
���u�����������4"��j���;�����£�n�����#��� � �¨���������#Í �7����� �[Í�x���J�����j�����jÍ3�u�n�t�E" ��Í��8�M�c�n� �����#��� Ã �&%��D�£��Í£� ���?�C�M">(
�����T����ÍG�/�O� �j� � � �^������� � �u���C�C��Í��j�/�¶�n���j�£Í��,��Äx� "����j�C� �u�XÍ£�n�9�c���/�¶� �����T� (À���j�u� �c�n�j�j���N�G� �j�����"�¡
� � �����£�����n�j�������0� �u��Í �u�����jÍ �^����� �j� � ��Äj����Í£�n����� �)�������jÍZ� ���c�n�����n� ��� �¨���n�j� �^���3Í ������� Ã �������)�>*��n���
�n��� �j����� Ã ¡

�¶��� %����������D�ª�A�j�nÍ£���j�;*j�n�����j�n���nÍ�� � � �b����� ���#� �j��Í �C���/�¨���n�)�u���nÍ£�n�N�D� Ã �n�J�j���j�n�4"#��"¨�j���D���t���
� �u�n���#"`�D� � �j�,� ���^��������¡�P��7���£����� Ã �^�£����� �u�3�9�c�n��������� 3±���£�n�N� J �^������� � � �3�8���j����Í�Í|� �u�)� ���^�������
��� ���n�£�DÍ��/�X� �u���������T��� ���j� *������ %���������Äj����Í � PM7�È � P�7GÇ � PM7GÊ � PM7 1�� ¡ #§��� �Â�n�/B �������)�>*��n���
�n��� �j����� Ã �O� �j��Í�������Í��j� ��Í3����� �^�u�£� �u�n�3� %��������)���n�#Ä-" �T�t���jÍ3�/�5� �j�ªË ���B�� % �/�M�j���E�¨���D��������� ���j�
� �u�L���M=��j���j�n�L�/�[�A�j�LÄc���M">( ���u�j�j�n��� Í�j�&�²����� Ã ���j�]Äj�£�N���j���j��� Ã �/� �A�j�L�������T���|�������uÍ����������uÍ5���`�A�j�
�^���£�n� �!��Í�Í ���j�j���n� ���º�u���7�����+�^���ª�A�j�R� �u���G�j���R�/�L��� � �¨�n� ���n� ������� �j�����n��� �j�t���C� �����&�XÍA�����n�
� PM7�È �OPM7GÇ �OPM75Ê �OPM7 1y�A¡ #����!Í£������� Ã �)�����,�-*������ ����� �j����� Ã � � �¾���nÍ ���£�����|���j�Z���£�����J�������`���C�+� � �D(
��� %����G������� �j�����j���T�������J���&"����J���n����������� Ã �b���A� � Í���� Ã ��� �J����Í£�4(À�D���j� �/�5� �u�+Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n� *j�n���	¡
���j�b�����j�j���n�ª�)�����,�-*������¾�M"������T����Í �t���TÄc� Í£���&%��n�T� �u��� ���&" �>"¨���n���j��� Ã � ���j�����n� � � ���j�£�nÍ�Í£�����uÍ��^��� �A�j�
����Í����j���N�|Í£������� Ã ( ����� �j����� Ã � ���^������� � PM7�È � P�7�È:Ç�� � � �j�n�£�3Äj�£���;�[�n���N����������Íb�+���j� �b� � �C� �j� �^�������
��Äu�������u�n�CÄ>"��D�n���jÍb�/�O� �j� � �n���4(FBJ�j� �b�]�j����Í�Í£�n��(ÀÍ£�7�)���L�/� �j�£�N���C� � PM7!È:Ç��A¡

� ��� � '�# !1) ��� + '-#/. !

�(�M"������T���n���x�A�j�n���"��/�0�A�j��� � �^���£�n�Z�t���`Äc�Z�j�;%��n���9�x���`Ä>" *j��Í£�b�n�������j� �)����� Ã � �u�������7���O3±�������N� J
�^���£�n� ��������� Ã ���T�A�j�b�������Y��Í Ã �4%��n�TÄ>" � �u��? �n��Í��n�JÄc�n� Ã �����j���������jÍ��/�x�D���������	¡ ���j� Ã ���j�n����������Í��j� �
�^����� �j� 30�����n�N�AJ��^���£�n�!�A�J�jÍG�j�����&%��n�5�uÍ��n�#%���Íb��ÍG� Ã �¨���+Ä���Í���Í �^��� �t�����n�j��������� Ã � �j� � � �^���£�n� � �j���C�
��ÍLÍ���� �j�4"R� �j�DÍA�c�n��� ��� �t��Í£�ª�/�5� �u� 3±�������N� J �^���£�n� �^���X�A�j�ªÄc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n� �����n� ���£���+� Ã �j�������)*������
���u�����������4")�j�£� �����£�n�`��������Í Ã �����j�j�]Í£�7�)����¡

Ç/.
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��ÍXÍA�u���b� ��� P¨����¡¶Å¨¡¥Å¨¡�È �0�A�j�G3±�������J�AJG�^�����n��Í3��������� Ã ����� �j� ���u�j�&%����u�����[�C�j��� Ã ��� �����£�����n���nÍZ�n����(
Í£�������u����� Ã �A�j�¾���������t���?Äx� Ã �&%��n�?���`�A�j���^���£�%�/� � �§¡ � Å�¡!19.�¤ ¡+P¨�j�T�D��� Ã � �j��Í����J���)������� � %����Z�����
����� �����n����Í��j���j����Äu�7�����jÍ

mA
¨̂rA =

∑

α∈A

mα
¨̂rα = F̂

� 2j¡�È:¤
� ���n�n�����O� �§¡¶� Å�¡ Æ�Ç�¤9� � � �j�n�£�Z� �j� 3±�������N� JK�^�������X��������� Ã ����� �u�L�)�����e��Í Ã �4%��n�]Ä>"

F̂ =
∑

α∈A

{
qαÊ(rα) +

qα
2

[
˙̂rα×B̂(rα)− B̂(rα)× ˙̂rα

]}
.

� 2j¡ Å�¤

���c��� Í��uÄjÍ£�������¨����� Ã �A�j�5� ���j�£�nÍ£Í������jÍ|�AÅ¨¡¥ÊD2J¤@�^��� �A�j�5���������u�����������£���b���u�T���j�j�j� �������,*��n���jÍ��J�jÍ£��� Ã �A�j�
�~��� �5� ����� ���J���n�£����� �^���£�n��Í �u�D�j���b�n���N���£��Äj�¨���Z���¾� �u�X�u��� �^�������Z�j�j����� ������� �b��Í��Z�t���j�n����� �)�������jÍ��

∑

α∈A

qα∇ϕ̂A(r)| � = � α
=  , � 2j¡$�N¤

���j�]�����t��������� Ã �j� *��j���������uÍX� Å¨¡¥Æ¨Èr¤Â���j���AÅ¨¡¥Æ�Æ�¤(�u���j����Äu�������jÍ

F̂ =

∫
d3r

[
ρ̂A(r)Ê(r) + ĵA(r)×B̂(r)

]
.

� 2j¡$2N¤
��� �������������&%��n�&" ���A�j�K3±���£�n�N� J+�^�����n�!�+�E"TÄc�|� ���j�£�nÍ�Í£�n�]���+���n�£�DÍ �/�O�������D��� �c����������Í����������T���j���D� Ã (
�j� ����Í�����������¡<���u��Íb�t���]Äc�����C�j��� %���� Ä>"C�jÍ���� Ã ����� ���������jÍZ� Å¨¡ Ç�ÇN¤5�	� Å¨¡ Ç91N¤ �u���t���j��� Ã ���

F̂ = −

∫
d3r

[
∇·P̂A(r)

]
Ê(r) +

∫
d3r

˙̂
PA(r)×B̂(r)

+

∫
d3r

(
∇×

{
M̂A(r) + 1

2

[
P̂A(r)× ˙̂rA − ˙̂rA×P̂A(r)

]})
×B̂(r).

� 2j¡¥Æ�¤
�!Í£��� Ã � �u�L�£�j��� a×(b×c) = b(a·c)− c(a·b)

��Í � �n���O��Í �A�j�X���j���J���������nÍ
∇P̂A(r)= −∇AP̂A(r)

�
∇M̂A(r)= −∇AM̂A(r)

� � �j���C�+�����b�j���£�n� ���n���jÍ£���J�j���j�n��ÍG�/�x�j�;*��u���������jÍ �AÅ¨¡¥Ç�Å�¤[���j� � Å�¡¥Ç9��¤9� �N���j�
�t���`Í�j� ��� �j���

−

∫
d3r

[
∇·P̂A(r)

]
Ê(r) = ∇A

[∫
d3r P̂A(r)·Ê(r)

]
+

∫
d3r P̂A(r)×

˙̂
B(r),

� 2j¡ ÇN¤
∫

d3r

(
∇×

{
M̂A(r) +

1

2

[
P̂A(r)× ˙̂rA − ˙̂rA×P̂A(r)

]})
×B̂(r)

= ∇A

{∫
d3r

[
M̂A(r) + P̂A(r)× ˙̂rA

]
·B̂(r)

} � 2j¡ Ê�¤
� �j����� � � ���E%�� �j���£��� �����&"<���N��� Ã �������n� ���j� �n�G�j��� "���� Ë`� ���Â�����X���J�����������jÍ �AÅ¨¡!��Ê�¤����j�Y�AÅ¨¡$�NÆ�¤(�
����ÍA�c�n� ���&%��n�4"�¡�P¨�jÄjÍ ��� ���u�������C�/�O� �j��Í��X���j���N����������ÍG���N���G� �§¡O� 2j¡¥Æ�¤Â�£�nÍ��u����Íb��� � PM7GÇ��

F̂ = ∇A

{∫
d3r P̂A(r)·Ê(r) +

∫
d3r

[
M̂A(r) + P̂A(r)× ˙̂rA

]
·B̂(r)

}

+
d

dt

∫
d3r P̂A(r)×B̂(r).

� 2j¡$1N¤
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� ÇNÅ
���²���n�5�8�M�j���j�j��� Ã � �c¡O� 2j¡$1N¤¢���¾���t���u��� Ã �����j���5���ª� �u�Z���n�������4%�� �j���£�����n�������¨���£�j���j������Í r̂α

�j���j� *j�j�jÍ
� �j���5� �j� 3±���£�n�N� JK�^���£�n�����C����� Ã �G�E%�� ( ���n� Ã � �?�D� �j���E�¨���D���������ª��Í Ã �&%��n�]Ä>"

F̂ = ∇A

[
d̂·Ê(r̂A) + m̂·B̂(r̂A) + d̂× ˙̂rA ·B̂(r̂A)

]
+

d

dt

[
d̂×B̂(r̂A)

]
,

� 2j¡¥É�¤
� ���n�n�����O� �JÍ�¡[�AÅ¨¡ ÇNÅ�¤ �x� Å¨¡ ÇNÆ�¤��"� �j�����

d

dt

[
d̂×B̂(r̂A)

]
=

˙̂
d×B̂(r̂A) + d̂×

˙̂
B(r)

∣∣
� =ˆ� A

+ 1
2
d̂×

[(
˙̂rA ·∇A

)
B̂(r̂A) + B̂(r̂A)

(←−
∇A · ˙̂rA

)]
,
� 2u¡�È .�¤

�����t����� � �§¡Â�AÅ¨¡$�/2J¤ ¡2#������C�j��� ( �D� Ã �j� ����� ������� ���j� �j���j�£�n�������4%¨��Í£�����3���n�N���£� (À�/� ( �D��Í�Í��T���������5�"� �
�D� "C�u��Í��n�����]� �j�L�n���N������Äu�u������� �^�£�����D� Ã �j� ���������J���n�������������jÍ!��Í �Â�����O��Í!�A�j�����n�£�DÍ��j���/�x��� �����������
��� ˙̂rA

Í��¾�A������� ��Í�¡¶� 2j¡ ÉN¤G���j� � 2j¡�ÈE.N¤Â�����j�j�n����� � PM7GÇ��

F̂ =

{
∇

[
d̂·Ê(r)

]
+

d

dt

[
d̂×B̂(r)

]}

� =ˆ� A

.
� 2u¡�È�È:¤

� ����� � � ����� � 
 � ���� � ��� 
�� ��� �

L ���A�j�����A�j���^�����T��� ���B#�/� � �j�C� �u�����&�x��� ���X�n���M�j����� Ã Í��C�j���D�,� �A�j� 30�����n�N�AJ��^�����n���D�E" Äc���t��� (
�n�u� �����n�º��� �#Í����D��� ��� �Â� "gÄ>"gÍ£�j�D�T��� Ã � �§¡�� Å¨¡ É�ÇN¤ � %��n�C�����!�������T���]�n���jÍ£�������u�n�N��Í����j�º�jÍ���� Ã
�j� *��j���������uÍX� Å¨¡ ÇNÅ�¤G���u�#�AÅ¨¡ ÉuÈr¤(�u���t���j��� Ã ���

mA
˙̂rA = mA

˙̂r′
A =

∑

α∈A

mα
˙̂r′
α = p̂′

A +

∫
d3r P̂ ′

A(r)×B̂′(r)
� 2j¡�È:Å�¤

� ���n�n�������A�����
r̂′
A = r̂A

��� �c¡	� 7!¡ Å�¤����j� �j�n�u�n�Z����Í�� ˙̂r′
A = ˙̂rA

�A¡ P¨�uÄjÍ£�������¨����� Ã �A�j��Í¢���N���X� �j��?!����Í£�n�JÄx��� Ã
���J���)�������]�D�[�T��������� � Å�¡!�/2N¤(�j���u� *��j�jÍ

mA
¨̂rA = mA

¨̂r′
A =

∑

α∈A

mα
¨̂r′

α = F̂ ′,
� 2u¡�È ��¤

� �j������� �j� 3±�������N� JK�^���������j� �(��Í£Í��j�T�nÍ5� �u� �^�����

F̂ ′ =
i

~

[
Ĥ, p̂′

A

]
+

d

dt

∫
d3r P̂ ′

A(r)×B̂′(r).
� 2j¡�È 2J¤

���j�`�j� �x�n�£�n�N�+�����N���£��Äj�u�������uÍ ��� �A�j� *j��Í£�D����������� � �§¡|� 2j¡�È 2J¤ �t��� Äc�]�;%������j�������gÄ>"°�����t��������� Ã
� �§¡3�AÅ¨¡$1�ÇN¤ª��Í � �n������ÍC�A�j���n���T� �u����������� �£�n� �)�������jÍ � Å¨¡¥Æ/1N¤ ¡ �!Í£��� Ã � �u� ���j�n�N�����F"

∇′
AP̂ ′

A(r) =

−∇P̂ ′
A(r)

�����j�Z�n���`Í�j� � � �j���
i

~

[
1

2ε0

∫
d3r P̂ ′2

A (r), p̂′
A

]
=

1

2ε0

∫
d3r∇

[
P̂ ′

A(r)
]2

=  , � 2j¡�È:Æ�¤
���j�]Ä>"��n�G�j���N"���� Ã � �c¡O�AÅ¨¡ ÉuÈr¤G��Í � �n���0��Í5�j�;*��u���������jÍX�AÅ¨¡¥Ç�Å�¤G���j�#� Å¨¡ Ç9�N¤ � � �X�u�n���4%��

i

~

[
∑

α∈A

1

2mα

{
p̂′

α +

∫
d3r Ξ̂

′
α(r)×B̂′(r)

}2

, p̂′
A

]

= ∇A

{∫
d3r

[
M̂ ′

A(r) + P̂ ′
A(r)× ˙̂rA

]
·B̂′(r)

}
.
� 2u¡�È:Ç�¤
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P¨�jÄuÍ£��� ���u����� Ã � �JÍn¡L� 2j¡�È:Æ�¤ª���j�"� 2u¡�È:Ç�¤+���N��� � �§¡L� 2j¡ ÈE2J¤ � � � *j�j�º� ����� �b� � �j��� � �j��� �j� ���&�x�������
�n��� �j����� Ã Í��C�u�n�T�X�A�j� 30�����n�N�AJ �^�����n���£�t���jÍ � PM7�È � P�7GÇ��

F̂ ′ = ∇A

{∫
d3r P̂ ′

A(r)·Ê′(r) +

∫
d3r

[
M̂ ′

A(r) + P̂ ′
A(r)× ˙̂rA

]
·B̂′(r)

}

+
d

dt

∫
d3r P̂ ′

A(r)×B̂′(r).
� 2j¡�È:Ê�¤

��ÍT��Í¾��Ä-%������jÍ �^����� � �JÍn¡!� 2j¡�È:¤ ���j� � 2j¡ È �N¤(��� �u�]�8���j����Í�Í������jÍG�^���j�j� �^���¾� �j�
3±�������N� J��^�������`���
�T���j���+���¢� 2j¡$1N¤����j��� �u�����&�x��� ���b�n��� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�nÍ�� �jÍ �X� Ã �£�n�/: F̂ = F̂ ′

¡ ���j��ÍZ�t���RÄc�,%������4*��n�
� ���j�����������4"+Ä>"��uÍ���� Ã �A�j�Z�������jÍ�^�����D���������ª���u���nÍL� 7�¡�È:¤(�0� 7�¡!��¤b���j� � Å¨¡ ÉNÊ�¤G���u�`�j������� Ã � �����

∇A

∫
d3r

[
P̂⊥

A (r)
]2

= −

∫
d3r∇

[
P̂⊥

A (r)
]2

=  . � 2j¡�ÈE1N¤
� �]�n����Í������������ Ã "D���¾� �u�X�T���u���D���4(À�n��� �u����� Ã �t��Í£� ��� �j� 3±���£�n�N� JK�^���£�n�������j�j�n��Í ���

F̂ ′ = ∇A

[
d̂′ ·Ê′(r̂A) + m̂′ ·B̂′(r̂A) + d̂′× ˙̂rA ·B̂

′(r̂A)
]

+
d

dt

[
d̂′×B̂′(r̂A)

] � 2u¡�È:É�¤
�����A�j������� Ã �Â�E%��8( ����� Ã �A� �/�M�j���E�¨���D���������C���j�CÍ£���G�j���4*��nÍ �^�u�£� �u�n�5��� � PM7�È � PM7ÂÇ � PM75Ê�� PM7 1��

F̂ ′ =

{
∇

[
d̂′ ·Ê′(r)

]
+

d

dt

[
d̂′×B̂′(r)

]}

� =ˆ� A

� 2u¡ Å/.�¤
�^���Z���j����( �D� Ã �j� ����� �������$���u� �u���j����� �����&%���Í �����3�n���N�����8( �/� (À�+��Í�ÍZ�T����������¡�� �J���)�������jÍT� 2j¡ È�Èr¤!���j�
� 2u¡ Å/.�¤T���£� � Ã �n�j����������Í����������°�/�|� �u�
�^����� (ÀÍA������� �£�nÍ��u��� �^���T�A�j�"2K��  3±�������N� J
�^�����n� � È:Ê�Æ�� ÈrÊ�É �
���C� �u�T�n��Í��T�/� �+� Ã �j�����¨�����������£��� Äc���j����ÍZÄx����� Ã �j����Í����J�n¡ �5���n���£�j��� Ã ��� � �JÍn¡Â� Å¨¡¥Å/�N¤|���j� �AÅ¨¡¥Å�Ê�¤(�
� �u�;" � ���j�£�nÍ£Í � �u��3±���£�n�N� J �^���£�n� ��������� Ã ��� � �u�!�)�����*���¾���n�£�DÍ��/�c� �u� ��"¨�j���D���t��� %����£� ��Äu���nÍ[�/�	�A�j�
�������)�>*��n��� Í"�Í£���n�*���¾�D���j���D���J���u�¾� �j�����0�c��� ���O����� �j����� Ã ������ÍA�c�n� ���&%��n�4"�¡ �����j�����n���¶� ���j�£�nÍ£Í������jÍ �^���
� �u�������D�8( �j�;�x���j�j�n�N� �^�����n���t����Äc�+�^���j�u��Ä-"+Í����4%���� Ã � �j� �^���N�����������²¤ �)�����T���!���j� *������ª��"¨�j���D���nÍ��
� �j���C� �b�����5Äx�]�j���u�`��� �A�j� �^������� �b��� Ã ¡#���� Í����G�j�����n� �F" � � ���b�����G� �¨�����jÍ£�&%����&" � ���AB �b� � �j��� �A�j�
� �j� ���&�x�������¢�n��� �u����� Ã Í��C�j���D��� �j�£��� Ã �u���u�5� �u�X�£�n�D�����u�j�n�G�D�[� �u��Í5�C���/�¨���n��¡ �

3±��� �jÍ *j��Í£�Â���j�u���nÍ£Í �A�j�!��"¨�j���D���nÍ��/�x� �j� Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�+�����������£���D� Ã �j� ����� *j�n���	¡ � �D�A�j���u���nÍ�(
�n�u�n� �/�Â�����n�������������8( �j�&�x�����L������� �b���A� �u���j����� �����&%���Í �����L���n�N���£� ( �D� ( �D��Í�ÍZ�T���������5�	�A�j� ?!����Í£�n�JÄx��� Ã
���J���)�������jÍ5�/�¶�D���������R� Å¨¡$�/2J¤ �^���G� �j�Z�M"������D���t��� *��n����%����£� ��Äu���nÍG����� Ã � %��n���u�n�]Ä-"+� �j��� �j� ���&�x�������
?����D���������j� ���g� Å�¡!1�Ç�¤ � ��� Ã � � �j��� �b��� � � �JÍn¡ �AÅ¨¡$1NÊ�¤(� �AÅ¨¡$191N¤3���u���AÅ¨¡ É/2J¤9�G���j�°Ä>"��£�n�t��������� Ã �j� *��j� (
�������jÍ?� Å¨¡¥Å/�N¤5�	� Å¨¡¥Å�Æ�¤ ���j�g�+�/BJ��� Ã �jÍ£�?�/�Z�A�j�?�n���D� �¨�7���������<���n�����������jÍ � Å¨¡¥Å¨Èr¤ ���j���AÅ¨¡¥Å�Å�¤(�5���j�
��Äu�������uÍ

˙̂
fλ(r, ω) = i~−1

[
Ĥ, f̂λ(r, ω)

]
= −iωf̂λ(r, ω) + i~−1d̂·

�
∗
λ(r̂A, r, ω).

� 2j¡ Å�Èr¤
���j�K�^���£�+���	Í������u�������ª���¾� �u��Í5���J���)�������]��Í Ã �&%��n�]Ä>"

f̂λ(r, ω, t) = f̂λfree(r, ω, t) + f̂λsource(r, ω, t)
� 2j¡ Å�Å�¤

798;:=<�>u<F@�A�<?<�@ >Vp GFJLMN>iU ]%J�Un<FJLI�P=Y J�Uh@�JLI PX<�@ >RM�Y DL<�JOpy:=D�ABG�� QH:=Y p DOJOI PsK�ABGFJOA=k DL>iU0deGF:=M <�@ >VMNJLI�JLMsABDL� Q9:=Y�p DLJOI PW:�I >TU
m0JODLD�ky>�:=MNJL<h<F>T]|de:=G0k GF>HKSJL<nz=Z
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� �j�����

f̂λfree(r, ω, t) = e−iω(t−t0)f̂λ(r, ω)
� 2j¡ ÅD�N¤

���j�
f̂λsource(r, ω, t) =

i

~

∫ t

t0

dτ e−iω(t−τ)d̂(τ)·

�
∗
λ[r̂A(τ), r, ω]

� 2j¡¥ÅD2J¤
�j� ���n�£�D���j� � �u� �^�£�n�T���j� Í����j�����G�j���£��ÍX�D� �A�j� �n�������������D� Ã �j� ����� *��n��� ���j� � �j�n�£� t0 �j�n�u������ÍX�A�j����u���������§�����T��¡ ���c���CÍ��jÄjÍ ��� ���u����� Ã � �JÍn¡¶� 2j¡¥Å�Å�¤5�	� 2u¡ ÅD2N¤¢���N��� � �§¡¶� 2j¡¥Å/.N¤���� Ã � � �j��� �b��� � � �JÍn¡¶� Å�¡ Å/��¤
���j�<�AÅ¨¡ Å�Ê�¤(���uÍ���� Ã ���j���J�����F"�� Å¨¡¥Å�ÇN¤!���j�R�7�/BJ��� Ã � �j� �E%��n��� Ã � �b���A� �£�nÍ�x�����Z�����A�j�¾Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�
*������]���j�C� �j�����J���n�£������Í �7�����X�D�¶�A�j�X������� �j���u� *��j�jÍb� ���)�5� �j���T�t�����^���£�n� 5 ��Í Ã �&%����`Ä>"

F (t) = Ffree(t) + Fsource(t),
� 2j¡ Å�Æ�¤

� �j�����

Ffree(t) =
∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω

{
∇

〈
d̂(t)·

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω)

〉
e−iω(t−t0)

+
1

iω

d

dt

[〈
d̂(t)×

[
∇×

�
λ(r, r

′, ω)
]
·f̂λ(r

′, ω)
〉
e−iω(t−t0)

]}

� =ˆ� A(t)

+ C.c.
� 2j¡ Å�ÇN¤

���j�
Fsource(t) = F el

source(t) + F mag
source(t)

� 2j¡ Å�Ê�¤
�b���A��� �j���n��� �c���j���J��Í

F el
source(t) =

{
iµ0

π

∫ ∞

0

dω ω2

∫ t

t0

dτ e−iω(t−τ)

×∇
〈
d̂(t)·Im

�
[r, r̂A(τ), ω]·d̂(τ)

〉}

� =ˆ� A(t)

+ C.c.,
� 2j¡ ÅD1N¤

F mag
source(t) =

{
µ0

π

∫ ∞

0

dω ω
d

dt

∫ t

t0

dτ e−iω(t−τ)

×
〈
d̂(t)×

(
∇×Im

�
[r, r̂A(τ), ω]

)
·d̂(τ)

〉}

� =ˆ� A(t)

+ C.c.
� 2j¡ Å�ÉN¤

Äc�n��� Ã �j�u�T���]�A�j� Í����j�£�n� �����£��Í��/�Â�A�j�D�����������£���T���j��� �u�D���j�j�j� ������� *j�n���uÍ��O���nÍ�x�������&%����&"�¡�� ���j� (
�������jÍT� 2j¡ Å�Æ�¤ �	� 2j¡¥Å�ÉN¤!�n���#Äc� �jÍ���� ���C�j� �������T���j�¾� �u�T�����j����������� �^���£�n�T��� ���#�)����� �^��������Äj� �������"
�������D��� ���u� *j�n���RÍ �7�����nÍ�¡,���j� � � �^���£�n�¾��Í���Äu�7�����j��� � �j�n��� �j�¾Äc���M">( ��Í£Í���Í ����� *j�n������Í|���j� ���������4"
�j�£� �����£�n�]���C����Í Ã �����j�j�]Í£�7�)����Í��¾� �j���b� �j���j���jÍ�� �F"��+�)����� �ª�D�¶�A�j��Í"�Í£���n�V���b���u���������������D�Z�£�t���jÍ

%̂(t0) = |{0}〉〈{0}|σ̂(t0),
� 2u¡!�9.�¤

�b���A�
σ̂
Äx����� Ã �A�j���j�n�uÍ����F"+�+�)����� �+�A�����5�u�;*��j��Í �A�j�Z���N���n���j����Í£�������Z�D�O�A�j���������`¡����j��Í5��Ä>%������jÍ��4"

���G�j�����nÍ¢� ���)�
Ffree(t)=  Í£�T�A�����5�A�j��� � �^����������Í Ã �4%��n�]Ä>"

F (t) = Fsource(t).
� 2j¡!�¨Èr¤

� ~ :�G;As]%JOUFQ9Y�U�U�JL:�IX:=d de:�GFQH> ��Y�Q�<FY�A�<FJL:�I�UH\ U�>H> � >HdnZ  � ��"'& Z
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 � � � � � �n� ����� � �=��� ÇNÆ
� �'& � !W,�� , �&'w. / � !s3�4 .0' � � 3���) 	

�5�n�������u��� Ã ��� � �§¡�� 2j¡!�¨Èr¤T��� Ã ���A�j�n� �b� � � � �JÍn¡X� 2u¡ Å�Ê�¤ �	� 2j¡ Å�ÉN¤(�b��� �8�M�u���������+� ���j����Í�Í£����� �^���+�A�j�
�M"������T���n��� � � �^�������D�n���#Äc�T��Äu�7�����j���#Ä>"�Í����4%���� Ã � �j�D���N����������� �M"������T���nÍX�/� � �j�+������� � �j���C�
��Í������ �j���n�����C� �j� Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n� �n���n���������D� Ã �u�������,*��n����¡ � � �A�j��Í�Í������������5� � �+��Í£Í��j�T� � �������A�j�
�������)�>*��n���ª�n���M�j����� Ã ��Í��Â�n�/B � � �j���C�C��ÍÂ�F" �j���n�����4"T�A�j�Z�t��Í��Z�&�±�A�j�Z����Í����j���j�n��Íb�/�0� �j� *��������j�¾�u���
�n�����j�����j� �b� � �C���>"+�/�0� �j�Z�)�����T��� �������jÍ�� �������jÍÂ���Â�&�±� �u� *��n����ÍA�c�n�������j� ��ÍGÄj�£�N��� �b� � ������ÍA�c�n� �5���
� �u�L�)�����T���|�����j� �b���u�A�jÍn¡

� ������� � �� � � � ��
 
 �� � ��� �!� �����

� � �����£�������j� ������� �X���������N���n����Í£���n�]����� �j���j�&�x�����8�J�j�0�c����� �n��������� ��������� �^�u�j���������
〈
d̂(t)d̂(τ)

〉
=

∑

m,n

∑

m′,n′

dmndm′n′

〈
Âmn(t)Âm′n′(τ)

〉 � 2u¡!�NÅ�¤
�
Âmn = |m〉〈n|

�c�£�n�n�����@� �§¡ �AÅ¨¡!1/1N¤9� � �j���C�R�/� �c�t����Í���� � �JÍn¡ � 2j¡¥Å/1N¤5���u�°� 2j¡¥Å�ÉN¤ ¡W#���� �Â�n�/B �)�����,�
*������C�n���M�j����� Ã �J� �j�LË ���B�� %C�/�M�j���E�¨���D���������ª�n���CÄ-"ª�jÍ����]���¾�n���jÍ£���j������Äu�&"ªÍ£���G�j���4� " � �j�Z�n�������j� � (
�������5�"� �u�n��� ��� ���j�j�����������Â�T��Í£Í��j�T� � ���)�Z� �j�¾���J���n�£����� �������T���3�T���������?��Í �~��Í£� �b� � �R�£�nÍA�c�n� �����
� �u�D���n�N���£� ( �D� ( �D��Í�ÍX�D���������5�±Í��]� �����X� �u� 7Â����� �"� � �c�n�M�j�n���D���L�D� �j���E�¨���D��������� �/� �u������ÍD�~�;� ¡±�A�j�
�j��Í��n�uÍ�Í������ ���¾� �u��Äx� Ã ���j�u��� Ã �/�!�C���/�¨���n�G�N¤ ¡ 6 � ��� %����u�n� � ���)�¾� �j�C������� %����J�T�)�����T���T�������jÍ�� �������
�^�����J�j�n�j������Í3���£� �Â������Í��;�������)���n� �^���������j�D���j���A�j�n��Í£�]�A�����X�j� � Ã �������[���j� � � ( �j��� Ã �������[�j���jÍ�� �F"
�D�����£�4�D�n���n�T�n�N��Í5� %����4%��Z���u�j� �c�n�j�u�n�N���4" ���/�M�j�����t���������D�/�0� �j� �J�����N���j� (À��� Ã ����Í�Í������ª� �u�n���£�n� � È 1�É �
���n���jÍG���?� �+� ��¡ �¢¤

〈
Âmn(t)Âm′n′(τ)

〉
= δnm′

〈
Âmn′(τ)

〉
e{iω̃mn( � A)−[Γm( � A)+Γn( � A)]/2}(t−τ) � 2u¡!�9��¤

�
t≥ τ

�
m 6= n

¤ ¡ ?!�����,�
ω̃mn(rA) = ωmn + δωm(rA)− δωn(rA)

� 2u¡!�/2N¤
���£���A�j�X�������D���!�������jÍ£��������� �^�����J�j�n�j������Í!���j�n���j�j��� Ã � �j� �c��Í�� ��������( �j�;�x���j�j���J�b���j�n� Ã ">( ���;%����±ÍA�j�4�²��Í �

δωn(rA) =
∑

k

δωk
n(rA),

� 2u¡!�NÆ�¤

δωk
n(rA) =

µ0

π~
P

∫ ∞

0

dω

ω̃nk(rA)− ω
ω2dnk ·Im

�
(1)(rA, rA, ω)·dkn

= −
µ0

~

∑

k

Θ[ω̃nk(rA)]ω̃2
nk(rA)dnk ·Re

�
(1)[rA, rA, ω̃nk(rA)]·dkn

+
µ0

π~

∑

k

∫ ∞

0

dξ
ω̃kn(rA)ξ2

ω̃2
kn(rA) + ξ2

dnk ·

�
(1)(rA, rA, iξ)·dkn,

� 2u¡!��Ç�¤
� 8;:=<�>c<�@�AB<"ABP�ABJOIv<�@ >TG�>cJOU I :?I >H>i]v<�:�]%JOUh<�JOI P�Y JOU�@uky>9<nm�>H>TI�<�@ >CQHA�Uh>iU�:=d ��Y�ABI�<�Y M A=I�]uQ9D�A=UFU�JOQTABD=QH>HI�<�GF>9� :Bd�� MsA=UFU

MN:B<FJL:�I�\ Uh:V<F@�A�<;m�>�]%G�:�pX<F@ >�:=py>HG{A�<F:=GC@�AB<T\
r̂A 7→ rA

Z
�i8;:=<�>;<F@�A�<�<�@�>;deGF>H>9� U�p�A=QH> ��A=M�kWU�@ JEd�<{UCA=UFUh:%Q9J�A�<F>T]Vm0JL<�@��

(0)
 GF>TQHA=DLD � �yZyq " Z ��	�t�ABI�]s<�@ >�G�>TMsABGF�SU�<�@ >TG�>iA�d�<�>TG &

ABGF>f<�@ :�Y P=@�<W:=dvA�Usk�>TJLI�P2ABDOG�>iA=]%zjJOI�Q9DOY�]%>i]gJLIl<F@ > deGF>���Y >HI�Q9JO>TU
ωmn

Z � @ >�Uh>iQ9:�I�] > ��Y�ABDOJE<nz�JLI � �yZ�q %�Z "
	�tRJOU
:=k <FABJOI >i]XKSJ�A�<F@ >�p GF:%Q9>T] Y G�>v:�Y%<�DOJLI�>T]fABky:�K=> � �yZ�q "�Z � ��t9Z
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� �j���C������� �u�j�3���ª�A�j� ���J���n�������������?�D� � �j�¾�)����� �b���A�?� �j�3Äx���M">( ��Í£Í���Í£�����R�n���n���������D� Ã �u������� *j�n��� �
���j�]Í����D��� ���£�&" �

Γn(rA) =
∑

k

Γk
n(rA),

� 2u¡!�NÊ�¤

Γk
n(rA) =

2µ0

~
Θ[ω̃nk(rA)]ω̃2

nk(rA)dnk ·Im

�
[rA, rA, ω̃nk(rA)]·dkn

� 2u¡!�91�¤
���£�+� �j���c��Í£����������(À�j� �c�n�j�u�n�N�¾��� %���� �b���u�A�jÍn¡ �!�����+�A�����¾�j�u�ª���?� �u�C�/� �c�t�������j�n�+�/�b� �j��Í�j�&�²���n�
�^�����J�j�n�j������ÍD���°� �u�`�£� Ã �N� �����u�<Í£���j�C�/�+� �c¡!� 2j¡!��ÇN¤(��� �j��Í¾���J����������� �j� ���n�£�D���j�nÍ¾�A�j�CÍA�j�4�²�D���j�&"
���G�j�����n� ���4" �~� � ¡ ����Í£� � � � ¡ � È 1uÈ�� ¤ ¡ ���j�C���x�n� �D�n���°Äx��� Ã �j���£�n� �^���¾Í£�"!T�n���n�N���4"�Í��D�������^�����J�j�n�j� "
ÍA�u�&�²��Í��J��� � �j���C�+�t��Í��5� �j� �c��Í�� ��������( �u� �c�n�j�j���N���n�j��� Ã " Í�j�&�²��Í ~δωn(rA)

���n�u�j�n�b���Z� �u��Í�� ��Äu�������j���
Ä>"����n���j��� Ã ( �����j��� �x���£���j��Ä��)�������C�A�j�n���" ���£�n�n����� � �JÍn¡¶� �u¡!��ÉN¤ �	� �u¡62>�N¤ ¡

� �����£�j�n�����<�n�������j� �����?� �j� � � �^���£�n� � �Â� Í��jÄjÍ ��� ���u��� ���u�]�£�nÍ£�j����Í#� 2j¡$�NÅ�¤����j��� 2j¡$�9�N¤ª���J���
� �§¡ � 2j¡!�¨Èr¤5��� Ã � � �j��� �b� � � � �JÍn¡ � 2j¡¥Å�Ê�¤5�	� 2u¡ Å�É�¤b���j� � %������������X�A�j�L�����T�����N��� Ã ������Í �b��� �]� �j�3�����]�/�
� �u� 7Â���£� �"� � �c�n� �u�n���T�n� ���j��Ë ���AB�� %��/� �u���E�¨���D���������jÍ�Ä>" �u�u������� Ã rA(τ)'rA(t)

���j�
〈Âmn(τ)〉

' e−iω̃mn( � A)(t−τ)〈Âmn(t)〉
���j� �����£����� Ã � �j�]��� � �n� ���N��� Ã �����������°�����T���X�����j�<��� t0 →−∞ ¡ ��ÍT�

����Í��j� �4�j�A�j��� � �^�������Z�t���]Äc� �b�£���£���n�C���C�A�j�K�^�����

F (rA, t) =
∑

m,n

σnm(t)Fmn(rA)
� 2u¡!��É�¤

� �j�����¾� �j� �)�����T���X�j�n�uÍ����F"?�+������� � �������D���J��Í
σnm(t) = 〈n|σ̂(t)|m〉= 〈Âmn(t)〉

Í����4%�� � �u�¾���N����� (
�������D���|�D��Í£���n�5���J���)�������`���j�]�A�j�X��Í�Í£�¨��� �����n���^���£�n���n���G�c���j�n�N��Í �£�t���

Fmn(rA) = F el
mn(rA) + F mag

mn (rA),
� 2u¡$2>.�¤

F el
mn(rA) =

µ0

π

∑

k

∫ ∞

0

dω ω2
∇dmk ·Im

�
(1)(r, rA, ω)·dkn

∣∣
� = � A

ω − ω̃nk(rA)− i[Γk(rA) + Γm(rA)]/2
+ C.c.,

� 2j¡$2uÈr¤

F mag
mn (rA) =

µ0

π

∑

k

∫ ∞

0

dω ωω̃mn(rA)
dmk×

[
∇×Im

�
(1)(r, rA, ω)

]
·dkn

∣∣
� = � A

ω − ω̃nk(rA)− i[Γk(rA) + Γm(rA)]/2
+ C.c.

� 2u¡$2JÅ�¤
�!�����D�A�����X� �j�+Äj�j�0B �j���£� � (1) �/�G� �u� ���£�n���#�����jÍ����L�j���nÍ3�u��� �����N������Äj�u���D���]� �j�G�^������� � �����t�����
� �u�X�u��Í����jÍ�Í£�����]Äc�n��� � � �c¡O� �u¡ È:ÇN¤9�A¡ 7�"C�D� �j�&"���� Ã � �j� �j�£�¨���n�j�u���X���u�������j���C��Äc�N%�� � �§¡¶� �¨¡�È 1�¤(�u�A�j�
�^���£�n���n���G�c���j�n�N��Í

Fmn(rA)
�t���]Äx�Z�£���b�£�������n�`��Í � P�7�È � PM7GÇ � PM75Ê � P�7 1��

Fmn(rA) = F el,or
mn (rA) + F el,r

mn (rA) + F mag,or
mn (rA) + F mag,r

mn (rA),
� 2u¡$2>��¤

�b���A��� �j���n���n� �������%���D� Ã �u������� �¨� � (À����Í��������J��������Í����j���N� �^�����n�Z�����G�x���u�n�N��ÍbÄc�n��� ÃTÃ �&%����`Ä>"

F el,or
mn (rA) = −

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2
∇tr

{
[αmn(rA, iξ) + αmn(rA,−iξ)]·

�
(1)(rA, r, iξ)

}∣∣
� = � A

,

� 2u¡$292N¤
F el,r

mn (rA) = µ0

∑

k

Θ[ω̃nk(rA)]Ω2
mnk(rA)∇dmk ·

�
(1)[r, rA,Ωmnk(rA)]·dkn

∣∣
� = � A

+ C.c.,
� 2j¡$2NÆ�¤
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F mag,or
mn (rA) =

~µ0

2π

∫ ∞

0

dξ ξ2 tr

{[
ω̃mn(rA)

iξ
αT

mn(rA, iξ)−
ω̃mn(rA)

iξ
αT

mn(rA,−iξ)

]

×
[
∇×

�
(1)(r, rA, iξ)

]}

� = � A

,
� 2u¡$2NÇ�¤

F mag,r
mn (rA) = µ0

∑

k

Θ[ω̃nk(rA)]ω̃mn(rA)Ωmnk(rA)

×dmk×
{
∇×

�
(1)[r, rA,Ωmnk(rA)]·dkn

}
� = � A

+ C.c.
� 2j¡$2NÊ�¤

�
(tr � )j = � ljl

�A¡ ?!�����,� � � ���E%��X���N���£�¨�u�j�n���]�A�j���n���G�j���8�C�������T���!�������uÍ���������� �^�£���J�j���j�n���nÍ

Ωmnk(rA) = ω̃nk(rA) + i[Γm(rA) + Γk(rA)]/2
� 2j¡$291N¤

���j�C� �u� Ã �n�j����������Í������x����������Í���Äu����� �F" �����jÍ����

αmn(rA, ω) =
1

~

∑

k

[
dmkdkn

−Ωmnk(rA)− ω
+

dkndmk

−Ω∗
nmk(rA) + ω

]
.

� 2u¡$2NÉ�¤

�!�u�j�n�¾� �u�`��Í�Í��u� �u�������uÍ¾�+���u� � � �j�ª���n�G�x�������G� %������u������� �/� � �j�����N�����N( �������D���D�u�n�jÍ£���F"°�D�����£�4�
�n���n�T�n�N��Íb���J���n�£��� Ã � �§¡[� 2j¡$��ÉN¤Â��Í Ã �N%��n�£�j�n�`Ä-"+� �j�����J���)�������jÍL� �+�M��¡ �¢¤

σ̇nn(t) = −Γn(rA)σnn(t) +
∑

k

Γn
k(rA)σkk(t),

� 2j¡ ÆD.N¤

σnm(t) = e{iω̃mn( � A)−[Γm( � A)+Γn( � A)]/2}(t−t0)σnm(t0)
�^���

m 6= n.
� 2j¡ Æ�Èr¤

� ���j���������]� 2j¡$��ÉN¤±��� Ã ��� �u�n� �b� � � � �JÍn¡§� 2j¡!�D2J¤ �	� 2j¡$�91N¤¶��Í �Â�����u��Í � �JÍn¡c� 2u¡$2>��¤ �	� 2j¡$2�ÉN¤0�u���������T���j��Í
� �u�3�M"������T���n��� � ���^������� ��� ����� Ã ���?���?������� �j�£� �����£�n�R��� ���?����Äj� �������"����j����� ���	Í£�7�)���

σ̂(t0)
���j�

�j�����n��� �b���A�j���#��� ���£Äj���������#" ��������� Ã ���D���J�3�/�b�D� Ã �j� �����n������������� Äc�¨�u���nÍX�j�j�u�n�3�A�j�ª�n���j�j��������� �/�
� �t�/BX�������)�>*��n���Z�n��� �u����� Ã ¡ � �[��ÍOÍ£�n���3� ���)�O�A�j� �^������� ��Í¶�bÍ��M�x���A�c��Í�� �������X�D�j�j� �	�����n�N�@�^���������n���G�x� (
�j���J��Í

Fmn(rA)
� �j���C�]���£� �Â��� Ã �N���n�]Ä-"+� �j�Z�£�nÍA�c�n� ���4%��������T� (À�j� �c�n�u�j�n�N� �������D�����j���jÍ�� �F"��D�����£�4�

�n���n�T�n�N��Í
σnm(t)

¡ ��ÍG�8�M�c�n� �����5�j� �j���^�������|��ÍG���M=��j���j�n����Ä>"+� �u�|Äx���M">( ���j�j�j���n��Í�j�&�²��Í�� 2j¡$�NÆ�¤¢���j�
�b���¨� �jÍL� 2u¡!�NÊ�¤Â�/�¶�A�j�X�������D���!�������jÍ£���������jÍ � �j���C�`Í£�n�jÍ£�����&%����&"+�j� �c�n�j�`����� �j�X�������T��� �c��Í�� ��������¡

3±���L�jÍL�u��Í����jÍ�Í�� �u� Ã ���j�n����� ����Í��j� �X��� �D���£�¾�j��������� �±�n���uÍ����u�n����� Ã *���Í �X�A�j�TÍ�����������������Í£���j�j���n�
��� �C���/�u���n� � � �j�����ª��� ����������ÍX���j� ��� �����&" �j�£� �������n�#��� �����n�u�n� Ã " ��� Ã ���jÍ£������� |n〉 �[�A¡ ��¡ � σ̂(t0) =

|n〉〈n|
¡�#§��� �����T�nÍ �A����� ���£� Í�j��� ���b� � �T����ÍA�c�n���¢����� �u� �£�n���;%����N�¢�j�n�n� " �������

Γn(rA)
�J�A�j��� � �^�������

�����A�j��Í5�n��Í�����Í Ã �&%����`Ä>"

F (rA, t) ' F (rA, t0) = Fnn(rA)
�^���

(t− t0)Γn(rA)� 1.
� 2j¡ Æ�Å�¤

�!Í£��� Ã �A�j�,�~��� �|� ���)� F mag,or
nn (rA) = F mag,r

nn (rA) =  � �;� ¡O� �JÍ�¡¢� 2j¡62NÇN¤ ���j�<� 2j¡62JÊ�¤�� ���j� ��Í�Í£�j�D��� Ã
���n��� �j�0�c�����]�D�����£�4�°�����n�T�n�N��Í+Í����A�����T� �j� Í"��D�T�����" �/�Z�A�j� �Z�����n� �����jÍ����R� Å�¡�ÈrÊ�¤D������� �bÍG�^���
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� �u�`�£� �j�����n���D���J�

∇

�
(1)(r, rA, ω)| � = � A

7→ 1
2
∇

�
(1)(r, r, ω)| � = � A

�¢� �j�]�������;%����N�T�j��� Ã ������� �^�������
�n��� �c���j���J�b�n���]Äx� �b��� �����n�]��Í

Fnn(rA) = F or
nn(rA) + F r

nn(rA),
� 2u¡ Æ/��¤

F or
nn(rA) = −

~µ0

4π

∫ ∞

0

dξ ξ2
∇tr

{
[αnn(rA, iξ) + αnn(rA,−iξ)]·

�
(1)(r, r, iξ)

}∣∣
� = � A

,
� 2u¡ ÆD2N¤

F r
nn(rA) =

µ0

2

∑

k

Θ[ω̃nk(rA)]Ω2
nnk(rA)∇dnk ·

�
(1)[r, r,Ωnnk(rA)]·dkn

∣∣
� = � A

+ C.c.
� 2j¡ Æ�Æ�¤

L �j���º�j� Ã ���n� ����� Ã � �j� ���;%��n�!ÍA�j�4�²��Íª���j� �b���u�A�jÍ�� � �JÍn¡�� 2j¡¥Æ�Å�¤ �x� 2j¡¥Æ�Æ�¤ ��Ä>%������uÍ��&"<�����j�j��� �����A�j�
����Í��j� ��ÍO�^���u�j�L���Z�C���/�u���n�@� � � �§¡�� �u¡¥Æ�¤x��� Ã ���A�j�n� �b� � � � �JÍn¡¨� �u¡62>.N¤5�	� �¨¡$2JÅ�¤ ¡ ���j��Í£��������� �x���£���j��Ä��)���&%��
� � �^�������3��Í �j���j�n�¾Í£�n�n�?���ªÄc� ���R�D� �j���E�¨���D���������C���T� �j� ��"¨�j���D���t��� � ���^���£�n�3�A�����!��Í�%��������]���
Í�� !D�������J���&"RÍ�j��� �Z�����T� Í£�t�����nÍ����j� � Ã �j������Í�� �u�T���M=��j���j�n� �/�¢Í�j�&�²��ÍL���j� �b���u�A�jÍn¡ � � ����� �����n�j�������
� �u�nÍ��¾�(�	������ÍZ���N���£�¨�j�u�n� �������j�j� ����������� �c��Í�� ������� �j�;�x���j�j�n�u�n� �0Í£�+� ���)�|� �j�3�M"������T���t���<� � �^�������
�t���j�j��� Äc�Z�j�n�£�&%����
�^�£�����)�c�������J��� ���	����� �j���jÍ£����� �Â�E"�¡

3±���¶�jÍ[�£�����u���L���!�A�j�¢���n�G�x�������N� %������u���������/�j� �u� � � �^���£�n��¡ L �j���3� �j�¢���u�����������)�����T��� Í �7�����
|n〉��Í¶�j���¶� �j� Ã �����u�j�¾Í£�������,��� �j���¾ÍA�c���N�7���u�n���jÍ[�j�n�n� "3��Í �u�nÍ�������Äx���¾Ä-"X� �u�GÄ��������j�n�¢���J���)�������jÍb� 2u¡ Æ/.�¤

���n���jÍ|���C���c�9�j�u� ������� Ã �D�¢�A�j� ��� � �n�Z�&"���� Ã Í£��������Í |k〉 � k < n
¤ ¡,��ÍZ�����D���j�����n���n�jÍ��O�A�j�¾Í£�������¾�D�

� �u� ��������� �J�jÍ!�;%����&%���Í|���N���ª���`���j���9�j�n�£�n�N�|Í£� �c�n�A�c��Í£���������]�/� �n�u�n� Ã " ��� Ã ���jÍ£��������Í|���j�]� �j� �^�������
��Í Ã �&%��n�CÄ>"�� Í��M�x���A�c��Í�� ���������/�0� �j�|�£�nÍ�x�������4%����j��� Ã ������� �^���£�n�Z����� �c���j���N��Í � �j���C�`�����Z�����	�/�0�A�j�
�^���£�$�/� � �§¡ � 2u¡ Æ/��¤!��� Ã � � �j��� �b��� � � �JÍn¡ � 2u¡ ÆD2N¤����j�<� 2j¡¥Æ�Æ�¤ ¡ � ��� �u�D����� Ã ( �����T�X�����T�����x�A�j�T�������
�b�����	��� �Â� "�ÍG�u�n�t�E"ª��� ����Í Ã �£���j�j��Í �7����� � �b� � �+�A�j� � � �^�����n�Z�£�n�j�u�n��� Ã ���3�A�j� Ã �����j�j��(ÀÍ£�7�)���+�^���£�n�D:

F (rA, t→∞) = F00(rA).
� 2u¡ Æ�Ç�¤

���j�ª� � ( �u� � Ã ������� �j���jÍ�� �F"#�D�������4�R�n�����D���N��Í3�D�E"�Äx���n���T�+�£�n���;%����N�3�4�G� �u�ª����������ÍX���j� ���������4"
�j�£� �����£�n�R���R�+�n�/�j�n�£�n�N�ZÍ��M�x���A�c��Í�� �������?�/� ���j�n� Ã "?��� Ã ���jÍ£��������Ín¡ �5���n���£�j��� Ã ����� �§¡ � 2j¡ Æ�Èr¤(�c� �j��Í��
�D�����£�4�<�n���n�T�n�N��Í]���£�?�������jÍ����n�N�]���j�º� �u�;"º���t���º��� ��Í��n������������� Ã �^���£�n�R����� �c���j���N��Ín¡ �b�n�n��������� Ã
� �JÍn¡Z� 2j¡62>�N¤ �x� 2j¡62JÊ�¤ ��� � Í£�n� �A�����T� �j��Í��
�^�����n�`�n���G�c���j�n�N��Í+���£� �j�u�`��� � �j�]����=��j�n�u�n� �D�ZÄx��� �
�n���n� �������X���j�]���j�j�u����������*��n���jÍ�6�� �u�;"��j���j�n�L�j��Í�j� �E"C�)%����������!Í �����u�����u���L�A����� ��Íb���J�����£�n�&"ª�j� �x�n�£�n�N�
�^�����e� �u�+� �j�j�£�n�&"ª�n�������������t¤Â�j� � Ã ������� �^���������n���G�x���j�n�N��Í�¡

� ����� � � 
 
�������� � ������� � � � � � 
 � � �

� � ���£�j�n�3���?�������jÍ ��������� � �j�+���x�n��� �D�5� �j�ªÄc���M">( ���u�j�j�n��� ��� %��n�ÂÍA�j�4�²����� Ã ���j� Äu���N���u�n�j��� Ã �����A�j�
�^���£�n� �������b�jÍb�����jÍ����j�n� ����� � �D( ���;%��n�0������� �j�£� �����£�n�]���C����Í5� � �c�n�bÍ£������� � �j���C�`��Í��j� ���n�n�C�����^�£���N�
�/�Â���j�������n� ���£���,�����&� ÍA������� �/� �c�n�£�D� �����&%����F"

ε(ω)
�"� �j�n�£� � �T���nÍ ���£���������j���������n�N�������R����� �u�T�u����(

��� �7���£�j�n�D�����D� � �
n(0)zA� c/ωmax

�A¡ �b�n�t��������� Ã � �JÍn¡x� �u¡ È .NÊ�¤ �	� �u¡�È�ÈrÅ�¤(�����j� �+�E"¾�n��Í����&",%��n���4� " � �j���
� �u�X�£�n���;%����N� ���£�n���]���n�jÍ£�����^���G� �j��Í ��������� Ã ���D���J�b�£�t���uÍ

�
(1)(r, r, ω) '

c2

32πω2z3

ε(ω)− 1

ε(ω) + 1
(exex + eyey + 2ezez)

�^���
|ω|z/c� 1.

� 2j¡¥Æ�Ê�¤
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d
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1
+

(d
0
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·
e
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0
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#[� Ã �j����2j¡�È/:@���u�¢�£�nÍ£�������N�@����� �¶�D�¨�A�j��� �
�^�����������X�b� � �D( ���;%��n�J�������������A�j��� � �c�n�0Í£������� �j�����n���L���
�^�����J� �/�c�|�j�������������£��� �����4�§ÍA�������5��Í¶ÍA�j� �b�T��Í �+�^�j�u��������� �/�§�A�j�G�j� �c�n� ���j�£Äx���¾�������jÍ�� ���������^�����J�j�n�j� "
ω10

�^Í��������C�����j�:¤Z�
ωPe/ωTe =0.75

�
γe/ωTe =0.01

�
ω2

Te[d
2
01 +(d01 ·ez)

2]/3π~ε0c
3 =10−7 � zA/λTe

= 0.0075
�
λTe = 2πc/ωTe

¤ ¡ #���������� �j������Í����5�0� �u�D�£�nÍ��u��� �b� � �j���u�XÍA�j�4�²����� Ã ���u�#Äj�£�N���j���j��� Ã �/�� �u� �������T���X�������jÍ�� �������°�~�j��ÍA�j���������u�nÍ7¤!���j�R� �j�¾Í£� �����������¾���x�n����Í��/�¢ÍA�j�4�²����� Ã �~�j���������������u�nÍ7¤!���j�Äj�£�N���j���j��� Ã �^����ÍA� ( �j���£�����`�����j��Í7¤(�u�����X����Í�� ÍA�u���b�	¡
���²���n�XÍ��jÄuÍ£��� ���u����� Ã � �c¡Â� 2u¡ Æ�Ê�¤Z���N���
� �JÍ�¡5� 2u¡!�/2N¤ �	� 2j¡!�/1N¤(�0���X��Í �^���u�j� �A�����L����� �j�D�j����(À�����������u�n�
�����D� �4�N� �u�XÍ�j�&�²� ���j� �b���u� �C�/�O� �u���������uÍ���������� �^�£���J�j���j�;"]���£� Ã �&%��n�]Ä-"

δω(zA) = δω1(zA)− δω0(zA) = −
d2

01 + (d01 ·ez)
2

32π~ε0z3
A

|ε[ω10 + δω(zA)]|2 − 1

|ε[ω10 + δω(zA)] + 1|2
,

� 2u¡ Æ/1�¤

Γ(zA) = Γ1(zA) =
d2

01 + (d01 ·ez)
2

8π~ε0z3
A

Im ε[ω10 + δω(zA)]

|ε[ω10 + δω(zA)] + 1|2
� 2u¡ Æ�É�¤

� �j������� �j�ª�������uÍ���������� ( �j�&�x����� �+������� �#�������D���J� �j��Í¾Äx���n� ��Í£Í��j�T�n� ����Äc�����n���5���j���A�j� �~Í£�+�����²¤
� � ( �£�nÍ��������N� �n���N���£��Äj�¨�������ª���¾� �j�K�^�£���J�j�n�u�;"]ÍA�j�4�²� ����ÍbÄc�n�n�]���T���£���n�	¡

L ���A�C�A�j�nÍ£���u��� �j�������������uÍb��� �����j� �������b�uÍ �����jÍ£���j���G� �j���n��� �c���j���J� �/�O� �u� � � �^�������|� �����b��Í
������� %����J��� �j���+� �j���������*��Í �j���;�����£�n�ª���T�A�j��� �M�x��� Í �7����� ��Í£�7���£����� Ã �b��� �T� �j� �j���T���j���N� �£�nÍ£�������N�
�n���J������Äj�u��������¡ P��jÄjÍ£�������u����� Ã � �§¡O� 2j¡ Æ�Ê�¤Â���N���G� �§¡O� 2j¡¥Æ�Æ�¤ �j���j����Ä¨�7�����jÍ � P�7�È � PM7ÂÇ � PM75Ê � P�7 1��

F r
11(zA) = F r

11(zA)ez = −
3[d2

01 + (d01 ·ez)
2]

32π~ε0z
4
A

|ε[Ω110(zA)]|2 − 1

|ε[Ω110(zA)] + 1|2
ez

� 2u¡¥Ç9.�¤
� �j����� �c�����n���£�j��� Ã ���G� �§¡O� 2j¡$291N¤(�

Ω110(zA) = ω̃10(zA) + iΓ(zA)/2 = ω10 + δω(zA) + iΓ(zA)/2.
� 2j¡¥Ç¨Èr¤
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#[� Ã �j��� 2j¡¥Å�: ���j�+�,� (À���nÍ£�������N� ����� �3�D�Â� �u� � � �^���£�n� ������� � �D( ���;%����Â�)�����$��� �A�j�T� � �c�n�3Í �7�����
�j�����n���R��� �^�����J�|�/� �ª�j�������n� ���£��� �j���&��Í�����n�¾��Í|ÍA�u���b� ��Í�� �^�u�j���������?�D�¢�A�j�¾�j� �c�n� ���j�£Äx���R�������jÍ�� (
������� �^�£���J�j�n�u�;" �^Í��������?�����j�t¤(�§� �j�)���������T�����n��Í�Äx����� Ã �A�j� Í����D� ��Í|��� #¶� Ã ¡ 2j¡ È�¡	#���������� �j������Í����5�
� �u�T�£�nÍ£�j��� �b� � �j���¨��ÍA�j�4�²����� Ã ���j� Äj���N���j�n�j��� Ã �/�¢� �j�T�������T���3�������jÍ£���������R��Í�����Í£��ÍA�j� �b�º�^����Í�j�n������j�nÍ�¤ ¡ ���j�b���jÍ£���¢�j��Í�j� �E"�Í � �u� �u� �x�n�����j�n�bÄc��� � �n���+� �j���^���£�n� �b� � �T���j� �b���A�j���u�������jÍ����j�n�����������¾�/�
Äj�£�N���j���j��� Ã �~Í��������D�����j�nÍ�¤(��� �u�n���|�A�j�|Í����D�!�j� �x�n�£�n�j���Z��Í �j��Í�j� �E"���� � �j�n���A�j�|ÍA�u�&�²����� Ã ��ÍG� Ã �j��������~�j��ÍA�j��� �����j��Í7¤ ¡
� � �j���£�����n�u� ����� � �j�n�D�jÍ���� Ã �A�j�!Í£��� Ã ��� (À����Í��������j�n�  ��£�j�j�8� 30�����n�N�AJ��T�¨�j���O� �u¡ ÈE2jÈ:¤<�^�����A�j� �x�����T���(
���4%����F"ª�D�¶�A�j� �����&�OÍ�����n�,�§���j� ����Í

ε[Ω110(zA)] = 1 +
ω2

Pe

ω2
Te − ω̃

2
10(zA)− i[Γ(zA) + γe]ω̃10(zA)

�^���
γe,Γ(zA)� ωTe,

� 2u¡¥ÇNÅ�¤
�j���D���uÍ£����������� Ã � ���)�5� �j�X��ÄjÍ£���A�¨������� �j�������T�����n�

γe

�/�O� �j� �����&� ( Í�������Z�D���j���j�e��Í5�£� �j�����n��� �b� � �
� �u� �����7��� ��ÄjÍ£���A�u������� ���������T�����n���±�A¡ ��¡ �±�A�j� Í��j���/�

γe

���j��� �u�T�u�n�t�E"��������
Γ(zA)

�/�¢� �j�T�������`¡
#[� Ã �j��� 2j¡ È|�j��ÍA�j��� "�Í F r

11(zA)
� � �§¡±� 2u¡¥Ç9.�¤ ��� Ã ���A�j�n���b���A��� ��Í�¡±� �u¡�È 2jÈr¤(�	� 2u¡ Æ/1�¤(�x� 2j¡¥Æ�ÉN¤¢���j��� 2j¡ ÇuÈr¤9�

��Í!� �^�u�j���������]�/�[�A�j�X�j� �c�n�£���j��Äc�n�`�������jÍ�� ���������^�£���J�j���j�;"
ω10

¡ � � ��Í Í����n� �A����� ���C� �j� %��������j� �F"ª�/�
� �u�]�~Í��u��~����� (F�u� ��Í£�D����¤ �^�������u�n�j� "

ωS =
√
ω2

Te + ω2
Pe/2

�0�����n� �����j�n��� �^���£�n�¾��Í|��ÄjÍ£�n�%��n� � �j���C�
��Í ���£�����������4%��S�����;�j�j��Í£�&%�� �^���

ω10 ≶ωS

�T�L�£�nÍ£�j���Â�����£�t����" B��u���b� �^�£��� �c�n�£���j��Äj���������T�A�j�n���" � È:Æ�Å��A¡
���j�+* Ã �j���,� �j� � �;%�������Í�j� �bÍG� �����Â�j�j�����3� �u�|Äx���M">( ���j�j�j���n�����;%����	Í�j�&�²����� Ã ���j�ªÄj�£�N���j���j��� Ã �¨�A�j�
��ÄjÍ£�����¨��� %������j�+�/�b�A�j� �^���£�n���t��� Äx�ª�u�������n�t��Äj�&" �����j�j�n����¡ � �J���n�£�nÍ£����� Ã �&" � �A�j� �c��Í�� �������jÍ3�/�b�A�j�
� �������n�D���/�¢� �j�,�^���£�n� �����+�����?�j�n�����4"?�j�u�C����� Ã ���5�OÄx���t���jÍ£� ���;%��n� Í�j�&�²����� Ã ���j� Äu���N���u�n�j��� Ã�Ã �&%��
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê¨È
����Í��|���D����� �c������� Ã �(�	������Íb�A�����!�����D��Í �5�t���j�n��� ¡

���j� � � ( �£�nÍ£�������N�Z�����N������Äj�u�������]���D�A�j� �^���£�n�ª� 2j¡¥ÆD2J¤b�t���R����Í��DÄx�3�t�����n�j�����������b���A� � �u� ����� �/�
� �u� �Z�����n�C�����jÍ����L� 2j¡ Æ�Ê�¤(� � �u�n���X�D�²���n�b�����t��������� Ã � �§¡O� �u¡¥Å/�N¤Â���u� *j�j�jÍ � P�7�È � PM7GÇ � PM75Ê � P�7 1��

F or
11 (zA) = F or

11(zA)ez =
3[d2

01 + (d01 ·ez)
2]

32π2~ε0z4
A

∫ ∞

0

dξ
ε(iξ)− 1

ε(iξ) + 1

ω̃10(zA)

ω̃2
10(zA) + [ξ + Γ(zA)/2]2

×
ω̃2

10(zA) + ξ2 + Γ2(zA)/4

ω̃2
10(zA) + [ξ − Γ(zA)/2]2

ez.
� 2u¡¥Ç9��¤

�|�j��Í����nÍ¾� �j���¾� �j���,� (À���nÍ£�������N�¾�����G�x���u�n�N� �/�b� �j� �^�����n����Í ���j�4" � �t�/BJ�4"�����=��j�n�u�n�n� Ä>"����;%����
Äj�£�N���j���j��� Ã � �A�j�?���t���j��� Ã (À�����j��� �j� �c�n�j�u�n�j��� Äc�n��� Ã O(Γ2)

��� � �j���C�º��ÍT���º� Ã �����n�T�n�N� �b� � �g�A�j�
� �>"�Í����t���¶�����J�j�������D���J�!� ���)��� �u� %����£�������O�n�T��Í£Í������ ���u����ÄjÍ����A�u�������
�j�����n��Í�Í���Í Ã � %������j��� Ã � �u� � � (
����Í����j���N� �n���G�c���j�n�N� Í�j���j��� Äc�G���j�4" � �t�DB��4"¾�,�x�n� �����¾Ä-"3�j�n�n�E"-(À���j�u�j�n���TÄu���N���u�n�j��� Ã ¡?#§�����D�����4" �
� �u�Â��ÄuÍ��n�u�n�¢�/���b�����j�t����( ���£�j�n�x���n�£�

O(Γ)
��Í0�j�j�����b� �u� �~�����0� ���)�O�A�j�¢�������D��� �x����������Í���Äu����� �F"b�n�N������Í

� �u�G� � ( ����Í����j���N���^���£�n�G����� �c���j���N��Í5� 2j¡¥ÆD2J¤O���j�&"X���X� �j�Â�n��� Äu�������������
αnn(rA, iξ)+αnn(rA,−iξ)

¡
���j� ���x�n� ��Í �/�ª���;%����¾ÍA�j�4�²����� Ã ���j��Äj���N���j�n�j��� Ã �����°�������uÍ£�����������(���-#[� Ã ¡+2j¡¥Å � � �j����� F or

11(zA)
� � �JÍ�¡X� 2j¡ Ç9�N¤T��� Ã � � �j��� �b��� � � �JÍn¡X� �u¡�È 2jÈr¤(�L� 2j¡ ÆD1N¤+���j�"� 2j¡ Æ�ÉN¤9����Í��j��ÍA�j��� "��n����ÍC� �^�j�u���������º�/�
� �u�]�u� �x���£���j��Äc�n� �������jÍ�� ������� �^�����J�j���j�;"

ω10

¡ � �T��Í¾Í����n� � ����� �A�j���^�����J�j���j�;" Í�j�&�²����� Ã ����ÍT�A�j�
���x�n� �ª�/�|������Í���� Ã ����� � �n�£��� Ã � �u� �^���£�n� �^���

ω10 ≶ ωS

� � �j�����t��Í+� �j�]���x�n� ���/�ZÄu���N���u�n�j��� Ã ��ÍD�u���
%���Í£��Äj���Z����� �j�X�n�u�%���Ín¡W�|�j�4"ªÄ>"��j����������� Ã �A�j�L�u� �x�n�����j�n�XÄc��� � �n�n�`� �j������Í��j� ��Í �b���A�`���j���b� � �j���¨�
Äj�£�N���j���j��� Ã �§�TÍ£��� Ã �J�b�£�n�j�u��������� �D�[� �u� �^�����n�XÄc�n�n���D��Í %���Í£��Äj���Z���C� �j�K%��������j� �F"��/� ωS

� � �j�n�£�
Γ
��Í

� ��� Ã ��Í£�t¡ �!����� �A�����¢���j�¢����Í��j� ��Í �^��� � �j� � � ( �£�nÍ��������N� � � �^�����n� �j�����TÍ����T���������4" �^���¢���+�)�����Y���T�A�j�
��� � �n�bÍ£�������,��Äx���t���uÍ�� �^���b� � �Â�D(À��� %��n�0�)����� �Â� ���E%��

F00(zA)= F or
00 (zA)= −F or

11 (zA)
¡

���j������Í��j� ��Í5�/�0� �u��ÍGÍ£�n���������]���u�ª� �j�K�j�£�n���n�j��� Ã P¨�n��¡ 2j¡ Å�¡�ÈK���E%�� � �n�����������jÍ �����������D� �u� %��������u���F"
�����D� ��Í0�/�§� �u�G�����T� (À���j�u� �c�n�j�j���N� �x���£���j��Ä��)���&%��5�/� �u���N���C�¾���|� �j� � � �^��������¡ � � P¨����¡92j¡¥Å¨¡ È � � � ���E%��
Í����n� �A����� �u�j� ����� �j� �j�n�n�E"-(À���j�u�j�n���T��"¨�j���D���nÍO�/��� �u��� � �^������� ���A�j�GÍ �7�������¢���nÍ£�j����Í ���£� %��������3���j�&"
�^���X�������DÍZ���j����� �����&"��j�£� �������n� ����� �j����� Ã �£���j�j� Í£������� �~����� �^����Í��"!T�n���n�N���4"�ÍA�j���£�������D��Í��O����Í£� �^���
�������DÍÂ���ª�T������Í£����Äj����Í£�7�)���nÍ�¤ ¡ ���j�Z�£�nÍ��u����Í5�D�O�A�j��ÍÂÍ��n� ������� �^�j�£�A�j�n�5Í ���£�nÍ�Í5�A�����G�A�j�K�x���£���j��Ä��)���&%��
����Í��j� �bÍA�j���j�����j���bÄx���/�M�j�����n�+���T�8�¨�n�����n�]�������DÍÂ��� Ã ���j�n�������¨Äx���t���jÍ£�Z� �j�����£��Í£��� Ã �£�nÍ£�������N� �^�������
�n��� �c���j���J��Í`�n����Äx� Í£������� Ã �&" �,�x�n� ������Ä>" ��� %��n��Äj�£�N���j���j��� Ã � � �j���C����ÍC�j���`���j�n���j�j��� �����A�j�
�c�n�£���j��Äj�����4%��X�/� �j�£�N���C��¡

� ��� � � # '8) 	 , �&'w. / � !s3�4 . ' � � 3(��) 	

��Í[Í��n���D���3� �u� �j��� %������jÍ[Í��n� �������5�J��� ���j����� �����&"�� �¨�n� ���n�T�������(� ���)� ��Í��Â�n�/BJ�&" ����� �j���n� ����� �j�ÂÄx���M">(
��Í£Í���Í �����]�����������£���D� Ã �j� ����� *��n��� �b�����x�j�u�j�n� Ã � �����£�;%��n��Í£��Äj���|ÍA�c���N�7���j�n���uÍ5�j�n�n� " � �j�n�£���A�j�Z� �¨�����7�N(
����������Í �x�����D���j�n�N���&"D����Í � �^�����H� �u�L�)�����]¡ 2|���������������4%��n�4" �j� �x�n�£�n�N� � �j���j���T�n���¾�D�E"����£��Í�� � �j�n�
� �u���j�t����( �£�nÍ��������N�T���N��������� ���������/�!��� ������� �b���A�°�R�������£� � �J����Í£�4(À�D���j�+�D�!�A�j��Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê�Å
�n���n� �������+� Ã �j�������+*������]���n���jÍG���TÍ£������� Ã �������,�-*��n�����n���M�j����� Ã � � �u���C�]��ÍG�F" �j���n�����4"ª�£�t������Í���� � �j�n�
���R�8�u�������n������������Í+�j�����n��� �b���A�j���R�ª�n�E%¨� �F" ���Z���j���A�j�n�����nÍ£�����������#(À���&B�� Ã �n���T�����"�¡ PJ������� Ã �n����(
�j����� Ã ��Í �jÍ£�jÍ������&" ���n����� �j���j�����¾Ä>" �!��Äj�u��Í£�n����� �)�������jÍ���� ¡ ��¡ �N�K�x���������j���Â� �¨�C����� Ã �b�/�c� �j�5�8�u���������������
Äc��� � �n�n�`� �j�X�����������u�C�A�j�K*��n����¡

� � � ��� � ������� � � ��� � � � �� � � � �����

���j�Â�������,�-*������Z�M"������D���nÍ �^���0Í£���£��� Ã �n���M�j����� Ã �n���j�j���¶Äc�¢�j�nÍ£�n����Äx��� �b� � �j���X�A�j�GË`���AB��N%L�/�M�j���E�-(
���D����������¡ � �jÍ£���t���5�0���u�¾�+�E"`�jÍ�� �A�j� � �Â� ( ��� %���� �D���j�n� �^�����A�j� ������� ���j�R�����n���|�A�j�¾���N��������� �������
���T�����7������� Ã ( �G�E%��!�D� �j���E�¨���D��������� � È 1�É�� �JÍ����j�n� Í£������� Ã �n���M�j����� Ã �F"��u���t�����&" ������Í���Í %������A�j�!�£�nÍ£�������N�
���N���n�������������R�/�Â��Í���� Ã ��� �������T���L�������uÍ���������� �b� � � ��Í���� Ã ��� �J����Í��4(À�D���j� �D� �A�j�)*��n����¡G�Â��� Äj���j��� Ã
� �JÍn¡±�AÅ¨¡¥Å/�N¤ �x� Å¨¡¥Å�Æ�¤����j���AÅ¨¡ É/2J¤(�����j� *��j�jÍ � �������^���¢Í��"!T�n���n�N���4"+Í£��� � �n���N�����8( �/� (À�+��Í�ÍÂ�T���������5�N�A�j�
���N���n��������������?����D���������j� ���D�t���]Äc� �b�£���£���n�C���C�A�j�K�^����� � P�7�È:Ç��

ĤAF = ~

∫ ∞

0

dω g(rA, ω)â(rA, ω)|1〉〈0|+ H.c.
� 2j¡ Ç/2J¤

� �j������� �j�X�������)�>*��n�����n��� �u����� Ã Í£���£�n� Ã � �]��Í Ã �4%��n�]Ä>"

g(r, ω) =

√
µ0

π~
ω2d10 ·Im

�
(r, r, ω)·d01 ,

� 2u¡¥ÇNÆ�¤
���j�

â(r, ω)
���j�

â†(r, ω)
���£� �M�j��������( ���0B��?���j�j�&�j������������� ���u�������n��������� �9�x������������Í�� � �j���C�������

�j� *��j�n� ���n�������u��� Ã ���

â(r, ω) = −
1

~g(r, ω)

∑

λ=e,m

∫
d3r′ d10 ·

�
λ(r, r

′, ω)·f̂λ(r
′, ω).

� 2u¡¥Ç�Ç�¤

���j���n���D� �¨�7�����������£�n� �)�������jÍ

[â(r, ω), â(r, ω′)] = 0,
[
â(r, ω), â†(r′, ω′)

]
=

g(r, r′, ω)

g(r, ω)g(r′, ω)
δ(ω − ω′)

� 2u¡¥ÇNÊ�¤
�b���A�

g(r, r′, ω) =
µ0

π~
ω2d10 ·Im

�
(r, r′, ω)·d01

� 2u¡¥Ç91�¤
���T�T�n�j���������&" �^������� � �^�£��� �A�j��Í��X�/�

f̂λ(r, ω)
���j�

f̂
†
λ(r, ω)

� � �JÍn¡[� Å¨¡¥Å¨Èr¤G���j� �AÅ¨¡ Å�Å�¤9�±�M�x���]�jÍ£��� Ã
� �u�|���j���N�����F" �AÅ¨¡ Å�ÇN¤ ¡ � ������� Äj������������� �b���A��� �c¡±� Å¨¡ ÉNÆ�¤ ���A�j�|�j� *��j���������?� 2j¡ Ç�ÇN¤�ÍA�j� �bÍG�A�����

â(r, ω)��Í5���j�j���n�`���]���j�j�&�j�������������+�9�c�n��������� :

â(r, ω)|{0}〉 = 0 ∀ r, ω;
� 2j¡¥Ç�ÉN¤

� �j�����
â†(r, ω)

�n����Äx���jÍ����C��� �n���jÍ£�����j� �bÍ���� Ã ���8( � �¨�����7�)�������DÍ �7�����nÍG�/�0�A�j�|Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n�������n� ���£�D(
�D� Ã �j� ������*��n���O:

|1(r, ω)〉 = â†(r, ω)|{0}〉.
� 2j¡¥Ê/.N¤
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê/�
�5�n�������u��� Ã ��� � �§¡ � 2j¡ Ç/2J¤ ���A�j�C�������;%����N�G? ����Äc�n� �¾ÍA�j���n�]�/�!Í���� Ã �&" � �¨�n� �����g�������,�-*��n��� Í£��������ÍT��Í
ÍA�j���j�j���RÄ-"`Í£��������Í|�/� �A�j���^�����

|1〉|{0}〉
���j�
|0〉|1(rA, ω)〉

�§Í��ª� ����Í��jÍ£�;�^�j�@�^���b� �j� �^���������b��� Ã ���
�j� ���n�£�D���j�Z� �j�X��� �������C�/�[�A�j�Z��������� ?����T��� �����u� ���?� Å¨¡$1�ÇN¤ � ��� Ã ��� �u�n� �b���A� � �JÍn¡¶� Å�¡!1NÊ�¤(�O� Å�¡!191�¤G���j�
� 2u¡¥Ç/2N¤9�0���]� �j��Í��3Í �7�����nÍ�¡ Ë �/BJ��� Ã �jÍ£�3�/�¶� �j�L�n���T� �u����������������� ���������jÍX�AÅ¨¡¥Å�Å�¤(�¶�AÅ¨¡ Å�Èr¤5���j� � 2j¡ ÇNÊ�¤(�
���j���n�������j� �����nÍ

Ĥ|1〉|{0}〉 = E1|1〉|{0}〉+ ~

∫ ∞

0

dω g(rA, ω)|0〉|1(rA, ω)〉,
� 2j¡ Ê�Èr¤

Ĥ|0〉|1(rA, ω)〉 = (E0 + ~ω)|0〉|1(rA, ω)〉+ ~g(rA, ω)|1〉|{0}〉.
� 2j¡¥Ê�Å�¤

� �T�A�j� �^������� �b��� Ã � � � �b�����u��Í�Í£�j�T�G� ����� �A�j������� ���/�c� �j� *������ � �¨�����7�)�������¾ÍA�c�n�������j� � �j���C� �D� "
Ã �4%��|�£��Í��|���¾Í£������� Ã �)�����,�-*������ª����� �j����� Ã �n����Äc����Í�Í£� Ã �j������� � Í���� Ã ��� 3±�������N� Jn����� �J����Í£�4( �T���j� ν�/�¶�D����( �^�£���J�j���j�;"

ων

���u� �b���u� �
γν/2�ων

:

g2(r, ω) = g2(r, ων)
γ2

ν/4

(ω − ων)2 + γ2
ν/4

+ g′2(r, ω),
� 2j¡ ÊD�N¤

� �j�����3�A�j�3�£�nÍ����j����� �����£�!�/� � �u��*������ Í�x���������j�
g′2(r, ω)

��Í!���j�&" � �t�/BJ�4" ����� �j���n�`���D�A�j� �������]¡
���j��Í���� Ã ��� ( �8�¨�n�������������ªÍ �7�����L��Í�Í����n��������� �b� � ��� �u� �J����Í��4(À�D���j� ν �D�E"ªÄc�X���N�������j�j���n�`��Í

|1ν〉 =

√
γν

2π

∫ ∞

0

dω√
(ω − ων)2 + γ2

ν/4
|1(rA, ω)〉;

� 2j¡ Ê 2J¤
��� ��Í �j�����D������Í���� ��� �j�j���F" �G��Í �n���gÄc�C�t��Í£���&" %��n�£�&*����gÄ>"°�����t��������� Ã � �c¡!� 2j¡ ÊD.N¤ � ��� Ã ���A�j�n� �b� � �
� �JÍn¡¶� 2j¡ ÇNÆ�¤ �0� 2u¡¥ÇNÊ�¤Â���j�#� 2j¡ Ç91N¤��0���j�]�j������� Ã �A�����

∫ ∞

0

dω

(ω − ων)2 + γ2
ν/4

=
2π

γν

�^���
γν/2� ων.

� 2u¡ Ê�Æ�¤

� � � � � � ��� � � � ��������� �

L ���A� �A�j� �j���;���������������jÍ��/�Â�A�j�G�j��� %¨�����jÍXÍ������������5� � �+�t��� �j� �YÍ ���j��" �A�j� � � �^������� �^���XÍ ���£��� Ã
�������)�>*��n���]����� �j����� Ã ¡ P��7���£����� Ã � Ã �������^�£����� �u�,3±�������N� J �^��������� 2u¡ Å/.�¤(�j� �u�3�M"������T���n���@� ���^�������
�^���G�A�j�X�������,�-*�������Í#"¨Í ������Äx����� Ã ���CÍ �7����� |ψ(t)〉

�n���`Äc� �b��� �����n�`��Í

F (rA, t) =
{
〈ψ(t)|∇

[
d̂·Ê(r)

]
|ψ(t)〉

}
� = � A

+

{
d

dt

[
〈ψ(t)|d̂×B̂(r)|ψ(t)〉

]}

� = � A

= F el(rA, t) + F mag(rA, t)
� 2u¡ Ê�Ç�¤

� �j����� � � �Â���B � Ã ����� �b��� �u���¾� �j��7Â���£� �"� � �c�n� �u�n���T�n���D� �j���E�¨���D��������� ���u� � �j�����b� �j� �^���������j��Í
Äc�n�n�<Í��;�������)���n�<���N��� ����Í¾�n���n���������`���j�<�D� Ã �u������������� ��Ín¡�P¨���u�n�C� �j�����£�t�����D���N�D�D�|�n���n� �������]���j�
�D� Ã �j� ����� ����� ��Í¾�/�b� �u� �^����������Í �����G�j��� ���n�4" ��������� Ã ���jÍ�� � � �b�����¢���j�4" �j�£�nÍ£�n�N� � �j�ª�n�������j� �)�������
�/�!� �j�]�n���n��������� �j���£�T���°�j� �7����� � �j������� �j�C�D� Ã �j� �������j���£�D��Í �j�����&%��n�<��� �+� �	¡R# ¡ ���c��� �jÍ���� Ã
� �JÍn¡¶� Å¨¡¥Å/�N¤G���j� � 2j¡ Ç�ÇN¤ � �Â�X�D� " �b��� ���

F el(rA, t) = −~

∫ ∞

0

dω 〈ψ(t)|
[
∇g(r, ω)â(r, ω)|1〉〈0|

]
� = � A
|ψ(t)〉+ C.c.

� 2j¡¥Ê�Ê�¤
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� ÊD2
�^���C� � �Â� ( ��� %������������ ���£�t�����n� �b��� �u��� ������������� Ã ( �G�E%����D� �j���E�¨���D����������¡ L#� ��Í£Í��j�T�R� �����C�A�j�
Í"�Í ���n�-��ÍX���u�����������4" �j���;��������� ��� �`Í£� �x���A�c��Í�� �������º�^�²¤|�/�5�8�u�������n� ������� �b���A� Ã �£���j�j� ( Í£������� *������
���j�#�~���²¤ Ã �����u�j��( Í �7�����X������� �b���A�#�^Í���� Ã �&"u¤ �8�¨�n�����n�����j��Í�� ( �T�¨�j�D:

|ψ(t0)〉 = |θ〉 = cos θ |1〉|{0}〉+ sin θ |0〉|1ν〉, θ ∈ [0, π];
� 2j¡¥Ê/1N¤

�j���j�n�
|ψ(t)〉

�t���]Äx� Ã �&%����`����� �j�K�^���£�

|ψ(t)〉 = ψ1(t)|1〉|{0}〉+

∫ ∞

0

dω ψ0(ω, t)|0〉|1(rA, ω)〉
� 2j¡ Ê�ÉN¤

�b���A�C���j� ��� ���x�����j�j� �������jÍ

ψ1(t0) = cos θ, ψ0(ω, t0) =

√
γν

2π

sin θ√
(ω − ων)2 + γ2

ν/4
,

� 2u¡!19.�¤
�����t����� � �c¡!� 2j¡ Ê 2J¤ ¡ P¨�jÄjÍ ��� ���u����� Ã � �§¡�� 2j¡¥Ê�ÉN¤ ���N��� � �§¡!� 2j¡¥Ê�Ê�¤ � �£�n�t��������� Ã �j� *��j��������� � 2j¡ ÊD.N¤¾���j�
�jÍ£��� Ã � �u�X�����T� �u�7�)�������ª����� ���������jÍX� 2j¡ ÇNÊ�¤(���Â�X��Äu�������

F el(rA, t) = −~

∫ ∞

0

dω

[
∇g(r, rA, ω)

]
� = � A

g(rA, ω)
ψ∗

1(t)ψ0(ω, t) + C.c.
� 2j¡$1uÈr¤

� �`�����j���b��� �j�����n���n�5� � �L�3�jÍ£� Í����&%��Z�A�j��P¨�C�j� ���j��� Ã �n�5���J�����������

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉,

� 2j¡!1�Å�¤
� �j���C�`Ä>" %���� ���j���/��� �JÍn¡¶� 2j¡¥Ê¨Èr¤G���j� � 2j¡¥Ê�Å�¤Â��Í5���J�j�&%������n�N�5��� � �u�XÍ#"�Í£�������/�¶���J�����������jÍ

ψ̇1(t) = −i(E1/~)ψ1(t)− i

∫ ∞

0

dω g(rA, ω)ψ0(ω, t),
� 2j¡!1/�N¤

ψ̇0(ω, t) = −i(E0/~+ ω)ψ0(ω, t)− ig(rA, ω)ψ1(t).
� 2j¡!1D2J¤

� �J����������� � 2j¡$1/2J¤ ��� Ã � � �j��� �b� � ��� �u�X���j����� ���c�n���j�j��������� � 2j¡$19.N¤ ��Í �^�����D�����4"TÍ����4%��n�]Ä>"

ψ0(ω, t) =

√
γν

2π

sin θ e−i(E0/ � +ω)(t−t0)

√
(ω − ων)2 + γ2

ν/4
− ig(rA, ω)

∫ t

t0

dτ e−i(E0/ � +ω)(t−τ)ψ1(τ).
� 2j¡!1�Æ�¤

�!Í£��� Ã �A�j��Í5�£�nÍ��u���4�j�A�j�K�^�������T� 2j¡$1uÈr¤Â�n���]Äx��� ���j�£�nÍ£Í��n� �n�N�������n�4"ª���C���n�£�DÍ5�/� ψ1(t)
:

F el(rA, t) = −π~[γν/ΩR(rA)]
[
∇g(r, rA, ων)

]
� = � A

sin θe[−i(E0/ � +ων)−γν/2](t−t0)ψ∗
1(t)

+ i~

∫ ∞

0

dω
[
∇g(r, rA, ω)

]
� = � A

∫ t

t0

dτ e−i(E0/ � +ω)(t−τ)ψ∗
1(t)ψ1(τ) + C.c.

� 2j¡$1�ÇN¤
�b���A�

ΩR(rA) =
√

2πγνg2(rA, ων)
�u�n�j������� Ã � �u� %������j�j� � ��Äj� �^�����J�j�n�j� "�¡ � ����� � �j����� �j� *���Í �

���������/� � �§¡[� 2j¡$1�ÇN¤ ����Í!Äc�n���?��Äu�������j���`Ä>"]�jÍ£��� Ã � �j�XÍ���� Ã ���8( �£�nÍ��������j��� �^���£�&� 2u¡ Ê/��¤5�D� � �j� *������
ÍA�c�n� ���£�j�

g2(r, ω)
� �j�n�£�nÄ>" �j� Ã ���n� ����� Ã �A�j�T���nÍ£���j�j���<*��n��� �����N�������u�j� g′2(r, ω)

�����j�#���#��������� (
Ã �����jÍ0����� ��������� �^��� g(r, r′, ω)

���j�LÄ>"Z� %��������)����� Ã � �j� �^�����J�j�n�j� "����N��� Ã ������Ä>"Z�D�n���jÍ0�/��� �j���£�n� �)�������
∫ ∞

0

dω
e−iωx

(ω − ων)2 + γ2
ν/4

=
2π

γν
e−iωνx−γν |x|/2 �^���

γν/2� ων.
� 2u¡!1NÊ�¤
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 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê�Æ
� �]�n���G�j��� �������j����� Ã " �uÄ>"�Í£�jÄjÍ �������u����� Ã � �c¡¶� 2j¡!1�Æ�¤ ���N��� � �§¡¶� 2j¡$19�N¤ �u���u�X��Äu�7�����jÍ

ψ̇1(t) = −i(E1/~)ψ1(t)−
1
2
iΩR(rA) sin θ e[−i(E0/ � +ων)−γν/2](t−t0)

−

∫ ∞

0

dω g2(rA, ω)

∫ t

t0

dτ e−i(E0/ � +ω)(t−τ)ψ1(τ).
� 2j¡!1/1N¤

�!Í£��� Ã � �§¡�� 2u¡ Ê/��¤	���j�Z���£�t������� Ã � �j�!��� �t�DB��4"|����� �j���n�§¤	�£�nÍ����j�����D*��n���ZÍA�c�n�������j� g′2(r, ω)
���n�������j��� Ã

���¾�A�j�LË ���AB�� %]�/� �j�£� �¨���+��������� �¨���u�X�n���C� �j���`Í�j� � � ���)�L� �+�M��¡ �¢¤

ψ1(t) = e[−iE1/ � −iδω′
1
( � A)−Γ′

1
( � A)/2](t−t0)φ1(t),

� 2j¡!1�ÉN¤
� �j�����

φ1(t)
��ÍG� �u�XÍ£�����¨�������ª���¾� �j���j� �	�������J��� ���x���J�����������

φ̈1(t) +
{
i∆(rA) + [γν − Γ′

1(rA)]/2
}
φ̇1(t) + 1

4
Ω2

R(rA)φ1(t) = 0
� 2j¡ É9.N¤

��� Ã ���A�j�n� �b���A��� �j�����u���������c�n���j�u���������jÍ

φ1(t0) = cos θ, φ̇1(t0) = −1
2
iΩR(rA) sin θ.

� 2j¡¥É¨Èr¤
?!�����,�

δω′
1(rA) =

µ0

π~
P

∫ ∞

0

dω ω2 d10 ·Im

�
(1)(rA, rA, ω)·d01

ω̃′
10(rA)− ω

+
Ω2

R(rA)

4

∆(rA)

∆2(rA) + γ2
ν/4

� 2u¡¥ÉNÅ�¤
���j�

Γ′
1(rA) =

2µ0

~

[
ω̃′

10(rA)
]2

d01 ·Im

� [
rA, rA, ω̃

′
10(rA)

]
·d10 −

Ω2
R(rA)

4

γν

∆2(rA) + γ2
ν/4

� 2u¡¥É9��¤
���£�ª� �j��Í�j�&�²���D���j� �b���u�A� �D� �A�j�C� � �c�n�¾���;%����b��Í�Í£�¨��� �����n� �b���A��� �j�C�£�nÍ����j����� *��n���°�n���N�����J�j�j� 6
ω̃10(rA)=[Ẽ1(rA)−E0]/~= ω′

10+δω
′
1(rA)

��Í��A�j�����nÍ�x�������&%��¢ÍA�u�&�²�����3�)�����T���[�������uÍ���������� �^�£���J�j���j�;" 6
���j�

∆(rA) = ων − ω̃′
10(rA)

��ÍL�A�j�R�^ÍA�j�4�²���n��¤X����Í����j�������F�¨�������&�j�����j�j��� Ã ¡ L ��������� Ã � �u� Ã �n�u�n�����
Í������u�������ª��� �A�j��Í����n���j� ( ���£�j�n� �j� �x�n�£�n�N�������	���J����������� � 2j¡ É9.N¤Â����� �j�K�^���£�

φ1(t) = c+(rA)eΩ+( � A)(t−t0) + c−(rA)eΩ−( � A)(t−t0),
� 2u¡¥É/2N¤

� � *��u�]�A�����

Ω±(rA) = −1
2

{
i∆(rA)+[γν−Γ′

1(rA)]/2
}
∓ 1

2

√{
i∆(rA)+[γν−Γ′

1(rA)]/2
}2
− Ω2

R(rA)
� 2u¡¥ÉNÆ�¤

� �j������� �j�����u���������§�n���u�j���������jÍX� 2j¡ ÉuÈr¤Â���G�j�4"

c±(rA) =
Ω∓(rA) cos θ + 1

2
iΩR(rA) sin θ

Ω∓(rA)− Ω±(rA)
.

� 2u¡¥É�Ç�¤
� 8;:=<�>�<�@�AB<0<�@ >�deGF>H>H� U�p�A=QH>?� ABM�k�U�@ JEd�< QH:=I�<�GFJOk Y%<�JO:=IX<�:V<�@�>�DO>HK�>HD�U�@ JEd�<;@�A=UCABP�ABJOIXky>H>HI A=k�Uh:�G�ky>T]WJLIf<�@�>�k�ABGF>

<�G{ABI�UhJL<�JO:=I|deG�> ��Y >HI�QHz
ω10

kSzWMsAB�SJOI PV<�@ >�GF>Hp D�A=QH>HMN>HI�< �
7→
�

(1)
Z
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���²���n�¢Í��jÄjÍ ��� ���u�������T�/� � �JÍn¡	� 2u¡!1�É�¤����j�R� 2j¡¥ÉD2J¤(���A�j�!�����������£��� ����� � �D�	� �u� � � �^���£�n� � � �§¡�� 2j¡$1�ÇN¤(�

�7�DB��nÍb� �u�X�8���j�����n��� �^����� � PM7!È:Ç��

F el(rA, t) = −π~[γν/ΩR(rA)]
[
∇g(r, rA, ων)

]
� = � A

sin θ q(rA, t− t0)

+ ~

∫ ∞

0

dω
[
∇g(r, rA, ω)

]
� = � A

s(rA, ω, t− t0) + C.c.
� 2j¡ ÉNÊ�¤

� �j�����
q(rA, t) = e{−i∆( � A)−[γν+Γ′

1( � A)]/2}t
[
c∗+(rA)eΩ∗

+( � A)t + c∗−(rA)eΩ∗
−

( � A)t
] � 2u¡¥É91�¤

���j�

s(rA, ω, t) = |c+(rA)|2
e[−Γ′

1( � A)+Ω∗
+( � A)+Ω+( � A)]t − e{i[ω̃

′
10( � A)−ω]−Γ′

1( � A)/2+Ω∗
+( � A)}t

ω − ω̃′
10(rA) + iΓ′

1(rA)/2− iΩ+(rA)

+ c∗+(rA)c−(rA)
e[−Γ′

1( � A)+Ω∗
+( � A)+Ω−( � A)]t − e{i[ω̃

′
10( � A)−ω]−Γ′

1( � A)/2+Ω∗
+( � A)}t

ω − ω̃′
10(rA) + iΓ′

1(rA)/2− iΩ−(rA)

+ c∗−(rA)c+(rA)
e[−Γ′

1( � A)+Ω∗
−

( � A)+Ω+( � A)]t − e{i[ω̃
′
10( � A)−ω]−Γ′

1( � A)/2+Ω∗
−

( � A)}t

ω − ω̃′
10(rA) + iΓ′

1(rA)/2− iΩ+(rA)

+ |c−(rA)|2
e[−Γ′

1( � A)+Ω∗
−

( � A)+Ω−( � A)]t − e{i[ω̃
′
10( � A)−ω]−Γ′

1( � A)/2+Ω∗
−

( � A)}t

ω − ω̃′
10(rA) + iΓ′

1(rA)/2− iΩ−(rA)

� 2u¡¥É�É�¤
���E%��3Äx���n�R�j� *��j�n�	¡ ��Í!ÍA�j� �b�R���
�+� �	¡C# �§� �j�L����ÍA�c�n�����&%��¾�+� Ã �j������� ����� �|�/� �A�j���^�����n�L��Í Ã �&%��n�
Ä>"

F mag(rA, t) =
iµ0ωνγν

ΩR(rA)
d10×

[
∇×Im

�
(r, rA, ων)·d01

]
� = � A

sin θ
d

dt
q(rA, t− t0)

−
iµ0

π

∫ ∞

0

dω ωd10×
[
∇×Im

�
(r, rA, ω)·d01

]
� = � A

d

dt
s(rA, ω, t− t0) + C.c.

� 2j¡�ÈE.9.N¤
� �J�����������jÍ�� 2j¡ ÉNÊ�¤����j� � 2u¡�È ./.N¤¢�j� �������T���j� � �j� �^����Í��������J� �����£�Â�/�±� �u�:¤ �M"������D���t��� � � �^�����n�������
� � �D( ���;%������������ �^���Z����Äj� �������"`Í£���£�n� Ã � � �/��� �j�T�������)�>*��n���?�n���M�j����� Ã �"�b� � �R� �j�¾Í#"�Í£���������j� ���������4"
Äc�n��� Ã �u��� �j�������`���]Í �7����� |θ〉 � � �§¡[� 2j¡¥Ê/1N¤ ¡ � �C� �u� �^������� �b��� Ã ���Â���n���jÍ����j�n�5� �u��� � �+�����T������� Ã �t��Í£�nÍ�/���Â�n�/BC���j�]Í£������� Ã �)�����,�-*��������n��� �j����� Ã ¡

L#�n�/BR�������,�-*��n���?�n��� �j����� Ã ��ÍZ�£�t������Í£�n�R�&���A�j� ���j��Í�� ( �T�¨�j� ν ��Í %����"RÄu���N��� � γν� 2ΩR(rA)
�

��� �~���5�u�����u�j�n���^������� �j�X�������T���!�������uÍ���������� �^�£���J�j���j�;" �
|∆(rA)|� 2Ω2

R(rA)/γν

¡ � �]Äc��� �C�t��Í��nÍ��
� �u� *���Í �G������� �u�j�j�n�G�A�j�ZÍ �J�������Z�������5����� �§¡O� 2j¡ ÉNÆ�¤���ÍG� �u�C�]����� Ã �n� �A�����ª�A�j�ZÍ����n���j�C���u�����j�C�
�¶� "������5� �������uÍ������ "��������jÍ

Ω±(rA) =





−i∆(rA)− [γν − Γ′
1(rA)]/2

iΩ2
R(rA)

4

∆(rA)

∆2(rA)+γ2
ν/4
−

Ω2
R(rA)

8

γν

∆2(rA)+γ2
ν/4

.

� 2j¡ È .uÈ:¤

#������A�j� Í"�Í£���n�����u�����������4"CÄx����� Ã �u��� �j������� �����A�j� Í£������� |1〉|{0}〉 � � ¡ ��¡ �
θ = 0

�0�����t�����<� �§¡ � 2j¡¥Ê/1N¤����
� �u�D���¨�=!D�������J��Íª� 2j¡ É�ÇN¤|�/� �u���E�¨���D����� ���

c+(rA) = 0
�
c−(rA) = 1

�OÍ��
� �c¡ � 2j¡!1�ÉN¤ � ��� Ã � � �j��� �b� � �
� �§¡O� 2j¡ É/2J¤��±�����j�j�n��Í!���

ψ1(t) = e[−iE1/ � −iδω′
1
( � A)−Γ′

1
( � A)/2+Ω−( � A)](t−t0) = e[−iE1/ � −iδω1( � A)−Γ1( � A)/2](t−t0).

� 2j¡ È .NÅ�¤



������� ��������
 ��� ��� 
 �h�B� � ��� 
T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê�Ê
?!�����,�

δω1(rA)
���u�

Γ1(rA)
�����+�A�j�ªÍ�j�&�²�]� 2j¡$�NÆ�¤L���j� �b���u�A� � 2u¡!�NÊ�¤X�/�b� �u�ª� � �c�n� ���;%��n�5��Í£Í����n� (

�����n� �b���A�+� �u�|��������� *j�n����Í�x���������j�$� 2j¡¥Ê/�N¤ �¨���j�n���j�j��� Ã Äc��� �ª�A�j� �J����Í£�4( �T���j� ν ���j�ª� �j�����nÍ£���j�j����n���J�����J�j�j�]¡ � �����¢� ���)�¶�A�j�5��ÄjÍ£�n�j���G�/���A�j�Â����� �n��( ���;%����¨Í�j�&�²�¶��Í¶�j�j�¢�����A�j�Â�£���7������� Ã ( �Â� %��G�/�M�j���E�-(
���D����������¡ � �ª���£�j�n�¢��� *j�j�+� �u� � � �^�����������D� �j� �Â�n�/B9( �n��� �j����� Ã �����T����� �Â�ZÍ£�jÄjÍ �������u���+� �c¡�� 2j¡ È .NÅ�¤
���N��� � �§¡ � 2j¡$1�ÇN¤ ¡ �<%�������������� Ã �A�j�L�����T�Z���N��� Ã �����±���C� �j�XÍA�j����� �b�/� � �u� Ë ���AB�� %`�/� �u���E�¨���D����������Ä>"
�j�u�£����� Ã |ψ1(τ)|

2 7→ |ψ1(t)|
2 ���j�R��� ������� Ã � �j�3��� �Â�������J��� Ã ����������� �����T���G���n�j�?��� −∞ �	���u�¾�����£�&%��nÍ

��� � PM7�È � P�7�È:Ç��
F (rA, t) = F el(rA, t) = e−Γ1( � A)(t−t0)F11(rA)

� 2j¡ È .9��¤
� �j�����

F11(rA) =
µ0

π

∫ ∞

0

dω ω2

[
∇d10 ·Im

�
(1)(r, rA, ω)·d01

]
� = � A

ω − ω̃10(rA)− iΓ1(rA)/2
+ C.c.

' µ0Ω
2
110(rA)

{
∇d10 ·

�
(1)[r, rA,Ω110(rA)]·d01

}
� = � A

+ C.c.
� 2u¡�È .D2J¤

�b���A�
Ω110(rA) = ω̃10(rA)+ iΓ1(rA)/2

¡ �!�����`�A�����+�A�j�?�D� Ã �j� ����� �j���£�+�/�Z� �j� �^�������?�j���nÍD�j���
�n���J������Äj�u���b�j�u�j�n� � �u�!�����j�j� �������jÍ �n���jÍ����j�n�£�n�5�

F mag(rA, t)=  � �+� �	¡�# ¤ ¡<�!Í�� ���x�������n�5���Â� ���E%��� �J�jÍÂ���n��� %��n�£�n��� �u� �^� � �D( ���;%��n�c�t��Í£�|�/�±� �u�:¤¢�£�nÍ£�j���Z� 2j¡$��ÉN¤ �j�n�£�&%��n����� P¨�n��¡M2j¡¥Å ��Ä>"ª��Í£Í��j�T��� Ã � �j���
� �u�LÄc�¨��"-( ��Í�Í£��Í ���n� *��n���`��Íb���j� ��� �����&" �u��� �j�������?���]����Í Ã �����j�u�`Í �7�����3���u�`� �u�3�������,�-*��n�����n���M�j����� Ã
��ÍbÍ£�"!T�n�����N���&" � �t�/B§¡ � �?���j�j��������� �j� �j�X�t�����n�j����������������Í!� ���j�����n� ���4"ªÍA�u���b�`� ����� � �t�/B/�¨������� *������
�n��� �j����� Ã ��Í|���n������Í����°�A���u�?� �j� Ë`���AB��N%R�/� �j�£� �¨���+���������]��Í|�/� �j�����t��Äj���t¤b�4�������¶�������D���X�������uÍ����������uÍ
���£�3Í�� !D�������J���&"��~��� �j�����j�j��� �^�������A�j��*������?�£�nÍ£�������j���nÍ��	���!�&�[�A�j��Í£��� �J����Í��4( ¤ �T�¨�u�nÍ �/� � �u��*������
� �j���C� ���N��������� �[�u�t����( ����Í����j���N���&" �b� � �L�A�j�G�)���������£� Í£�"!T�n�����N���&"LÄj�£�N���5�����n�n�����N�A�j� � � �|�n���j�j���������uÍ
��Äc� %�� � �c¡¶� 2j¡�ÈE.uÈr¤ ¡

�!�8�¨��� � �3�����jÍ����j�n�b� �u�L�n��Í��L�/� Í£������� Ã �������)�>*��n���]����� �j����� Ã � � �j���C�?��Íb���t������Í£�n�]�&�¶� �j� ���j��Í�� (
�T�¨�j�

ν
��Í|Äc���A�?Í��"!T�����n�N���&"?�j�����£� �-�

γν ≤ 2ΩR(rA)
���j�R�j�n���#(À���nÍ£�������N� �b� � � �A�j� �������D���X������� (

Í�� �������5�
|∆(rA)| � 2Ω2

R(rA)/γν

¡ � �#�A�j��ÍX�t��Í£� �[�A�j�+�£�t��� ����� �3�D�G� �j�DÍ �J�����£�+�£�¨���L��� � �§¡5� 2u¡¥ÉNÆ�¤
Äc�n�n���D��Í �u� Ã ��� Ã ��Äj���,��Í£�T�A����� � � �j� %��

Ω±(rA) = −1
2

{
i∆(rA)+[γν−Γ′

1(rA)]/2
}
∓ 1

2
iΩ(rA),

� 2j¡ È .NÆ�¤
�b���A�

Ω(rA) =

√
Ω2

R(rA) + ∆2(rA)−
[
γν−Γ′

1(rA)
]2
/4

� 2u¡�È .�ÇN¤
Äc�n��� Ã �A�j��ÍA�j�4�²������� ��Äj�O�^�£���J�j���j�;" 6c���j�C� �j�����¨�=!D�������J��ÍL� 2j¡ É�ÇN¤Â�£�n�j�j���X���

c±(rA) =

{
Ω(rA)∓∆(rA)± i

[
γν−Γ′

1(rA)
]
/2

}
cos θ

2Ω(rA)
±

ΩR(rA) sin θ

2Ω(rA)
.

� 2j¡ È .NÊ�¤
P¨�jÄuÍ£��� ���u����� Ã �A�j�nÍ£�X�£�nÍ£�j����Í ���N���G� �c¡O� 2j¡$1�ÉN¤ � ��� Ã � � �j��� �b��� � � �§¡¶� 2j¡ É/2J¤����j���j�Z��Äu�������jÍ

ψ1(t) = e−γ( � A)(t−t0)/2
[
c+(rA)e−iE+( � A)(t−t0)/ � c−(rA)e−iE−( � A)(t−t0)/ �

] � 2j¡ È .91�¤



������� ��������
 ��� ��� 
 �h�B� � ��� 
T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê/1
� �j�����

γ(rA) =
γν

2
−

Ω2
R(rA)

8

γν

∆2(rA) + γ2
ν/4

+
µ0

~

[
ω̃′

10(rA)
]2

d01 ·Im

� [
rA, rA, ω̃

′
10(rA)

]
·d10

'




γν/2

�^���
|∆(rA)| � γν/2,

Γ1(rA)/2
�^���

γν/2� |∆(rA)| � 2Ω2
R(rA)/γν

� 2j¡ È .�É�¤

��ÍG�A�j�Z��������������� �j��� Ã ���)��� � � �j���C�
����Í5Äc�n�n� �^���j�j�CÄ>"C�jÍ£��� Ã � �§¡O� 2j¡ É9�N¤��0���j�

E±(rA) = 1
2
[E0 + E1 + ~δω′

1(rA) + ~ων]±
1
2
~Ω(rA)

� 2j¡ È�È .�¤
���£���A�j�D�A�/�M�j���E�¨���D�����t¤ �n� Ã �n�u�n�j��� Ã ���nÍb�/�O� �j��Í"�Í ���n� � �b���A�

δω′
1(rA) =

µ0

π~
P

∫ ∞

0

dω ω2 d10 ·Im

�
(1)(rA, rA, ω)·d01

ω̃′
10(rA)− ω

+
Ω2

R(rA)

4

∆(rA)

∆2(rA) + γ2
ν/4

'





Ω2
R(rA)∆(rA)/γ2

ν

�^���
|∆(rA)| � γν/2,

δω1(rA)
�^���

γν/2� |∆(rA)| � 2Ω2
R(rA)/γν

� 2j¡ È�È�È:¤

Äc�n��� Ã �A�j����� %��n�ZÍ�j�&�²����Í�Í£�¨��� �����n� �b��� �º�A�j�����nÍ£���j�j���+*������ ÍA�c�n� �����u� � �£�n�t�����K� �§¡X� 2j¡ ÉNÅ�¤�� ¡ �O�
*��j� �A�j�C�n������������� �����£� �D� �A�j� � � �^���£�n� �^���3Í£���£��� Ã �n��� �j����� Ã � � �CÍ��jÄjÍ ��� ���u����� �§¡ � 2j¡�ÈE.NÆ�¤L���J���
� �JÍn¡ � 2u¡¥ÉNÊ�¤ �	� 2j¡¥É�ÉN¤X���j�°�;%������j�����+�A�j� �^�����J�j�n�j� " ���N��� Ã �����ÂÄ>"��T�t���jÍ¾�/��� �c¡5� 2j¡¥Ê/�N¤ � � �j�n�£� � �
�j� Ã �������3�A�j�+�����N���£��Äj�u������� �^�������A�j�+�£�nÍ����j����� *������������N�����J�j�u�

g′2(r, ω)
¡ � Í���� Ã ����� ���������jÍZ�A�����

���£�L��������� Ã ���jÍÂ���G� �JÍ�¡[� 2j¡¥Ê�Æ�¤G���j� � 2j¡!1�Ê�¤(�j���j�K*��j�jÍ � PM7�È:Ç��

F el(rA, t) = −e−γ( � A)(t−t0)

[
|c+(rA)|2 + c∗−(rA)c+(rA)e−iΩ( � A)(t−t0)

∆(rA)− Ω(rA)− i
[
γν − Γ′

1(rA)
]
/2

+
|c−(rA)|2 + c∗+(rA)c−(rA)eiΩ( � A)(t−t0)

∆(rA) + Ω(rA)− i
[
γν − Γ′

1(rA)
]
/2

]
π~γν

[
∇g(r, rA, ων)

]
� = � A

+ C.c.
� 2u¡�È�È:Å�¤

� �j�����+�A�j�ª����ÍA�c�n� ���&%����+� Ã �j�������G����� �3�/�5�A�j� �^���£�n�D��Í Ã �&%�������� �+� ��¡?#Â¡ �O�?�D�/B��T� �j�+ÍA������� ���
���j� ����� �c������� �j� �c�n�j�u�n�j���ª�/�G�A�j�G�^�����n�T�T����� � ���j���������4� � �+�j��Í����jÍ�ÍLÍ����T�DÍ�x���n�������t��Í£�nÍ3��� �A�j�
�^������� �b��� Ã ¡

� Ã �����5� � � *���Í �!�����jÍ£���j���b�A�j���t��Í£�L�D�¶�A�j��Í"�Í£���n�%���j� ���������4"¾Äx����� Ã �j�£� �������n�`���CÍ£������� |1〉|{0}〉�~�A¡ ��¡ �
θ = 0

¤ � � �j�n�£�T�A�j� �n����!T�n���n�N��Í+� 2u¡�È .�Ê�¤!��� � �§¡ � 2j¡ È�ÈrÅ�¤!��Í�Í£�j�D�T�CÍ���� �j���n�+�^�����]¡j#����Z���n���
�j�&�x�����C�+������� � �n�����D���N��Í��G�A�j� Í#"��D�T�����" �j���/�x���£�F" � Å¨¡ ÈrÊ�¤¾���G�j�����nÍ �A�����

∇g(r, rA, ων)| � = � A

��Í
���n����6u���]���j�j� �������5�����j���+�E"+�+�/B��Z� �j�����;�j� ���n�n�T�n�N�

γνg(r, r
′, ων)

ων − ω + iγν/2
7→

2µ0

π~
ω2d10 ·

�
(r, r′, ω)·d01,

� 2j¡ È�È ��¤
Í����j�n� � � ���E%��X��Í�Í£�j�T�n�C� �����5�A�j�Z���N���n����������������Í5�u���D���������n�ªÄ>"ª�A�j��Í���� Ã ��� �J����Í��4(À�D���j� ν �j�����t�����
� �§¡�� 2j¡¥Ê/�N¤ ¡ #�������� �b��� Ã � �j��Í��RÍ ��� �uÍ��b� �j�R�����n� ���£���
�^�����n� � 2j¡ È�ÈrÅ�¤¾�t���ºÄx� �b�£���£���n�º���g� �u� �^�����
� PM7�È � PM7!È:Ç��

F el(rA, t) = 2e−γ( � A)(t−t0) sin2[Ω(rA)(t− t0)/2]C(rA)F11(rA),
� 2j¡ È�ÈE2N¤
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� Ê�É
� �j�����

F11(rA)
��Í Ã �&%��n� Ä>"�� �c¡j� 2j¡ È ./2N¤ �b� � � Ω′

110(rA)=ω̃′
10(rA)+iΓ′

1(rA)/2
��� �j�����n�¢�/�

Ω110(rA)���j�C� �u� �~���������
C(rA)

���n���jÍ

C(rA) =
∆2(rA)− [γν−Γ′

1(rA)/2]2/4

∆2(rA)− [γν−Γ′
1(rA)/2]2/4 + Ω2

R(rA)

'





γ2
ν/4

γ2
ν/4−Ω2

R(rA)

�^���
|∆(rA)| � γν/2,

∆2(rA)

∆2(rA)+Ω2
R(rA)

�^���
γν/2�|∆(rA)|�2Ω2

R(rA)/γν.

� 2j¡ È�ÈrÆ�¤

� �u�����u�n�0�j���±�j� �x�n�£�n�j���3Äc��� � �n�����A�j� � �t�DB ���u�?Í£������� Ã ( �n��� �j����� Ã � � �^�����n��Í���Í!� �u���~��� �!�A�����+�^���
Í£������� Ã �n��� �u����� Ã � �j� �+� Ã �j������� �j���£���D�K�^�������°� 2j¡ È .9.�¤T�j���nÍ��j��� %����j��Í�5�b��� Ã �n�j������� � Í���������Í£�
� �§¡ � 2j¡�È:ÅD2J¤ÂÄc�n��� �s�A¡��<%���� � �j�X�n���n� ������� �����£�!�/�¶� �j� � ���^������� � �j� �Â� %������	�u� �x�n��Í �^����� � �j� � �t�/B9(
�n��� �j����� Ã �^���£�n�<� 2j¡ È .9��¤ � ��� Ã � � �j��� �b� � � � �§¡3� 2j¡ È ./2J¤��|��� Í£�;%����������£�nÍA�c�n� ��Í�¡ #[����Í£���&" � �A�j��ÍA�j�4�²�
���j� �b���u� � �/� � �j�3� �¨�n� ���n���)�����T���X��� %��n�¶�������;%����N� �^�����j� ���n�£�D���j��� Ã F11(rA)

����� �u�������u�&"C� �j��Í��
��Í£Í����n� �)���n� �b���A�X�A�j�Â�£�nÍ����j�����9*j�n���L�n���N�����J�j�j� �����L�����N������Í£�O���!�A�j� �^�j���NÍ�j�&�²�¶���j� �b���u�A� �/�M�x�n������� Ã
���]� �j� �Â�n�/B9( �n��� �j����� Ã �^�����n��¡ P¨���n���j�u�&" �c� �j�LÍ£�����n� Ã � �R�/� �A�j�3Í ���£��� Ã (À�n��� �u����� Ã �^���£�n� ��Í!�T���j�&*����
�b���A�C���nÍ�x����� ���¾� �u� � �t�DB>(À�n���M�j����� Ã ���nÍ£�j���bÄ>"ª�A�j�K�~��������� C(rA)

¡ ���j���£�j�&" �����j�]�T��Í£�bÍ �����&BJ��� Ã �4" �
� �u�X��"¨�j���D���nÍ5�/�O� �u� �^�����n�Z��Í5�j��� Ã �4%����`Ä>"C���]� ���c���j���J��� ���	�j�n�n� " �§Äj�u� Ä>"������G�x���C��Í������������������jÍ
�b���A��� �~Í�j�&�²���n�§¤ � ��Äj� �^�����J�j�n�j� "

Ω(rA)
���j��� �j��� �u��� Ã ���)��� γ(rA)

¡ �!�����R� ���)� ���u�&" �A�j�
�D� Ã �j� ���j�j�?���j���j���C� �j��Í£� Ã � �/�X� �j� �^���£�n�,�|��Í���Í£�n����� �)����� Ã ¡ �!ÍCÍ��n��� �^�£��� � �§¡X� 2j¡ È .�ÉN¤ �!�A�j�
�����G�j��� Ã ��ÍÂ�j���T���������n�ªÄ>"+�����£�;%��n��Í£��Äj���|�j���t�E"��/�±�A�j� *��n����� �¨�n� �7��������� �^���ÂÍ��D�����x�j� ���j�u��� Ã ��� �j�����
���£��� %��n�£Í���Äj���|Í�x���J�����j�����jÍ �j�n�n� "ª�/�¶�A�j���������D�����8�u������������������ÍG�A�j�Z�j���T�������J�G����Í£ÍG�D���C�����j��Í�� �^���
� ��� Ã ���Â�j� ���j�j��� Ã � � �u�n�������ªÄx��� �C�����D� ��Í � �j�Z����Í�Í£�nÍb���£�Z�C�������������n����Í����]Ä>"����j� �����4�0� �j�Z�£�nÍA�c�n� ���4%��
�����G�j��� Ã ��������Í�� γν

���j�
Γ1(rA)

� ����ÍA�c�n�����&%��n�&"�¡ ���j��ÍL�t��� �n��Í����&" Äx�+�j�j�j����Í£���¨��� �^�����&�A�j� �~��� �
� �j���Â���D�A�j�|Í£������� Ã �n��� �j����� Ã �����T��� �A�j��Í �7�����nÍ5� �	���������ªÄ>"D�A�j�nÍ£�|����Í�Í���Í�� |0〉|1ν〉

���j�
|1〉|{0}〉

�J�����
Äc��� �C���n�n�M�j�����]���T���j� �����&�O���`�E%������ Ã ��¡

L#�3�j� �"�£�����j���?���+� �j�L�t��Í£� �/�¢���?����Äj� �������"]���u����������Í �7�����
|θ〉

� � �§¡�� 2j¡¥Ê/1N¤b���j�R��Í£Í��j�T�3�A�����
γν� 2ΩR(rA)

� � �u���C�]��ÍG�/�²���n�����£�j�K�^���5Í£������� Ã �)�����,�-*������ª����� �j����� Ã ¡ � �]�A�j��Í5�n��Í��,�j���n�£�DÍ5�D�¶�A�j�
�^���£�

[γν − Γ′
1(rA)]/2

�n���]Äx���j� Ã �����������5� �j���j�n��� �j��Í�j�&�²���n� �!��Äj�O�^�������u�n�j� " � 2j¡ È .�ÇN¤Â�£�n�j�u�n�nÍb���

Ω(rA) =
√

Ω2
R(rA) + ∆2(rA) .

� 2j¡ È�È:Ç�¤
� �C� �j��Í����D���/�M�j���E�¨���D���������5�J� �j�����¨�=!D�������J��Í � 2j¡ È .NÊ�¤Â�n���CÄx� �b��� �����n�]��Í

c+(rA) = cos[θc(rA)] cos[θ − θc(rA)], c−(rA) = − sin[θc(rA)] sin[θ − θc(rA)]
� 2j¡ È�ÈrÊ�¤

� �j����� �Â� ���E%��X���N�������j�j�n���]�A�j���n���M�j����� Ã ��� Ã ��� θc(rA)
%����

tan[2θc(rA)] = −ΩR(rA)/∆(rA), θc(rA) ∈ (0, π/2)
� 2j¡ È�È 1N¤
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���j�]�jÍ£�n�C� �j�����u�n�N��� ������Í � ÈtÉ9.��

1√
1 + tan2(α)

=





cos(α)
�^���

α ∈ (0, π/2),

− cos(α)
�^���

α ∈ (π/2, π),

1√
1 + cot2(α)

= sin(α)
�^���

α ∈ (0, π).

� 2j¡ È�È:É�¤
�5�n�������u��� Ã �4" ��� �²���n�5�uÍ���� Ã �A�j�����j�j� �����������x���n�����������jÍ

ΩR(rA)

∆(rA)± Ω(rA)
=





cot θc(rA)

− tan θc(rA)

� 2j¡ ÈrÅ/.�¤

� � �j���C� �^������� � �^����� � �JÍn¡u� 2j¡ È�È:Ç�¤(�u� 2j¡ È�È 1N¤0���j�ª� 2j¡ È�È:É�¤9� �)�A�j�Â�����n� ���£��� �����£�¶�/�j�A�j� � � �^���£�n��� 2j¡ È�ÈrÅ�¤
Í���� �u���&*j�nÍÂ��� � PM7�ÈtÇ��

F el(rA, t) = e−γ( � A)(t−t0)
(
cos

{
2[θ−θc(rA)]

}
+ cot[2θc(rA)] sin

{
2[θ−θc(rA)]

}

× cos[Ω(rA)(t− t0)]
)
F+(rA)

� 2j¡ ÈrÅ¨È:¤
�b���A�

F+(rA) = −1
2
~∇

√
Ω2

R(r) + ∆2(rA)
∣∣∣

� = � A

,
� 2j¡ ÈrÅ�Å�¤

� �j����� � � ���E%��L��Í�Í£�j�D��� �£�t���0�j�&�x�����|�D�����£�4���������D���J��Í��§Í��T� ���)� �A�j��Í"��T�D� ���"��u���9�c�n� �F"C�/�[�A�j�
�Z���n���]���n�jÍ£���L� Å¨¡ ÈrÊ�¤ �u��� Ã ���A�j�n� �b� � �]�j�;*��u���������jÍX� 2j¡¥Ç�Æ�¤Â���j�#� 2u¡¥Ç91�¤Â���G�j�����nÍ

πγν∇g(r, rA, ων)| � = � A
= πγνg(rA, ων)∇A g(rA, ων) = 1

2
ΩR(rA)∇A ΩR(rA)

=
ΩR(rA)∇

√
Ω2

R(r) + ∆2(rA)
∣∣

� = � A

2 sin[2θc(rA)]
.
� 2j¡ ÈrÅ/��¤

� ���j���������jÍD� 2j¡ ÈrÅ¨È:¤����j�<� 2u¡�ÈrÅ�Å�¤!�t��� Äc�¾�jÍ���� ���CÍ£���u�M"?� �u�T�����������£���)�����£���/��� �u�T��"¨�j���D���t���
����Í����j���N� �^���£�n�]��� ���g������� �j� �����n� �b��� �u���<��� ���£Äj���������#" ����Í����j�������T�j�j�u�n�D�A�j�]�n���j�u���������jÍ �/�
Í�� !D�������J���&"�Í£���£��� Ã �������)�>*��n���|�n���M�j����� Ã � Í£�5� �����	� �j�����u���J�������������nÍ	��Äx� %�� � �JÍ�¡�� 2j¡ È .NÆ�¤x���j�D� 2j¡ È�È:Ç�¤
�j�����"� ���b���A�ª� �j�ZÍ#"�Í£���������j� ���������4" Äc�n��� Ã �j���;���������C����Í£������� |θ〉 � � �§¡O� 2j¡¥Ê/1N¤ ¡�L �j�n�£�t��Í5�A�j�ZÍA���)��� ���
�j�;�x���j�j�n�u�n�¾�/� �A�j���^�����n�LÍ£������� Ã �&"C�j�;�x���j�jÍZ���]� �j�������£�������j� ��� Ã �����T�����#"]�/� � �u�3Í"�Í ���n� � � �j���C�
�n�N���n��Í %�� �¾� �j� �Z���n���`���n�jÍ£�����§�����t����� � �c¡[� 2u¡¥ÇNÆ�¤9� �j� �j������� �c��������Äx�;���E%������j�b��Í �J�j� ��� Ã �n�u�n�����X���j�
�t���RÄx� ���>%��nÍ ��� Ã �������R��� Ã �����u���nÍ£Í|�/� �A�j�¾ÍA�c�n���&*�� �£�nÍ£�����������|����� �j���C�?�A�j� �������V��Í+�j�����n����¡	#������
� �§¡G� 2j¡�È:Å¨Èr¤(�O���j�TÍ����nÍ3�A�����X� �j� �^���£�n�+��ÍX��� �Â�E"¨ÍL� ���c���j�n�N��� �����&"R����� �c�n� �b��� �#�`����� �j��� Ã �������
γ(rA)

���j�`� ���������!�n���N�������jÍ��+�j��� ( ��Í£�n����� ������� Ã �j���£�|���j���D�����G�x���u�n�N���A�����|��Í��n������������Í �b� � � �A�j�
ÍA�u�&�²����� �!��Äj���^�����J�j�n�j� "

Ω(rA)
¡ ���j� ����� �����&%��3Í£���£�n� Ã � �jÍZ�/���A�j�¾�n���uÍ£�7���J�X���j����Í���������������� Ã �����£��Í

�j�;�x���j�°����Äc��� �#�A�j�ª����� �j����� Ã ��� Ã ��� θc(rA)
���j� � �j�ª���j��������Í£�������ª�D�5� �j�ªÍ#"�Í£�����

|θ〉
¡ ���j��ÍL��Í

�������jÍ �����������T���l#¶� Ã ¡92u¡!� � � �j�������A�j�b�����T�5�j�;�x���j�j�n�u�n�|�/�	� �j� �^�������!��Í��j��Í�j� �E"���� �^��� %����������jÍ����u���������
Í£��������Í

|θ〉
���j� *M�¨�n������� �j����� Ã ��� Ã ��� 2θc(rA) = 3π/8

¡ L � *���Í �3��ÄuÍ��n�#%��T� �����X� �u�D���j�%��nÍ3�D�E"
Äc� Ã ����� �x���ª��� �������£ÍÂ�/�0���j�%��nÍb�j� �	������� Ã ���j�4"TÄ-"T� �u�n��� Í�� Ã �56u�n���C�C�/�±� �u�nÍ��K�j�����£ÍÂ�n��������ÍA�c���j�jÍ ���
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#[� Ã �j��� 2j¡$�M:,���u�D�����D� �j�;�x���j�j���j�n�ª�D�G� �j�D�n���n���������G�j���£�L�/�G�A�j�+�£�nÍ��������N� � � �^���£�n� �^���LÍ ���£��� Ã�������)�>*��n���T����� �j����� Ã ��Í¢�u��ÍA�u� �E"����G�^�����j� �	�������J� %������u�nÍ��/�
θ
�¨�A¡ ��¡ �

2θ= 2θc(rA)
�
a1

¤(�
2θc(rA)+π/2�

a2

¤(�
2θc(rA)+π

�
a3

¤ �
2θc(rA)+3π/2

�
a4

¤(�
0
�
b1

¤(�
π/2

�
b2

¤(�
π
�
b3

¤ �
3π/2

�
b4

¤(� �b���A� ���������D� ���n�£Í
2θc(rA) = 3π/8

���j�
γ(rA) = 0.05 Ω(rA)

¡K���j�¾��� Ã ����Í 2θ
�^���!�A�j� %����£�����jÍ!�n�j�#%���Í������ ���j�j���t�����n�

�����A�j��Í��D����� �x�������G�j��� Ã �����`¡
%������u�nÍb�/�

θ
� �j���C�?�j� �x�n�bÄ>"

2∆θ= π
¡ ���j�X� �¨��Í£�����j�n�L�/� Í£�j�C� ��������Íb��Í ���]��Ä>%������uÍ!�����jÍ����J�j�n�j���

�/��� �§¡¢� 2j¡ ÈrÅ¨Èr¤ ¡����u�,* Ã �j�£�,�^�j�£�A�j�n�Z�£�;%��n����Í|�A�����Z�A�j�n�£� ����� � � �C� �����£�n�T�nÍ��/�¢Äx�;���E%������j��6 � �j�����
�^����� �j�+���j� ��� ��� Í£��������Í �b���A�

2θ = 2θc(rA)
�
2θc(rA)+π

�¶� �u� �^���£�n�+Í�j� �bÍ¾�j� ��Í��n���������������jÍ����j�#��Í
�j�j�£�n�4"`�8���x���u�n�N���������4"������G�x���?��Í��G�^�j�u��������� �D� �����D� � �n�j�#%��nÍ¾�

a1

¤b���j���
a3

¤����§� �j�X���u����������Í �7�����nÍ
2θ= 2θc(rA)+π/2

�
2θc(rA)+3π/2

���t���`���+��Í������������������jÍ5�/���D� �¨���D���0���G�j�������u�j�X�������u�j�R� J��n���
�T�t��� %������j� � �n�u�%���ÍZ�

a2

¤ ���j�?�
a4

¤�� ¡v#§��� ��� �j��� %������j��Í¢�D�
θ
�N�A�j� ���n�G�x�������jÄc� �j� %������j���/�c� �j� �^�������

��Í ���n��� Äu������������� �/����Í���������������� Ã ���j�D�j����(À��Í�������� ������� Ã �����G�x���u�n�N��Í � ���j�%��nÍ��
b1

¤ �x�
b4

¤�� ¡ � �����b� �j���
��� ����� �����n�j�������^���

2θ= 0
� �j���C�`�n���£����ÍA�c���j�jÍ����D�A�j�L���j����� ���xÍ£�������

|1〉|{0}〉
����Í�������� ������� Ã ���j� �j����(

��Í£�n����� ������� Ã �����£��Í��n��� Äu���j�L���?Í£�j�C� � �G�E"`� �����!� �j�3Í�� Ã �?�/��� �j���^�������3�����+�����jÍ!���>%����������N���^���������
�����D��Í � ���j�%��ª�

b1

¤�� �ª���]� Ã �����n�T�n�N� �b���A�
� �§¡O� 2u¡�È�È 2J¤ ¡
��Í|Í�j� �b����� ��� ��¡C#0�c�A�j� �D� Ã �j� ����� ����� �Z�/� �A�j�3�£�nÍ��������N��� � �^�����n� �^����Í ���£��� Ã �������)�>*��n���

�n��� �j����� Ã �t���`Äc� Ã �&%��n�]��Í

F mag(rA, t) = e−γ( � A)(t−t0) sin
{
2[θ−θc(rA)]

}

sin[2θc(rA)]
cos[Ω(rA)(t− t0)]

× µ0ωνγνd10×
[
∇×

�
(1)(r, rA, ων)·d01

]
� = � A

.
� 2j¡ ÈrÅD2N¤

�Â���G�����£��� Ã � �j��Í �b���A�+� �u�|�n���n���������������£�X� 2j¡�È:Å¨Èr¤(��� �|Í����|� ����� � �j���+� Ã �j������� �����£� ����Í5�L�j� �x�n�£�n�N�
%�����������Í£�����j� ���j�£��¡ � ��Íª�����j���ª�/���D� Ã �j� ���j�j�]��Í+����� Ã �j�&" Ω(rA)/ων

�����T�nÍT� ���)�ª�/��� �u�?�n���n���������
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 ��� ��� 
 �h�B� � ��� 
T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� 1NÅ
����� � �/�5�A�j� �^�����n�,� ���j�u���t�)����� Ã �A�����3���L�D� Ã �N�3Äc�n�����D�D�������;%����N�3���#�A�j�+�����N��� ��� �/�Â� �j�ª�£�n���n�N���4"
�n���jÍ����j�n�£�n�?Í£� �x����Í ������� Ã �n��� �j����� Ã ��� Ã ���T� � È:É¨È��Â��� �j�����

Ω(rA)/ων

�T� Ã �J� Äc�L�����G��������Äj���|��� �§���
�;%��n� Ã �£�t�����n�T� �j��� �j�j� �F"j¤ ¡ � � �g�n���N������Í£�D���#�A�j� �����������£��� ����� �4�

F mag(rA, t)
��Í+��� �Â�E"¨Í �j�j�£�n�&"

��Í£�n����� ������� Ã �������u�j��� J��n��� �T�t��� %������j��¡ � � �����£�����n�j������� ����%����u��ÍA�u�nÍ��^���ª� �j��Í�� ���j� ��� ���!Í �7�����nÍ
|θ=θc(rA)〉

���u�
|θ=θc(rA)+π/2〉

�^��� � �j���C�]�A�j���n�������������K�j���£�b�/�O� �u� �^�����n����Í5�j����(À��Í���������������� Ã ¡

� � � ��� � ���� � � � � � �!� ���

���j���£�nÍ��u����Í3�/�b� �j� �u���;%������jÍ¾Í������������ ���E%���ÍA�j� �b� � ���)�,�^���3���n� �7����� ���j� ��� ��� Í£�7�)���nÍ
|θ = θc(rA)〉���j�

|θ= θc(rA)+π/2〉
�§� �j� Í ���£��� Ã (À�n��� �u����� Ã � � �^�������3��Í �J����Í�� ( Í �7�������������" �b���A� � �u� ���j�4"������T�

�j�;�x���j�j�n�u�n�3Äc�n��� Ã � ���c���j���J��� ���±�j��� �u��� Ã �j�u����� �����£�;%��n��Í£��Äj���Z����Í£Í���Í �D�O�A�j��� �¨�n� �7��������� �^�£��� �A�j�
Í£������� Ã �&"<�n���M�j�����ºÍ"�Í£���n� �/�L������� ���j� �J����Í�� ( �T�¨�u��¡ 7�" �u� Ã ���n������� Ã � �j��Í�������Í£Í���Í������j�?�D� "
�j� %��n���9�����+���N���j� ���4%�� Í£�7�)�����!�/� �u���N���C�D���3�A�j���^���£�n� � �j���C�ª��Í�%��������T���+�����D�bÍ£�t�����nÍ �A�����G�����!ÍA�j��� �
�b���A�C���nÍ�x�����b���¾�A�j�Z�F"��u���t�������>%�����Í£�X����Í�Í5�������

γ−1(rA)
¡ �!Íb�j�n�T���jÍ �����)���n�C���ª� �j�K�^������� �b��� Ã ���A�j�

Í£��������Í
|θ = θc(rA)〉

���j�
|θ = θc(rA)+π/2〉

�±�����T�D���u�&" BJ�j� �b� ��ÍX�u���nÍ£Í���� Í£�7�)���nÍ��O���j��� ���u�����
Äc�D� �u�+�/�M�j���E�¨���D�����T�n� Ã �n�uÍ£�7�)���nÍL�/�G�A�j�+Í#"¨Í ������� ���j� �A�j��� � �^���£�n�+�n����Äc�D�u�n���4%���� �^�������A�j�
�c��Í�� ��������( �j�;�x���j�j���J�+����� �|�/� �A�j�¾��Í£Í����n���������?�n� Ã �n�j���j�n� Ã ����Í �]���?Í£������� Ã �N�A�^��� �G����� Ã �n�j����������Í��)�������
�/�O� �j�X�/�M�j���N���C�`��� �j��� "��n�]�����C�j�/�u�����+�¨¡

L#��Í �7��� �5Ä>"���� ���j�£�j��� Ã ��� � �§¡O� 2j¡ Ê�Èr¤�� �j���C�`�����n��� �£�u�j��������� �b� � � � �c¡O� 2j¡¥Ê/�N¤ Í �7�����nÍG� �j��� ���
���u�����������4" � �¨�n� ���n� �)�����(��Í¶����� �j���n�3���|�!Í£��� Ã �������j��Í�� ( �T�¨�j� ν �j���jÍ[�!�����N�����J�j�u���D�c���j�j� �����������/*������� �¨�����7�)�������jÍn¡ �!ÍLÍ£�n��� ����� �j�G�j��� %������jÍXÍ������������5�O� �j�T�n��� �j����� Ã ���C� �j�D���nÍ£���j�j��� *��n��� �����N�����J�j�u�
���n���jÍ0���!�����£�;%��n��Í£��Äj��� Í�x���J�����j�����jÍ[�u�n�t�E"3���j�¾�3�~Í£�+�����²¤	Í�j�&�²�O�/�j�A�j�G�)�����T��� �������jÍ£��������� �^�������u�n�j� "�¡
#���� Í��"!T�����n�N���&" ÍA�j���£�T�����T�nÍ���� � �D�E"°�j� Ã ���n� �+Äc���A�<�(�	������ÍDÄ>"<�u��Í��n�����u��� Ã � �j�]����Í����j������*������
�n���J�����J�j�j� Í�� � ����� � �§¡¶� 2j¡¥Ê¨Èr¤¢�t���]Äx� �b�£�������n�C�����A�j�K�^�����

Ĥ|1〉|{0}〉 = E1|1〉|{0}〉+ ~
√
πγν/2 g(rA, ων)|0〉|1ν〉,

� 2j¡ ÈrÅ�Æ�¤
�����t�����J�j�;*��u����������� 2j¡¥ÊD2J¤ ¡�P¨���D��� ���£�&" ���Â� �j� Ã ���n� �[� �u�Â�n��� �j����� Ã �/�j� �u� �J����Í£�4( �T���j� ν ��� � �j� ���nÍ£���j�j���
*������C�n���N�����J�j�j��Ä>"������ Äj���j��� Ã � �JÍn¡¶� 2j¡ Ê�Èr¤Â���j�#� 2u¡ ÊD2N¤G���j�C�j� Ã ���n� ����� Ã � �j� �b���¨� � γν

�

Ĥ|0〉|1ν〉 = (E0 + ~ων)|0〉|1ν〉+ ~
√
πγν/2 g(rA, ων)|1〉|{0}〉.

� 2j¡ ÈrÅ�ÇN¤
��ÍXÍ����n����� �A�j�G�j��� %¨�����jÍ�Í������������5�

γν

��ÍX��Í�Í£�¨��� �����n� �b��� � �����G�j��� Ã �/�Â�A�j� �J����Í��4(À�D���j� Í��C� �j���
� �§¡ � 2j¡�È:Å�ÇN¤G�+�E"C� Ã �����]Äc� �£�jÍ ���4*��n� �^���!Í£�"!T�n���n�N���4"CÍA�j��� �!�����T�nÍ�¡ L#�����E%��X� �J�jÍ������jÍ �����u�������R�
�����j�j���n�5�	� � �D(À�j���T�n�jÍ£�����j��� ?!����Äc�n�£� Í�����n���~ÍA�j���j�j���RÄ-"]� �u�3Í£��������Í

|1〉|{0}〉
���j�
|0〉|1ν〉

¤ � �j���C�
��Í����-%����£� ���N�¢�j�j�u�n�

Ĥ
�b���A�j���¾�A�j���D� �j���E�¨���D���������jÍ �D���j��¡u�|�D�A�j��Í�Í��uÄjÍA�����n� �

Ĥ
��Ä>%������jÍ��4"¾�7�/B��nÍ

� 8;:=<�>=\�@ :�mc>TK=>TGT\�<�@�A�<C<�@ >uUFQ9>TI�ABGFJO:VQH:=I�U�JO] >HGF>T]|JLI � >9dnZ  � � ��&�JOISK=:�DLK�>TU ��Y JE<F>�ANDOA=G�P�>?ISY MRk�>TG0:Bd"AB<�:�MNUTZ
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T� 
 � � � � � �n� ����� � �=��� 19�

� �u� 
��E"��j��Í��M�Â�j�T�T��� Ã Í��^���£� � ÈrÅ/� �

Hαβ = E1I2 +
~

2




0 ΩR(rA)

ΩR(rA) 2∆




� 2j¡ ÈrÅ�Ê�¤

�
I2

:¾� � �D( �u���T�n�jÍ£��������� �j�j���3�+�)����� �j¤ � �u�n���
∆ = ων − ω10

��ÍL�A�j�R�^�j�jÍ�j�&�²���n�§¤����nÍ£���������������������
�j� ���j�j��� Ã ¡ P�������� Ã �N�A�^��� �G�����C�j� � Ã ����������Í����������D�D� Ĥ "��������jÍ5� �u��� � �T�n� Ã �n�j���j�n� Ã ����Í

E± = 1
2
(E0+E1+~ων)±

1
2
~Ω(rA)

�b� � �
Ω(rA) =

√
Ω2

R(rA) + ∆2
� 2j¡ ÈrÅ/1�¤

���j�C� �u�X�������£�nÍ�x���u�j��� Ã ��� Ã ���jÍ£��������Í3�²� �j���j�£�nÍ£Í��n�`Í£��������Í7¤

|±〉 =




|θ=θc(rA)〉 = cos[θc(rA)] |1〉|{0}〉+ sin[θc(rA)] |0〉|1ν〉,

|θ=θc(rA)+π/2〉 = − sin[θc(rA)] |1〉|{0}〉+ cos[θc(rA)] |0〉|1ν〉

� 2j¡ ÈrÅ�É�¤

� �j������� �j�D�~�u�jÍA�j�4�²�����§¤Â�n���M�j����� Ã ��� Ã ��� θc(rA)
��Í Ã �&%��n�CÄ>"

tan[2θc(rA)] = −ΩR(rA)/∆, θc(rA) ∈ (0, π/2)
� 2j¡ È �9.N¤

���j� � �j�����Z� �j�����j�n�N��� �����nÍX� 2u¡�È�ÈtÉN¤����E%��XÄc�n�n�]�jÍ£�n��¡
� � Ã �n�j����������Í��)�������?�/��� �j� �c�n� ���j�£Ä������4%�� �/�M�j���N���C� ��� �j��� "��n�����R�C���/�u���n��� � �Â� �j� �����j���J���&� "

� �u� � � �c�����n�N���������b� � �+�A�j� �c��Í�� ��������( �u� �c�n�j�j���N� ����� �5�/�±�A�j�Z�������)�>*��n���D����� �j����� Ã ���j�n� Ã " �¨�����t�����
� �JÍn¡u� �u¡¥Æ�¤����j�ª� �u¡ ÇN¤ ¡�#������ � �§¡j� 2j¡�È:Å/1N¤(� � ���u�n�j���Â�n���j�n���j�j��� ����� �^���±�A�j��Í"�Í£���n��Äx����� Ã �j�£� �����£�n�
���CÍ �7�����

|+〉
���
|−〉

�j�£�nÍ�x�������4%����&" ���A�j��� � �x�����n�N��� ������Í Ã �&%��n�CÄ>" � P�7�È:Ç��

U±(rA) = ±1
2
~Ω(rA)

� 2j¡ È �uÈ:¤
���j�C� �u�L��Í�Í����n���������
� � �^�����������t���jÍ

F±(rA) = −∇AU±(rA).
� 2j¡ È �NÅ�¤

L � ���E%��+� �J�jÍL��Äu�7�����j��� �A�j�+Í ������� Ã ( ����� �j����� Ã � � �^���£�n�T��� � %����" Í���� �u��� �G�E" Ä>" *��j�j��� Ã �A�j�
�n� Ã �n�uÍ£�7�)���nÍ¾�~�j�£�nÍ�Í£�n��Í£��������Í7¤ ���j�R�n� Ã �n�u�n�j��� Ã ���nÍ��D� � �j�L� �Â�D(À�j���T�n�uÍ����������@?����T��� �����u� ��� � 2j¡�È:Å�Ê�¤ ¡
�Â���G�����£��Í���� �b� � � � �JÍn¡!� 2j¡ ÈrÅ¨È:¤ ���j��� 2j¡ ÈrÅ�Å�¤3�����M*��£�DÍ �A����� � �u�]��"¨�j���D���t����� � �^�������]���j�j���n�
�����j�j���nÍC��� � �j��Í �7�������R����Í��j� � � 2j¡ È �NÅ�¤ � �j�n��� �j�RÍ#"�Í£����� ��Íª���j����� �����&" �j�£� �������n� ���º���u� �D�L�A�j�
�j�£�nÍ�Í£�n�ªÍ �7�����nÍ�6j���j�D�&�x���j� �j� Ã ���n� ��Í¢����Í£Í���Í � γ(rA)→0

�c��Í�� �n���x��Í¢�A�j� �^�£���J�j���j�;"TÍA�u�&�²� ��Í�Í£�¨��� �����n�
�b���A�3� �u�Â����Í����j�����-*��n���3�����N�����J�j�u� �

δω′
1(rA)→0

���j�,�u�n�j���
∆(rA)→∆

�A¡ � �����¢� �����O� �u�G�j����Í�Í£�n��(
Í£�������3�/� �j�£�N���C� �j��Í *j��Í£��Äx���n�R�D� �j�����n�]���ª���?������� �j� ���n�n� �b���A�j��� ��� ���j�t������Í£�n�]Í£�7���j�j��� Ã ( �Â�E%��
����Í����j������� � È�È:É��±ÈrÅD2��A¡

7�"C�T�t���jÍ �/�¶� �j�X�j����Í�Í£�n��(ÀÍ£�7�)���,�j�������j���,�x���`���J���j�����&%��X���jÍ�� Ã �N�5���T� �j�XÍA���)��� ���±�j� �c�n�j�u�n�j���3�/�
� �u�ªÍ£������� Ã ( �n��� �j����� Ã � � �^�������ª�t��� Äx� Ã �4%����°��Í �^������� �bÍ :��|�j� *��£Í£�¾�£�n�n������ÍL� �j��� �����n���£�j��� Ã ���
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 � � � � � �n� ����� � �=��� 1/2

� �§¡[�AÅ¨¡$�NÅ�¤Â��� Ã ��� �u�n� �b��� �
� �JÍn¡¶� 2j¡ ÇNÆ�¤ �O� 2j¡¥Ê/�N¤5���u� � 2u¡ Ê�Æ�¤(�j� �u� %������j�j� =��j� �����)�������jÍ ��Í�Í£�¨��� �����n�
�b���A� � �j� �J����Í£�4( �T���j�

ν
����� Ã �4%����°Ä-" 1

2
~µ0γνω

2
νIm

[
tr

�
(r, r, ων)

]
∝ ΩR(r)

¡�Z�u�ª� �j���<Í£�n�nÍ
� �j��� �^�����ZÍ"�Í£���n�H��� Í£�������

|+〉
��� �j�!����������Í ��� �c�n������� �^�£���*�£� Ã �����jÍ �/� �j� Ã � %������j�j��=��u�����j���������jÍ

�~�A¡ ��¡ �N�A�j�����J�����j���j��Í �/�	� �j� �J����Í�� ( �T�¨�u�:¤ � �j�������^��� �XÍ#"¨Í �����e���DÍ �7�����
|−〉

���A�j���)�����Y��Í �)�������������n�
��� �Â�����uÍ!�£� Ã �����jÍ5�/� �j� Ã � %����n�j�j� =j�j���������������jÍ�¡



� ����� � ��� �

��� � � ��� � � ��
 � � � �O� ���

� ��� �j��Í �Â���B �¶�D���n�£��Í����9�j��� ���j���N���j�������n� ���£�¨�M"������D���nÍT��2K�� Z¤|���������j�n���|�T�n�j��� ����Í�Äx���n� �n�)(
�j���N"��n�+���3�j� %������9���X�j�j�4*��n�+�A�j�n���"T�/�	�A�j�K�G��Í����T���F���¶�����j��� �5� �¢¤ �^���£�n�!� ���x�������n�j���n��Ä>"D�LÍ���� Ã ���
������� � �j��� �u� �����n� �b��� �u������� ���£Äj���������#" ���-%��������j�T�n�N�X�/� �j��Í�x����Í£��� Ã ���u�#��ÄuÍ����£Äj��� Ã �D� Ã �u����� (
�n���n� �������`Äc���j����Ín¡ ���j�]� �j�����" ����ÍDÄx���n� �u�n�T���jÍ£���������n� ���#��� %��n�ª� Äj�£�N��� %����£��� �F"°�/����Í�x������Í��
���u�n���u�j��� Ã ���N���n�ª����� �R� �u�?�j� �c�n�u�j�n�j���R�/�Z� �u�
�^���£�n�?���<� �j� �������T���`���j�gÄx���M" �j���/�x���£�����nÍ�6|����Í
�T�¨�j�4*��t�)������� �j�j�5�������¨�n���4(5*��n��� ���x�n� ��Í�6¨����Í �D���n����Í��n�/�j���G��� Ã ���56J���j� ����Í �M"������T���n���jÄc� ���E%������u� �^���
Äc��� � � �t�/BC���u�`Í ������� Ã �������,�-*������������ �j����� Ã ¡

�¶���j��� %����u���^���¢�LÍ£�"!T�n���n�N���4" Ã �n�j������� �^�����D� �Â���B ��� �+���E%���*��£Í£�G�8�����n�u�j�n�C���D� �¨��Í ����� Ã �J������(
����Í����������]Í��C�u�n�T� �^���b� �j� �����������£���D� Ã �j� �����K*������?���`�A�j� �j�£�nÍ£�n�j���¾�/� �����j�t�����&"ª���nÍ�x���j�j��� Ã �n���n���������
Äc�¨�j���nÍ ���D�A�j� �D� Ã �j� �����n���n���������X�n��Í��,�O�j�£�¨���n�n�u��� Ã ���`�A�j� �^������� �b��� Ã Í ��� �uÍ : �|�j�LÍ£�����£��Í+�^�������A�j�
�D���n�£��Í����9�j��� Ë`� ���Â�����§���J�����������uÍ ��� �A�j� �j����Í��n�u�n���D���j��ÍA�c�n��Í£��� Ã ���u�+��ÄuÍ����£Äj��� Ã �D� Ã �j� �����n�������������
�T�n�j��� �[���j�n���j�j��� Ã �A�j�ª�j����Í�� �x����������Í��������������j� �+� Ã �j������Í���������� ��Í�Í£�¨��� �����n� �b� � �#�A�j����ÄjÍ£���A�¨���&%��
�T�n�j���j� �j�£�9�c�n�£������Ín¡ ���j��Í�� ���J�����������jÍC������Í����4%���� Ä>"º�8�M�u���nÍ£Í���� Ã �A�j�R�n���n���������D� Ã �u������� *������
��� ���n�£�DÍL�/�5� �u�+�j����Í��ªÍ£���j�£�n�nÍ �b��� � � �j�������#�D�5� �j�ª��� ��Í£Í����t�������£�n���#�����jÍ�����¡ ���M�u��������� �J�����N��� (
Í��)������� ��Í � �j��� �c�n�#�^�����T�n�°Ä>"°����� ������� Ã �A�j�C�j����Í£�ª�������TÍ ��� �A�j� 7Â��Í£���j������"¨�j���D���t����%������ ��Äj����Í
�/�|�A�j� Í#"�Í£������� � �j��Í��?�M"������D���nÍT���<�A�j�?��ÄjÍ����j�n�?�D� �^����� �C����� Ã �nÍ+���D���j���£�n�N��Í+��ÍT�j�����n���T���u�n�
Ä>"R� �������T���j���8( ��Í£�n����� �)������?!���T���������j������¡�#¶���������&" �x�)�����,�-*������ ���N���n�������������uÍZ�����3���N���£�¨�j�u�n�n�R���R�
�t���j���j���t��� �Â� "#�����n���£�j��� Ã ���`� �j�T�D���j���D��� ���L� �u�����&�x��� ���!�n��� �u����� Ã Í��C�u�n�T�nÍn¡ ��Í %������&*j�n�5� �A�j�
�D���n�£��Í����9�j��� 2K��  �j�n�j������Äu�������j��� �^�j�4*�����ÍX�����¢�j�n���nÍ£Í����#"������J�j���£�n�T�n�N��Í �D� ����� �u��� � �J�����N���u�
� �u�n���#" �^���¾� �j�C�����n� ���£���+� Ã �j������� *������56Â��� �����£�������j� ����� � �j��*������°��Äc�;"�ÍT�A�j�]�n���£���n� �T���J����� (À�����D�
�n���D� �¨�7���������T����� ���������jÍ ���j�ª�A�j�K? �n��Í£�n�JÄc�n� Ã ���J�����������jÍ �/�0�D��������� Ã ���j�n���������A�j�ZË`� ���Â�����������j� (
�������jÍ+�^���|� �j� Äc�¨�M">( ��Í�Í£��Í£���n� *������ ��Í � �n��� ��Í|� �j� � ���5����� �����j���������jÍ �^���|�A�j�¾�C����� Ã �n� ����� ����������Í
�n���jÍ£�������¨����� Ã � �j� �������`¡ �!�����G� �j��� � �j�����Â� �u� �£�nÍ�x���uÍ��b�/�c� �j� �j�£�nÍ����N� Äc���j����Í ����Í Äc�n�n�D��Í£Í��j�T�n�
���TÄc�L�����j�n�����j���¨�n���±���u�`��Í��������9�j��� �u�A�j� �^�����D������Í����t���`Äx���8�¨���n�j�u�n� ���+�����n���u�J���^���b���j��Í��������9�u��� �
�j��� ( �����t���[���u� � %��n� �j��� ( �����j�t�����T�n�j���j� �u���9�c�n� ������Ín¡ � � ���j�u���������5�x���Z��Í����������T��Í �|���£�&%�� ���OÍ£��� �
��� ���j�n���j�j�|� �u�X���N���n���������������D� �T�������A�����]���j�X������� �b� � ��� �j��Äc�¨��"-( ��Í�Í£��Í ���n��*�������¡

7G��Í£�n�°����� �u���j����Í��n�N���n� �+��������Í£�n�9�u��� 2K�� 8� � �A�j�n���"��D��� � �^���£�n�nÍ)�j��Í Äc�n�n�°�j� %������9�c�n�
���?� � �]�+� �£���ZÍ£�7� Ã �nÍ�¡ � ���A�j�)*���Í �XÍ£�7� Ã � � � � �j� %�� �C�j��Í�������Í£��������� �/� �j�£�N���C�R�����A�j� � � �^�������
Ä>"]�n�G�j��� "���� Ã �A�j� � �n���4(FBJ�j� �b�`���j�n�D�/�[���j���J���&� "���� Ã �A�j�,� � �c�������N��� ���±�/����� ����������� ��� �n�u�n� Ã "
�n� Ã �n�uÍ£�7�)��� �b���A�ª� �j�K�c��Í£����������(À�j� �c�n�j�u�n�N�b�������)�>*��n���ª�n���M�j����� Ã �n�j��� Ã "�¡��G�������j� ������� Ã � �j��Í �c��������(
������� �b� � �j�������n���j��� Ã ( ���£�j�n���x���£���j��Ä��)�������ª� �j�����" � �Â� ���E%�����Ä¨�7�����j�n� Ã ���j�n����� �^���£� �j� ��� � �j���C� ���£�
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%�������� �^��� �)�����TÍ[���¾�n�j��� Ã "¾��� Ã ��Í£��������Í � ����� �������j�����n��� �b���A�j���¾����Äj� �������"L�n�>%��������j�D���N��Í �/�c�D� Ã �j�8(
�����n���n� �������GÄc�¨�j���nÍ�¡v#���� Ã �£���j�j� ( Í£�������G�������TÍ����A�j� � � �c�������N��� ���u��Í � �u�j�����&" �,� (À���nÍ£�������N���N���N��� Ã �����
���x�n� ���A�����!�t���`Äx�X� ���j�£�nÍ�Í£�n�����C�������TÍ!�D� � �j�L�������D���K�x��� ���£��Í���Äj�������F"D���j�]� �j�LÍ��t�)����������� Ã �Z�����n�
�����jÍ����!��Í�Í����n��������� �b��� �ª�A�j��Äx���j���nÍ��uÄx���A���7�/B��n�`���5���D� Ã �������#"G�^�£���J�j���j�n���nÍn¡R#����G�8�u�������n�`�������TÍ��
����Í����j���N� �c�������N��� ���j�n���G�c���j�n�N��Í¢���n���j� � �j���C�D����� ��Í£Í����n��������� �b� � � �x��Í�Í���Äj���5�������jÍ£���������jÍ¶���X��� �Â���
�������D���|��� %�����Í ���j�]�j� �c�n�u�?�/�O� �j�X����ÍA�c�n�����&%��3�������T�����������jÍ£�����������^�����J�j�n�j������Í����u�`�j�&�x�����Z�D�����£�4�
�n���n�T�n�N��Í[��� � �j�Â���j� �����j� ���j�3�A�j�5���n��� �����£� �/��� �j�ÂÍ��t�)����������� Ã ���£�n��� ���n�uÍ���� ��� � �j�G��� �j���<�����j�	¡
�!�����!�A�����Â�����§���M�^�����D���������¾���D� �j���x��Í£���������5�NÍ���/�c�Z���j�D�+� Ã �j�����¨�����������£��� �j�£�9�x���£�����nÍ �/���A�j��Äc�¨� (
����ÍZ��Í|�����N�7�����j�n�����?� �j� �Z�����n�R�����jÍ�����¡ L �)���E%�� � ���j�����n� ���4" %��n�£�&*���� �A�j�,�^�����D���O���J�j�4%������n�u�n�¾�/�
�T���j���+���O���u�R� �j�����0�c��� ���!����� �j����� Ã Í£�C�j�n�T�nÍ�¡ �|�j� Ã �n�u�n�������^�����3�j� ���3����� �A�j�¾�������j����� Ã �n�u�n�������4(
Í��)�������?�/� � �u�C� Ã �����T�����#">( �j�;�x���j�j�n�N�7¤��j�����D��� ( �T�¨�j�Z�£�nÍ£�j����Í�6±���?���j�j� �������5�x���j���n�������j� ���������]�D� "
Äc� ��� Ã �����u�n�R��Í!� �j� �£�uÍ£���4*��t�)������� �/� Í£���T������� *��j�j��� Ã Í|��Äu�7�����j�n� ��� � �u� Ä���Í£��Í��D�������u�t����( ����ÍA�c���jÍ£�
� �u�n���#"�¡��!�����Z���ª�A�j��Í5�����N��� ���b� �j���5� �j�K=��u�����j��������� ���j��Í�Í£�0�����������T� �j��������� � �j���C�`��Í5�¾�n�n�N�������0��Í�(
Í��u� �u���������D�[�����j�n���#(À���nÍ�x���jÍ����A�j�n���" ����ÍG� ���j�����������4" %��������ª�������j� �J�����N����Í��)��������Í��C�j���D��¡ 7�"+�jÍ���� Ã
�T����� Ã �n�u�n�����[���n������Í����������uÍ �D���+��������Í£�n�9�u���82 �� 8�x���j� �����j���?� �������j�R���j�!����Í��j� ��Í����+� �j�L�t��Í£� �/�
���j��Í��������9�u���3�����j��� ( �����t���¶�£�nÍA�c���jÍ£�¾�/��� �j�¾Äc���j����Í � �j����� �j����(À�����t��� �j�£�9�c�n�£������ÍZ�����3� ���x�������n�����
�j��� " ���#���G�c���£�����N��������� � �u�n�°�������DÍX���£� �u� �����n�#��� �A�j�+������Í£�G%����n���u���F"R�/�G�D� �7��� Äc�¨�u���nÍ�¡����j�
����=��j�n�u�n�|�/� *��j������*������+���n�G�x���������j���!�n���u���+Äc�����j�n���j�j���ªÄ>"+�£� �j�����n��� Ã3Ã �£���j�j� ( Í£�������!Ä>"D�A�j�n�£�+���
�E%������ Ã ��Í|���b�A�j�LÄc� Ã ���j�j��� Ã �/�O� �j� �x���£���j��Ä��)���&%��L�n�������j� �)�������jÍn¡�P¨�j�C� ��� �8�����n�uÍ������ �D� "ªÄx���n���T�
���G�c�n���)���&%�� ���3� �u�G�j�t�����^�u���u���G��� %������ �/���A�j�G��� �j�£� %��n�3� ���x�������D���J�����uÍ£�n�jÍ£�����&%����F"�¡v#��j�£�A�j�n�£�D����� �
*��j� ���T���n�G�c�n���)���j�£�ª��Í�B��u���b� ���?���n���#���R���N���n�£�nÍ ����� Ã ���x�n� ��Í¾���#�j����(À���J�j������Äj�£���j� Í����������������jÍX�/�
�j� �	�����n�N��Äx���j����Í!Äc�n��� Ã �u�n��� ���!�j� �x�n�£�n�N�����n�G�x���������j����Í �]�TÍ����n�����£���+�A�����!��Í �Â����� ( �����n�nÍ£Í���Äj���XÄ>"
�T�t���jÍb�/�¶���j�b�D� �j�������C��¡

���j� �c�n� ���j�£Ä������&%�� �£�nÍ��u����Í ���E%��DÄx���n� �jÍ���� ���]�j��Í��n�uÍ�Í ��%����������F"R�D�G��Í£Í��j��ÍL�A����� ���E%��T�j�;%��n�
Äc�n�n�C���j�j����Í�Í£�n�]Í��,�~����¡ 7�"D�n�G�j��� "���� Ã � �j�|�£�t��� ( �n� %�� �F"D�T���j�n�§���¾���n�n���j�N���^���Â���¨�n���4(5*��n���D�(�	������Í��
� �����E%��L�8�¨���n�j�u�n�`�A�j������� Ã ���/� �D� �j�����t��Äu����� �F" �/�¶���j�5� �j�����"+���T�������DÍ5��� Äx���j�j��� ���CÄc�¨�u���nÍ�¡ � �
����ÍLÄx���n� �^���j�j�#�A�����X� �j�D�����t��� ( *������R���x�n� ��Í �D���j�4�^�nÍ �X�A�j�n�TÍ����&%��nÍ %�� �]�
�^�£���J�j�n�u�;">( �j�;�x���j�j���J�
�~��� ������� � �j���C�D� �¨�n���jÍ��4%��n�4" �j� �c�n�u�jÍ ���T�A�j�!�����������£�����j�£�9�c�n�£������Í¢�D�x�A�j���)����� 3 Í ���¨�n���j���-%��������j�T�n�N�n¡
� �°���j�u���������5���Â�����E%����+���u�ª�jÍ��+�/�b� �j��7 ����� �8�M�j���jÍ������ �/�5�A�j� ���£�n�������n�uÍ����3���R�j�;%��n���9�°���
�/� �u���E�¨���D����������Í��C�j���D� �^���L�n�������j� ������� Ã � � �x�����n�N��� ����ÍX�D�b�������DÍ �j� ���n�n�#�j�t��� �Â�n�/BJ�&" �D� Ã �j�8(
�����j���n������������� Äx���j���nÍn¡<P¨�j�C� �c�������J��� ����Í<���E%��bÄc�n���TÍ�j� �b�T���ZÄx�5��Äu�7��������Äj�����^�£��� %������u�D�G���N��� Ã ������Í
� %����3�n���N������� �^���£�n��Í � �j���C� ���£�D�£� �j�j��Í��4%��%������������� ���&%��G�^���X�u���n���n� �������%���D� Ã �u������� Äc�¨�j���nÍ�¡ ���j�+�T�4(
�n�£��Í����9�j�������£� Ã ���D�/�	� �j� � � �c�������N��� ��� �j��ÍGÄc�n�n�+�������j�T���������n� Ä>"T�n��� Äu���j��� Ã �A�j�K7Â�����ª�8�M�j���jÍ������
�b���A� �A�j� �Â� ���jÍ£���jÍF�uË`��Í£��������� � �-�¶���t���u��� Ã ���`�
�u�����/�Â�A�����X�j�j�j����%��n�" Ã ���j�n�������n���u�j���������jÍZ�A�j�
� �(���N��������� ������� �D�b� Í���� Ã ��� Ã �����j�u��( Í �7�����+������� �b���A��� �u���n���n� ������� Äx���M"���ÍX�j�j�T���`����Í %������j���
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L#������Í � %��ML ¤ ���N��������� �������jÍ �b���A� �A�j�bÄx���M" �������TÍn¡ ���j� Äx���M">( ��Í£Í���Í£�����

N
( �)����� %¨��L �c�������J��� ����Í

���n�n�u����� Ã ����� �j��Í5���n���������������£�X� Ã �n�j����������Í��)�������ª�/�O� �j� � �n��� (FBJ�j� �b���^���n�8( Í�����n� �c�������J��� ����Ín¡
���j� �jÍ£� �/� �A�j� Ã ���j�n����� �^����� �j�����K�^���!�A�j�3Í �7������� � � �c�����n�N������� �j��Í�Äc�n���R�������jÍ£���������n�]Ä>"?�/� (

�j�4"¨��� Ã � �j���%��� Ã �����j�u��( Í �7�����3�������TÍ!���J���n����������� Ã �b���A� � %�������� �F"C�/� �j���������bÍ#"¨Í �����DÍ��	� �����n�j�j��� Ã
�j�£���D���j�n�N� ����Í��j� ��Í��^�����j�u���n�4"T�n������������� Í"�Í ���n�TÍÂ���L� �u���D� Ã �j� �����n�������������b�n��Í���¡ � � ����Í Äx���n� �^���j�j�
� �j���L��� ���M*��j� �����&" �c�n�£�D�n��Äj���)�j� ����� Ã �&%��nÍX����Í£�¾���`� � � �c�������N��� ���[� ���)�L��Í�� �u�������&"��9�M�x��Í£����� ���
� �u� �Â�����4( BJ�j� �b�C����������� ���&%�� �c�������J��� ���x��Í£Í����n� �)���n� �b� � �C�,�c�n�#�^�n�����&"D�n���u�j�j������� Ã �u� ����� ��� �u�n���Z�A�j�
�j� �	�����n�N� Í�� Ã �D�n���+Äc� �j�j�j����Í£���¨��� �^�£�����A�j�!�/� �x��Í������b���;=j� �¨�����DÄx�;���E%������j�£Í �D���n���n� ������� ���j�+�D� Ã (
�j� �����Â�j�0�c������Ín¡?#����¶�T���£�Â���n������Í£�����¢�D���j���j� �j�£�9�c�n�£������Í����A�j�GÍ�� �����)�������3Äc�n�n���D��Í �D�����Â���>%����4%��n�	¡ � �
���u���jÍ5���¨�5� �����5�A�j�����£�����������4%�� �c�����n�N�������	����� �c���j���N��Í ��Í�Í£�¨��� �����n� �b� � ��� �j�K�c�n�£�D� �����&%����F"T��� �G�E"�Í
�j���T���j�����)�^���L��Í"��G�u���������n�����4" Í£�+�������������)�-�j� �����¾Í��;�������)�������jÍ���� �j�����DÍ£�"!T�n�����N���&" ����� Ã � �c�n�£�D�8(
��Äj����� ������Í��t���L���t�������b� �j� �^���£�+���������Z�D���b��� �u�j��Í£�&%�� �c�������J��� ��� �Â�����J���OÍ����T�����N�������T�n�j���������j��Í£�7���j�n��¡
#���� � �j���������b�n� %�� �F" �c�T�����/� �u��� Ã �x�����n�N��� ��� � �n���O�D�E"�� �J�jÍ!Äx�X���n������Í��n�	¡ �!�����X�A�����b� �u� �c��Í�Í£��Äj���
���;�j�j��Í��&%��K� � �^�������nÍ5��Í�Í����n��������� �b���A�ª�D� Ã �j� �����bÄc�¨�u���nÍ�� �j���C���j� %��|Äc�n�n���u���n�u�������n� �^��� � �u�+*���Í �
�����D� �b���A�j���`� �j�¾�����N��� �����/� �A�j� ���j���£�n�N� �Â���AB � ���E%��¾�j��� "�� ��Äx���n� %������4*��n��� ���c�n�£���T�n�N�7�����&"�¡ �
�j�£���D��Í���� Ã Í������ � �^���Z�A�j�n���L��ÄuÍ��n�#%���������� � ���j���#Äc� �J�����N���j�&���;=j� �¨����� �/�b�������TÍ �^�£����Í��u��~�����nÍ
�/��Ë`�j�T������� � �j�����C�?� �u�n���£�������t��� �j�j�j����Í �7���j�u��� Ã �/�b� �u��Í��t�)����������� Ã �j�����n��Í�Í �����J�j���£�nÍ � �u���t��� (
�n�u� ���������R�/�Â�������D��� ��� =�� �¨�����#��� �j�������j�j�nÍ��^�����V� �j� �c�������J��� ����Í �j�£�nÍ����N���n� �j�n�£��¡ � �;�j�j��Í��&%�� � �
�^���£�n�+�����G�x���u�n�N��Í � ���j�����9�c�n�����N���n�£�nÍ ����� Ã �x��Í�Í���Äj�����������nÍZ�D�b���n�u�j�n��� Ã ���L�;%����°�n�����D����������� Ã �A�j�
�j��Í£���u��Äj��� Ã ���x�n��� �/�<� � �^���£�n��Í ���C�D���j�n�£�]�/� �j�����t�)�������jÍn¡

�H�n���G�����£��Í���� �D�G�j��ÍA�c�n��Í£����� �^���£�n��ÍLÄc��� � �n������Ä��£������ÍX�/� �j� �x�n�£�n�N�L�������u���nÍX���u�#ÍA�j�/�x��Í��j��Í
��� %��n�������g�R����� �/�!�n���T�T��� �^�t�����j����Ín¡ � � ����� �����n�j�������<�^���£�n��Í¾Äx� � �Â���n�g� � � �x����������Í���Äu���+��Ä��£�n� ��Í
���£�����£�����������&%�� � �j�����5� �j��Í���Äc��� � �n�����x����������Í���Äu���5���u�+�D� Ã �j� ����Í���Äj��� ��Ä��£�n� ��Í��u����� ���;�j�j��Í��&%���¡u#��j��(
� �u�n���T���£� �>�^��� ��Í"��G�u���������n�����4"3Í£�+����� ������� Ã �Â��Ä��£�����ÂÍ�� �j�������������uÍ��J� �j� �j��Í �7���u�n� �j� �c�n�j�u�n�j���|�/���A�j�
�^���£�n� ��Í Ã �&%��n�ªÄ>"TÍ���� �j��� ��Í"��G�u��������� �c��� �n� � � �bÍn¡ �!Í �A�j�nÍ£����ÄjÍ£�n�#%��)�������jÍÂ��������Í�Í£�n�N���������4"¾�j�j� ���
� �u���n���D�T���T�D���n����Í��n�/�j���b���£� Ã ���D�/�±�������j��ÍA�c�n�£Í������ �^���£�n�nÍ��u���u���T� Ã �N� �j�n�u����Í �����t�����&" �8�����n�u�ª� �j���
Äc�;"����j�T�A�j�5ÍA�c�n���&*��5�8�u��� �u���nÍ �����jÍ£���j�����n� 6 �u��� �;%��n���u��� �Â���j��� Äc�5�D���£�GÍ��)����Í#� "���� Ã ��� �j��� %��5�A�j�n���
%��������j���F"T���]Ä���Í£��Í5�/� Ã ���j�n����� �j���/�x���£�����nÍb�/�O� �j� �Z�����n�C���n�uÍ�����¡

� �?� �j�3Í��n�����j���D� �£����Í �7� Ã � �/���j� %��n���9�j��� Ã �D� �u�n���#" �/� �A�j�G� � �^������� �	�A�j� �M"������T����Í��/���A�j�
�^���£�n� ����Í�Äc�n�n�D���j�u���nÍ£Í���� �^��� � �u� *j��Í£�������T��¡��!Ä����j�u���j��� Ã �A�j� �x�����n�N��� �����D� �j�������C�5�N� �j�b�n�������j� � (
�������jÍ��Â�����GÄ���Í��n� ���L� �j�G�/�x������������3±���£�n�N� J��^�������5�/� �c�t���£��� Ã ���X� �j��? �n��Í��n�JÄc�n� Ã ���J�����������jÍ �^���¶�A�j�
�������D��� ���n�N���£� (À�/� ( �D��Í�Í¶�D����������¡ � ������Í Äc�n���,�^���j�j� �A�����[�A�j��3±���£�n�N� J �^���£�n�G��� �n���n� ������� (À�j�0�c�����¢�/� (
�j�£� �¨���+���������¾�n���+Äc�b� ���j�£�nÍ�Í£�n�����+��Í���� �j��� �Â� "T��� ���n�£�DÍ¢�/�c� �j� Äx���M">( ��Í�Í���Í£���n�+�����������£���D� Ã �j� �����
*������ ���j���A�j�C�n�������������+�j�0�c�����D�D���D���J�3�/� � �j�C������� � �b��� � �T���u���D���¢���j� � �j� ���&�x���������n���M�j����� Ã
Í��C�u�n�T�nÍ¢���t���j��� Ã �������j���J�����n���j����Í��j� ��Í�¡<���j�+� � �^�������5� �j���G�^������� �bÍ Ä>"¾�7�DB���� Ã � ���c�n�������������)%������j��Í
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�b���A�<�£�nÍ�x�����+��� �A�j��*��n��� �^���j� ��� �����&" �u��� �j�������g��� ����Í Ã �����u�j�<Í �7�����:¤ ���j� � �j�]���N�����������b�������T���
Í£��������¡,�O�]��Äu�7�����R� ���j�����n� �Z� ���j�£�nÍ£Í������jÍ �^����� �j�¾�����T� ( �u� �c�n�j�j���N��� � �^������� ���A�j�¾�n���M�j�����#�������,�
*������ ��"¨�j���D���nÍ � �jÍ ��Äc�LÍ£���&%��n� � �j�n�£� �Â�����E%��L�j��Í ����� Ã �j��Í�j�n�]Äc��� � �n�n�?�A�j�3�n��Í���Í��/� �Â�n�/B]���j�
Í£������� Ã �������,�-*��n���ª�n��� �j����� Ã ¡

#���� � �t�/B �)�����,�-*������������ �j����� Ã � � �����E%��C�jÍ£�n�°� �j�]Ë`���AB��N% �/� �j�£� �¨���+��������� ���RÍ�j� � � �j���
� �u� � � �^�����n� �n����Äx� �b��� �����n� ��ÍX�CÍ£� �c�n�A�c��Í£�����������/� �^�������T�����G�x���u�n�N��ÍZ� �j���L����� � �n� Ã �J���n� Ä>"
� �u�D�£�nÍA�c�n� ���4%��+���N���n�£�������������T��� �j���jÍ�� �F">( �D�����£�4�R�������D���J��Ín¡ #��������#�������$���j����� �����&" �j���;�����£�n�#���
��� �n�u�n� Ã " �n� Ã �n�jÍ �7����� �|���u�&"g�A�j�R�j��� Ã �������|�j�n�uÍ����F" �+������� � �����n�T�n�N��Í]�����T�R���N��� �j��� " � � �j��Í��
�M"������T����Íb��Í Ã � %������j���?Ä>"CÍA�c���N�7���u�n���jÍ �j���t�E"C��� � �j����� � �n�b�n�u�n� Ã "C���;%��n��Ín¡ ���j�3���j����� ���c� �¨�n� ������(
Í£�������)�^���£�n� �A���uÍX�u�n�t�E"�Í������ �j� Ã �£���j�j� ( Í£�������¾���j� �����������N���j�����&%�� �G�E"�¡ ���j� Í����������� Í �����u�����u���
�/�±�A�j�|��Í£Í����n��������� �^�������|�n��� �c���j���J��ÍÂ��ÍG� Ã ���j�n��������Í����������T�/���A�j� �c�n� ���j�£Ä������4%��!���nÍ£�j������� �j�����|�u���
� �u�|�������;%����N�b�)�����T���b�������jÍ�� �������jÍ¢� ���j��Äu���5�LÄx���M">( ��Í£Í���Í£������ÍA�j�4�²����� Ã ���j�+Äj���N���j�n�j��� Ã ¡� ��u����� �A�j�
���N�������j�j�n��� ���j�j� �������������c��Í£���������?�j�;�x���j�j���j�n�,�¶� �u�G� � �^������� �t���j�u����Äx� �b�£���£���n� ��ÍX���c�������J��� ���
�^���£�n�|���ª� �j�|�uÍ������ �G�E"�¡ ���j��� � ( �u� � Ã ���������j���jÍ�� �F"-(À�+�)����� �ª�������D���J��ÍGÄc�n�n���D�|�£�n���;%����N� � �j���]�A�j�
������� ��Í|���j� ���������4"��j���;�����£�n� �������n�9�u�n�����N�3Í£� �x���A�c��Í�� �������R�/�¢�n�j��� Ã "?�n� Ã �n�jÍ �7�����nÍ���� � �j���C� �n��Í��,�
��Í£�n����� ������� Ã �^�����n�]�n��� �c���j���J��Íª�/�M�x�n��� � �u���C�g�u��ÍA�u� �E" ���g���N�����£�n�4"°�j��� %��n�������+Í ���£�j�����j����¡ 7 "
�n���jÍ����j�n�£��� Ã �A�j�3�8�u��� �u���3�D�¢���R������� �j� �����n�?��� � �u� %����n���j���F"C�D�¢�+�j�������������£��� �����4� ÍA�����n�3�A�����|��Í
���u�����������4" �j���;���������3��� ���L� �¨�n� ���n�L�n�j��� Ã "X��� Ã ���jÍ£�������,� � � ���E%�� ÍA�j� �b� �A�����0� �j� �j���T�������J�0�£�nÍ£�������N�
�^���£�n���n��� �c���j���J��Í¾�t���°Äc���j�������n�n��Äj�4"#�£�n�j�j���n�<Ä-" � �j�C����� Äj���j�n� �(�	�����T�/� ��� %��n�5Í�j�&�²����� Ã ���j�
Äj�£�N���j���j��� Ã � � �j������� �u�X�,� (À���nÍ£�������N�b����� �c���j���N��Íb���£�X���j�&" �Â�n�/BJ�&"��(�	�������n� Ä>"ª�A�j��Äj�������j�n�u��� Ã ¡
� � ����� �����n�j�������x��� �Â��Í �^���u�j�?� ���)�|� �j�¾���;%��n�[Äu���N���u�n�j��� Ã �n���3Äj���j��Í �b���A�?� �j�3�+�����n�£� ���O�����G�j��� Ã
�n���jÍ£�����N�O��� �b�u���#�����7���N��ÄjÍ£���A�u�������Z���¨�=!T�n�����N�t¡ � � �^�u���j���,�)� � �Â���j����Äc� ���N�������nÍ ����� Ã ���b���>%���Í£��� Ã �����
���C�j� �7������� �j��Í�����������0���j�C����� �c���������j�;�x���j�j�n�u�n�3�D�[� �u� � �t�DB>(À�n���M�j����� Ã �^�����n�����]� �¨���������?�������TÍ
�j�����n��� �b� � �j���C�D���£�Z�n���G�j��� � Ã �n���T����������Ín¡

���j�RÍ£������� Ã �������,�-*������<�n��� �u����� Ã � ���)���+�E"<���£��Í�� �&�X���º���j����� �����&" � �¨�n� ���n��������� ��Í �u� �����n�
��� ������Í����j��������( ���0B��3�n�>%��������j�D���N�4�±��ÍZ�u�j�¾����� �j� �j�n���#(À����Í��������J�X���J���n�������������R�/�Â��Í���� Ã ��� �������T���
�������jÍ£��������� �b���A� �¾��������� � ���j��Í�� ( �T�¨�j�Z�D�¶�A�j�L�����������£���D� Ã �j� ������*��n�����ª� � �j�n�u���D���j���C� ���)�!�n���
Äc�nÍ£�ÂÄx� Í£���j�j���n�+Ä>"T�n�G�j���N"���� Ã � �j� �D���j���c�D�±�X� � �D(À���;%��n�c������� �j�����j���T�������J���&"¾���N���n����������� Ã �b� � �
� �u��Í �T�¨�u�����j� � ���ABJ��� Ã �b� � �j���#� �u�]�£���7�)����� Ã ( �Â�E%����/�M�j���E�¨���D����������¡ 7�"#Í�� �j����������� Ã �A�j� *������
ÍA�c�n� ���£�j� ���N���!� Í ���£��� Ã �4"��n��� �u���n��3±�������N� Jn�����3�T���j�¢���j� � � �t�/BJ�&"X����� �j���n�X���nÍ£���j�j���J�n���N�����J�j�j� �
� �����E%��3��Äu�������u�n�`�T�j� �7��������� �u�������j�����/�¶� �j�XÍ£������� Ã �&"������ �j���n�]�M"������T����Í �A�����!������Í���Í � �u�n� �A�j�
�������)�J�D���j�3Í#"�Í£�����&���j� ��� �����&"C�n�����£����Í��]Í£��� Ã ��� � �¨�����7�)��������¡ � � ����Í�Äx���n� Í����n� �A������� �u�T�£�nÍ£���j�����
*������T�n���N�����J�j�j� Ã �4%���Í¢�£��Í£�b����ÍA�j�4�²��Í¢���j�TÄj�������j�n�u��� Ã Í��/�c� �u�!�)�����T���Â�������uÍ����������¾��� �n����Í�� ��������� Ã "
���?�A�j� � �t�/B9(À�n��� �u����� Ã �t��Í£� � � �j�����D�A�j�ª����Í����j���N� � �¨�C����� Ã �]�D�!���j�n� Ã "�Äc��� � �n��� �A�j��������� ���j�
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j(r
′, ω′)

]
=
~µ0ω

2

π
Im 4 ij(r, r

′, ω)δ(ω − ω′) = −
[
Ê†
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′, ω′)
]

= 0 =
[
D̂†

i(r, ω), Â†
j(r

′, ω′)
]
,

2 d��G� . 8
[
D̂i(r, ω), Â†

j(r
′, ω′)

]
=

i~ω

πc2
Im

[
ε(r, ω) 4 ⊥

ij(r, r
′, ω)

]
δ(ω − ω′)

=
[
D̂†

i(r, ω), Âj(r
′, ω′)

]
,

2 d��G� 0 8
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[
Â(r, ω), ϕ̂(r′, ω′)

]
= � =

[
Â†(r, ω), ϕ̂†(r′, ω′)

]
,

2 d��G�5R&8
[
Â(r, ω), ϕ̂†(r′, ω′)

]
=

i~ω

πε0c2

∫ � ′

�
0

Im ⊥ � ‖(r, s, ω)·ds δ(ω− ω′)

=
[
Â†(r, ω), ϕ̂(r′, ω′)

]
,

2 d��G� j 8
[
D̂(r, ω), ϕ̂(r′, ω′)

]
= � =

[
D̂†(r, ω), ϕ̂†(r′, ω′)

]
,

2 d��G� T 8
[
D̂(r, ω), ϕ̂†(r′, ω′)

]
= −

~ω2

πc2

∫ � ′

�
0

Im
[
ε(r, ω) � ‖(r, s, ω)

]
·ds δ(ω − ω′)

= −
[
D̂†(r, ω), ϕ̂(r′, ω′)

]
.

2 d��G�54&8

� ¡c���3£ 'oD � �HZ $!� 2}- ���{8 � Z $1'�� 2 dX��� T 8CB ���¾2 d��G�54&8�DLF ¡�K % � #=B �
[
D̂(r), ϕ̂(r′)

]
= � , 2 dX� - 7&8

½Æ#�D K�� ½ �¶¡j�£�¨���n�P� ½ÆD � #3Z $1'�� 2 d��G� . 8 
 2 dX��� j 8�D � BX'oDLF�D K B � ½CB5%_B/'���D O���� ¨ ��K�� ½ Z $,� 2 dX� T 8U� ��'ED � �
� # �;¡u����¡c�n� � D � '

ε∗(r, ω)= ε(r,−ω∗)
B �Y�

lim|ω|→∞ ε(r, ω)= 1
� ½ ��
����

[
D̂i(r), Âj(r

′)
]

=
~

π
P

∫ ∞

−∞

dω
ω

c2
ε(r, ω) � ⊥(r, r′, ω) = i~δ⊥ij(r − r′),

2 d�� - �{8
[
Â(r), ϕ̂(r′)

]
=

~

πε0

P

∫ ∞

−∞

dω
ω

c2

∫ � ′

�
0

⊥ � ‖(r, s, ω)·ds = � 2 dX� -�- 8

½Æ# ������� # ��K B/' �5� $ £ B K D � %�m ��KLK�� ½Æ'�m ��� F Z $!� 2 dX�����{8CB ����� # ��¡j����¡c�n� � %
∫

d3s δ⊥(r − s)·δ‖(s− r′) = � . 2 dX� - 6&8

���� � ( 0����������3 !  #�� �	��
�(,�3� �"!�- ��(
 �� ! (�� �������� "!�$

g � 
j� ' ���j� F ��� ' ��� B ���¾� # �@O B K D � D � % � m � # � k�Bf�(½ �PKLK�� $ £ B � D ��� '�D �R� # � B�¨�' ���j���D� m�m ����� � #=B � � � '
B ���]��£u�����P�N� '�B�'Æ��D O���� D � ^ �n� � - �����$d>'Æ' ����� m �£� FvZ $,� 2z- � . 7&8CB ��� Z $,� 2z- � 0 8 ����� ' ¡c�n��� D O���K % � ¨ ��� #
B̂(r)

B ���
D̂(r)

� B � ¨ � ½ � D ������� B�' � # �b��£u�EK§� m�B O���������� 
j��KL�q� ' � kBf�(½ �PKLK§� $ £ B � D ��� ' 2}- � 6 0 8 B ���
2z- � 6�R�8ÆB ���L��� D O DLB KLK %Hm £YK 
=KGK���� � ] # �u� % � B�FHD � k�Bf�(½ �PKLKO� $ £ B � D ��� ' 2z- � 6 j 8ÆB ��� 2}- � 6 T 8[m ��KLK�� ½ m ��� F
:>B/FHD K������ D B �·2z- �V6�6&8�½Æ#�D � #·B ���n���o� D � � � # �X�n� F�F £u� B � D �������PK B � D ��� ' 2}- � - �{8CB ���¾2z- � -�- 8[� ���j��� B ��� '
� # � : � DG' ��� ¨ �n� � � $ £ B � D ���C� m F ��� D ���

˙̂
fλ(r, ω) = i~−1

[
ĤF, f̂λ(r, ω)

]
= −iωf̂λ(r, ω).

2 dX� -/. 8
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]O� � ��� # �n� ½ÆD � #JZ $('P� 2z- ���{8 ��2z- � . 8CB ���¾2z- � 0 8 �u� #YDL'[DLF ¡�K D � '
˙̂
B(r) = i~−1

[
ĤF, B̂(r)

]
= −

∫ ∞

0

dω iωB̂(r, ω) + H.c.

= −

∫ ∞

0

dω∇×Ê(r, ω) + H.c. = −∇×Ê(r),
2 dX� -�0 8

˙̂
D(r) = i~−1

[
ĤF, D̂(r)

]
= −

∫ ∞

0

dω iωD̂(r, ω) + H.c.

=

∫ ∞

0

dω∇×Ĥ(r, ω) + H.c. = ∇×Ĥ(r).
2 dX� - R&8

c � � ��� ½ �5��£u�E�¾���Z� # � k�Bf�(½ �PKLK�� $ £ B � D ��� 'MD � � # �Æ¡j��� ' �P�j�n� � m*B � B ��� F 2 ^ �n� � - � - �G�{89�Mk�B{��½ ��KGK
� $ £ B � D ���¢2z- � j R&8um ��KGK�� ½Æ' ��� D O DLB KLK %¾m �£� F � # �`�n���£��� ' ¡x����� D � � Z $!� 2z- �V6 0 8 O D BlZ $,� 2z- � j/. 8 � ½Æ#�D K��
Z $,� 2}- � j�0 8�'E# � ½Æ' � #=B � Z $,� 2z- � 6�R�8 ��� � � � # ��� ½ÆD � #Z $,� 2}- � 0 6&8�DLF ¡�K D � 'Ck�Bf�(½ ��KLK0� $ £ B � D ���¼2}- � j�j 8U�
^�DGFHD K B �oK % �j� # �@� % � B�F�D � k�Bf�(½ ��KLK[� $ £ B � D ��� 2}- � j/T 8Æm ��KGK�� ½Æ'�m �£� F � # �¾�������£� ' ¡c����� D � �3Z $,� 2z- � 6 j 8
¨ �n� B £ ' �X� # � B ��� F �j�¨� ' �u��� �n���N��� DL¨ £¨�����

∇×∇ϕ̂A(r) = � � ] # �3����K % �u����\À��� D O DLB K�� #=B � � � ½ÆD � #��� ' ¡c�n� �!��� � # � k�Bf�(½ ��KLK0� $ £ B � D ��� 'ÆD ��� # � B/¨�' �P�j�n�X� m�m ���n��� #=B � � � '>B �Y�`�P£j���£���N� ' �c���n�P£j� '¯D ��� # �
' ���n���Y��� % � B�F�D � B K k�Bf�(½ ��KGKx� $ £ B � D ���·2}- � j 4&8U� A � Fu¨�D � D � ��Z $1'�� 2}- � 6 . 8MB ����2}- � j�0 8 � ½ �>�u� ½ #=B O��
˙̂
D(r) = i~−1

[
ĤF, D̂(r)

]
+ i~−1

[
ĤAF, D̂(r)

]
− i~−1

[
ĤA, ε0∇ϕ̂A(r)

]
− i~−1

[
ĤAF, ε0∇ϕ̂A(r)

]
.2 d�� -�j 8

N �n� B KLK D � � � # � D �N����� B � � D ��� :>B�F�D K ����� D B ��2z- � j 6&8 �u� # �Z�n� F�F £u� B � D ���ª���PK B � D ��� ' 2 d�� - 7�8�B ���l2 d�� - �{8
DLF ¡�K % � #=B �

i~−1
[
ĤAF, D̂(r)

]
= −

∑

α∈A

qα
mα

[
p̂α − qαÂ(r̂α)

]
·δ⊥(r − r̂α) = −ĵ⊥

A (r)
2 dX� -�T 8

½Æ# ����� ½ � #=B O��³£ ' ��� Z $('P� 2z- � 0�0 8>B ��� 2z- � T �{89�XgrD � # � # � B ��� FHD � :�B�FHD K������ D B � ¨ � D � �3��D O���� ¨&%
Z $,� 2z- � 0 7&8 ��£ ' �X� m �j��
�� D � D ���¹2}- � 0�- 8CB�'[½ �PKLK B�' � # ���n� F�F £u� B � D �������PK B � D ��� ' 2z- � . 4&8 �u�£� ' £YK�� 'ÆD �

−i~−1
[
ĤA, ε0∇ϕ̂A(r)

]
= −

∑

α∈A

[
p̂α

2mα
·δ‖(r − r̂α) + δ‖(r − r̂α)·

p̂α

2mα

]
,

2 d�� - 4&8

½Æ# ����� ½ � #=B O��X� F ¡�K�� % �P� Z $,� 2z- � .1- 89§,B ��� 'EDLF�D K B �EK % � ½ÆD � # � # � D �N����� B � � D ��� :�B�F�D K������ DLB �¦2z- � j 6�8
���j� FHB5% � ¨ � B�D �

−i~−1
[
ĤAF, ε0∇ϕ̂A(r)

]
=

∑

α∈A

qα
mα

Â(r̂α)·δ‖(r − r̂α),
2 d�� 6�7&8

' � � #�B �
−i~−1

[
ĤA, ε0∇ϕ̂A(r)

]
− i~−1

[
ĤAF, ε0∇ϕ̂A(r)

]
= −ĵ⊥

A (r).
2 dX�V6Y�{8

^ £ ¨Y' � D ��£u� D � �JZ $1'�� 2 d�� - R&8 �¸2 d�� -/T 8¶B ��� 2 d�� 6Y�S8>D �N��� Z $,� 2 dX� -�j 8¶B �Y� �£�n� B KLK D � �3Z $,� 2z- � j�0 8 �O���j�
B �£� D O�� '¯B � k�B{��½ ��KGK±� $ £ B � D ���¾2z- � j 4�8U�

] # � c � ½ �����?� $ £ B � D ��� DL' O��n� D 
��P� ¨&% ����� 'oD �j��� D � � � # � : � DL' ��� ¨ ��� � � $ £ B � D ��� ' � mMF ��� D ��� m ���
� # �Â� #=B � � ���@¡ B �£� D ��K�� 'P�ª: ���j����� ¨&% £ 'ED � �¶Z $1'�� 2z- � 0 7&8�B ���32}- � j 6&8 ��� � � � # ��� ½ÆD � # � # �Â��� F�F £u� B � D ���
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���PK B � D ��� ' 2}- � . 4&8 ��� # � : � DG' ��� ¨ �n� � � $ £ B � D ��� ' � m�F ��� D ����2z- � 6 . 8$m ���¢� # �t¡ B �£� D ��K��!���¨���o� D � B ��� ' � B/e �
� # � m ��� F � m Z $,� 2z- � T �{8�½Æ#YD � # K�� B � ' ���

mα
¨̂rα = i~−1

[
ĤA, p̂α

]
+ i~−1

[
ĤAF, p̂α

]
− i~−1

[
ĤF, qαÂ(r̂α)

]
− i~−1

[
ĤA, qαÂ(r̂α)

]

− i~−1
[
ĤAF, qαÂ(r̂α)

]
.
2 d�� 6 - 8

��'oD � � �u��
=� D � D ��� ' 2}- � 0 7&8XB �Y� 2z- � j 6&8;B�'X½ ��KLK B�' � # ���n� F�F £u� B � D ���#�£��K B � D ��� ' 2}- � . 4&8 � ���j� FHBS%
� B/'ED K % 
=�Y�

i~−1
[
ĤA, p̂α

]
= −qα∇ϕ̂A(r̂α),

2 d�� 6�6&8

i~−1
[
ĤAF, p̂α

]
= qαÊ‖(r̂α) + qα

[
∇Â(r̂α)

]
· ˙̂rα,

2 d�� 6 . 8

−i~−1
[
ĤA, qαÂ(r̂α)

]
= −

qα
mα

{
p̂α ·

[
∇Â(r̂α)

]
+

[
∇Â(r̂α)

]T
·p̂α

}
,

2 d�� 6 0 8

−i~−1
[
ĤAF, qαÂ(r̂α)

]
=

q2
α

mα
Â(r̂α)·

[
∇Â(r̂α)

] 2 d�� 6�R&8

½Æ# ����� ½ � #=B O��C� F ¡�K�� % ��� Z $1'�� 2}- � . 6&8�B �Y� 2z- � T �{8�D �����o�j�n�3�����j�n� D O�� Z $!� 2 dX�V6 . 8�B ��� ½Æ# �����
Z $,� 2 dX�V6�R&8uDL'�¨=B�' ���g��� Z $,� 2 dX� -�- 8U� Z $ £ B � D ��� ' 2 dX�V6 . 8�
 2 d�� 6�R�8 � B � ¨ �]�n� Fu¨YD �j�P� ¨&% £ 'ED � �
Z $,� 2}- � T �{8�B/'�½ ��KGK B/' � # ���E£YK��

a×(b×c)=b(a·c)−c(a·b)
B ���ª����� B KGK D � ��Z $!� 2z- � . 7&8 �1K�� B � D � � ���

qα
[
∇Â(r̂α)

]
· ˙̂rα −

qα
mα

{
p̂α ·

[
∇Â(r̂α)

]
+

[
∇Â(r̂α)

]T
·p̂α

}
+

q2
α

mα

Â(r̂α)·
[
∇Â(r̂α)

]

=
qα
2

[
˙̂rα×B̂(r̂α)− B̂(r̂α)× ˙̂rα

]
.
2 d�� 6 j 8

] # �Z�£� FHB�D � D � � � #�D �E�ª����� F ���ª� # �|� DG��# � #=B �Y� 'oD �j��� m�Z $!� 2 dX�V6 - 8Mm ��KLK�� ½Æ' ��� D O D B KLK %Xm ��� F 2 d�� -f. 8
� ���n� B KLK Z $,� 2z- � .�. 8¤� � %(D ��KG� D � �

−i~−1
[
ĤF, qαÂ(r̂α)

]
= qαÊ⊥(r̂α).

2 d�� 6 T 8

^ £ ¨Y' � D ��£u� D � �¼Z $1'P� 2 d�� 6�6�8 
 2 dX�V6 T 8�D �N��� Z $,� 2 d�� 6 - 8HB �Y�º���n� B KLK D � � � # ���j��
=� D � D ��� ' 2z- � j/. 8 � ½ �

=� B KLK %�B �£� D O�� B � Z $!� 2}- � T 7&8U�



� � � � ��� ��� �

� ��� � 
���� � � � ����� � � ��� �	� �J
������$�	
 � �
�J��� �

wx� � #YDL' B ¡�¡x�P��� D�� ��� # � " � ½ ��� 
  D ��� B £ 
1g ����KGK�� % ��� B � 'om ��� F�B � D ��� DL' £ ' �P�¾���¶�j��� D O��Â� # � F £�K � D ¡x��K B �
:>B/FHD K������ D B �¹2}- � T R&8[��D O���� D � ^ ��� � - � - � - �Æg � 
�� ' �Z� B K���£YK B ���X� # �L��� B � 'Ãm ��� F ���JO B � DLB�¨ K�� '���� ��� F
Z $1'�� 2}- � T 6&8�B �Y� 2z- � T�. 8 ���j�ª� B � �n���j�PKL£��u�+� #=B � � # � m ��KLK�� ½ÆD � � $ £ B �N� D � D � ' ��� F�B�D �¼£��j� #�B � � �P���
¨ �n� B £ ' �T� # � % �n� F�F £u��� ½ÆD � #¹¨ ��� #

r̂α

� B ��� # �P�j�n� ½ÆD � #
P̂A

�O����� B KGK Z $!� 2}- � R - 8¤��B �Y�
Â

� ����� B KGK
Z $1'�� 2z- � . 7&8 ��2z- � .1j 8�B ���¾2 d�� -�- 8¤� �

B̂′(r) = B̂(r), Â′(r) = Â(r), ϕ̂′(r) = ϕ̂(r),
2 <��G�{8

r̂′
α = r̂α, ρ̂′A(r) = ρ̂A(r), ϕ̂′

A(r) = ϕ̂A(r), r̂′
A = r̂A, r̂

′

α = r̂α,
2 <>� - 8

P̂ ′
A(r) = P̂A(r), M̂ ′

A(r) = M̂A(r), Θ̂
′
α(r) = Θ̂α(r), Ξ̂

′
α(r) = Ξ̂α(r).

2 <>�V6&8

] # �ª��� B � 'Ãm ��� F ��� �PK�������� D � 
���KG� � B � ¨ � m ��£���� ¨&% �n� Fu¨YD � D � �·Z $1'�� 2}- � T 6&8XB �Y� 2z- � T�. 8;B ��� ���9\
� B KLK D � � � # �¾�n� F�F £u� B � D ���?�£��K B � D ��� 2 d��G�S6�8 �±��� ' £�K � D � �3D � Z $,� 2z- �V4 j 89�³^�DLF�D K B �EK % �,£�¡c��������� B KGK D � �
�j�3
=� D � D ���¹2}- �VR - 8 �¨� # ���n� FHF £¨� B � D �����£��K B � D ��� ' 2z- � 0�T 8 
 2}- � R�7&8 K�� B �����

p̂′
α = p̂α −

∑

β∈A

qβ

(
δαβ −

mα

mA

) ∫ 1

0

dσ Â(r̂A + σr̂β)

+

∫
d3r

∑

β∈A

qβ

∫ 1

0

dσ

[
σδαβ + (1− σ)

mα

mA

]
Â(r̂)

(
r̂β ·∇

)
δ
(
r − r̂A − σr̂β

)

−

∫
d3r

∑

β∈A

qβ

∫ 1

0

dσ

[
σδαβ + (1− σ)

mα

mA

]
δ
(
r − r̂A − σr̂β

)
r̂β×B̂(r̂)

= p̂α − qαÂ(r̂α)−

∫
d3r Ξ̂α(r)×B̂(r)

2 <>� . 8

½Æ# ����� ½ � #�B O��[£ ' �P�T� # �G�o£�K��
a×(b×c)=b(a·c)−c(a·b)

B ��� ½Æ# �����G� # �[K B�' � � $ £ B K D � %�m ��KGK�� ½Æ'ª¨&%
¡ B � � DLB KLK %XD �J��� � � B � D � �¶½ÆD � # �£� ' ¡x�����Â���

σ
B ���T� � ¡�K�� D � D � � � # � m±B ����� #�B ��� # � B ��� F DL' �j�P£u��� B Kz� ½ÆD � #

Ξ̂α

¨ � D � � �j�3
=�j�P� B/'>D � Z $!� 2z- �V4Y�{89�>c �����X� #=B �¶£�¡c���·£ 'oD � ��Z $1'P� 2z- � 6 . 8¯B �Y� 2z- � T R&8 � Z $,� 2 <>� . 8
K�� B � ' ��� Z $,� 2z- �V4�R&89�

grD � # � # � ' �³¡j���P¡ B � B � D ��� '�B � #=B �Y���±� # � F�D � DGF�B K�\ ����£�¡�K D � �³:�B�FHD K������ D B �¼2}- � j�- 8 � B � ¨ � � � \
¡j�£� 'E' ��� D �g���n� FH' � m � # �?��� B � 'om ��� F �P� O B � DLB�¨ K�� '��Á� ¡c���º����� B KGK D � � �j�3
=� D � D ���¢2z- � - 6&8�B ��� � # �
D �u���N� D � D � ' 2z- � - R�8CB ���¾2 dX��� - 8 �u� # ����� B � 'om ��� F�B � D ���+�E£�K���2z- � T&0 8�DGF ¡�K D � '

∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ωf̂
†
λ(r, ω)·f̂λ(r, ω) =

∑

λ=e,m

∫
d3r

∫ ∞

0

dω ~ωf̂
′†
λ (r, ω)·f̂ ′

λ(r, ω)

−

∫
d3r P̂ ′⊥

A (r)·Ê′(r) +
1

2ε0

∫
d3r

[
P̂ ′⊥

A (r)
]2

;
2 <>� 0 8

�S7 j
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B ��� 'EDGFHD K B �oK %³Z $1'�� 2 <>�G�S8ÆB ���l2 <>� - 8 ��� ' £�K � D �

1

2

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂A(r) =

1

2ε0

∫
d3r

[
P̂

′‖
A (r)

]2

,
2 <>�VR&8

∫
d3r ρ̂A(r)ϕ̂(r) = −

∫
d3r P̂

′‖
A (r)·Ê′‖(r)

2 <>� j 8

½Æ# ����� ½ � #=B O���£ ' ��� � # � D �u���N� D � % 2z- � 0 6&8 ��¡ B �£� D B KGK %D �N��� � � B �����q� B �Y� �£�n� B KLK��P� Z $1'�� 2}- � . 6&8tB ���
2z- � R�4�8U�>^ £ ¨�' � D �E£u� D � �_Z $1'�� 2 <>� . 8 
 2 <>� j 8¯D �N��� Z $,� 2}- � j�- 8ÆB �����j��� D � � � #=B � D �J��� � � B K ' �SO���� FHD�� �P�
' � B K B ��¡u���(��£j��� ' � m K���� ��D �E£�� D � B K B ���T��� B � ' O���� ' �>O���������� 
��PKL� ' O B � DG'E# � ½ � B �£� D O�� B ��� # � F £�K � D ¡c�/\
K B �Ã\ ����£�¡�K D � �X:>B�F�D K ����� D B �·2z- � T R&89�
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� 
�� � � ��� �����
 �$�	
 �� � 
�� ����� 	 ��� �-� � � � � � �

wx�g� #�DL'HB ¡�¡c����� D�� � ½ ��¡j��� ' ���N� B ¡j����� m � mtZ $,� 2 6Y� . R&8 2 ��D O��P� D � ^ �n� �C6Y�V6&8u½Æ#�D � # ����K B ��� ' � # �
' � B �����n� D � � ? �£�n�������P� ' ��� ' � (1)

loc(rA, rA, ω)
B ��� � (1)(rA, rA, ω)

m ��� B � B ��� F ¡�K B ����� D � 'oD �j� B
# � ' � ¨ �(� % ½ÆD � #ÁB ��� ½ÆD � # ��£u�C� B�e1D � � D �N��� B �n����£��N�`� # �¹K���� B K�\ 
��PKL� �������£�n��� D ��� ¨&%rF � B � ' � m
� # �!�£� B K�\ � B O D � %uF �(�j��K �¥g � ¨ � ��D � ½ÆD � # � # � � B/' ��� m�B � B ��� F � Fu¨ �����u��� D � B;# � F � � ���u�n��£ '�# � ' �
¨ ��� %�D � ½Æ#YD � # � B/' �G� # �[¡x��� F�D ��� D O D � D � '

εloc(r, ω)
�
ε(r, ω)

B �Y�@¡x��� F � B�¨�D K D � D � '
µloc(r, ω)

�
µ(r, ω)¨ ��K���� ��D � � ��� � loc(rA, rA, ω)

B ��� � (rA, rA, ω)
B ��� D KGKL£ ' ��� B ���P� D � �ªDG��'��,A>��� 2 B&8CB ���¾2 ¨,89�

g � 
�� ' �¾����� B KGK m ��� F�Z $1'�� 2}- ��� 0 8�B ��� 2 6Y���SR&8 � #=B � � (1)
loc(rA, rA, ω)

�j� ���n� FHD �j� ' � # �ª��K��n����� D �

��PKL� ��� DG��D � B ����� ¨&%lB3' ��£j�£�n� B �

rA

� #=B �X�£� B � # � ' � # � 'EB�F ��¡c� D �J�
rA

B/m ���n� ¨ � D � �' � B �£���n�£��� B �
� # � ' £u� m±B ��� ' � mCD � # � F � � ���u� D � %�� wx�#� # � m ��KLK�� ½ÆD � � � ½ ��� DG' � D � � £ DG'E# � # �£�n�D��K B/'E' � ' � m�' � B �����n� D � �
¡j�£�¨��� 'E' � 'ª½Æ# �n���Â��K B/'E' 2 D�8�D �j��KG£��j� ' ����K % 2 F £YK�� D ¡�K�� 8q' � B �����n� D � �¶B �¶� # � D ���j�n� ' £u� m±B ���Â� m � # �¢� B O D � %!§
��K B�'E' 2 DLD�8�' £ ¨�' £ F � ' ¡j�£�¨��� 'o' � '�D �&O���KGO D � � ��� B � 'oFHDG'E'oD ������� � # �L��£¨� 'ED �j��� m � # �X� B O D � % �¥2 F £�K�� D ¡�K�� 8
��� � � ��D ��� B � � # � ¨ �(� %3' £j� m±B ��� B �Y�?��� ��� B � 'EF�DL'o'ED ��� D �J���D� # �L� B O D � % 2 ½ÆD � # ��£u� ' � B �����n� D � ��B ��� # �
� B O D � %�' £j� m±B �n� m ��� F � # ����£u� 'ED �j� 89§,B ���]��K B/'E' 2 DGDLD�8�B �n����£��N� 'Æm ��� B KGK���� F�B/D � D � � ¡j�£�¨��� 'E' � ' 2 ½Æ# �����
¨=B � e1' � B �£���n� D � ��B � � # �b� B O D � %@' £j� m±B ��� m �£� F � # �b��£u� 'ED �u�5�¨����£j� '¸B �$K�� B/' �����j��� 89�$^�DLF ¡�K��G� �YB�F ¡�K�� '
� m ¡j�����n� 'E' � '>¨ ��K���� ��D � � ��� � # �Z� # �£�n�X��K B�'E' � '¯B ��� 'oe ����� # ��� D � �ªDL�Y�=A>��� 2 B&89�

" �����n� 'o' � ' � m � % ¡c�J2 D�8 �j�_�j���t�u��¡c����� ���?� # �¾��£u����� ¨ ��£���� B � D � ' � m � # � # � ' � ¨ �(� % � ' ��� # � %
� B � ¨ ��� #=B � B ������� DG' ��� ¨&% �n��� 'ED �j�n� D � � � # � 'oDLF ¡�K D 
���� B ��� B � � � F ���N�

εcav(r, ω) =





1
DGm
|r − rA| < Rcav,

εA(ω)
DGm
|r − rA| ≥ Rcav

2 A>���{8

� m!B � B O D � % � Fu¨ �P���j�P� D � B � D � 
=� D ���PK % � � �������j�P� # � F � � ���u�n��£ 'ª¨ �(� %�B�' �j�P¡ D � ���P� D � �ªDG���/A>�G� 2~� 89�
d KGKJ��K B/'E' 2 D�8 ¡j�£�¨��� 'o' � '$B ��� # ���j���G�n���J� B�D �u��� D �L� # �Â�������£� ' ¡c����� D � ��' � B ������� D � �t? �������3����� ' ��� � (1)

cav

�
½Æ#�D � # �£� B � ';���S4 -�� ^Y<C6 � ^Y<�� 0 �

� (1)
cav(rA, rA, ω) =

ω

6πc

{
3(εA − 1)

2εA + 1

c3

ω3R3
cav

+
9[ε2

A(5µA − 1)− 3εA − 1]

5(2εA + 1)2

c

ωRcav

+ i

[
9ε

5/2
A µ

3/2
A

(2εA + 1)2
− 1

]}
� +O(ωRcav/c).

2 A>� - 8
c � � ��� ½ ���u������� F�D �j�b� # �!�����N��� DG¨ £u� D ��� m ��� F ��K B�'E' 2 DGD�8 ¡j�£�¨��� 'E' � '�½Æ#�D � #�D �&O���K�O��5��� B � 'EF�DL'o'ED ���

���`� # �ª� B O D � % � � ���n� D ��� � wx� B � D � 
=� D ���PK % � � �������u��� ¨ �(� % �[� # � 
���KG�#��� B � 'EF�D �£���P� ��� B ¡x� D �N�
r��£u� 'ED �j�]� # � � B O D � % ½ ��£YKL� ¨ � ��D O���� ¨&% � cav(r, rA, ω)

� �ªDL���MA>�G� 2^� 8x�z� wÀ�ª� B � ¨ � 'o# � ½ �g� #�B �
�V^Y<>��� � ^Y<>� 0 �

� cav(r, rA, ω) =
3εA

2εA + 1
� inf(r, rA, ω) +O(ωRcav/c)

2 A>�V6&8

�S7�4
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�ªDG� £j��� A>�G� �_^ � # � FHB � D � D KLKL£ ' ��� B � D ��� � m � # �_¡c�n� FHD ��� D O D � D � '�B ��� ¡c�n� F � B/¨�D K D � D � ' �n������� ' ¡c����� D � �
���¼2 B&8 � loc(rA, rA, ω)

��2 ¨=8 � (rA, rA, ω)
�C2^� 8 � cav(rA, rA, ω)

B ��� 2n� 8 � inf(rA, rA, ω)
§ � # ���u���

D �Y� D � B ��� ' � # �u¡x� 'ED � D ���`� m � # � � £j� ' � B ��� F
rA

��Zª�YB�F ¡YK�� ' � m�' � B �����n� D � � ¡j�£�¨��� 'o' � ' � m � % ¡c� ' 2 D�8 �
2 DGD�8�B ���l2 DLDGD�8�B ��� B K ' � 'Ee ����� # ��� �
½Æ# ����� � inf(r, rA, ω)

DL' � # � ? �£�n�P������� ' ��� m ��� B � D � 
=� D ����K % � � �����Y�j��� # � F � � �P�j�n��£ '�¨ �(� %>½ÆD � # ��£¨�
� # �D� B O D � % �

εinf(r, ω) = εA(ω)
B/' �j�P¡ D � ���P� D � �ªDG����A>��� 2±� 89� wx�#��� # ��� ½ ���E� ' �¶� # �T��K�������� D �5
��PKL�

��� B � 'oFHD �����P� � # �£��£ ��# � # �5� B O D � %@' £j� m±B �n�5��� B ¡c� D �N� ��£¨� 'ED �j�G� # �5� B O D � %@DG' � $ £ B Ku���Z� # � 
��PKL�¾� #�B �
½ ��£�KL� ¨ �|��� B � 'oFHD �����P�+��� � # � 'EB�F �>¡x� D �N� D �+� # � B�¨�' ���j����� m � # �|� B O D � % � F £�K�� D ¡�K D ��� ¨&%_Bu� K�� ¨=B K
m±B � ����� �$<¸%_F � B � ' � m � # � � ���j��� B K 'Ã%�F�F ����� % ¡j�£��¡c�n�£� % 2z- ��� j 8 � ½ � B K ' � #=B O��

� cav(rA, r, ω) =
3εA

2εA + 1
� inf(rA, r, ω) +O(ωRcav/c),

2 A>� . 8

Dz� � � �N� # � ��K��n� ��� D � 
j��KL� ��� B � 'oFHD �����P�T� # ����£ ��# � # � � B O D � %³' £u� m±B ��� m ��� F B � B � ¨�D ��� B � % ¡c� D �N�¢��£u� 'ED �j�
� # �3� B O D � %JDG'>B K ' �T� $ £ B K0���T� # �L�n���£��� ' ¡c����� D � � �£� ' £YK�� D �`� # � B�¨�' �P�j�n�3� m � # �3� B O D � % � F £�K�� D ¡�K D ���
¨&% � # � 'EB�F � m±B � ����� ��� ��� B 
=� D ��� ¨ �(� % �±� # �D�PK��n� ��� D � 
��PKL����� B � 'EF�D �£�����R���C� # � � � ����� D ����� m � # �
� B O D � %H½ÆD KGK ¨ ��2 F £YK�� D ¡�K %Y8 ��� � �n� ���P� m �£� F � # � ¨ ��� % � ' ��£u���n� ' £u� m±B ��� B ������� ��� B � 'EF�D �£���P� D �N��� � # �
� B O D � % ���PO����N��£ B KLK %���D O D � � � DG' �|��� B 
��PKL� B �

rA

�$grD � # ��£u�G� # �Z� B O D � % �=¡u�����n� 'o' � ' � m � #YDL'[e1D ��� B �£�
� B/e ��� D �N��� B ���n��£��N� ¨&% ����¡YK B � D � � � # � D � 
=� D ���U\ ¨ �(� %�? �£�n��� ���P� ' ��� � inf

� �ªDL�Y��A>�G� 2±� 8x��½ÆD � #¹D � '

=� D ���9\ ¨ ��� % �n��£��N���n�E¡ B �£� � �V�¥DL����A>��� 2 ¨,8¤�}�3A � Fu¨YD � D � � � #�DG' � ¨�' ���oO B � D ��� ½ÆD � #¾Z $1'�� 2 A>�V6&8�B ���
2 A>� . 8ÆB ���]� B�e1D � ��B ��O B �J� B�� �X� m � # ��K D �j� B � D � % � m � # �;� D �x�n�£���N� DLB K±� $ £ B � D ��� 2z- �G� . 8 � ½ �L�n���u��KL£Y�j�
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� #�B �5� # �������N��� DG¨ £u� D ��� m ��� F � # �X�PK B�'o' 2 DLD 8 ¡j�£�¨��� 'o' � ' � B � ¨ ���j� ' �n� DG¨ �P� ¨&%
(

3εA

2εA + 1

)2

� (1)(rA, rA, ω) +O(ωRcav/c).
2 A>� 0 8

�ªD � B KLK % � ½ ���n��� 'ED �j�n�¸¡j�����n� 'E' � ' � m � % ¡c�@2 DLDLD 8 � ½Æ#�D � #�D �&O���KGO�� B �¸K�� B�' � ���j� ' � B �����n� D � � �UO��P�J� B �
� # �¾� B O D � %·' £j� m±B �n� m ��� F � # �¾��£u� 'ED �u� ��^�D � � K�� ' � B ������� D � �3B �|� # �¾� B O D � %�' £j� m±B �n�¾� B � ¨ �¾� #�B � B �9\
����� DG' ��� ¨&% � (1)

cav(r, r
′, ω)

� �ªDG���!A>�G� 2~� 8x�¥½ÆD � #¨ ��� #
r
B ���

r′
��£u� 'oD �j��� # �X� B O D � %�� µt�u�3� B � 'E# � ½

� #�B � ���54 -�� ^Y<���� � ^Y<>� 0 �
� (1)

cav(r, r
′, ω) = O

[
(ωRcav/c)

3
] 2 A>�VR&8

' � � #=B �ª� # �?�n���J��� DG¨ £u� D ���º� m � # �R��K B�'E' 2 DLDLD 8 ¡j�����n� 'E' � '3DL' � m ���o�j�n�
O[(ωRcav/c)

3]
B ��� # ���u�n�

�j� � K DG��DL¨ K�� m ��� ' £��D� D �P�J�EK %�'EFHB KLK
Rcav

�XA � Fu¨YD � D � � � #�DL'>½ÆD � #¦Z $1'�� 2 A>� - 8¶B ��� 2 A>� 0 8 � ½ � B �£� D O��
B � Z $,� 2 6Y� . R&89�

] # � B � � £ F ���N� '¯��D O���� B�¨ �SO��3� B � ¨ �3� � �������j�P�?��� D � # � F � � ���j����£ '¯¨ �(� D � '�D � B�' ��� B�DL��# � m ���Ã\
½�B �E� ½�B5%�� w m � # �!������� D � D ���·2 6Y� .10 8MDL'�'�B � DL' 
j���������j�!� B �H� D O D �u� ' £j� #3B�¨ ��� %³D �N��� B�F ����� ����K�� 'o'
'EFHB KGK # � F � � ���j����£ ' ¡ B �£�[�n���N� B�D � D � � � # �G� B O D � % ¡�KG£ ' B � D � # � F � � ���j����£ ' ��� ' � �ªZ $ £ B � D ��� ' 2 A>�V6&8 �
2 A>� . 8>B ��� 2 A>�VR&8 � # ��� ' � D KGK��u� ' ��� DG¨ � � # �u¡j�£��¡ B��&B � D ��� � m � # � ��K��n����� D �"
��PKL� D � 'ED �u�L� # � # � F � � �9\
�j����£ ' ¡ B � �5� m � # � ¨ �(� %�B ���ª� # �Z� �x�n���b� m � # � D � # � F � � ���u�n��£ ' ¡ B � �5� B � ¨ ��� B/e ��� D �N��� B �n����£��N�
¨&% � # � ' � B �����n� D � �HB �b� # ��2 
�� � D � D ��£ '�8C' £u� m±B ����� D O D � D � � � # ��� ½ �H¡ B � � '��[A ��� ' � $ £j���N��K % � ½ � B��&B�D �

=���C� #�B � Z $!� 2 6Y� . R&8�# ��KG� '��
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�ªD � ' ���±� # � < ���o� � � ¡ B � 'ED ���#� m � # � ? ������� ����� ' ��� DL'���D O�������� B � ¨�D ��� B � % ���E�j��� D �
χ
B ���

ζ
2 ' �n�

^ ��� �,6Y� . 8CB ���C� # �Z��� ' £�K�� DG' £ ' �P�`�����u�n� D O�� � �P�j�n� B K m ��� F�' � m � # � AC" ¡x�������N� DLB K D �C����� B �E�u��� B ���
�j���(\ ��� � B �o�j���¾K DLF�D � 't��D O���� D � ^ ��� � 6��G��� ] # �n�£� B/m ���n�P� ½ � ½ÆD KLK$¡j���SO D �u�+� � ¡�K D � D �L� � ¡j��� 'E'oD ��� 'um ���
� # �ª�n���N��� DL¨ £u� D ��� ' ��� � # � � �£��£�����\ ' � B ��� AC" ¡c�����P�N� D B K�� #=B � B ��� $ £ B �j� B � D � D �

χ
B �Y� D � m ���L� # �

m �����U\ ' ¡ B ���X� # �����U\ B ��� F O(� g ¡c�����P�N� D B K m ��� F � # � ' �X�n���N��� DL¨ £u� D ��� '��

� ��� � ���+� !�$��3 "! �� ��0���� �&01��0��  �01-.( 0

" ���SO D �j�P�R� #=B � Z $1'�� 2 6Y� 0�- 8�B ��� 2 6Y� 0 6&8�# ��KL���	���j�¾� B � FHB�e � D ���n� B � D O��u£ ' �T� m � # �³I %(' ��� � $ £ B \
� D ���¹2 6�� 0/. 8 ���³�j�n� D O��X� # � < ���E�C� � ¡ B � 'ED ���]� m � # � ? �£�n�P�]����� ' ��� � ^Y<�� � ^Y<>�S7{�

� (r, r′, ω) = � (r, r′, ω) +
∞∑

K=1

∆K � (r, r′, ω)
2±I ���{8

½Æ# �����

∆K � (r, r′, ω) =
∑

λ1...λK=e,m

[
K∏

J=1

∫
d3sJ fλJ

(sJ , ω)

]

× � 0λ1
(r, s1, ω)· � λ1λ2

(s1, s2, ω)· · · � λK0(sK, r
′, ω)

2±I � - 8

�j�P�j����� ' � # ���n���N��� DL¨ £u� D ���ª� #=B � DL' � m ���E�u�n�
K
D �
χ
�
ζ
B ���C� # �;�u��
=� D � D ��� '

fe(r, ω) = χ(r, ω), fm(r, ω) = −ζ(r, ω)
2±I � 6�8

B ���

� 0e(r, r
′, ω) = � (r, r′, ω)

ω

c
, � e0(r, r

′, ω) =
ω

c
� (r, r′, ω),

2±I � . 8

� 0m(r, r′, ω) = � (r, r′, ω)×
←−
∇

′, � m0(r, r
′, ω) = ∇× � (r, r′, ω),

2±I � 0 8

� ee(r, r
′, ω) =

ω

c
� (r, r′, ω)

ω

c
, � em(r, r′, ω) =

ω

c
� (r, r′, ω)×

←−
∇

′,
2±I �VR&8

� me(r, r
′, ω) = ∇× � (r, r′, ω)

ω

c
, � mm(r, r′, ω) = ∇× � (r, r′, ω)×

←−
∇

′,
2±I � j 8

#=B O�� ¨ �n�P� D �N���£���Y£j�n�P� � wx�_¡ B � � D �P£�K B ��� ½ÆD � #YD ��K D �j� B �¢���E�j��� D �
χ
�
ζ
� Z $1'�� 2±I ���{8 
 2±I � j 8 �£����£j���|���

Z $1'�� 2 6Y� 0�0 8CB ���l2 6Y� 0 R&89�
] # � m £�KGK < ���o��� � ¡ B � 'ED ���#� B � ¨ �H£ ' �P�#����j�n� D O��+� # � � �P�j�n� B K �£��� B �E�j�P� B ���¾�j����\À����� B �E�u���

K DGFHD � ' � m � # � AC" ¡x�������N� DLB K�¡u��� ' ���N���P� B �¾� # �����Y�<� m>^ ��� �$6Y����� ]¶�R� #�B � �����q� ½ � ' ���
ε(r, ω)

��� -



� ����� ��� ����� � ����� � � ��� � ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �!� � ���S6

= 1 + χ(r, ω)
B �Y�

κ(r, ω) = 1 − ζ(r, ω)
' �`� #=B �

ε(r, ω) = 1
�
µ(r, ω) = 1

�[�£�n� B KLK Z $,� 2 6�� 0�- 8 �
B ���]�n��� ' � $ £u���N��K % � # ��£���¡c�n�£�E£j� ¨ ��� ? �£�n���C���P� ' ��� � �P�N���n� D � � � # � < ���E� � � ¡ B � 'oD ��� DL' »o£ ' �!� # �
m �����U\ ' ¡ B ��� ? ���n�P� ���P� ' ��� � free

��d¯m ���n� ' £ ¨Y' � D ��£u� D � ��Z $('P� 2±I �G�S8�B ��� 2}I � - 8¯D �N��� Z $,� 2 6Y� - 7&8 �c� # �
��� ' ��� B �N��¡ B �£� � m � # � AC" ¡c�������N� DLB K�� B � ¨ � ½ � D �����P� D �ª� # � m ��� F

U r
n(rA) =

∞∑

K=1

∆KU
r
n(rA),

2±I � T 8

∆KU
r
n(rA) = −µ0

∑

k

Θ(ωnk)ω
2
nkdnk

∑

λ1...λK=e,m

Re

{[
K∏

J=1

∫
d3sJ fλJ

(sJ , ωnk)

]

· � 0λ1
(rA, s1, ωnk)· · · � λK0(sK, rA, ωnk)

}
·dkn,

2±I �V4&8

½Æ# ����� ½ � #=B O���£ ' �P�°� # � m±B ���3� #=B � � (1)
free(r, r

′, ω) = � �[�£�n� B KLK Z $!� 2 6Y���SR&89�d�'uB ¡u����¡ B � B � D ���q��j�����3� #�B �|� # � m ���n�9\ ' ¡ B �n� ? �������?����� ' ����2 6Y�VR�7&8ÆF�B5%¨ �X�j�n��� F ¡c� ' ��� D �N��� D � ' K���� ��D ��£Y� D � B K B ���
��� B � ' O��n� ' �L�n� F ¡x���j���N� '¯B ���n���o� D � � ��� ��� j 7f�

‖ � ‖
free(r, r

′, ω) = −
1

3

c2

ω2
δ(ρ) � − c2

4πω2ρ3
( � − 3eρeρ),

2±I �G�57&8

⊥ � ⊥
free(r, r

′, ω) =
c2

4πω2ρ3

(
[ � − 3eρeρ]−

{[
1−

iωρ

c
−

(ωρ
c

)2
]
�

−

[
3−

3iωρ

c
−

(ωρ
c

)2
]
eρeρ

}
eiωρ/c

)
,

2±I �G���{8

DLF ¡�K %�D � � � #=B �

� free(r, r
′, ω) ' ‖ � ‖

free(r, r
′, ω)

m ���
|ω|ρ/c� 1,

2}I ��� - 8

� free(r, r
′, ω) ' ⊥ � ⊥

free(r, r
′, ω)

m ���
ωρ/c� 1 (ω

��� B K
).

2}I �G�S6�8

] # � B/'o%(F ¡¨����� D �]� � ¡j��� 'E'oD ��� ' 2 6Y�V6�6&8³B ���¢2 6Y� 6 0 8@m ���T� # �?��� ' ��� B �N��¡ B � �ª� m � # � AC" ¡c�����P�J� D B K
m ��KGK�� ½ DLF�F �P� D B ����K %�� wx�T� # �b��� � B �o�j����K DGFHD �5� ½ � #=B O��

rmin�c/ωmin

2
rmin

� F�D � DGF £ F � DG' � B �j�n�b� m
� # � B ��� F ��� B � % � m � # � ¨ �(� D � '�§

ωmin

� F�D � DGF £ F � m�B KGKc�£��K��PO B �N� B ��� F�D � B �Y� F �P� D £ F ��� ' ��� B �u�n�
m ��� $ £j���j� D � '�8>' �ª� #=B � B �n�n���E� D � � ��� Z $,� 2±I �G�56&8 �c� # � 
�� ' � m±B ������� � 0λ1

(rA, s1, ωnk)
B ���?� # �@K B�' �

m±B � ����� � λK0(sK, rA, ωnk)
B ¡�¡c� B � D � �¹D �<� B � # ���n� F � mtZ $,� 2}I �V4&8�¨ �n��� F ��¡�£j�£��K % ��� B � ' O���� ' ���

K�� B � D � � ��� Z $!� 2 6Y�V6�6&8�B/m �����+�£�n� B KLK D � �lZ $,� 2}- � .10 8U� ^�DLF K B �EK % � Z $,� 2±I �G� - 8H'E# � ½Æ' � #=B � D �g� # �
�j���(\ ��� � B �o�j����K DLF�D ��� ½Æ# �����

rmax� c/ωmax

2
rmax

� F�Bf��DGF £ F � DG' � B �j�n�!� m � # � B ��� F ��� B � %H¨ ��� %
¡ B � � §

ωmax

� FHBf��DLF £ F � m�B KGK�����K��PO B �N� B ��� F�D � B �Y� F ��� D £ F ��� ' ��� B �j�n� m �£� $ £j�P�j� D � '�8 �¨� # � m±B � ����� '
� 0λ1

(rA, s1, ωnk)
B �Y� � λK0(sK, rA, ωnk)

¨ �n�n� F ��¡�£j�£��K % K���� ��D �E£�� D � B Kz� DGF ¡�K %(D � �@Z $,� 2 6�� 6 0 8U�
c � � ��� ½ �R�n��� 'ED �j�n�+� # �?� �,\ �£� ' ��� B �N� AC" ¡x�������N� D B KX2 6Y� -�- 8@½Æ#�D � # ¨&% F � B � ' � m � # � < ���E�



� ����� ��� ����� � ����� � � ��� � ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �!� � ��� .

� � ¡ B � 'ED ���¼2±I ���{8t� ��� � ��� # �n� ½ÆD � #Z $!� 2±I � - 8¤� � B � ¨ � ½ � D ������� D �ª� # � m ��� F �V^Y<>�S7f�

Uor
n (rA) =

∞∑

K=1

∆KU
or
n (rA),

2±I �G� . 8

∆KU
or
n (rA) =

~µ0

2π

∑

λ1...λK=e,m

[
K∏

J=1

∫
d3sJ fλJ

(sJ , iξ)

]∫ ∞

0

dξ ξ2

×tr
[
αn(iξ)· � 0λ1

(rA, s1, iξ)· · · � λK0(sK , rA, iξ)
]
.

2±I �G� 0 8

wx� � # �[�j����\ �£��� B �E�j�P�HK DLF�D �5�r� # � m £��j��� D ��� '
αn(iξ)

B ���
fλJ

(sJ , iξ)
� �x�n� � D O���K % K DGFHD �¶� # �

ξ
\ D �N��� � � B K

��� B � B � � � ½Æ# �n�£�
ξ|rA − s1|/c

�
ξ|sK − rA|/c ≤ ωmaxrmax/c� 1

� ' � � #=B � � # �.
�� ' � B ��� K B/' �
m±B � ����� ' � m � B � # ����� F 2}I �G� 0 8³¨ �n��� F �J¡�£j�£��K % K���� ��D �E£�� D � B K ¨&% O D �£�E£j�C� m�Z $,� 2}I ��� - 8 �CK�� B � D � �
���ª� # � B�'o%(F ¡u����� D � m ��� F 2 6Y�V6 . 8 � m � # �¾� �,\ �£� ' ��� B �N� AC" ¡c�������N� DLB K � wx�R� # �¾�£��� B �E�j�P�¹K DLF�D ���c� # �
�n����� D � D ���

ξ|rA − s1|/c
�
ξ|sK − rA|/c� 1

DG' O D ��K B ����� m ���G� # � F�B »£���[¡ B � �b� m � # �
ξ
\ D �N��� � � B K �ªd>'

' ����� m �£� F¢Z $('P� 2±I �G�57&8¥B �Y�32}I �����{8 ��� # �Â�����N��� DG¨ £u� D ��� m ��� F
‖ � ‖

free

DL' � # ��� �P�J� D �£��K % � B �j����KLK���� ¨&%�B
'EDGFHD K B �0����� F	D �

⊥ � ⊥
free

2 DLF ¡�K %(D � � � #=B � � # �b�n���N��� DL¨ £¨� D ��� m ��� F � # �
d̂·Ê‖

\ D �N���n� B ��� D ��� DL' � B �j�n�PKLK����
¨&%�B ¡ B �£�Â� m � # �

p̂·Â
\ �����N��� DG¨ £u� D ��� D �D� #�DL' K DGFHD � 8 B ���D� # �

ξ
\ D �N��� � � B K��SO����G� # �!��� F�B�D � D � � ���n� F�'

DL' ��� ' ��� D � ����� ¨&% � # � m±B ������� '
e−ξ| � A− � 1|/c

B �Y�
e−ξ| � K− � A|/c ��� B � B � � � ½Æ# �n�£� ξ ≤ c/rmin�ωmin

�
' � � #�B �b���j� FHBS% ¡�£u�

αn(iξ) ' αn(0), fλJ
(sJ , iξ) ' fλJ

(sJ , 0)
2±I ���SR&8

½Æ#�D � # £Y¡x�����£�n� B KLK D � �XZ $,� 2±I �V6&8 K�� B � ' ��� � # �Z�£��� B �E�j�P�_K DGFHD � � m � # �|� �,\ �£� ' ��� B �N� AC" ¡c�������N� DLB Kz�
Z $1'�� 2 6Y�V6Y�{8CB ���l2 6Y�V6 - 89� wx�]� #�DL' K DLF�D �5�N� # ���n���N��� DL¨ £¨� D ��� m ��� F � # �

Â2 \ D �N���n� B ��� D ������� B � '
µ0

π

∑

k

ωkn

∫ ∞

0

dξ dnk ·
⊥ � (1)⊥

zero (rA, rA, iξ)·dkn;
2±I �G� j 8

D � DG' �n� F ¡�K������PK % � B �u�n��KGK��P� ¨&% � # �
p̂·Â

\ �n���J��� DG¨ £u� D ���
µ0

π

∑

k

ωkn

∫ ∞

0

dξ

(
−1 +

ξ2

ω2
kn + ξ2

)
dnk ·

⊥ � (1)⊥
zero (rA, rA, iξ)·dkn.

2±I �G� T 8

� � � �  !5�&0 � �+� ���� "!�$ � ��� - 01������� ��!
χ

] # ��K DGFHD � ' � m O B K D � D � % � m � # �HK D �j� B � < ���E��� � ¡ B � 'ED ��� ���]� # � � ����£Y����\ ' � B ���@¡x�������N� D B K � B � ¨ � ' �
¨ �·¡j��� ¨ �P� ¨&% ����� 'ED �j�n� D � � � # � ' �n��������\À���E�j���ª�n����������� D ��� ' � ½Æ# �n�£� m ���T� # � 'EB�e �R� m�'oDLF ¡�K D � D � % �
½ �3��� ' ��� D � � ��£j� B �������N� D ���]���T� # �X� B�' �3� m ¡�£j���PK % � D ��K��n����� D � ¨ �(� D � '�� wx�`� #YDL' � B�' ���§� # � $ £ B �j� B � D �
�n����������� D ���

∆2U(rA)
� B�'¥��D O���� ¨&%;Z $,� 2±I ��� 0 8 ��� � � � # ��� ½ÆD � #XZ $1'P� 2±I � 6�8 
 2±I � j 8 ��� B � ¨ � ' ��¡ B � B �����

D �N��� B@'oD � � K��U\ ¡x� D �N�Â����� F B ��� B � ½ �/\x¡c� D �J�5���n� F �

∆2U(rA) = ∆1
2U(rA) + ∆2

2U(rA)
2±I �G�54&8



� ����� ��� ����� � ����� � � ��� � ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �!� � ��� 0
½Æ# ������� # � 'ED � � K��U\x¡c� D �J� ����� F

∆1
2U(rA) =

~

96π3ε0

∫
d3s

|rA − s|6

∫ ∞

0

dξ α(iξ)χ2(s, iξ)g(ξ|rA − s|/c)
2}I � - 7&8

½Æ#�D � # B � DG' � '�m ��� F � # �
δ
\ m £��j��� D ��� D � Z $!� 2 6�� R�7�8 �[� B � ¨ �+� ¨ � B�D �j��� m ��� F � # ��K D �j� B ���n���N��� DL¨ £(\

� D ���¹2 6�� R�6�8�¨1%3FHB�e1D � � � # �����P¡�K B �n� F ���N�

χ(r, ω) 7→ −
1

3
χ2(r, ω).

2±I � - �{8
wÀ� ' B�'o%(F ¡u����� D �¢��� � B �o�j��� B �Y�u�j����\À��� � B �o�j��� m ��� F�' � B � # ���u�n� ¨ �Â� ¨ � B�D �j��� ¨&%XB ¡�¡�K %(D � � � # � '�B�F �
���P¡�K B �n� F ���N�b��� Z $1'�� 2 6�� R�R�8�B ���¾2 6Y�VR j 8 �j��� ' ¡c�n� � D O���K %��

N ��� B KGK D � �@Z $,� 2 6Y�VRY�{8 �¨� # �Z� ½ �/\x¡c� D �N�G���n� FvDL' �j��� D O����]��� ¨ � �V^Y<>�57/�

∆2
2U(rA) =

~

128π4ε0

∫
d3s1 χ(s1, iξ)

∫
d3s2 χ(s2, iξ)

∫ ∞

0

dξ α(iξ)
g(ξ,α,β,γ)

α3β3γ3

2±I � -�- 8
½Æ# �����

g(ξ,α,β,γ) = e−ξ(α+β+γ)/c

[
3a

(
ξα

c

)
a

(
ξβ

c

)
a

(
ξγ

c

)
− b

(
ξα

c

)
a

(
ξβ

c

)
a

(
ξγ

c

)

− a

(
ξα

c

)
b

(
ξβ

c

)
a

(
ξγ

c

)
− a

(
ξα

c

)
a

(
ξβ

c

)
b

(
ξγ

c

)
+ b

(
ξα

c

)
b

(
ξβ

c

)
a

(
ξγ

c

)
(eα ·eβ)2

+ a

(
ξα

c

)
b

(
ξβ

c

)
b

(
ξγ

c

)
(eβ ·eγ)

2 + b

(
ξα

c

)
a

(
ξβ

c

)
b

(
ξγ

c

)
(eγ ·eα)2

− b

(
ξα

c

)
b

(
ξβ

c

)
b

(
ξγ

c

)
(eα ·eβ)(eβ ·eγ)(eγ ·eα)

]
,
2±I � - 6&8

½ÆD � # � # ���j�3
=� D � D ��� '
a(x) = 1 + x + x2, b(x) = 3 + 3x + x2,

2±I � -f. 8
B ���

α = rA − s1, α = |α|, eα = α/α,
2}I � -�0 8

β = s1 − s2, β = |β|, eβ = β/β,
2±I � - R&8

γ = s2 − rA, γ = |γ|, eγ = γ/γ
2}I � -�j 8

#=B O D � �l¨ ����� D �N�����(��£j����� � c �����`� #=B �T� # �]� ½ �f\x¡c� D �N�D�n���N��� DL¨ £¨� D ��� ��� � # � AC" ¡x�������N� D B K DL'HB
�j��£ ¨ K�� ' ¡ B � D B K D �N��� � � B K}��� # � D �N��� � � B ���C� m�½Æ#�D � # � B � ¨ � B �£��� B ��� D O������G���P¡�£�K 'ED O������u��¡c����� D � � ���
� # � B � � K�� 'ÆD ��� # �Z��� D B � � K�� m ��� F ��� ¨&% � # ��O���������� '

α
�
β
B ���

γ
� µ ¨ O D ��£ ' K % �j� # ���j��£ ¨ K�� ' ¡ B � D B K

D �N��� � � B K$K�� B � ' ��� B¨ ��� B/e �u� ½ � � m � # � B ��� D � D O D � % � m¯AC" m ���£�n� 'u' �]� #=B � ½ÆD � #�D � $ £ B �j� B � D �·2^���
#�DG��# �n� 8 ���o�j�n� D �

χ
�¨� # � m ���£�n�t��£u�|���¾� ½ � ��� F ���£� ¨ �(� D � ' � DL' �u��� 'EDGF ¡�K % � # � ' £ F � m � # � m ������� '

��£j�Z��� � # � D ��� D O D ��£ B K ¨ ��� D � 'P�
wx�#� # �+��� � B �o�j���¾K DLF�D ��� ½ � B ¡�¡�K % � # � B ¡�¡j�£� ��DGF�B � D ��� '

α(iξ)' α(0)
�
χ(s, iξ)' χ(s, 0)

� ' �
� #�B � Z $!� 2±I � -�- 8 ���P��£j�n� ' ���

∆2
2U(rA) =

~α(0)

128π4ε0

∫
d3s1

∫
d3s2

χ(s1, 0)χ(s2, 0)

α3β3γ3

∫ ∞

0

dξ g(ξ,α,β,γ).
2}I � -�T 8



� ����� ��� ����� � ����� � � ��� � ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �!� � ���SR

g � D �N�����(��£j���|� # ���j��� B � D ���

σi = αi + βi + γi,
m ���

i = 1, 2, 3
2}I � - 4&8

B ���J¡c�n� m ��� F � # �
ξ
\ D �N��� � � B K ½ÆD � # � # � B�D �C� m � # �X�£��K B � D ���

∫ ∞

0

dξ

(
ξ

c

)j

e−ξσ1/c =
j! c

σj+1
1

.
2±I � 6�7&8

Zª� ¡�K�� D � D � � � # ����� DLB � � K�� m ��� F £�K B

a5 ≡ 1− (eα ·eβ)2 − (eβ ·eγ)
2 − (eγ ·eα)2 + 2(eα ·eβ)(eβ ·eγ)(eγ ·eα) = 0

2±I �V6Y�{8

� ½Æ#�D � #JDL'ÆB ��� D O D B K	�n��� ' � $ £u���j��� � mªZ $1'P� 2±I � -�0 8 
 2}I � -�j 8x��¨&%JB ��� D � � � # ��� � ¡u��� 'o'ED ���

6a5 +
6a5
σ6

1

{[
α5(β + γ) + β5(γ + α) + γ5(α + β)

]
+ 7

[
α4(β2 + γ2) + β4(γ2 + α2)

+ γ4(α2 + β2)
]
+ 12(α3β3 + β3γ3 + γ3α3) + 12αβγ(α3 + β3 + γ3)

+ 52αβγ
[
αβ(α+ β) + βγ(β + γ) + γα(γ + α)

]
+ 138α2β2γ2

} 2±I � 6 - 8

��� Z $,� 2}I � -�T 8 �u� # ���£� ' £YK�� F�B5%�¨ � ½ � D ������� D ��� # � m ��� F

∆2
2U(rA) =

~cα(0)

32π4ε0

∫
d3s1

∫
d3s2

χ(s1, 0)χ(s2, 0)

α3β3γ3(α + β + γ)

[
f1(α, β, γ) + f2(γ, α, β)(eα ·eβ)

2

+ f2(α, β, γ)(eβ ·eγ)
2 + f2(β, γ, α)(eγ ·eα)2 + f3(α, β, γ)(eα ·eβ)(eβ ·eγ)(eγ ·eα)

] 2±I � 6�6&8

½Æ# �����

f1(α, β, γ) = 9−
39σ2

σ2
1

+ 22
σ3

σ3
1

+
54σ2

2

σ4
1

−
65σ2σ3

σ5
1

+
20σ2

3

σ6
1

,
2±I � 6 . 8

f2(α, β, γ) = 3

[
α2

σ2
1

+
3α2(β + γ)

σ3
1

+
4βγ(3α2 − βγ)

σ4
1

−
20αβ2γ2

σ5
1

]
,

2±I � 6 0 8

f3(α, β, γ) = −1−
39σ2

σ2
1

+
17σ3

σ3
1

+
72σ2

2

σ4
1

−
75σ2σ3

σ5
1

+
20σ2

3

σ6
1

.
2±I � 6�R&8

wx�C� # ���j���(\ ��� � B �o�j���JK DGFHD �5� ½ � FHB5%3B ¡�¡u��� ��DLFHB ���

g(ξ,α,β,γ) ' g(0,α,β,γ) = 3
[
1− 3(eα ·eβ)(eβ ·eγ)(eγ ·eα)

] 2±I � 6 j 8

� ���n� B KLK Z $,� 2}I � 6Y�S8¤� � ' � Z $!� 2±I � -�- 8 ���P��£j�n� ' ���

∆2
2U(rA) =

3~

128π4ε0

∫
d3s1

∫
d3s2

∫ ∞

0

dξ α(iξ)χ(s1, iξ)χ(s2, iξ)

×
1− 3(eα ·eβ)(eβ ·eγ)(eγ ·eα)

α3β3γ3
.
2±I � 6 T 8



� ����� ��� ����� � ����� � � ��� � ��� � � ����� � � � � � � � � � � � �!� � ��� j
c �����+� #�B � ¨&% £ 'ED � � � # � � ���u�n� B KÂ���PK B � D ��� 2 6�� 4 . 8 �[� # � B�¨ �SO��ª�£� ' £YK�� ' � B � ¨ ��£ ' ��� ��� D � m ���

� �P�j�n� B K§� � ¡j��� 'E'oD ��� '�m ��� � # �b� # ���n�9\ B ��� F ¡c�����P�J� D B K
UABC(rAB , rBC , rCA)

� m ¡x��K B � DG'�B�¨ K�� � �£��£����(\
' � B ��� B ��� F�'[D � m ����� ' ¡ B ��� � ] # £ ' � Z $,� 2}I � -�- 8CDLF ¡�K D � ' � #=B � � ^Y<��S7/�

UABC(rAB , rBC , rCA) =
~

64π4ε3
0

∫ ∞

0

dξ αA(iξ)αB(iξ)αC(iξ)
g(ξ, rAB, rBC , rCA)

r3
ABr

3
BCr

3
CA

2±I � 6�4&8

� ���n� B KLK Z $('P� 2}I � - 6&8CB ���l2}I � -/. 8 � ½Æ# �n�£�
rij =ri − rj

�
rij = |rij|

�
eij = rij/rij

m ���
i, j=A,B,C

�
½Æ#�D � #�DG' D � B/� ����� F ���N� ½ÆD � # � # �5�£� ' £YK�� m ��£Y��� D � N � mn'P�=��� T�.�� �54�6/�}� Z $ £ B � D ��� ' 2±I � 6�6&8ªB ���2±I � 6 T 8
'E# � ½ � #=B �5� # �Z� # �£�n�9\ B ��� F ¡c�����P�N� D B K 'EDGF ¡�K D 
�� ' ���

UABC(rAB, rBC , rCA) =
~cαA(0)αB(0)αC(0)

16π4ε3
0r

3
ABr

3
BCr

3
CA(rAB+rBC +rCA)

[
f1(rAB , rBC , rCA)

+ f2(rCA, rAB , rBC)(eAB ·eBC)2 + f2(rAB , rBC , rCA)(eBC ·eCA)2 + f2(rBC , rCA, rAB)

× (eCA ·eAB)2 + f3(rAB , rBC , rCA)(eAB ·eBC)(eBC ·eCA)(eCA ·eAB)
] 2±I � . 7&8

� ���n� B KLK Z $1'�� 2±I � 6 . 8 
 2±I �V6�R&8³½Æ# �n���
σi = ri

AB + ri
BC + ri

CA

�¶D �<� # �?��� � B �o�j��� K DLF�D �2n�j��
=�u��� ¨&%
rAB+rBC +rCA� c/ωmin

8CB ���]���P��£j��� ' ���¾� # � dÆ�YD K��£��� 
 ]¶�PKLK�����¡c�����P�N� D B K ���54 . �

UABC(rAB, rBC , rCA) =
3~

[
1− 3(eAB ·eBC)(eBC ·eCA)(eCA ·eAB)

]

64π4ε3
0r

3
ABr

3
BCr

3
CA

×

∫ ∞

0

dξ αA(iξ)αB(iξ)αC(iξ)
2±I � . �{8

D ��� # ���j����\À����� B �E�u���3K DGFHD �t2 ½Æ# �n�£�
rAB+rBC +rCA� c/ωmax

89�



� � � � ��� ��� �

� �J��� ��� � �&� � � � ��� ��	 �

wx��� #�DG'�B ¡�¡x�P��� D�� � ½ � B ���j��� 'E'�' � F � B�' ¡c�n� � ' � m � # � B ��� F 
 
��PKL��� % � B/FHD � 't½Æ#�D � #lB �£�T�£��K��PO B �N�
m ���5� B K��P£�K B � D � � � # �Z� DGF �9\x�j�P¡x�P���j�P�J� AC" m ������� D � ^ �n� '�� . � - �G�;B �Y�J. � 6Y� - �$� ���¯£ 'Æ¨ � ��D � ½ÆD � # � # �
: � DL' ��� ¨ ��� � � $ £ B � D ��� ' � m¯F ��� D ��� m ���3� # ����¡c�n� B ����� '

Âmn

½Æ#�D � # B ���ª�£��K��UO B �N� m ���"
=�Y� D � � � # �
� D ¡x��K�� 
 � D ¡c��K��L�n���£����K B � D ��� m £��j� � D ��� 2n. � 6 - 8¶D � ^ �n� � . � - ��������'ED � �:>B�F�D K ����� DLB � 2}- � T R&8 ��� � � � # ���
½ÆD � #�Z $1'�� 2z- � T&j 8 �*2z- � T�T 8MB ���·2z- �V4 . 8 �J���j� 
���� ' � #=B � m ���$�j���j�£��K B � D O DG' � D �5�n�P�N�����9\ � m \ F�B/'E'�F ��� D �����

˙̂
Amn =

i

~

[
Ĥ, Âmn

]
= iωmnÂmn +

i

~

∑

k

∫ ∞

0

dω

[(
dnkÂmk − dkmÂkn

)
·Ê(r̂A, ω)

+ Ê†(r̂A, ω)·
(
dnkÂmk − dkmÂkn

)]
.
2 Z[���{8

N �n� B KLK D � �@Z $,� 2z- � - 6&8CB�'C½ ��KGK B�'¯Z $('P� 2±. � -�- 8�
 2±. � -/. 8 �¨� # � m ��� $ £j�P�j� % ��� F ¡c���j�P�N� ' � m � # �X��K��n����� D �

��PKL�C� B � ¨ � ½ � D �£����� B�'

Ê[r̂A(t), ω, t] = Êfree[r̂A(t), ω, t] + Êsource[r̂A(t), ω, t]
2 Z[� - 8

½ÆD � #

Êfree[r̂A(t), ω, t] = e−iω(t−t0)
∑

λ=e,m

∫
d3r � λ[r̂A(t), r, ω]·f̂λ(r, ω)

2 Z[�V6&8

Êsource[r̂A(t), ω, t] =
iµ0

π
ω2

∫ t

t0

dτ e−iω(t−τ)
∑

k,l

Im � [r̂A(t), r̂A(τ), ω]·dklÂkl(τ).
2 Z[� . 8

g � ' £ ¨Y' � D ��£u��� Z $1'�� 2 ZÆ� - 8�
 2 Z[� . 8¯D �J��� Z $,� 2 Z[���{8U��g � B/'E' £ F � ' £ �T� D ���N��K %�' K�� ½ �n�P�J�����9\ � m \ F�B�'o'
F ��� D ��� B �Y� ½ � B�e 
�B ��� F 
��PKL�ª����£�¡�K D � �X' � � #�B �Â� # ��� DGF � D �N��� � � B Kx� B �ª� # �P� ¨ ���PO B KL£ B ���P��£ 'ED � �
� # � < ���E� 
 µt¡Y¡x�P� # � DGF ��� B ��� k�B � e �SO B ¡�¡u��� ��DLFHB � D ��� ' � Dz� � � � ¨1% ¡�£u��� D � �

r̂A(τ)' r̂A(t) 7→ rA

B ���
〈Âmn(τ)〉' e−iω̃mn( � A)(t−τ)〈Âmn(t)〉

B ���3K�� ��� D � � � # ��K�� ½ ��� D �N��� � � B � D ����K DLF�D �¢���P���`���
t0→−∞

�
∫ t

−∞

dτ e−i[ω−ω̃nm( � A)](t−τ) = πδ[ω − ω̃nm(rA)] + iP
1

ω̃nm(rA)− ω
.

2 Z[� 0 8
d>'¯B ��� ' £�K �5� ½ ��� ¨ � B/D �

˙̂
Amn = iωmnÂmn +

i

~

∑

k

∫ ∞

0

dω
[(

dnkÂmk − dkmÂkn

)
·Êfree(r̂A, ω)

+ Ê
†
free(r̂A, ω)·

(
dnkÂmk − dkmÂkn

)]
+

∑

k,l

[
dkm ·Cnl(rA)Âkl − dnk ·Ckl(rA)Âml

+ dnk ·C
∗
ml(rA)Âlk − dkm ·C

∗
kl(rA)Âln

] 2 Z[�VR&8
���	��
�	
�����
���������������� ��!��#"$�%�'&(!�� )$*+�,&.-�0/1
��.�,/�-��2(� ���3&4���5
��7698����.:;
��.�	��/<��-=��
���-=�>�?�@
�.�	21A.B?
��/'�0B���-+���=�.��2(��C
�����D*D��B�BFE'�;&.���.�G
��-�0A.:��.�0A4
H
�.�3�D�%/�/'� ��&4�?IJ�

��� T



� ����� ��� ����� ��� � � � ��� ��� ������� � ���
	 � ���S4

½Æ# ����� ½ � #=B O��;�j�3
=�j���

Ckn(rA) =
µ0

~
Θ[ω̃nk(rA)] ω̃2

nk(rA) Im � [rA, rA, ω̃nk(rA)]·dkn

+
iµ0

π~
P

∫ ∞

0

dω ω2 Im � (rA, rA, ω)·dkn

ω̃nk(rA)− ω
.
2 Z[� j 8

] B�e1D � � � � ¡c�n� � B � D ���uO B KG£j� ' � m!Z $!� 2 Z[� R�8 � ½ �[�j����� � #=B �[� # � m �£�n� 
��PKL� ' �j�t�j��� �����N��� DL¨ £u��� B ���n���o��\
D � � ��� Z $,� 2±. � 6�7�8 ���£�n� B KLK Z $,� 2}- �V4 0 8U�¥d>'o' £ F�D � � � #=B �[� # �5�£��K��UO B �N� B ��� FHD �¢��� B � 'oD � D ��� m �£� $ £j�P�j� D � '
B �£� ½ ��KLK�\ ' ��¡ B � B ���P� m ��� F ���j� B �u��� # ������� # �!��� ' £�K�� D � � � D �x�n�£���N� DLB K§� $ £ B � D ��� '�m ��� � # �����!\ � D B�� ��� B K
�j�P� 'ED � %·FHB ��� D�� ��K�� F ���N� ' �j�n����£�¡�K�� m ��� F ���j� B �j��� # �n� B/'>½ �PKLK B�'>m ��� F � # �u� DLB�� ��� B KO���j� 'P��<�%
£ 'oD � � � # � D �j���N� D � D � '

dnk ·Ckn(rA) = iδωk
n(rA) + Γk

n(rA)/2, dkn ·C
∗
kn(rA) = −iδωk

n(rA) + Γk
n(rA)/2,

2 Z[� T 8

� ½Æ#�D � # B ��� B � D �£�n���L�n��� ' � $ £u���j���]� m �j��
�� D � D ��� ' 2±. � 6�R�8 �[2n. �V6 T 8�B ���r2 ZÆ� j 8x� � ���j� # �P�j�n� B ��� D O�� '
B � Z $('P� 2n. � 0 7&8¯B ��� 2±. � 0 �S8U�¯Z $ £ B � D ��� 2±. � 6�6�8[m ��KGK�� ½Æ'¯B/m ������� F ¡�K�� %�D � � � # � $ £ B �N��£ F ��� � ��� 'E'ED ���
� # �n���£� FJ�

] # � k�B � e �SO B ¡�¡j��� ��DLFHB � D ���T� B � B K ' � ¨ �>£ ' �P�ª���u�j� ����� F�D �j��� # ��� �	�����b� m � # �|�£� 'ED ��£ B K 
��PKL�
�n���J� D �1£�£ F D �]� # � ^ � # � � � D � � �n�b� $ £ B � D ���¼2n. � T�T 8�½Æ#�D � #�B ¡�¡c� B � '�D � ^ �n� � . �V6Y� - �C�¯'ED � � � # � ' ���P¡ '
��£u�EK D �j��� B�¨ �SO�� Z $!� 2 Z[� 0 8 �����j�Z� B K��P£�K B ��� '

∫ ∞

0

dω g′2(rA, ω)

∫ t

t0

dτ e−i(E0/ � +ω)(t−τ)ψ1(τ)

' ψ1(t)

∫ ∞

0

dω g′2(rA, ω)

∫ t

−∞

dτ e−i[ � ω−Ẽ1(
�
A)+E0](t−τ)/ �

=
[
iδω′

1(rA) + Γ′
1(rA)/2

]
ψ1(t)

2 Z[�V4&8

½Æ# ����� ½ � #�B O������n� B KLK���� Z $,� 2±. � j 6�8�B ��� D �N�����(��£j�n�P� Z $1'P� 2±. �V4 - 8�B ���	2±. �V4�6&89� ^ £ ¨�' � D �E£u� D � �
Z $1'�� 2±. � j 6&8CB ���l2 Z[� 4�8[D �N��� Z $!� 2n. � T�T 8CB ���3£ 'oD � �HZ $,� 2±. � T&j 8 �j���j��
=��� '

ψ̇1(t) =
[
−iE1/~− iδω′

1(rA)− Γ′
1(rA)/2

]
ψ1(t)−

1
2
iΩR(rA) sin θ e[−i(E0/ � +ων)−γν/2](t−t0)

− 1
4
Ω2

R(rA)

∫ t

t0

dτ e[−i(E0/ � +ων)−γν/2](t−τ)ψ1(τ).
2 Z[���S7&8

<¸%�½ � D � D � �
ψ1(t)

D �C� # � m ��� F � mMZ $,� 2±. � T 4�8 �u� #�DL' �£� ' £YK�� DL' ��� B � 'om ��� F �P�]���

φ̇1(t) = −1
2
iΩR(rA) sin θ e{−i∆( � A)−[γν−Γ′

1
( � A)]/2}(t−t0)

− 1
4
Ω2

R(rA)

∫ t

t0

dτ e{−i∆( � A)−[γν−Γ′
1
( � A)]/2}(t−τ)φ1(τ),

2 Z[�����{8

B ��� B/m ���n�[� D �	�������N� D B � D � �X½ÆD � # ��� ' ¡c�n���b���
t
� ½ � B ��� D O�� B � Z $,� 2±. � 4�7�8U�
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F mag(rA, t)
B�' �u��
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����� B � D � � \ ½CB O�� B ¡�¡j�£� ��DGF�B � D ��� ¨ � ½ � D ������� D �ª� # � m ��� F

F mag(rA, t) =

{
d

dt

∑

λ=e,m

∫
d3r′

∫ ∞

0

dω

iω
〈ψ(t)|d10×

[
∇× � λ(r, r

′, ω)
]
·f̂λ(r

′, ω)|1〉〈0|

× |ψ(t)〉

}

� = � A
+ C.c.

2 �����{8

B ��� ' £ ¨�' � D ��£¨� D ���]� m Z $,� 2±. � j 4&8¸m ���
|ψ(t)〉

�£� ' £�K�� '¯D �

F mag(rA, t) =
iµ0

π

∫ ∞

0

dω ω
d10×

[
∇×Im � (r, rA, ω)·d01

]
� = � A

g(rA, ω)

d

dt

[
ψ∗

1(t)ψ0(ω, t)
]
+ C.c.2 ��� - 8
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ψ1(t)
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|ψ1(τ)|
2 7→ |ψ1(t)|

2
B ���¦K�� ��� D � � � # �³K�� ½ ��� D �N��� � � B \

� D ���3K DGFHD �Â���P���`���
−∞

�§���j��
=��� ' � #=B �b� # � FHB�� �j� � D �t¡ B �£� � m � # � AC" m �������;O B � DL'E# � 'Æm ��� ½ � B�e
B ��� F	
 
���KG���n��£�¡YK D � � � ½Æ# �P�`� # � 'o%(' ��� F DL'[D � D � D B KGK % ¡u����¡ B ���P� D ��� # � ' � B ���

|1〉|{0}〉
�

� ��� ' ���£��� ��B ��� F 
 
��PKL�C�n��£Y¡�K D � � � Z $,� 2±. �G�S7�7&8CF�B5%3¨ � 'oDLF ¡�K D 
���� ¨&%JF � B � ' � m$Z $,� 2n. �G�57 0 8U�
� ��KLK�� ½ÆD � � � # � ' ����¡ ' ��£u�EK D �j� B�¨ �SO�� Z $,� 2n. �G��� - 8tB ���¼� DL' � B �E� D � � ����� F�' � m ���E�j���

O[γ(rA)/ων]
�

���j��� ¨ � B�D � '

F mag(rA, t) = e−γ( � A)(t−t0)

[
c∗−(rA)c+(rA)e−iΩ( � A)(t−t0)

∆(rA)− Ω(rA)− i
[
γν − Γ′

1(rA)
]
/2

−
c∗+(rA)c−(rA)eiΩ( � A)(t−t0)

∆(rA) + Ω(rA)− i
[
γν − Γ′

1(rA)
]
/2

]

× µ0ωνγνΩR(rA)d10×
[
∇×Im � (r, rA, ων)·d01

]
� = � A + C.c.

2 ���V6&8
½Æ#�D � #�B/m ���n�[�j� � K������ D � � ����� F�' � m � # � m ��� F

[γν − Γ′
1(rA)]/2

m £j� � # ��� 'EDGF ¡�K D 
�� ' ��� Z $,� 2±. ��� -/. 89�
� - 7
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