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I N T R O D U C T I O N

Dans les expériences de transfert thermique, en convection forcée, dans un canal chauf-
fé électriquement, on calcule généralement la température de la face du canal en contact avec
le fluide, à partir de la température mesurée de la face isolée. Lorsque la géométrie du canal
est simple, ce calcul est élémentaire, dans son principe, si l'épaisseur de la paroi est cons*
tante.

Or, un procédé de mesure de la température de la face isolée consiste à souder un ther-
mocouple directement sur cette face. Cette méthode, qui demande certaines précautions en cou-
rant continu, offre l'avantage de réduire inertie et résistance thermiques du capteur. Mais, par
ce procédé, on mesure en fait la température au sommet de la goutte de soudure, dont les dimen-
sions sont comparables i l'épaisseur de la paroi.

On a été ainsi conduit à étudier l'influence théorique d'une perturbation locale de l'épais-
seur de la paroi sur la température de cette paroi. Ce problème offre d'ailleurs un intérêt, indé-
pendamment de ce procédé de mesure, car une paroi de canal peut présenter des inégalités d'é-
paisseur, susceptibles de modifier la répartition de la température, d'une façon appréciable pour
le calcul de l'écart de température entre faces.

Nous schématisons le problème en supposant que la paroi chauffante est constituée par
une plaque plane, de dimensions transversales très grandes. D'autre part, le gradient longitudi-
nal de la température dans l'écoulement étant faible, devant le gradient dans l'épaisseur de la
plaque, nous supposons que l'écoulement en contact est isotherme. Enfin, nous faisons l'hypo-
thèse que la plaque et la perturbation géométrique constituent un milieu homogène de conducti-
vités électrique et thermique constantes. Cette hypothèse, qui donne un schéma mathématique
simple, n'est sans doute que grossièrement approchée dans le cas où la perturbation géométri-
que est constituée par une goutte de soudure.

Nous traitons dans cette note divers problèmes aux limites, posés par la question de me-
sure exposée ci-dessus. L'étude de ces problèmes d'ordre mathématique, qui présentent un inté-
rêt en eux-mêmes, nous permet d'é lucider le rôle de divers paramètres et de donner des résultats
intéressants concernant la perturbation de la température de paroi.



Chapitre

PROBLEMES ETUDIES - EQUATIONS GENERALES

?. PROBLtHE

On considère une plaque, de dimensions transversales infinies, dont une face est plane,
et dont l'autre facr, est plane, parallèle à la première, sauf sur une région où elle présente une
bosse. La face plane est en contact avec un écoulement isotherme, et l'autre face est isolée
thermique ment. La plaque est chauffée par effet Joule, le courant électrique étant uniforme loin
de la bosse. Les conductivités électrique et thermique sont constantes. Cela étant, on se pro-
pose de calculer la répartition de la température sur la face isolée.

2. EQUATIONS GENERALES

Nous allons former les équations générales du problème ci-dessus. Nous rapportons la

plaque i un système d'axes Ox, yx z, l'axe 0z, étant normal à la plaque, et l'axe 0xx coïn-

cidant avec la direction du courant électrique à l'infini.

D

+ e

0

En appelant e l'épaisseur de la plaque, en dehors de la bosse, le domaine de la pla-
que, que nous désignons par D, est limité par le plan zx = + e et par une surface (5 j ) re-
présentable par l'équation

et telle que

(1.2)

= 0

7X)

en dehors

surfx < 0

S étant la région de la bosse.

Lorsque la surface (S ) est cylindrique, de génératrices parallèles à Oy , f étant alors

fonction de Xj seul, le problème est à deux dimensions, compte tenu des condition s à l'infini.



Nous l'appellerons problème bidimensionnel.Dans le cas général X est bornée, et la solution
dépend des crois variables. Nous dirons que le problème est tridimensionnel.

Etablissons les équations et les conditions aux limites auxquelles satisfont la tempé-
rature e et le potentiel électrique \J , dans le domaine D de la plaque.

La conductivité électrique a étant constante, et le courant à l'infini uniforme et paral-
lèle à l'axe 0xl la fonction \ ) l vérifie l'équation et les conditions aux limites

(1.3) AlT,= 0

(1.4) d\Jx= g sur zx - e et (Sx)

dn

(1-5) V j =-*"*] pour *2 + y* = + oo
- J r ~ 1 - 1

a

A étant le Laplacien, -7— la dérivée suivant la normale extérieure du domaine D, , £ la
dn 1 0

densité à l'infini.

Le dégagement local de chaleur dû à l'effet Joule est

a grad2 \ J }

et la conductivité électrique À étant constante, la température 0 et le potentiel électrique

'\X\ s o n t liés, dans Dj , par l'équation

(1.6) A A0j + a pad2 U J = 0

Sur fS; A où la plaque est isolée thermiquement, on a

d$
(1.7) -—- = 0

dn

Sur la face 2 j = e , la plaque est en contact avec un écoulement, supposé isotherme.

Si le coefficient de transfert était infiniment grand, la face en cause serait également isotherme.
Mais, dans le cas général, sur la face mouillée Zj = e , on a pour la température, la condi-
tion :

de,
(1.8) x —J- + h re, - ef ) = 0

dn I

où h désigne le coefficient de transfert, 0 , la température constante du fluide, et —— la
/ dn

la dérivée suivant la normale extérieure.

Les fonctions 0 (% , v , z ) et \J (x , y , z ), sont donc solution, dans le

domaine D. du problème aux limites défini par les équations (1.3), (1-6) et les conditions (1.4),

(1.5). (1.7), (1.8).



Nous allons écrire ce système en utilisant des variables réduites et, pour cela, nous
considérerons d'abord le cas élémentaire où la face {$ ) est plane.

3 CAS DE LA PLAQUE PLANE

Si les deux facer sont planes, c'est-à-dire si / = 0 il est facile de voir que la tempé-
rature est donnée par

(1.9) 0 = 0 + i — î + - ià- ( e2- z 2)
1 ah 2a\ l

Les deux faces sont alors isothermes, l'écart Ap de la température dans la plaqu.: sst

io2 e2

(1.10) An = -

et l'écart A/ entre la température de la face mouillée et celle du fluide est

(1.11) A^ = — Ap

en ayant posé

(1.12) c - -SJ_
A

C est un nombre de Nusselt qui jouera un rôle important dans la suite des calculs.

4. EQUATIONS EN VARIABLES REDUITES

Nous supposerons que les températures sont repérées par rapport à la température cons-
t a n t e d e l ' é c o u l e m e n t , c e qu i r e v i e n t à s u p p o s e r Q , - 0 .

Nous introduirons les coordonnées réduites :

(1-13) x - %x/e y - yx / e z = zx / e

et la température réduite 6 définie par

(1.14) 6 = —L
Ap

Enfin, nous remplacerons *\j par \J avec

(1-15) \J =A
i e
0

Avec les nouvelles variables, l'épaisseur et l'écart de température entre faces, en l'ab-
sence de bosses, sont égaux à l'unité, et le domaine de la plaque, que nous désignerons par D ,
est limité par le plan z = + / et p*r la surface (S) d'équation:

(1.16) z = f (x, y)

qui se déduit de (Sx ) par une homothétie de centre 0 et de rapport — .



Avec les changements de variables et d'inconnues (1.14), (1.15), (1.16), les équations et
l i s conditions (1.3) à (1.8) conduisent au système :

(1.17) A"U" = 0

(1.18) A0+2grad2 \J = 0

(1.19) lH= 0 sur z - + 1 et (S)
dn

<?1P
(1.20) ——= l ptur x2 + y2 = + «

(1.21) — - = 0 sur

dû
(1.22) ——

dn

5. PROBLEMES ETUDIES

Nous considérerons le problème qui consiste à déterminer les valeurs prises sur (S), par
la solution d du problème ci-dessus, dans les trois cas suivants :

1° - le problème est bidimensionnel et le coefficient de transfert h est infiniment grand,

2° - le problème est bidimensionnel et h est fini, constant,

3° * le problème est tridimensionnel, h infiniment grand.



Chapitre II

PROBLEME BIDIMENSIONNEL. LORSQUE LA FACE MOUILLEE EST ISOTHERME

6- Lorsque la surface (S) est cylindrique, de génératrices parallèles à Oy, la température
et le potentiel ne dépendent que des deux variables x et z . Le problème aux limites est alors
défini dans le domaine D du plan Oxz limité par z = + 1 et par le profil (S) intersection
de la surface (S), avec ce plan.

Si le coefficient de transfert h est très grand, on peut supposer que la fac - mouillée
est i même température que l'écoulement, et par suite est isotherme. Dans ce cas, la condition
(1.22) se réduit à

$ - 0 sur z = + 1(2.1)

La résolution du problème repose alors sur la représentation conforme, avec correspon-
dance des points à l'infini, de D sur la bande rectiligne B , d'un plan OXZ d'équation
0 < Z < / , - « < , X < + « .

+ i

D
0

/

B

Z

+ i

0

(S)

Compte tenu de ce que pour F quelconque, on a

\F2 = 2 F A F + 2grad2 F

le système des équations (1.17), (1.18), est équivalent au système

/i-»\ A i r — n(2.2) A \T = 0

(2.3) A (6 + \f ) = 0

qui se conserve dans une transformation conforme.

de
: de la forme B = =

dn dn
D'autre part, les conditions à la frontière, qui sont

se conservent également dans l'application de D sur B . Enfin, compte tenu de l'allure dcD,



le module de la transformation est égal i un, à l'infini, et il s'ensuit que la condition (1.20) à
l'infini se conserve aussi. En résumé, l'application de D sur B conserve l'ensemble des équa-
tions du problème.

Or, dans la bande rectiligne B , la solution du problème est

(2.4) 6 = / - Z2

et par suite, 6 est constante et égale à l'unité sur Z = 0 image du profil (S).

En conclusion, dans les hypothèses faites, la température sur la face isolée (S) est
constante, et égale à la valeur qu'elle aurait si cette face était plane.
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Chapitre HI

PROBLEME BIDIMENSIONNEL, DANS LE CAS GENERAL

7. EQUATIONS GENERALES

Nous allons rappeler les équations du problème bidimensionnel, dans le cas général, en
variables réduites.

Dans le domaine O , du plan Oxz , limité par r = + / et par la courbe (S), d'équa-

tion

(3-D z = f (x)

où / est négative, bornée, et nulle pour \x\ assez grande, les fonctions 6 (x, z) et \f (x,z)
sont solution du système des équations et couditions aux limites ci-après :

(3.2)

(3.3)

(3-4)

(3.5)

(3.6)

dn

dx

de
dn

II
dz

= 0

V = 0

= 0

= 1

= 0

+ c d - 0

sur * = + / et (S)

pour x - t ••

sur (S)

sur * = 7

Rappelons qu'avec les variables réduites, l'épaisseur de la plaque, dans la région pla-
ne, et l'écart de température entre faces, loin de la bosse, sont égaux à l'unité. La température
du fluide étant prise égale à zéro, celle de la face mouillée loin de la perturbation est alors éga-
le k 2/ c, c étant le nombre de Nusseît défini par (1.12).

Dans la représentation conforme, utilisée au chapitreII, les équations et conditions aux
limites du système se conservent à l'exception de la condition (3.7).

D

0



Sur l'axe Z = + 1 , le module de la transformation qui applique B sur D est une fonc-
tion analytique de X , que nous désignerons par 1 + <f> (X) et il résulte de l'allure à l'infini
de D , que <f> ainsi que ses dérivées successives, sont des éléments de l'ensemble L des
fonctions de valeur absolue intégrable sur -», + « . La propriété pour 0 d'appartenir à L sera
importante pour la suite des raisonnements. Le domaine D étant connu, <f> est déterminée.

Par définition de <f> , on a sur Z = + /

dz
(3.6) — = / + <t>

oZ
et par suite, la condition (3.7) devient dans le plan X, Z

(3.9) + c (l +d>) d = 0
dZ

Dans la bande rectiligne R , la solution U (X, Z) de l'équation (3-2) et des condi-

tions (3-4), (3-5), est

(3.10) U = X

de sorte que l'équation (3.3) s'écrit dans le plan X, Z

(3.11) A0 + 2 - 0

La fonction

(3.12) T = 1 - Z 2 +
0

est une solution de (3.11) qui vérifie la condition (3.6) sur Z = 0.

Nous poserons

(3-13) 6 - To + T

II résulte de ce qui précède, que T (X, Z) est harmonique, dans B et vérifie la condi-

2

c

«9 T
tion = 0 sur Z = 0.

d/

Sur Z = + 1, 6 satisfaisant à (3-9), et Tg ayant l'expression (3*12), la fonction T

vérifie la condition

(3 .14) J L L + c (1 +<f,) 7 + 2 0 = 0
èZ

La fonction To , qui a l'expression (3-12), sst constante et égale à. 1 + 2 c sur Z = 0.
La détermination de la température, sur la face isolée, se ramène donc à la détermination des
valeurs prises sur Z - 0 par la fonction T (X, T.), harmonique dans la bande rectiligne R,
ayant une dérivée normale nulle sur le côté Z - 0 et qui, sur le côté Z = + /, vérifie la
condition frontière (3-14).

Nous rechercherons les solutions de ce problème, qui s'annulent à l'infini- Cette condi-
tion exprime que la température loin de la bosse n'est pas modifiée; ou encore que 7" repré-
sente la perturbation de la température, due à la bosse.

10



$. PROBLEM POUR T .

Le problème posé par la détermination de T peut s'énoncer, sous sa forme générale,
comme suit :

Trouver les valeurs prises sur Z = 0, par T (X, Z) harmonique dans la bande rectiligne
B , 0 < Z < 1 , nulle à l'infini, et qui vérifie les conditions frontières

(3.15) IL = o sur Z - 0
âZ
dT

(3.1^) + c H + <p) T + i/f = 0 sur Z = + /
dZ

où c est une constante positive, <f> et tf/ des fonctions de X qui sont des éléments de L
ayant une dérivée bornée.

Dans le cas que l'on considère, on a d'ailleurs

(3-17) t/, = 2 0

Nous définissons la solution T du problème ci-dessus comme limite d'une suite de
fonctions Tn , 1 ̂  n < + «» qui se déterminent par récurrence, comme solution du problème
linéaire à coefficient constant c: après :

Les Tn sont des fonctions harmoniques dans fi , nulles à l'infini, ayant une dérivée

normale nulle sur Z ~ 0 et qui sur Z = + / vérifient

dT
(3-18) L + e 7" + ^ = 0

SZ

(3-19) t l l . + c T
n

 + ^ + C<Ê £ . , ~ 0
9Z

Si l'on pose

(3.20) f, = t,

(3.21) Tn-Tn.x= tn

les tn sont des fonctions harmoniques dans B , nulles à l'infini, ayant une dérivée normale

nulle sur Z = 0, et qui sont définies par récurrence par la condition de vérifier sur Z - + 1

dZ

(3-22)

—
dZ + C ' n + C ^ ' » i

Si les tn existent, et si la série 2 tn converge uniformément sur B et sa frontière,
la série

(3.23) T = I tn

sera solution du problème posé.
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Les fonctions ^ et ^ sont des éléments de L , doués d'une dérivée bornée. Si les
t sont bornées, et on. une dérivée bornée, les fonctions^ <f>tn f X, 1 ) appartiennent aussi à L

et ont une dérivée bornée. La détermination des tn , par récurrence, et l'étude de la convergence

et de l'erreur commise en n'utilisant qu'un nombre fini de termes de la série (3-23) conduisent
donc à former la solution du problème linéaire, à coefficient constant, énoncé ci-après, et à cons-
truire, a priori, une majoration de cette solution-

9. UN PROBLEME LINEAIRE A COEFFICIENT CONSTANT

Etant donnés une constante positive c , et un élément $ (X) de L , ayant une dérivée
bornée, soit à déterminer, et à majorer a priori, F (X, Z), harmonique dans la bande B , 0 < Z
< 1 , bornée sur B et sa frontière, ainsi que sa dérivée —— , et qui satisfait aux conditions
aux limites

(3.24) £-- = 0 sur Z = 0
dZ

dF
(3.25) T 7 + c F = <I) sur Z = + 2

Pour construire la solution F (X, Z) du problème ci-dessus, nous utiliserons la trans-
formation de Fourier. Nous supposerons que les différentes opérations effectuées sont légitimes,
et nous vérifierons, a posteriori, que la fonction F (X, Z), ainsi formée, est bien solution du
problème.

Cette transformation, et les propriétés du produit de composition, conduisent facilement
à l'expression suivante de F :

i,Z) = K
J .oo

(3-26) F(X,Z)= | K (u,Z)<t>(X-u)du

avec

(3.27)

et

(3.28)
ÇshÇ + c ch

Un calcul de résidus pour l'intégrale (3*27) donne pour le noyau K de la formule (3-26),
le développemenf ci-après

Z cos IL cos u_ Z
(3.29)

+ i sin 2

les p éta*r tes racines positives de l'équation

12



(3.30) fi tgti = c

Nous allons maintenant vérifier que la fonction F (X, Z) donnée par les formules (3.26)
et (3-29), est bien solution du problème étudié.

On établit facilement les propriétés suivantes du noyau K :

1°) K est harmonique dans B . 2°) il a une dérivée normale nulle sur Z = 0. 3' ) K et
dK

sa dérivée ont une singularité logarithmique sur Z - 1, pour X = 0, et ces deux fonc-

tions tendent exponentiellement vers zéro, lorsque | X\ tend vers l'infini, et cela sur R et sa

frontier». 4e) sur Z - 1, pour X ^ 0, K satisfaite la condition

(3-31) — + cK = 0
dZ

La fonction • étant continue et appartenant à L , il résulte des propriétés ci-dessus de
K , que F , qui est donnée par (3-26), satisfait, à l'exclusion peut être de la relation (3.25),
aux conditions imposées à la solution. Reste à vérifier que la condition (3*25) est bien satisfaite.

A l'intérieur de la bande, on a

(3.32) — + cF = \ H (u,Z) * (u-Z) du
âZ J —

avec

dK
(3.33) H = + c K

dZ

La formule (3*32) peut s'écrire

dF . ^(3.34)
dZ

(X) I // (u, Z) du + H

La fonction U (u, Z ) a une singularité polaire sur Z = + I, pout u = 0, et elle est
nulle, d'après (3«31), sur Z - + 7, en dehors du point u = 0. Il s'ensuit que si * a une dérivée
première bornée, ou plus généralement si 4 est hôldérienne, la dernière intégrale de (3*34) tend
vers zéro lorsque Z tend vers 1.

D'autre part, pour 0 ^ Z < 2, on a

- d —
H f X Z ) d X = K fF Z ) + K fê

•9Z
J.

d'où

(3-35) H (Xt Z) dX - K (0,Z) + — K (0, Z)
d 2.

et. compte tenu de (3.28), cette dernière quantité est égale à 1

13



Il résulte de ce qui précède que l'on a bien

lim c F + — = * (X)

Construisons maintenant une majoration du nombre

.36) H F H = M a x | F ( X , Z ) \

Le développement (3-^9) montre que le noyau K est positif pour Z = I. Comme K \ une
'. Privée normale nulle sur 7. - 0 \\ s'ensuit que K est partout positif. On a donc d'après (3-26)

(3.37) || F || < M a x \ < t > \ C ° ° K ( X , Z ) dX

Mais on a

(3.38) l K (X, Z) dX = K (0, Z)

et d'après (3-28)

'3.39) K (0,Z) = -
c

Des formules qui précèdent, il résulte la majoration ci-après

(3 .40) || F || < _L Max |<D|
c

10. EXPRESSION DE T.

Revenons au problème exposé au paragraphe 8. Les fonctions é et <+> sont, par hypothèse,
des éléments de L , ayant une dérivée bornée, et d'après les résultats qui précèdent, les fonc-
tions tn qui satisfont aux conditions (3* 21) et (3.22) sont données par récurrence, par les for-
mules

(3.41) K (X-u, Z) $ (u) du

\
(3.42) t " c l K(X-u, Z) <p(u) tnx(u) du

et elles admettent sur B et sa frontière, les majorations suivantes



(3.43) I tj <_ L Max \ 0 |
c

\ t n \ £ Max | 0 | . M a * | *n.,|

d'où

(3.44) \t\ < Max \é\ [Max\xf,\]n'1

n

c

Si donc on a

(3.35) Max \4 I < /
la série (3.23) sera uniformément convergente sur fi et sa frontière, et elle sera solution du
problème considéré.

Dans le cas particulier où T est la perturbation de la température, \!J est donnée par
(3-17). Sur l'imaee Z, = 0 du profil (S ), l'écart entre la température réduite et sa valeur à l'in-
fini sera égale à '

(3.46) T (X, 0) = ï in (X, 0)

les tn (X, 0) étant donner s p«

(3.47) t (X, 0) = - 2 I K fX-u, 0) 0 (u) dur
t(X,O)=-c K(X-u,0)ij>(i) t (u) du
n n-\

avec K (X,0), ayant d'après (3.29) l'expression

(3.48) Z cos u. e
^2

Enfin, les tn auront sur ^ = 0, d'après (3.17), (3-44), les majorations ci-après :

(3.49) \tn(\.O) | £ —
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11. FONCTION ï

La fonction (j> qui intervient dans les formules résolutives est caractéristique du pro-
fil (S); mais elle ne pourra être explicitée que pour les types particuliers de domaine D pour
lesquels on sait effectuer, d'une manière explicite, l'application conforme sur la bande recti-
l ignc

On va indiquer quelques propriétés de la fonction <j> qui seront utiles pour étudier qua-
litativement la perturbation de température T , et pour en calculer des approximations.

1°) Si le profil f S j e s t tout entier en dessous de la droite z = 0, on a

(3-50) 0 > 0

Ceci résulte immédiatement de la considération dans la représentation conforme, de la
fonction z ( X, Z. ) - Z qui est harmonique, nulle sur ,£ = + / , négative sur Z = 0 et par con-
séquent négative à l'intérieur de fi . Il s'ensuit que JL- (z-Z)\ >0; D'où (3.50) .

dZ z = + ~

2°) Soient Dj et D2 deux domaines du type D , <£j et <p2 , les fonctions 0 corres-

pondantes. Si D contient D , on a

Wax \<j>i\(3.51) Mat | tf2 | >. W j i

Pour établir (3-51) on considère la fonction Z 2 (x, z ) • Zj '%, z); Z j et Z2 étant

re la t ives aux représentations conformes de D et D sur fi . On a Z^- Z = 0 sur z = / ,

Z-Z.< 0 sur (SI, d'où Z - Z , > 0 dans D, , et J- f Z , - Z ) < 0 sur z = 1 . D'où
a z

(l + «V - ^ + ^ ' ' ^ e t c o m P t e t e n u d e f^-50), on en déduit (3-51).

Pour calculer une majoration de | <f> |, nécessaire à l'étude de la convergence des appro-
ximations, on pourra alors considérer le profil S* , de forme rectangulaire, qui contient (S),
et pour lequel la fonction 4> peut s'expliciter.

72. CONCLUSION

Lorsque la condition (3-45) est vérifiée, ce qui a lieu si les dimensions relatives de la
bosse ne sont pas trop grandes, la perturbation 6- d^ de la température sur la face isolée est
donnée par

(3.52) 0- 6^ = A , f t + . . . + t + . . . )

A r désignant l'écart de température, loin de la bosse, entre la face mouillée et l'écoulement, et

les t étant données, par les formules (3-47), (3-48) dans lesquelles le nombre c est Idi-mèn.e

donné par les expressions (1.11) ou (1.12).

16



(3.53)

On a, de plus, les majorations ci-après

U I <. (Max \<f>\ )n
n

(3.54)
0-0, Max | <f> |

Î-Max \<j>

(3.55)
0-0 . n

2 tn

(Max \<j>\)n

l-\\ax | 0 |

Enfuit de ce que <f> et le noyau K sont positifs, il résulte que les différents termes de
la série (3-52) sont négatifs. La perturbation de la température due à la bosse est donc négative.
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Chapitre IV

PROBLEME TRIDIMENSIONNEL

7J. INTRODUCTION

Nous allons étudier le problème tridimensionnel, lorsque l'on fait l'hypothèse que la
face mouillée est isotherme. Nous montrerons que, dans cette hypothèse, la bosse a pour effet
de perturber la température de la face isolée, contrairement à ce qui se passe dans le cas bidi-
mensionnel étudié au chapitre II. En supposant que les dimensions relatives de la bosse sont
petites, nous calculerons la première approximation de la perturbation de la température.

14. EQUATIONS D'UNE PETITE PERTURBATION DE LA TEMPERATURE

Si les dimensions de la perturbation géométrique sont petites, il s'ensuit que la pertur-
bation de la température est également petite. I-e problème sera alors, en première approximation,
un problème linéaire, posé dans un domaine limité par deux plans parallèles, et dont nous allons
établir les équations générales, en variables sans dimensions.

En l'absence de bosse, les fonctions \f et 6 , que nous désignerons par TT et
# , sont
' o

(4.1) V = *
o

0 = 1 - z2

o

Ces fonctions sont prolongeâmes dans le domaine D et les perturbations V et T des
fonctions \[ et 0 y sont définies par

(4.2) V = V- V o

T = Q - eo

Les fonctions \J et 6 satisfont aux équations (1.17) et (1.18) d'où il suit que,
compte tenu de (4.1) et (4.2), les perturbations V et T vérifient les équations

(4.3) A V - 0

(4.4) A T + 4 + 2 grad2 V = 0

cette dernière se réduisant, en première approximation, à

(4.5) A T + 4 — = 0

18



En dehors de la surface (S), les perturbations V et T satisfont AUX conditions à la
frontière

(4.6) — = T = 0 (Z = 1)

dz

(4.7) T - V = 0 fx2+ y2= + eo)

Sur la surface (S), d'équation r - / fx, y) et dont nous désignerons par a, ft, y
les cosinus directeurs de la normale extérieure, les fonctions \j a et % . qui ont les expres-
sions (4.2), vérifient

(4.7) a J « = a

(4.8) ± 1 = - 2 y /

Sur (S), on » = = O et il s'ensuit que les perturbations V et T sa-

tisfont aux conditions à la frontière

(4.9) — = - a (z - f)

(4.10) JLL = ? y / (z = f)
di

Si l'on suppose que / est petite ainsi que ses dérivées premières et secondes, les in-
connues jouissent alors des mêmes propriétés sur D , frontière comprise, et on a, au second or-
dre près,

(lin m = m
Z = O 2 = /

m = [7-]
z = o z — f



et aussi

(4.12)

(il i
dZ

IL
'dn

z -••

a = — ; a = 1
dx

J'où, compte tenu de (4.9) et (4.10), on a, toujours au second ordre près

(4.13)
dZ

IL
dx

Z = 0

till
dZ

= 2 f

z -o

II résulte de ce qui précède, que dans les hypothèses que l'on a désignées, les perturba-
tions V et T du potentiel et de la température, sont égales, au second ordre près, à la solu-
tion du problème linéaire aux limites ci-après, posé dans la bande rectiligne :

(4-14) A V = 0

(4.15)
SI'

dZ
= 0 = + / ;

(4.16) IL il
dZ dx

(z = o)

(4-17)

(4.18)

AT + 4 — = 0
dx

T = 0 (z = + 1)
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(4.19) ÔL = 2 f
d /

(z - o)

(4.20) T - V - fx2 + y 2 = + •

75. METHODE DE RESOLUTION DU PROBLEME LINEARISE

Nous allons former l'expression de la solution T (x, y, z ) du problème défini par le
système (4.14) i (4.20). Mous utiliserons 1* transformation double de Fourier. Si y Sx, y, z )
est une fonction définie pour - M < x < + «> et si la transformation esr légitime, nous po»
seron s :

(4.21)
2n

ao +

,}>(x,y,z)dxdy

Les hypothèses faites sur f justifient la transformation des équations et conditions
aux limites (4.14) à (4.19).

Tenant compte de ce que

ri2) 9
a >:

(4.22)

-— = + «

le système transformé, et dont les inconnues sont V (Ç, r\, z) et T (£, rj, z ), s'écrit :

(£2+2) F(4.23) = 0

(4.24) = 0 = n

(4.25)

az

(4.26) r + - — +4 i =0 < z <n

(4.27) 7 = 0 fr - It

(4.2R)
dT

2( f z - o )

21



La résolution de ce système est élémentaire. En posant

(4.29)

On trouve

(4.30)

puis

(4.3D

F =. i g y ch p ( l "z)

T = f

soit, sur z - o :

p sh p

shp(l-z) 2ri2 shp(l-z)

p2sh p

(4.32) T (Ç, r,,o) = ' f

p3 sh p

En particulier, dans le cas bidimensionnel, la variable TJ disparait, on a £ = p , et la
formule (4.3D s'écrit

(4.33) T 2z

shÇ

II s'ensuit que T , et par conséquence T , sont nulles pour z - o • On retrouve là,
dans le cas particulier des petites perturbations, le résultat établi au chapitre II.

Revenons au cas tridimensionnel; si l'on pose

(4.34)

la formule (4.32) s'écrit

(4.35) F f (, TJ, o ) = K . J

et par suite, la fonction T est donnée, sur z - o par

4- 00 + OO

(4.36) T f x , y , o ) = - L K y-v) f fuv) dudv
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le noyau K étant la transformée inverse de K soit

(4.37) K (x,y) = '
2n

' ' KK (Ç,rf) dç tir]

00 * - o c

Nous allons chercher à expliciter le noyau K (x, y) de la formule (4.35) qui donne
T f x, y, o).

H. CALCUL DU NOYAU K

Le noyau K a l'expression

(4.38) K (x,

H
et par le changement de Tariablcs

x - T cos 0
y - r sin 0

Ç - p cos
H - p sin

on a

(4.39)

avec

(4.40)

K (x,y) = // fr,O)

r f2'
(r,0)--J~\ thp dp \ cos[preos(0-$)]si*2tp

• \ .

Un calcul facile montre que

cos [rp co&(0- <p)] «

(4.41)

cos (r p cos H ) in - cos 2 6 cos ftp cosu) cos 2 n du
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et, en utilisant les relations

2n

(4.42) cos ( rp cos u) du - 2 n l (r p)

on obtient

(4.43)

avec

cos(rpcosu) ces 2 u du = 2n J (rp)

ti (r,0) = - F (r) + cas 20 F (r)
o 2

h ( r ) = | t h p . ]Q ( p r ) d p

' o

(4.44)

f (r) = thp . J fpr i dp

(4.45)

On peut développer F (r) et F (r) en série.

Pour p > 0 on a

thp = 1 - 2e + 2 e + .... + (- l)n 2 e

d'où, pour r positif

(4.46) thp J (rp) dp = I J (rp) dp

+ 2
- 2nrt

e 70 (rp) dp
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La série du second membre de (4.45) est uniformément convergente pour 0 <( <tx .11
s'ensuit que (4.46) est encore valable pour € = 0.

Or,

f +'

J (rp) dp = -l

(4.47)

- ap Jo (rp) dp = (a2+

et l'on a donc

(4.48) F (r) =
« r

+. . . f-l)n [(2n)2 + r2 ]

Des raisonnements analogues et les relations

(4.49) J2 ( p r ) d p = -
r

-ap J2 ( p r ) d p = r ~ 7 [ ( u 2 + r 2 ) k - a f ( a 2 + r 2 ),-*

conduisent à la formule

F (T) = — - '*

(4.50)

(4 + r2)* - 2

+ (-1)" {(2n)2 +
((2n)2+ r2)k-2n



17. EXPRESSION DE LA PERTURBATION T

De la formule (4-36) et des calculs du paragraphe 16, il résulte que la perturbation
J(M), au point M de coordonnées x et y . de plan r = o , est donnée par l'intégrale ci-
après, étendue au plan • «o < y <. + «

(4.51) T (M) = — \ K 'Fît) f (P) do
2n J

dans laquelle d(* est l'élément i'aire en P , et avec

(4.52) K (Pli) = - (r) + cos 2 6 F (T)
2

T =

Les fonctions F et F ont les expressions (4.44) dont on a formé les développe-
ments (4.47) et (4.48). * ?

votis allons préciser l'expression de T dans le cas où la bosse est d< révolution. La

fonction / est alors de la forme f=ffp) avec p2 = x2 + y 2

Dans ce cas, les formules (4.51) et (4.52) donnent pour la perturbation T f R, I'J) au

point M de coordonnées polaires lî, ifj

,2n

(4.53)
77/?, rdr [- F (r) + cos26 F (r)]

X ffyj RH r2+2rR cosfO-ifi) ) d 0

o u e n c o r e , e n p a s s a n t 0 - 0 = u ;

(4.54)
+<*>

rdr [-F (r) + cos2(u +IJJ) F (r) ]

'o

2Rrcosu ) du
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ce qui réduit à

(4.55) T

avetf

(4.56)

= 7 (R) + cas 2f f (R)

1 ~"o
2 it

du

T (R)= +-L
2 2n

4-00

rrfr cos2uf(

Jo

cosu) du

Par exemple, calculons la perturbation au sommet de la bosse, où R - 0»

Le terme T (0) est nul et la perturbation a pour valeur en ce point

(4.57) fO) = -

Jo

r F (r) f (r) dr

et le développement (4.48) montrant que

0 < F (r) < ±
T

on en déduit les inégalités

(4.58) 0 < ? (0) <
r + "•

I f (r)\dr

• •

Manuscrit rmçu / • 18 /«iW«r I960
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