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NOUVELLE METHODE DE DETERMINATION DU FACTEUR

D'UTILISATION THERMIQUE D'UNE CELLULE.

I . INTRODUCTION

Le problème mathématique que l'on cherche à résoudre est celui du calcul

du facteur d'utilisation thermique f d'une cellule cylindrique sans gradient longi-

tudinal, composée d'une barre d'uranium de rayon a entourée d'une cavité annulaire

d'épaisseur c - a et d'un modérateur de rayon extérieur b.

On suppose que :

- les neutrons ont une vitesse unique Y,

- la diffusion est isotrope,

- les sources sont uniformes, isotropes et de densité Q neutrons/cm /s dans le

modérateur, et nulles ailleurs,

- la densité en phase satisfait à la condition de réflexion au bord de la cellule.

Il s'agit là, bien entendu, d'un cas schématique et il nous a paru préféra-

ble de tester la formule qui Ta être établie par comparaison avec les résultats

fournis par des méthodes mathématiques éprouvées, plutôt que par comparaison

directe avec les résultats expérimentaux.

Les méthodes mathématiques couramment employées pour la résolution de ce

problème consistent à résoudre directement l'équation de BOLTZMANN à laquelle

satisfait la densité en phase. Elles se rattachent à deux types différents.:

1. - les méthodes d'intégration numérique, dont la plus connue est la

méthode S ' , qui nécessitent un volume relativement important de calculs ;
n

2. - les méthodes basées sur le développement en harmoniques sphériques de

la densité en phase.

(1) Voir le rapport LADC 1948 de B.C. CARLSON : "Solution of the Transport
Equation by S Approximations",

n
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le nombre des neutrons de cette espèce capturés dans le modérateur par unité de

temps et de longueur de cellule.

Ceux qui pénètrent dans le modérateur en r = c. Nous appellerons 2ncJ+(c)r*m

la capture qui en résulte par unité de temps et de longueur de cellule.JV dépend

évidemment de la distribution angulaire des neutrons pénétrant dans le modérateur

en r = c.

Le s captures dues aux deux catégories de neutrons mentionnées devront être

naturellement calculées en tenant compte de la condition de réflexion en r = b et

en admettant dans chacun des cas que la région intérieure r < c est noire, puisque

le courant J (c) tient précisément compte de tous les neutrons qui proviennent

de cette région.

Nous allons maintenant exprimer j - 1 en fonction des quantités JPU, H,!"^.

La conservation des neutrons impose l'égalité de la capture dans l'uranium

et du courant total à la surface intérieure du modérateur. On a donc :

[J+ (c) - J_ (c)l = 2nc J_ (c) p'u
d'où : L -*

J+ (c) = (1 - Fi) J_ (c)

Le courant J (c) se détermine en fonction des sources Q et des paramètres

J~v, j~"* et H en écrivant la relation de conservation des neutrons dans la cellule :

JÏ (b - c ) Q = Capture dans le modérateur + Capture dans l'uranium

= n (b - c ) HQ + 2«cJ^ (1 - PJ) J_(c) + 2JICH J_(c)
d'où : o o

On

ou

en déduit

encore :

••

f

(c) H
n |

2n

J_rm<
- 1 «

[1 -

c2)

1 \

r

(c

u)

)

+ r-J
. r"(i -On

I » L _ FH +
f 1 " l - H I

(1)

Nous avons donc à calculer les grandeurs f^', H et H
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Hypothèses

La première hypothèse que l'on adoptera consiste à admettre que, à nombre

égal d? neutrons entrant dans le modérateur en r = c, la distribution angulaire de

ces neutrons influe peu sur la capture dans le modérateur, donc suri"* . De façon

plus précise, on admettra qu'il est légitime de calculer J~* en remplaçant la

densité en phase véritable des neutrons entrants par la densité en phase isotrope

fournissant

l'isotropie

fournissant le même courant entrant, même si la précédente est assez éloignée de
(3)

La seconde hypothèse à laquelle on fera appel concerne la forme de la den-

sité en phase des neutrons sortant du modérateur en r = c. La quantité J""̂  dépend en

effet de la forme de cette densité en phase.On se contentera d'admettre que celle-ci

est isotrope. Un calcul dont le détail ne sera pas exposé a d'ailleurs été effectué

à partir d'une densité en phase à un harmonique du type A + B cos 8, où 6 est ici

l'angle de la direction des neutrons avec 1& direction radiale. La valeur de f à

laquelle on aboutit ainsi est peu différente, au moins pour de l'uranium naturel ou

faiblement enrichi, de celle obtenue dans le cas d'une densité en phase isotrope,

même pour des valeurs du paramètre d'anisotropie TT importantes en comparaison de

celle susceptible de représenter convenablement la véritable densité en phase des

neutrons sortant du modérateur ; la méthode S. montre d'ailleurs que dans ces cas,

cette densité en phase véritable doit être peu éloignée de l'isotropie (beaucoup

moins que la densité en phase des neutrons entrant dans le modérateur), et que la
D

valeur de -r qui la représente le mieux n'excède pas quelques pour cent.

Cette hypothèse sur l'isotropie des neutrons sortant du modérateur en r = c

entraîne l'isotropie des neutrons entrant dans l'uranium en r = a et nous poserons

par définition :

III • CALCUL DE rg, r n ET H

Calcul de

Avec les hypothèses faites, i 1 représente la probabilité de capture pour

un neutron entrant dans la barre suivant la distribution angulaire fournie par une

densité en phase isotrope ; 2«av JJ"1 représente donc la capture par unité de temps

et de longueur de la barre d'uranium due à une densité en phase entrante isotrope

égale à — en tout point de sa surface.

(3)
v ' Dire que la densité en phase des neutrons entrant dans un milieu est iso-

trope revient à dire que le nombre de neutrons entrant par unité de surface
dans_J'anale solide d Si entourant le vecteur unitaire «ft est proportionnel
à ( il . n ) d XL , où T? est le vecteur unitaire normal à l'interface.
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On considère uu milieu infini diffusant et capturant, alimenté par des

sources uniformes et isotropes donnant naissance à S neutrons par unité de temps

et par unité de volume. La densité en phase, en régime permanent, est uniforme,

isotrope et égale à :

uc T

Soit, dans ce milieu, un cylindre de rayon a. La capture à l'intérieur de ce cylin-

dre est égale à n a . S par unité de temps et de longueur du cylindre ; elle est

encore égale à la capture due aux sources S situées à l'intérieur de ce cylindre,

augmentée de la capture due à la densité en phase entrante isotrope égale à :

uc

en tout point de sa surface - étant entendu que le milieu extérieur est alors sup-

posé être le vide avec des sources nulles.Cette source entrante rend compte en effet

de tous les neutrons qui viennent de la région extérieure au cylindre considéré.

On a donc l 'égalité :

Jta2 S = *a2 (1 - J ) S + 2*av

où 1 - J est défini comme la probabilité de capture "globale", c'est-à-dire le

nombre de neutrons capturés par unité de temps et de longueur de barre, pour un

neutron naissant par unité de temps et de longueur de barre avec une probabilité

uniforme et isotrope dans la barre entourée de vide ; y^ est alors la probabilité

de sortie.

L'égalité ci-dessous fournit l'expression de J""1 en fonction de J :

(3)

D'où
2 a £^c Cf>

= J (3bis)

JL'expression de J sera établie un peu plus loin.

Calcul de H et del
m

On rappelle que :

H représente la probabilité de capture dans le modérateur pour un neutron
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y naissant de manière uniforme et isotrope.

J"1 représente la probabilité de capture dans le modérateur pour un neutron

entrant dans le modérateur en r = c suivant la distribution angulaire fournie par

une densité en phase entrante isotrope ; 2 JTCV J""1 représente donc la capture dans

le modérateur (par unité de temps et de longueur de cellule) due à une densité en

phase entrante isotrope égale à — en tout point de la surface r = c.

Il est entendu que dans les deux cas, la région centrale r < c est occupée

entièrement par un corps noir et que de plus, la densité en phase satisfait en

r = b à la condition de réflexion.

On va d'abord établir une relation simple entre les quantités H et T""1 .
m

Relation entre 1""* et H.

On considère un cylindre de rayon b égal au rayon de la cellule, rempli

cette fois entièrement de modérateur, et alimenté par des sources Q uniformes et

isotropes dans tout le cylindre, la densité en phase étant soumise, comme dans la

vraie cellule, à la condition de réflexion en r = b. En toute rigueur la densité

en phase est uniforme, isotrope et égale à

me

où/~? es t la sec t ion e f f i c a c e de capture du modérateur. S o i t , dans ce m i l i e u ,
un cyl indre de rayon égal à c. la capture dans la zone annulaire c £ r ^ b est égale

2 2
à JI (b - c ) Q ; e l l e est encore égale à la capture due aux sources Q situées dans
la dite zone, augmentée de la capture due à la densité en phase entrante isotrope
égale à

en tout point de la surface du cylindre r = c - étant entendu que l e cy l indre
central est alors supposé noir et sans sources puisque cette source entrante rend
compte de tous les neutrons qui viennent de la région r < c ; d'où l ' é g a l i t é :

n ( b - c ) Q = Jt ( b - c ) H Q + 2 j t c v

me T

On en t i r e T""1 en fonction de H :
m o (h2 2,

P =
 2 tb - c ) Y2 (i _ H)
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Cette formule e s t l ' é q u i v a l e n t , pour l e modérateur, de la formule (3) pour l ' u r a -
nium ; la probab i l i t é de s o r t i e 1 » H y joue l e rôle de la probabilité de sortie j .

Calcul de H.

H représente la probabilité de capture dans le modérateur pour un neutron

y naissant de manière uniforme et isotrope c'est-à-dire la capture due à des sources

uniformes et isotropes de densité égale à • o o la région r < c étant occupée
nib'1 - c )

par un corps noir et la densité en phase devant le plus satisfaire à la condition

de réflexion en r = b. Cette capture peut s'obtenir par intégration sur le volume

du flux neutronique régnant dans cette cellule particulière. On sait que ce flux

neutronique peut se mettre sous forme d'une somme de deux fonctions de r :

L'une que nous appellerons "solution asymptotique", qui satisfait à l'équa-

tion élémentaire de la diffusion avec un laplacien pratiquement égal à

me

L'autre, qui peut être considérée comme une perturbation importante au

voisinage de l'interface r = c et qui s'évanouit quand on s'éloigne de cette inter-

face sur une distance de l'ordre du libre parcours total du modérateur pour de

grandes valeurs de c ; cette distance tend vers zéro avec c.

Dans ces conditions, si l'épaisseur b - c du modérateur est supérieure à

une distance de l'ordre du libre parcours, on peut assimiler avec une bonne appro-

ximation, la capture due à la solution exacte à celle fournie par la solution

asymptotique. Ceci revient en effet à négliger la capture due à la perturbation

devant la capture totale du modérateur ce qui est légitime car le volume dans lequel

cette perturbation n'est pas négligeable n'est qu'une petite fraction du volume

total.

Tout le problème revient donc à déterminer cette solution asymptotique.

Si l'on admet que le courant dû à la perturbation est négligeable en r = b, ce qui

en pratique est toujours le cas, la solution asymptotique vérifie la condition de

réflexion en r = b et il suffit pour la fixer entièrement de connaître la condition

à laquelle elle doit satisfaire à la limite r = c. Si nous appelons <£ (r) cette

solution asyiaptotique, nous supposerons connue la longueur d'extrapolation X,

exprimée en libres parcours — — , définie par :

- c



Cette grandeur sera estimée plus loin. La solution la plus générale de

l'équation élémentaire de la diffusion qui satisfait à la condition de réflexion

en r -• b s'écrit :

1

n(b2 -

avec :

et :

" h

mt me

Kl <Kmb>

La condition en c fixe le paramètre A :

A =

n(b2 - c2]
me

[à (KL o v =è- K A. (K£ m 1

arec :

A,(Kmr) = Ij (Kmb) K j (Kmr) - ^ ( V

L'intégration de la densité permet d'obtenir immédiatement la capture H x

H = 1 - 2c
h2 ,2 'o — c

ou encore :

H == 1

1 +
<

b2c

1

+ b 2 -
2c

c 2 . , (5)

C étant 1*expression :

2b2 * K 2b 2

o

qui, lorsque K^b tend rers téro, a pour limite l'expression classique suirante,
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dont il existe des tables en fonction du paramètre —
c

Expression de •? - 1

D

C

. D
4 "2

C

(6)

En portant dans la formule (2) les expressions obtenues pour J~* , £""• et H

(formules (3bis), (4) et (5) ) on obtient :

7 - 1 b 2 -

a

c2 :
i

I

c m c
—'uc

1 + K2 b2C + - c DC "
(7)

Parmi les grandeurs qui interviennent dans cette formule les seules que

l'on ne sache pas encore évaluer sont la probabimité de sortie J et la longueur

(^extrapolation A*

Evaluation de

On se placera en régime permanent et on supposera qu'il nàtt un neutron

par unité de temps et de longueur de la barre ( J sera alors le nombre de neutrons

sortant par unité de temps et de longueur). On a donc initialement une source uni-

forme et isotrope de densité —s- . On va calculer la capture globale 1 - j due à

cette source ; c'est la somme Ses captures C. aux différents chocs :

1 - J = C. + C- +....+ C +....
i A n

Soit 2-, . la section efficace totale et soit Y2 la section efficace'ut
de diffusion du milieu considéré.

us

La source — j donne une densité de collision totale (diffusion + capture)

de premier choc égale à :

Nj(r) = - ^ f 1 - / Io(sr) K^sa) ift

dont l ' intégrale sur le volume de la barre donne le nombre de collisions de premier
choc :

a

() H I () () 4| PJ» a /•••

N (r) 2nrdr = 1 - 2 H I I (sa) K (sa) 4 | .
o J E u t s2
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(4)
où P , appelé probabilité de collision de premier choc, est la fonction suivantex

qui dépend du seul paramètre a ut

2 C i. <• ILi> *.

E u t ) «, <*Eut> - > £ u t ', <• Eut>
Le premier choc pouvant être une diffusion ou une capture, la capture

au premier choc sera donc :

P. - (i - T) P

en posant :

ut

Les neutrons ayant subi une collision et qui ne sont pas capturés sont

diffusés et forment une nouvelle source isotrope, mais non uniforme, de densité

égale à :

Qx
na2 L ~ut

Jut

La capture globale, c'est-à-dire après un nombre quelconque de chocs, due

à cette source se décompose en deux parties : la capture due à la source uniforme

—r- , moins la capture due à la source

«en

ds

Par définition, la capture globale due à la source uniforme — r est égale

? j d«où la relation : *a

l _ J = ( l _ r ) p + r ( i _ ^ ) _ capture globale due h la source S(r)

(4)
v ' t Cette fonction est tabulée avec 5 décimales, en fonction du paramètre

/

^t , p m t r e
a 2_i t = a/l aux pages 34 et 35 de l'ouvrage de K.U. CASE, P. DE HOFFMANN et
G. PLACZEK : "Introduction to the Theory of Neutron Diffusion", Vol. I.
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L'expression de J s'en déduit immédiatement :

j = 1 .. P + . m. . capture globale due à la source S(r).

Le problème est maintenant ramené au calcul de la capture globale due à la

source S (r) ; cette capture peut être estimée de façon plus ou moins poussée.

1° - Méthode classique.

La méthode la plus simple consiste évidemment à remplacer la source S (r)

par sa valeur moyenne *S ; la capture globale qui en résulte s'exprime alors en

fonction de 1 - J :

capture globale = n a (l - J ) S

"S s'exprime en fonction de P :

c

S = - ^ \S ( r ) 2 «rdr = 4 ' 2 E I Xi (8a> K i < s a) H = ~ T ^ ~ p
e>

«a2 J na2 Mit J £• l * s2 na2 c
o " *-»ut

d«où : capture globale = T ( l
C

En portant ce résultat dans l'expression de J écrite plus haut, on peut

tirer la valeur classique suivante de j^ , que nous appellerons

Cette formule donne une bonne approximation par excès.

2° - Méthode plus poussée»

II nous a paru difficile d'obtenir une expression analytique exacte de la

papture globale due à la source S (r) qui puisse se prêter à un calcul numérique

qui ne soit pas trop volumineux. Le mieux qu'il nous ait semblé possible de faire

a été de calculer exactement la capture au premier choc, puis de remplacer la source

non uniforme formée par les neutrons diffusés au premier choc par sa valeur moyenne,

et d'en déduire la capture globale aux chocs suivants en l'exprimant comme ci-dessus

au moyen de 1 - jr .

La capture au premier choc due à S (r) a pour expression :

x (i - r ) p (i _ p L)

c c
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où L est une intégrale dépendant du seul paramètre a *->u^t dont la courbe en fonc-

tion de ce paramètre est donnée à la fin du présent rapport :

2 a
L =

Jut r [ f r *•.<«!'. «'«-^Jut

PdP (9)

La râleur moyenne de la source formée par les neutrons diffusés au premier

choc se déduit immédiatement de la capture et Taut :

na
" Pc " L )

à:

Cette source uniforme fournit une capturé globale aux chocs suivants égale

T 2 P (1 - P - L) (l - j ), d'où la capture globale due à la source S (r) :
c c

- X) - L) (1 - f ) =TPc(l - P C - L ) ( 1 -T?)

En portant ce résultat dans l'expression d e j écrite plus haut, on obtient :

(1 - T) (i - Pc) + TPc (1 - Pc - L)

x2
 P - P C -

que l'on a intérêt à écrire sous la forme suirante, qui met en évidence la correc-

tion à apporter à la formule classique (s)

f- f
Jo

( 1 -

( 1 - f.

p c > [

>

_ X
> P c L

+ X2p c ( ]

avec :

c J c

1 -

)(1

X)

- X

pc

Pc

L

V - T (1 - P .3
(10)

l'approximation étant justifiée car dans les cas usuels

P L ^ 1 - T + X 2 Pc (1 - Pj

on & toujours

£ >o.

Pour les calculs pratiques de f, au lieu d'utiliser directement cette for-

truie, 11 est préférable de passer par l'intermédiaire des grandeurs A, a et p

définies plus loin (voir paragraphe IV, pages 18 et 19)»

(5)
Voir l'annexe I. Une limite supérieure de l'erreur relatiye sur j y est

donnée.
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rETaluation de X

Remarquons tout d'abord que A peut se déterminer grossièrement à l'aide

de la théorie élémentaire : il suffit d'écrire que le courant de neutrons venant

du corps noir vers le modérateur, exprimé en théorie élémentaire, est nul ; on

obtient le résultat classique suivant, valable quelle que soit la géométrie :

Cette estimation grossière est insuffisante et il est préférable d'essayer

de tirer parti des résultats de B. DAVISON et S. KUSHNERIUK *6' concernant la lon-

gueur d'extrapolation du corps noir cylindrique ; ces résultats ont été établis dans

le cas simple d'un milieu modérateur non capturant,de rayon b infini, où les sources

à distance finie sont nulles et où l'alimentation en neutrons se fait par un courant

non nul à l'infini. Dans le rapport MT-214, ces auteurs fournissent la courbe de
r—«

variation de la longueur d'extrapolation en fonction du paramètre c Z_i . • Cette
courbe est reproduite à la fin de la présente note.

La question qui se pose alors est la suivante : peut-on assimiler la lon-

gueur d'extrapolation qui nous intéresse à celle fournie dans le rapport MT-214.

Le passage du problème traité par ces auteurs à celui intéressant le présent calcul

peut se faire en trois étapes.

1. — On commence par introduire une section efficace de capture du modéra-

teur très petite mais non nulle, ce qui modifie la longueur d'extrapolation de façon

certainement négligeable pour les modérateurs auxquels nous nous intéressons.

2. - On remplace les sources nulles à distance finie avec courant non nul

à l'infini, par des sources uniformes et isotropes non nulles avec courant nul à

l'infini.

3. - On remplace le milieu modérateur infini par un milieu modérateur de

rayon fini r = b, avec condition de réflexion en r = b.

En vue de déterminer dans quelle mesure il est légitime d'utiliser les

résultats du rapport MT-214, c'est-à-dire de négliger les erreurs introduites par

les étapes 2 et 3, nous avons fait des calculs à trois harmoniques avec des modé-

rateurs peu capturants dans un certain nombre de cas particuliers.

Les résultats de ces calculs montrent que :

- l'étape 2 ne change pas la longueur d'extrapolation ;

- l'erreur due à l'étape 3 est faible tant que l'on a affaire à une cellule

(6) Voir le rapport UT-214 (National Research Council of Canada) : Linear Extra-
polation Length for a black Sphere and a Black Cylinder.
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dont l 'épaisseur b - c du modérateur n'est pas inférieure à une distance de l'ordre
du l ibre parcours, ce qui en pratique est toujours le cas. Le tableau ci-dessous
montre l e s variations de X fournies par des calculs à 3 harmoniques quand on
fa i t varier le rayon b de la c e l l u l e , dans deux cas particuliers pour lesquels c est
respectivement égal à 1,30 cm et 3,50 cm. La valeur de ZJ . adoptée dans ces calculs
est la même dans tous les cas et égale à 0,3721 cm" .

N. b en
N. cm

c en ^v
cm \^

1,30

3,50

7,93

0,912

0,897

11,28

0,906

0,867

CO

0,901

0,842

L'erreur que l'on commet sur f lorsqu'on remplace la vraie valeur de X

par celle correspondant à une cellule infinie est donnée par :

b 2 - c 2

d'où : et - - mt

me

me

Pour C = 1,30 cm, b A 7,93 cm on a Qk £ . = - 0,011 d'où Of <0 ,80

Pour c = 1,30 cm, b = 11,28 cm on a O X ]F] . = - 0,005 d'où ôî < 0 , 7 3 £__l

Pour c = 3,50 cm, b » 7,93 cm on a ô X£7 m t = - 0,055 d'où Of < 1 , 1 9

Pour e = 3,50 cm, b = 11,28 cm on a O X Z J * = - 0,025 d»où Of < 1,23 , ,
mt ' • ' ne

On voit donc que l'erreur commise sur f est de l'ordre de 57 c'est-à-dire
—5 •? me

de 8 . 10 pour des cellules à eau lourde et 30 . 10 pour des cellules au gra-

phite ce qui est pratiquement négligeable. Il est par conséquent tout à fait légi-

time d'utiliser pour valeur de X celle fournie par la courbe tracée dans le rapport

MT-214.
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IV . INTERPRETATION DE LA FORMULE DE f

II est usuel de décomposer T - 1 de la manière suivante

v

'.E,
arec :

G . liai ,. »(,) - »(«) x -'m
Cmc t.J§<) (n)

La théorie élémentaire fournit pour les quantités G et Xj les expressions

K a I (K a) -, ,

G = -H o « X, = K2 b2 C

L'expression de N dépend de la façon dont on traite le passage des neutrons

dans la cavité, l'une des formules usuelles étant :

2 9 1 a
N = 1 - —-2- - - sin 2 <p avec tp = Arc sin - (12)

n n To To c

Dans le présent exposé l'expression de T - 1 a été obtenue directement par

l'évaluation du rapport de la capture du modérateur à celle de l'uranium, sans

chercher à passer par l'intermédiaire des quantités G, N et X.. Le calcul rigoureux

des quantités G, N et X. à partir des hypothèses adoptées dans cette étude, néces-

site l'évaluation des flux neutroniques en r = a et r = c. Cette évaluation requiert

la détermination des densités en phase en r = a et r = c, ce qui demande la connais-

sance préalable de la distribution angulaire des neutrons sortant du modérateur et

le calcul de la densité en phase sortant de l'uranium. Les hypothèses adoptées plus

haut ont permis d'éviter de passer par ces intermédiaires pour le calcul des cap-

tures dans chaque milieu, c'est-à-dire du facteur d'utilisation thermique f. En

effet les captures dans chaque milieu dépendent essentiellement du nombre de neu-

trons qui y pénètrent et assez peu de leurs distributions angulaires, tandis que les

valeurs des flux aux interfaces, une fois connus les nombres de neutrons qui entrent

et qui sortent de chaque milieu, sont encore très sensibles aux formes de leurs

distributions angulaires. Le calcul des quantités G, N et X. sera exposé dans une

note ultérieure.

Toutefois on peut atteindre rapidement et avec une précision raisonnable

les quantités G, N et X en utilisant pour le calcul des flux neutroniques en

r = a et r = c la recette suivante.

On admet que les hypothèses adoptées pour le calcul de f concernant l'iso-
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tropie des densités en phase des neutrons sortant du modérateur en r = c, entrant

dans le modérateur en r = c et entrant dans l'uranium en r = a, sont encore justi-

fiées pour le calcul des flux neutroniques en r = a et r = c. De plus on admet que

la densité en phase sortante de l'uranium est isotrope * . liais il convient encore

une fois d'insister sur le fait que la manière dont on calcule les flux en r s a

et r = c, c'est-à-dire les quantités G, N et X., ne peut pas affecter les expres-

sions des captures dans chaque milieu, donc celle du facteur d'utilisation ther-

mique f.

Nous allons calculer les expressions de G, N et X. au moyen de la recette

indiquée :

1° - Calcul de G.

Par définition : G =

1 u

Les deux hypothèses sur l'isotropie des densités en phase en r = a pour les

neutrons entrants et pour les neutrons sortants permettent de relier le flux Y (a)

aux courants J (a) et J (a) :

f ) = 2

Par ailleurs, la relation de conservation des neutrons dans la barre

d'uranium peut s'écrire :

a2
u = - 2 K a J(a) = - 2 « a [.I+(a) - J_(a)]

d*où :

uc

et :
G = - j

C J
+(a) - J »

(7)
Ce truquage ne respecte pas complètement la propagation en ligne droite des

neutrons dans la cavité. En effet, si les densités en phase sortantes, du modé-
rateur et de l'uranium sont isotropes, la densité en phase entrante dans le
modérateur ne peut pas être isotrope. Respecter la propagation en ligne droite
dans la cavité, compte tenu de l'isotropie des densités en phase sortantes, des
deux milieux, conduirait pour N et Xj à des formules légèrement différentes
de celles que l'on va obtenir ici ; en particulier, on aurait :

N = l - R

2<?o

Le truquage adopté ici a pour seule justification une meilleure concordance
avec les résultats numériques fournis par des méthodes plus poussées.
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Pour relier J (a) à J (a), on écrira à noureau la relation de conserration
dans la barre en utilisant la définition de I~*

u

- 2 n a

d'où :

[j+(a) - Jja)j - 2 n a j j a ) Vu = 2 n a . 2 a

- 2

et :

°-?-*2»c (13)

La râleur ainsi obtenue est une râleur par défaut. Par exemple, dans le
cas d'une barre d'uranium naturel de rayon a = 1,30 cm, la théorie élémentaire four-
nit une râleur de G égale à 1,141, la formule (13) une râleur égale à 1,194, tandis
que la râleur fournie par des méthodes plus poussées se situerait au roisinage
de 1,23.

2° - Calcul de N.

Par définition : N = - 2 J(a

Les hypothèses adoptées entraînent :

(c) = 2 [j+(c) + Jjc)]

(a) = 2 [j+(a) + J_(a)]

Jjc) = J_(a)

- 2 âî E 9
c uc

J+(a)
1 - 2 a 99

d'où l'on tire :

N = 1 - 2.c (14)

3» - Calcul de

On pourrait calculer la quantité XJ à partir de l'expression qui la difiait,
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c • est-il-dire :

^m
1 " V

§- - f
u z__» uc

Mais la quantité -y - 1 étant d'une part liée par définition aux quantités G, N et

X par la relation :

'me

E uc

et d'autre part indépendante, dans la théorie exposée, des hypothèses faites peur

le calcul des flux neutroniques eu r = a et r = c, il est plus simple de déduire

X de la relation précédente et des expressions de -j - 1, G et N (formules (7) (13)

et (14) ). On obtient ainsi :

(15)

Dans la suite de cet exposé, les expressions (13), (14) et (15) des quan-

tités G, N et X., calculées par la recette indiquée ci-dessus, seront appelées G1,

N1 et Xi pour les distinguer des expressions plus précises de ces mêmes quantités

dont le calcul fera l'objet d'une note ultérieure.

On a intérêt à réécrire la formule (7) sous la forme suivante qui met en

évidence les expressions de G1, N1 et X' :

1
f

1
fa2

2
a

2c £mc
Eue

"l y- y-
ckx UC ^~^11C C m c me 2

En pratique le terme G' = •=• -
uc

(7bis)

sera calculé de la façon suivante :

D'où, en explicitant jt (formule (8) ) et £ (formule (10) ) :

G»

1 -

- T) PCL
uc

La quantité T7(l - P ) étant assez petite devant l'unité, on peut, dans les
1

calculs pratiques, remplacer dans le dernier terme -i srjr vpar 1 + T(l - P )
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ce qui n'introduit qu'une erreur du second ordre sur G1 :

»c (i - p j 2 i - P
C

formule que l'on utilisera sous la forme suivante :

G» - 1 + ̂ ^ A 1 + a = ^ +
) •

(16)

2-J ., Z_I
Ut

On rappelle que /_. . , Z_i et *—» désignent respectivement les sections effi-
Ut U8 UC

caces macroscopiques totale , de diffusion et de capture de l'uranium. Les grandeurs
A, a, et p ne dépendent alors que du paramètre a £-•„* :

P

La grandeur A est tabulée à la fin du présent rapport ; pour les grandeurs

a et p qui n'interviennent que dans des termes correctifs et ne demandent pas à

être connues avec la même précision, on s'est contenté de tracer les courbes

représentatives qui sont jointes à la table de la fonction A.

Si l'on néglige les termes a et p ce qui revient à remplacer X par Tl tm
obtient déjà une bonne approximation par défaut de la quantité G •

On remarquera l'analogie de l'expression approxinatlve de X. et de celle

fournie par la théorie élémentaire, qui ne diffèrent que par la présence dans la

nouvelle formule, du terme correctif

b - c
c

On peut interpréter ce terme correctif comme traduisant un relèvement dans le modé-

rateur du flux fourni par la théorie élémentaire. La nécessité de ce relèvement

apparatt clairement quand on compare les courbes de flux fournies par la théorie

élémentaire à celles obtenues par des méthodes plus poussées.

Ce relèvement peut d'ailleurs s'introduire directement dans le formalisme

de la théorie élémentaire au moyen du truquage suivant.

La courbe élémentaire de flux dans le modérateur, une fois remplie la
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= 0, ne dépend plus que d'une condition à la limite r = c, qui
r = b

peut s'exprimer par exemple par la connaissance du rapport

elem(ai)
r = c

Cette quantité est déterminée habituellement par les relations de continuité du

flux et du courant de part et d'autre de l'interface r = c. Pour obtenir le relève—

ment mentionné plus haut, oc doit alors imposer au flux dans le modérateur une

condition à la limite truquée qui consiste à adopter une nouvelle valeur de -A.

définie par :

elém. (corps noir)
2
3"

A . x est la longueur d'extrapolation exacte pour une cellule à corps noir

qui, comme on l'a montré, peut être prise égale à celle donnée par la courbe tracée
2

dans le rapport 11T-214 ; TT est la même longueur d'extrapolation calculée à partir

d'une théorie élémentaire (voir plus haut). Ce truquage revient donc à recaler la

condition à la limite r = c sur le cas type où la capture de l'uranium tend vers

l'infini.

V . MSULTATS

(8)A titre de référence une première série de calculs vu/ a été effectuée par

la méthode S Q (approximation S_) dans quatre cas particuliers qui correspondent à

des cellules à l'uranium naturel et au jraphite avec cavité d'épaisseur variable ;

dans tous les cas, le rayon de la barre est a = 1,30 cm et le rayon extérieur de

la cellule est b = 11,90 cm. Les valeurs de 1 - f obtenues (colonne 3) sont compa-

rées dans le tableau ci-dessous à celles fournies par la méthode proposée(colonne 4)

et par la théorie élémentaire (colonne 2 ) , pour laquelle on a pris & = 3 XI . 51
mm H l ttC

2 <ï>
(voir formules (il) et (12) )

et N = 1 - " 7 si* 2<P-

- TABLEAU I -

C

1,30
1,60
2,50
3,50

J - V,)
0,1151
0,1131
0,1099
0 1047

1 - '(V
0,1317
0,1280
0,1201
0,1123

1 - f (méthode
proposée)

0,1313
0,1282
0,1206
0,1127

(8) Nous tenons à exprimer nos remerciements au Or. B.C. CARLSON qui a eu
l'obligeance d'effectuer ces calculs pour nous.
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Les sections efficaces utilisées sont

-1
UC

me

- 0,3220 cm

= 0,7221 cm"1

3,118.10-4 cm"1

"= 0,3721 cm

Une deuxième série de calculs a été effectuée par la méthode des harmoniques

sphériques, dans plusieurs cas particuliers qui correspondent également à des

cellules à l'uranium naturel et au graphite arec ou sans carité. Les râleurs de

1 - f obtenues dans l'approximation (9) P. sont comparées à celles fournies par la

théorie élémentaire classique et par la méthode proposée pour laquelle on a adopté

deux valeurs différentes de la quantité X :

- dans un cas on a adopté la râleur de X présumée exacte fournie par la

courbe tracée dans le rapport MT-214 et qui est celle que l'on doit utiliser nor-

malement ;

- dans l'autre cas on a adopté la râleur de X résultant de l'approximation

P3 et tracée elle aussi dans le rapport MT-214 \
10',

Il est en effet plus cohérent, si l'on reut tester la méthode proposée par

comparaison arec l'approximation P_ d'utiliser la râleur de À calculée arec la

même approximation. On ne doit quand même pas s'attendre à obtenir des résultats

identiques par suite de la façon différente dont on traite la cellule dans les

deux cas.

Le tableau ci-dessous correspond à des cellules ne différant des précédentes

que par le rayon b qui rant 11,20 cm au lieu de 11,90 cm.

- TABLEAU II -

c

1,30

1,60

2,50

3,50

1 " f(p,)

0,1022

0,1006

0,0978

0,0929

1 " *(*,)

0,1135

0,1112

0,1035

0,0972

1 - f
(X exact)

0,1187

0,1158

0,1085

0,1007

1 - f
(X calculé
pax P3)

0,1143

0,1129

0,1072

0,1002

(9) La carité a été traitée par la méthode proposée par TAIT dans le rapport
P/443 publié à la conférence de Génère sons le titre : "Calculation of Thermal
Utilization by the Method of Spherical Harmonics".

(10) Cette courbe est reproduite en pointillé à la fin de cette note, sur le
graphique que la courbe donnant les râleurs préannées exactes de X.
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Un calcul dans l'approximation Pg a été effectué dans le cas sans gaine

d'air (c = 1,30) et a donné 1 - f = 0,1162, râleur à mi-chemin de celle fournie par

l'approximation P™ (colonne 3) et par la méthode proposée (colonne 4). Il est vrai-

semblable, d'après les résultats du tableau I, que l'approximation SQ conduirait

à un résultat légèrement supérieur à celui de la méthode proposée. L'examen du

tableau ci-dessus montre que le fait d'utiliser la râleur de X calculée avec

l'approximation P, au lieu de la râleur présumée exacte, rapproche bien les résul-

tats (colonne 5), de ceux donnés par l'approximation P» (colonne 3). Le désaccord

qui subsiste est relativement peu important tant que la carité est pe'.ite, ce qui

tend à prourer que le désaccord pour les grandes râleurs de c - a est surtout dû à

la façon différente dont les deux méthodes traitent la carité. Ce point apparaîtra

plus clairement dans un rapport ultérieur où les différents effets dans l'uranium,

la cavité et le modérateur seront détaillés (calcul de G, N et Xj).

Le tableau III correspond à des cellules à l'uranium naturel et au graphite

sans carité arec des rayons de barre différents.

Les sections efficaces utilisées sont les mêmes que dans les calculs

précédents sauf S t qui vaut ici 0,3925 cm~ . Le rayon b de la cellule est pris

égal à 7,93 cm. Les colonnes 2, 3 et 4 donnent les râleurs de 1 - f fournies par

les approximations P., P~ et P_. Les colonnes 5 et 6 donnent les râleurs de 1 - f

obtenues par la méthode proposée quand on utilise respectivement pour À la râleur

exacte et celle fournie par l'approximation P«.

- TABLEAU III -

a s c

en cm

1,30

1,50

1,70

1 - f

<pi>

0,0501

0,0398

0,0336

1 - f

<P3>

0,0563

0,0457

0,0364

1 - t

0,0578

0,0469

0,0391

1 - f

(X exact)

0,0589

0,0478

0,0398

1 - f
(X calculé
par P3)

0,0567

0,0460

0,0383

Nous croyons utile de compléter cet ensemble de râleurs numériques par

celles correspondant à une cellule arec carité et faible épaisseur de modérateur,

pour laquelle les sections efficaces sont les mêmes que dans les cas du tableau III

et dont les dimensions sont :

a = 1,30 cm c = 3,50 cm c = 7,93 cm
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Les râleurs obtenues pour 1 - f sont :

- TABLEAU IV -

1 - f<v
0,0414

1 - f

<P3>

0,0439

1 - f
(X exact)

0,0451

1 - f
(A calculé
par P3)

0,0446

Nous tenons à remercier MU. J. HOROWITZ et J. BUSSAC, avec lesquels nous

arons eu de nombreuses discussions* Nous exprimons également nos remerciements

à Urne PILLARD pour le soin apporté à l'exécution des calculs numériques.
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- ANNEXE I -

METHODES DE CALCUL DE f-LIMITES D'ERREUR

La méthode de calcul de j utilisée au paragraphe III peut être exposée

d'une autre manière, qui lui est équivalente. D'après ce que l'on a TU dans le

calcul de f , ^ , défini comme la probabilité de sortie pour un neutron naissant

2de manière uniforme, peut aussi être défini de la façon suivante : 4 n&*

représente la capture globale (c'est-à-dire après un nombre quelconque de chocs)

dans l'uranium due à une densité en phase entrante isotrope égale à — en tout point

de la surface de la barre. La méthode de détermination de ,r exposée plus haut est

alors rigoureusement équivalente à la suivant* : on part de la densité en phase

entrante isotrope égale à — : la densité de collision de premier choc qui en

résulte se trouve être égale à :

.2 /•»

a f Iol
ut S(r)

comme d'ailleurs un raisonnement simple, analogue à celui utilisé pour la détermi-

nation de F » permet de le montrer ; la capture au premier choc s'en déduit immé-

diatement ; on calcule ensuite exactement la capture au second choc,puis on remplace

la source non uniforme formée par les neutrons diffusés au second choc par sa Taleur

moyenne (c'est-à-dire la densité de second choc par sa Taleur moyenne), et on en

déduit la capture globale aux chocs suiTants en 1*exprimant au moyen de 1 - jr.

L'examen des courbes de densité de choc successives semble montrer que cette

hypothèse doit conduire à des résultats assez proches des résultats exacts, mais il

ne nous a pas été possible de mettre en éTidence le signe de l'erreur commise sur

^P de façon certaine, bi«n qu'il soit très probable que cette Taleur de J soit

une Taleur par excès.

A Densités
0 de choc

A Densités
11 de choc

25D? choc

•• phas*
••trait* ls«tr*p«.

0 Ql

Soarc* uniform*

On peut toutefois déterminer une limite supérieure de l'erreur commise

ainsi sur ^ , en utilisant des méthodes légèrement différentes.
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Pour obtenir une râleur de j par défaut, i l suffit d'opérer canne on vient
de le fa ire , et de remplacer la source non uniforme formée par les neutrons diffusés
au second choc par une source de laêrae valeur moyenne mais proportionnelle à la den-
s i t é de premier choc c'est-à-dire à S ( r ) . La formule que l'on obtient ainsi est :

9- <P. < » - 6 ) .... £ -(i

Si l'on désire une valeur de j par excès, on peut opérer de la façon sui-

vante, jn représente la probabilité de sortie pour un neutron naissant uniformément

dans la barre. 1 - cP représente donc la probabilité de capture. On calcule exacte-

ment la, densité de premier choc N.(r) due à une source uniforme dans la barre. On

eu déduit la capture au premier choc. On calcule exactement la capture au second

choc. Pour le calcul de la capture aux chocs suivants, on remplace la source non

uniforme formée par les neutrons diffusés au second choc par une source de même

valeur moyenne mais proportionnelle à la densité de premier choc c'est-à-dire à

N (r). La formule que l'on obtient ainsi est :

*- f . 0 - 6 ) »ec 6 . T t ' - T ) P C L g T ( , - T ) > c L
(i - P C ) ( I - T P C - Ti) (î - P,)(I - r,f|

La formule adoptée dans ce rapport :

T(l - T ) P L
t = j§ =r (20)

(1 - Pc)(l - T P C ) [l - T (l-Pc)J

donne un résultat compris entre ceux des deux formules précédentes, bien que très

voisin de celui fourni par la formule (19).

Limite d'erreur.

L'erreur relative sur JT est donnée par :

une limite supérieure de |oC est obtenue en prenant la différence des expressions

(18) et (20). On obtient :

o 2
X" P1 £

L'erreur vraie est sans doute beaucoup plus faible.

Pour une barre d'uranium naturel de rayon 1,30 cm, l'erreur relative sur j

est certainement inférieure à 0,4 pour cent, estimation probablement très pessi-

miste.



- 27 -

Par ailleurs les résultats fournis pour T par la formule élémentaire :

1 - P
(21)9- —

J 1 -

et par la formule (20) différent entre eux en râleur relatire de

- PC ) ]

Pour une barre d'uranium naturel de rayon 1,30 cm la râleur de cette quantité £ est
-20,5 .10 , ce qui pour une telle barre fait passer la quantité G' de la râleur

1,194 quand on utilise la formule (20) à 1,186 quand on utilise la formule (21).

A titre d'exemple, dans le cas de la cellule du tableau IV, on commet ainsi

une erreur relatire sur 1 - f de l'ordre de 0,5 pour cent.
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- ANNEXE II -

GENERALISATIONS - BARRE CREUSE

La méthode exposée peut se prêter à diverses généralisations*

Elle permet en particulier le traitement d'une cellule cylindrique infinie

à barre d'uranium annulaire de rayon extérieur a et de rayon intérieur a1, dont la

partie centrale est Tide, ce qui est utile pour le calcul de certains réacteurs

refroidis au gaz. L'expression que l'on obtient pour j - 1 est la suivante :

£
1 .
7

me m c + s at M*
S(a)

x

où
2 2

V = ji(b - c ) représente le volume du modérateur
ni

T = n(a" - a1 ) représente le volume de l'uranium

S(a) = 2xa représente la surface extérieure de la barre d'uranium.

2 V
L — a S"1
f " S(a) M

G» =

N» m 1 - £ m 1 - -fW avec S(c) = 2nc

2

Comme pour le cas de la barre pleine, les quantités G', N' et X' repré-

sentent approximativement les quantités classiques

r *(*) v &c) - ̂ (a) . „ £mc Ym
G = ~ t N = T ei" 2 J (a) E u c

vT représente la probabilité de sortie de la barre creuse pour un neutron naissant

avec une probabilité uniforme et de façon isotrope dans l'uranium.

En premiere approximation on pourra prendre comme plus haut :

1 - p^
f = ï- avec X

P étant la probabilité de collision de la barre creuse qui dépend cette fois des
c
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deux paramètres ' a (—> . et a* 2— .. J. BUSSAC a d'ailleurs constaté que ces

râleurs étaient très voisines de celles obtenues pour une barre pleine homogène de

même rayon extérieur a et contenant le même nombre de noyaux d'uranium. Le calcul de

7 - 1 peut ainsi se ramener en première approximation au calcul de T - 1 pour une

barre pleine.

Le tableau suivant fournit les valeurs de 1 - f obtenues pour une cellule

à barre creuse et à uranium légèrement enrichi, pour laquelle on a :

a = c = 1,45 cm

= 0,5309 cm"1

= °' 9 2 9 9 cm
"1

a1 = 1,10 cm,

m#> = 0 , 8 1 . 10" 4 cm"1

C . * = °'4O82 cm"1

b = 9,19 cm

mt

p l

0,0193

P 3

0,0214

Méthode proposée
(P Nucleonics)

C

0,0225

Méthode proposée
(P calculé en

diluant l'uranium)

0,0225

Dans le cas de cellules à barre d'uranium creuse dont la partie centrale

est remplie d'un milieu purement diffusant et sans sources, la formule précédente

est encore applicable à condition de prendre pour P la probabilité de sortie
c

correspondante dont des tables seront données dans un article de C. MERCIER à

paraître.

La généralisation à la géométrie sphérique est évidente que la sphère

d'uranium soit pleine ou creuse. La valeur de X à utiliser dans ce cas est fournie

dans le rapport MT-214 déjà cité et celle de P pour une sphère pleine dans l'ou-

vrage de K.k. CASE, F. DE HOFFMANN et G. PLACZEK déjà cité également.

( U ) Voir Nucleonics Avril 1953 : "Fast Fission Factor for Hollow Natural Uranium
Cylinders'* par R.L. MURRAY et A.C. MENIUS Jr.

Des valeurs plus précises de P seront publiées dans un article de C. MER-
CIER à paraître.
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- ANNEXE III -

FORMULAIBE PRATIQUE

Pour une cellule à barre d*uranium pleine, air et modérateur, la formule

à utiliser est la suirante :

1 , _ b - c
7 " * 2

uc
ut

if2 K2 rKm b C

Sit

/3
( 2 X "

dans laquelle :

a s rayon de la barre d'uranium = rayon intérieur de la gaine d'air,

c = rayon extérieur de la gaine d'air - rayon intérieur du modérateur,

b = rayon extérieur de la cellule,

= section efficace de capture macroscopique de l'uranium

Y. =*—«asas
de diffusion

totale

de capture

totale

du modérateur

= v3 2ZMt Tl uc
 = l a P l a c i e a d« modérateur

c- f

A est tabulé ci-après en fonction de a £-* .

a et p sont représentés graphiquement ci-après en fonction de a £-* ,

X est aussi représenté graphiquement en fonction de c*-» . (utiliser

en trait plein).
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Beaaranes.

I* - La quantité G =* fc> ' est approximativement égale à

E
1 4 ssS?- A { i + a - ç ~ + p | -ç— ̂  } (valeur par défaut)

2-ut

La quantité

*(c) - 4>(a)
N =

- 2 J(a)

est approx1">*tlvement égale à 1 - - •
c

Ces deax dernières formules peuvent être utiles pour le traitement approxi-

matif de cellules comportant des gaines minces d'aluminium os de slrconlum placées

en r = a et en r = c.

II. - Si l'on néglige dans l'expression de j - lt les termes on figurent •

et p, on commet une erreur relative sur 4 - 1 de l'ordre de 0,5 pour cent pour une

cellule à barre d'uranium naturel de rayon a » 1,30 cm*

Manuscrit reçn le 16 avril 1956.
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