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Validité de la représentation par modéle électrique des effets de réso-
nance magnétique nucléaire (1961).

" Spmmaire. — L'étude du comportement d'un transducteur a résonance
magnétique formé de I'association d'un réseau électrique et d'un ensemble de
noyaux dotés de spin, montre qu'il est possible d'en déduire une représen-
tation analytiquement équivalente au moyen d'un modéle entiérement élec-
trique utilisable pour un régime transitoire aussi bien que pour un régime
permanent. Une étude détaillée des conditions de validité permet d'en justifier
I'emploi dans la majorité des cas.

On propose enfin un critére de linéarité des équations de Bloch en régime
transitoire, qui constitue un prolongement de la condition connue de non-
saturation en régime stationnaire.

CEA 2025 - BONNET Georges.

Validity of the electrical model representation of the effects of nuclear
magnetic resonance (1961).

Summary. — When studying the behaviour of a imagnetic resonance trans-
ductor formed by the association of an electrical network and of a set of nuclear
spins, it is possible to bring about a representation that is analytically equi-
valent by means of an entirely electrical model, available for transients as well
as steatdy-state. A detailed study of the validity conditions justifies its use
in most cases. ' :

Also proposed is a linearity criterion of Bloch’s equations in transient state
that is simply the prolongation of the well-known condition of non-saturation
in the steady-state. '
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Centre d’Etudes Nucléaires de Grenoble.

Résumé, — L’¢tude du comporiement d’un transducleur & résonance magnélique formé de
Iassociation d’un réseau élecirique et d’un ensemble de noyaux dotés de spin, montre qu’il est
possible d’en déduire une représentation analyliquement équivalente au mmoyen d’un modéle
entiérement électrique ulilisable pour un régime transitoire aussi bien que pour un régime perma-
neut. Une élude délaillée des condilions de validité permet d’en juslifier ’emploi dans la majorilé
des cas.

On propose enfin un critére de lin¢arilé des équalions de Bloch en régime transiloire, qui cons-
titue un prolongement de la condilion connue de non-saturation en régime stationnaire.

Abstraet. — When studying Lthe behaviour of a magnelic resonance transduclor formed by
thie association of an electrical nelwork and of a set of nuclear spins, il is possible Lo bring about a
representation that is analytically equivalenl by means of an entirely elecirical model, availa-
ble for transienls as well as steady-state. A delailed study of the validity condilions justifies
its use in most cases.

Also proposed is a linearily criterion of Bloch’s equalions in transient-state thal is simply
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the prolongation of the well-known condition of non-saturation in the steady-state.

I. INTRODUCTION.

L’emploi d’un réseau électrique analytiquement
équivalent & un systéme physique complexe a
trouvé sa source dans le domaine de 1’électro-
mécanique et les travaux de P. Le Corbeiller,
Y. Rocard, W. P. Mason — parmi tant d’autres —
lui ont assuré un grand développement.

Il semble que I'intérét principal de cette méthode
réside dans P'unicité axiomatique qu’elle confére
aux problémes d’adaptation réciproque entre sys-
témes d’essence différente. En outre, la théorie des
réseaux électriques a fait 'objet d’une somme de
recherches consid érable et ’application de ses résul-
tats a4 d’autres domaines qui lui sont intégrés par
cette voie est toujours hénéfique.

N. Bloembergen et R. V. Pound [1] avaient fait
allusion & la similitude entre un montage a réso-
nance gyromagnétique et un réseau électrique a
double accord, et tout récemment P. D, Carter a
proposé un schéma équivalent a un filtre & cristal
de grenat [2], ces auteurs n’envisageant d’ailleurs
que I’équivalence en régime stationnaire idéal.
G. Brunneret A. Loesche [3] ont proposé un modéle
qui rend compte du comportement d’un systéme de
spins isolé et ’ont étendu du régime stationnaire &
celui de « passage rapide » Ils n’ont pas envisagé
la recherche d’un modéle plus complet qui puisse
traduire l’interaction entre .spins et circuit élec-
trique de mesure.

Nous nous proposons ici de rechercherle modéle
¢lectrique généralisé des transducteurs de champ
magnétique qui utilisent la résonance nucléaire, en

mettant I’accent sur ses conditions de validité dans
un régime quelconque.

L’observable utilisée dans de tels transducteurs
est la fréquence des transitions entre sous-niveaux
Zeeman d’un ensemble de moments nucléaires

Y. p

Fia. 1.

placés en présence du champ magnétique semi-per-
manent a étudier et soumis a4 un rayonnement trans-
versal de radiofréquence, la relation champ/fré-
quence étant celle de Larmor. On peut schématiser
le montage de base sous la forme d’un échantillon
gyromagnétique contenu dans le volume intérieur
d’un circuit électrique générateur du rayonnement
transversal, lui-mé&me fermé sur une certaine charge
électrique. L’axe u du générateur du champ magné-
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tique de radiofréquence — hobine ou cavité suivant

—_
le cas — et la direction du champ permanent JC,
supposés orthogonaux pour simplifier, définissent
une base fixe (e, e, e;) que 'on norme, et l’on a,

+
par exemple : w = |ule,, I, = I e;(fig. 1). L’en-
semble des spins nucléaires d’une part, et le réseau
électrique linéaire d’autre part, constituent un sys-
téme couplé dont nous étudierons successivement
I’évolution libre et forcée.

II. EVOLUTION LIBRE DU SYSTEME COUPLE.

A. Ensemble gyromagnétique isolé. — Si Yon
- considére le systéme de spins isolé et soumis uni-
quement & I'influence du champ permanent, on sait
que, sous certaines conditions, son évolution, envi-
sagée sous I’aspect macroscopique, est régie avec
une trés bonne approximation par le schéme de
Bloch [4]. Dans la base définie précédemment, 1’ai-
mantation M(¢) est reliée & ’aimantation & I’équi-
libre m, e; par :

dn

1
T (YM A 1I,) '—’T‘; (M .e,) e,

_ 1 (M .e,) en——i ((M.e;) — mole; (1)

T, S A

ou y est lerapport gyromagnétique, caractéristique
des spins nucléaires utilisés, 7'y le temps de rela-
xation spin-milieu et 7'y le temps de relaxation spin-
spin. Si 'on s’intéresse a la paire constituée par
I’aimantation projetée sur I’axe de la bobine,
m, = (M.e,), et I'aimantation projetée sur le
champ permanent, m; = (M.e,), il est facile de
tirer de (1) le groupe d’équations :

dz 2 d 1
hﬁ*‘ﬂm*‘(“ﬂﬁ)i"ll:" (2a)
d 1 1
— ar—— — —— 2
g T + TI; ng T, mg. (2b)

Nous avons supposé implicitement que la condi-

1 dH,

y—o—at— <<—f;se trouve toujours largement

remplie, comme on le verra plus loin. L’équa-
tion (2a¢) montre que le systéme est pendulaire et
que la solution libre est une oscillation de fréquence
cyclique vy, = yH,, fréquence de Larmor, amortie
suivant le décrément 8 = 2nJw, T'5: On peut
parler d’une «surtension des spins » égale &

Q= 78 = (1]2) 0, T,

valeur qui, en pratique atteint et dépasse souvent
104 (*). La composante m, évolue apériodiquement

tion

(*) C'esten tenant compte de 'azspect pendulaire du sys-
téme gyromagnétique isolé que Brunner et Loesche [loc. cit]
ont utilisé expérimentalement un circuit résonant élec-

trique qui leur a permis une trés belle simulation des
" phénoménes de « wiggles » en passage rapide.
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avec la constante de temps 7'; (m, suivrait une loi
identique & celle de m,). Il est remarquable que le
systéme isolé soit un systéme linéaire comme le
montre (2) et nous allons voir que ¢’est le couplage
qui introduit une non-linéarité.

B. Réseau électrique linéaire. — Nous allons
supposer d’abord que la charge de la bobine —
dont L est I'auto-inductance et R la résistance de
pertes — est passive et constituée par une simple
capacité C. Ce réseau constitue un deuxiéme sys-
téme pendulaire dont I’évolution libre est régie par
une équation homogeéne du type :

Rt k] =0 )
wg est la population propre : wg = (LC)~12,

Q est la surtension : Q = Log/R.

L’interaction avec le systéme de spins introduira
un terme de couplage au second membre de (3). Si
’on tient compte de ce que la surtension du réseau,
de Pordre de la centaine ou méme moins, est trés
faible devant la « surtension des spins » 1l est &
prévoir que cette interaction imposere a (3) un
régime forcé dont le spectre de fréquences sera
centré au voicinage de la fréquence de Larmor, ce
qui améne a accorder le réseau prés de cette fré-
quence : Wr ~ ©,.

A cause de Peffet de filtrage, ce spectre est néces-
sairement étroit, sa largeur étant de ’ordre de la
bande passante du réseau tout au plus. Il en
résulte que le régime sous interaction peut se
mettre sous la forme

Aq(t) cos wt + Ag{t) sin ot avec o ~ wy (&)

Les amplitudes A,(¢) et Ay(f) varient lentement
dans le temps et, en particulier, leur variation
pendant une période est trés faible, d’ou

d
S A< oo 5)

C. Systéme couplé. — L’interaction entre I’en-
semble de spins et le réseau électrique se présente
sous un double aspect : le courant circulant dans la
bobine crée un champ qui s’ajoute vectoriellement
au champ permanent et perturbe le régime libre,
les variations de la projection de I’aimantation sur

" P’axe dela bobine se traduisent d’autre part par une

variation de son flux d’induction et y induisent une
force électromotrice.

1. RELATIONS COURANT-AIMANTATION, — Consi-
dérons d’abord la premiére composante du courant
conforme & la forme (4) :

i(t) = I(t) cos wt. - (6)

—
Sachant que le champ magnétique J€ (1, t) qu’il
produit lui est proportionnel en tout point 2 de
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Pespace, J€ (», t) = K(r).i(t), nous pouvons suivant
I. Solomon [5], [6], définir un champ magnétique
moyen I dans le volume = de I’échantillon :

= [_‘_ j; Ie(r) d-.] i) = Kil)

lequel, si I'on tient compte de la symétrie de la
bobine, est dirigé suivant son axe :

H = He, = KI{¢) cos wt.e,. (7)

Il est bien connu que ce champ oscillant peut se
décomposer en deux vibrations circulaires tournant
dans deux sens opposés dans le plan [001] et que,
selon F. Bloch et A. Siegert [7], I’'une de ces compo-
santes n’a d’autre effet que de déplacer la fréquence
de résonance des spins de la quantité

(H [H,)? (0o)27)
correction qui, dans les conditions expérimentales
habituelles ot H [|H, < 103, est entiérement négli-
geable. L’autre composante circulaire s’écrit dans
la base fixe et si, par exemple, y est positif :

I+ = -12- KI(1) cos mt.el—% KI{t) sin ot.e,  (8)

et nous savons, d’aprés (5), que son module ne
variera pas de facon appréciable pendant quelques
cycles de rotation. Le systéme d’équations de Bloch
s’écrit alors

d 1 1 .

o 4 ﬁi my = wymy + 5 yHKI(t)sin wt.my (9a)
4, 1) + Ly KI(1) cos ot (92)
oI e = — oo my+5y S wt.my
.(_1__;__(1_ m —_.1 ._1 KI(t) si t.

ot T ng = T, mo—gz Y sin ot.m;

— % vKI(t) cos wt.m,.  (9¢)

- Par comparaison avec les équations (2) de ’en-
semble isolé, on voit que ce sont les termes de cou-
plage qu détru‘sent la I'néar*té ; my dépend de I(2)
par (9¢) ce qui introduit des termes non-linéaires
dans les seconds membres de (9a) et (94). Cepen-
dant, si nous nous limitons & un champ H suffi-
samment faible pour que sa composante circulaire
puisse étre traitée comme une perturbation, il
apparait [8], qu’a une approximation du second
ordre prés en /12, m, suivra sa loi d’évolution libre
définie par (2b). Les équations (9) se trouvent ainsi
linéarisées et nous obtenons aprés élimination de
my :

dz 2 d- 1

Et_-"--’-ﬁa—t-’-(wg +7‘—§)}m1

= % vK (I(t)ms [(co + ) cos of + 71,—2sin ml]

+ sin mt—g—t [I(z)ma]).
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b Quelques remarques améneront & simplifier le
terme perturbateur du second membre :

a) nous avons vu que o demeure voisin de w,
et nous pouvons remplacer (o + o) par2w ;

b)Y, étant tres grand devant 1/T,, on peut
négliger le terme en (1 /7,) sin ot ;

¢) d’aprés lalol d’évolution (20) que nous admet-

tons dans 'approximation linéaire, -(%ms est de
Yordre de (mz — m,) [T, et par suite :

[4
(é my; K Wy My,

L’évolution des moments nucléaires est alors
régie par la loi :

dz 2 d

1
—_— — 2 —_
werra Tt (“’0 + TE) } 2

I
= yKm, [ml(t) cos ! -+ %%7 sin cot] (10a)

d 1 1
{sz + -:7,—1; my = T, my. (100)

2. RELATIONS AIMANTATION-TENSION. — Les m;
représentent évidlemment une valeur moyenne dans
Péchantillon des composantes de l’aimantation.

- Suivant les équations de Bloch linéarisées, la valeur

locale dela projection de ’aimantation surle champ .
est proportionnelle en tous points & ce dernier. Si A
est ce facteur de proportionnalité 4 'instant ¢, nous
pouvons en tenant compte des propriétés géomsé-
triques de symétrie et de ’équation (7), mettre m,
sous la forme

m, = 1; 0 f k() dv = KAily).

On en déduit la valeur de I’énergie emmagasinée
par les spins

(A ¥ . 2dr = — (11X Y k2
W A (z)ka d (1 [K) my i(t) [1 dr
et la force électromotrice induite dans la bobine
1 2
—K,/;k. d'r.‘dmlldt.

On a coutume [6] d’utiliser le concept de « coef-
ficient de remplissage » défini par

— 2 If 2
n_j;k a/ [ kea

Nous adopterons un systéme d’unités non ratio-
nalisées. L’intégrale située au dérominateur, éten-
due dans tout P’espace, est alors égale a 4mL [y,
L étant Pauto-inductance de la bobine et p, la
perméabilitéldu vide. Le coefficient de remplis-
sage représente ainsi la fraction d’énergie magné- -
tique que renferme le volume de I’échantillon en
P’absence de matiére aimantée. Finalement I’équa-

(11)
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tion différentielle du réseau électrique prend la
forme
d*  ogrd __hmpdim,

aatoateki=—rga

D. Le modéle électrique. — Nous sommes main-
tenant en mesure de définir le modéle électrique
dont le comportement puisse se représenter du
point de vue formel par les relations (10) et (12).
I 'y a pour cela une condition nécessaire :
Y. Rocard [9] a montré que, dans le cas de sys-
temes couplés dont Jes paramétres dérivent d'un
potentiel, la conséquence de I’existence des éner-
gies potentielle et cinétique est que les termes de
couplage sont nécessairement symétriques. En I'es-
pece, les seconds membres de (10) et (12) ne peuvent
étre tels que sous la condition
c:“o AP [mI cos wt 4 = 3 ((ll{ sini cot]

o étant un scalaire indépendant du temps, et
comme i(¢) a la forme (6), on en déduit que la
représentation par un modéle électrique n’est pos-
sible que si p = — ,donc p#— w,, et si

dIjdt < w, 1.

C’est cette derniére loi de variation qui, dans le

cas d’une charge capac:ltlve, se trouve exprimée
ipso-facto commeinous I'avons vu dans I’équa-
tion (5). En introduisant la susceptibilité parama-
gnétique statique x,= mgy[uoH, I’équation (10a)
prend alors la forme (%) :

dz 2 d 1
E{z+ﬁm+(‘°5 *‘ﬁ)f’"’l
___YKmgd®*i _ . ms dz:
- W ETE = ~— ko %o — 'aT (13)

On obtiendrait un résultat identique avecla deu-
xiéme composante du courant, en sin wf, que sug-
gére la forme (4) et la hnearlte des equatlons en
conserve également la validité pour le courant
total.

L’ensemble des relations (12) et (13) permet de
batir entiérement le réseau équivalent. Il comprend
deux mailles couplées par une mutuelle induc-
tance (fig. 2), la premiére d’entre elles, parcourue
par le courant i, = i(¢), étant formée évidemment
par une inductance L, et une résistance R, iden-
tiques & celles, L et R, de la bobme, placees en
série avec la capaclte C1 = C = owx?[-1. Il
existe une certaine souplesse dans la représen-
tation de la maille 2, puisque les seuls parameétres
déterminants sont sa fréquence propre et sa sur-
tension, et les valeurs des éléments résultent en

(*) On a choisi a dessein une grandeur sans dimensions,
mq Hy

. _ _moHy_
@ T = o Hysw
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fait de la convention de correspondance adoptée
pour son courant i,. Nous en profitons pour poser
arbitrairement L, = L, = L et obtenons ainsi

Inductance L, = L Capacité C3* =
Résistance R, = 2L|[T,

Llwg + (1]T3)]
Courant i, = -7%1 Vamn.mg[yemg

Inductance mutuelle : M = L Vhmny, my[mg

ou coefficient de couplage :

2= M VL Ly, = Vhrny, myfm, (15)
R1 . R2 )
'——'-'WVWWV\N_B (———“VVVVV\NVVVV‘——T
Lig ng 4"'&
L N 8 ET N L
C‘l l’ g g . 2 7 Cz
S e
9T ‘
Fie. 2. — Modéle équivalent en évolution libre.

Dans la figure 2, la traduction champ/fréquence
s’opére par les variations de la capacité C, avec la
loi (%) :

1]Cy = f{H,) = L[(1]T3) + v* Hj). (16)

) III. GENERALISATION. )
EVOLUTION FORCEE DU SYSTEME COUPLE.

A. Evolution foreée. — Nous avons utilisé
jusqu’a présent une hypothése assez contraignante,
selon laquelle la charge de la bobine était cons-
tituée par un unique condensateur, et nous nous .
proposons d’étendre I’étude au cas le plus général
d’une charge quelconque, representee par un opéra-
teur fonctionnel linéaire Z,,, qui peut inclure en
outre une source de tension e(f) (ou de courant)
donnant lieu & un régime forcé. Le spectre de
Fourier de la source peut comporter une ou plu-
sieurs raies ainsi qu’une partie continue, et nous
introduisons cette unique restriction que, pour que
des transitions puissent étre induites, ce spectre
devra posséder une densité notable dans le voisi-
nage dela frequence de Larmor.

Dans le réseau ainsi défini, le courant qui tra-
verse la bobine est soumis & la relation

L dm,y

d . ,
gLa—t—*- Zop} 1 == e(t) —_— [A'C‘l]p. 7 dt (17)

(2) Bien que 1]T% < y® HE nous avons conservé la
valeur exacte en vue d’ eventuels calculs de précision.
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el si sa densité spectrale est définic par
+
) = (l[27:)f i 4(1) e—iot dt
— 00

le champ moyen qu’il crée dans le volume de
I’échantillon prend la forme

(18)

H = Kf+°°1((o) ciol do. ey, (19)
-0

Dans la bande de fréquences cycliques infiniment
étroite centrée sur w et de largeur d o, il correspond
& la composante élémentaire dII(w) de ce champ
rectiligne une vibration circulaire plane de sens
convenable dont il est facile de trouver I'expres-
sion, soit pour vy positif (voir Appendice) :

All*(w) = % K1{e) ciot [e1 + i% eg] dew, avec i*=—1

(20)
et, s nous supposons remplies les conditions de
linéarité des équations de Bloch, nous sommes

conduits, en vertu de la régle de superposition, &
¢erire ces équations sous la forme

gd +-,11-,— }ml = g Mg

dt
__‘12 -Y]('maj;:o iTZ—l I{w)eiotdeo (21a)
g d-(‘l‘t + %li Ny = — g Ny +% yRmg L:o I{w) it de
(215)
% +Fili s #%)' (21¢)

On en tire par élimination de m,
az , 2.d ., 1 1 +oo .
a7yt (o8 ) = gk [ 1) o

[m.a(|m[ + wg) + i (ma (—7%—-——,1—)—— ;_l’—f;o)] d .

le]

(22)

Remarquons tout d’abord que le terme imagi-
naire situé entre les crochets du second membre
est de ’ordre de m, [T, done trés inférieur & wqo my,
ce qui permet de le négliger (*). Si, en premicre
approximation, on négligeait la lente wvariation
temporelle de m, et en tenant compte de ce que
1]/T% < i, on pourrait exprimer la solution de (22)
sous la forme du terme spectral de m; :

1(w) [|o] + ol
t— w4 i20]T,

1
M (o) #§ yHmg ”

et la forme du dénominateur nous montre que ce
terme n’est vraiment important que dans une

(*) Cette hypothése serait fausse dans le cas ou
my < myfwy Ty, (mis & part le cas de saturation totale qui
ne présente aucun intérét) ce qui correspondrait & un désali-
gnement du moment par rapport & sa position d’équilibre
égal & 90° & quelques minutes d’arc. Ce dernier état est peu
probable et en tous cas de trés faible durée de vie,
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bande trés étroite comprise entre wy — (1/7,) et
wo + (1/7,). Dans ces conditions, cet effet de fil-
trage des spins nous autorise & remplacer dans (22)
[0y + |w|] par 202 /e, ce qui n’affectera aucune-
ment Pargument de A/,( ) et introduira une erreur
infime sur son module. Comme d’autre part

d2
des

+oo .

/ w? I{e) ciot Jo = — i(1)
-0

I'équation” (22) se transforme finalement en une
équation identique a (13). Les résultats acquis dans
le cadre de I’évolution libre s’appliquent donc a
I’évolution forcée, et, tenant compte de (17) et (21¢)
nous adoptons comme schéma équivalent au sys-
téme formé par une bobine et un échantillon gyro-

R,
- — AW ——
z Ligj ELZ H,
e g 2 7 T
g 2 i Ercz
S 2
- — c
A
zL

Fic. 3. — Mod¢éle équivalent dans le cas général.

magnétique celui de la figure 3, dont les éléments
sont déja définis par (14) et (15).

Ce modéle est valable aussi bien en régime per-
manent que transitoire. Il offre ceci de particulier
que le coefficient de couplage (15) est une variable
susceptible de dépendre du temps par Pintermé-
diaire du rapport [ms [fmy] V2.

1. REcIME PERMANENT. — Le coeflicient de cou-
plage est constant d’aprés (21¢) et lorsque le facteur
de saturation est faible, mg/mgy # 1. Si ’on veut
améliorer ’approximation, il est facile d’adopter la
solution exacte des équations de Bloch (cf. M. Sou-
tif [13]) soit pour i(t) = I, cos (wt 4 o) :

1 + T3 — w)?
. |
'1+T§(m—-m0)-+;;y-K'I§T1T2

Ny
my

Seuls sont touchés par cette correction le coef-
ficient de couplage et le coefficient de proportion-
nalité entre courant et composante axiale de Iai-
mantation.

2. REGIME TRANSITOIRE. — Dans certains cas
seulement, si la valeur initiale m3 de m, au temps 0
différe par trop de sa valeur d’équilibre mg, le
coefficient de couplage varie avec.le temps.

La loi suivant laquelle m tend vers m, est

mg[mg =1 4 [(md[my) — 1] exp——q-,—t

1
et comme 7T'; > wy?, le couplage demeurera prati-
quement constant pendant un grand nombre de
périodes, ce qui permet de traiter de fagon simple
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le régime transitoire du réseau A& parameétres
variables.

B. Cas d’une polarisation négative. — Plusieurs
procédés ont été proposés qui fournissent un ren-
versement w des populations de spins nucléaires,
soit par prépolarisation (H. Benoit et J. Henne-
quin [10]), soit par polarisation dynamique
(A. Abragam et all. [11]) (*). Comme ces procédés
s’accompagnent d’une trés forte augmentation de
I’amplitude de la polarisation, ils s’averent d’un
grand intérét dans la réalisation de transducteurs
de type « MASER » en champs faibles.

L’aimantation a 1’équilibre dans un champ per-
manent y prend une direction opposée a celle du
champ, — mg e;, et comme l’évolution macro-
scopique en présence d’une polarisation quasi-sta-
tionnaire est toujours régie par le schéme de Bloch,
la seule modification a introduire dans les calculs
précédents est d’y considérer la susceptibilité para-
magnétique statique x, comme une valeur négative.
Dans le schéma de la figure 3, le coefficient de
couplage devient alors une grandeur imaginaire,
ceci d’aprés (15) :

7 =ML L, = i\//xm)[xolmslmo. (15 bis)

Les éléments du circuit demeurent réels, mais la
relation de correspondance courant/aimantation,
d’ailleurs conventionnelle, est imaginaire.

Ces résultats paraissent logiques, si ’on consi-
dére la nécessité de rendre compte de la fourniture
d’énergie qu’opére dans ce cas le systéme de spins.

C. Possibilités d ’extension. — Il est rela{tivement

aisé d’étendre le schéma équivalent d’un réseau

électrique en interaction avec un systéme de spins
a des montages plus complexes mettant en ceuvre
plusieurs bobiiiages, dans le cas ou leurs axes
demeurent paralleles.

Il n’en est pas de méme dans le cas contraire, et
en particulier, celui du montage de Bloch a bobines
croisées. L’étude du groupe d’équations différen-
tielles, auxquelles conduit un calcul analogue au
précédent, montre alors I’existence de termes de
couplages de signes opposés, du type de ceux que
Y. Rocard nomme «termes gyroscopiques » [9]. On
sait qu’il est alors impossible de rendre compte du
comportement de I’ensemble, dans les conditions
les plus générales, par un modele purement élec-
trique. Si Von se limite aux seuls régimes station-
naires, on peut par contre batir un tel modéle en y
introduisant un simple élément déphaseur, dont la
présence correspond au décalage temporel des com-
posantes, snivant chaque bobine, de ’aimantation
macroscopique lors de son mouvement de
- précession. '

(¥) On trouvera une excellente étude d’ensemble de ces
- procédés dans un récent article de P. Grivet [12].
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IV. CONDITIONS DE VALIDITE,

A. Les conditions de validité sont tout d’abord
celles méme que Bloch a introduites pour poser ses
équations [loc. cit], & savoir :

— On supposera que I'équilibre thermique entre
spins et milieu est établi dans le champ perma-
nent H, au moment ou I'on applique le champ
transversal. Cette condition n’implique prati-
quement qu’une restriction treés limitée dans I’em-
ploi du modeéle électrique appliqué & un trans-
ducteur. :

— Homogénéité du champ permanent : impli-
citement, la valeur adoptée pour 7', peut tenir
compte de 'inhomogénie, & condition qu’elle soit
faible et contribue 4 un élargissement modéré de la
raie naturelle. Autrement dit, dans le cas des
liquides, le champ moléculaire devra constituer le
processus de relaxation dominant, de facon a ce
que la décroissance des composantes transversales
deT’aimantation conserve un caractére exponentiel,
celui qu’implique le réseau électrique dissipatif
employé dans la représentation. Sinon le modéle ne
pourra convenir & tous les cas d’expérience et il
serait nécessaire de le compléter en introduisant
une répartition de fréquences propres sur un
‘ensemble de mailles de spin, de préférence continu,
ce qui ne présente plus aucun intérét pratique.

B. Nous avons rencontré également au cours de
ce calcul d’autres restrictions qu’il reste & étudier.
Tout d’abord nous avons posé, a propos de I’équa-
tion (2), que ld stabilité & court terme du champ
« permanent » devait &tre telle que

A1 dH,
H, dt

1.
<<—T—-2.

Nous pouvons considérer que ce champ comporte
une partie fixe < H, > a laquelle se superpose
une partie fluctuante, de nature plus ou moins

" aléatoire £(¢) beaucoup plus petite que la premiére.

On voit alors que la condition précédente; qui
: 1de 1 <Hy>
e dt < T,
trées largement remplie, et d’ailleurs la mesure
de H, perdrait autrement toute signification.

C. En outre, nous avons admis la possibilité de
remplacer, dans ’équation (22) la quantité

le + g
®

équivaut a sera toujours

par 202[wi.

. 0
Cette approximation implique une erreur de repré-
sentation si o s’écarte trop de la fréquence de
Larmor «, Deux cas sont & étudier, suivant que
le spectre du courant est discret ou continu :

1. REGIME STATIONNAIRE. — Supposons que le
spectre soit constitué par une raie unique centrée
sur 4+ j, aveC w; ~ ®,. . . .

14
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On sait [13] que dans le cas d’une perturbation
* périodique, la solution exacte des équations de
Bloch conduit a décrire la variation d’impédance
de la bobine entourant I’échantillon par la relation :

mgy 1
A711 = 24»/}/0 O.)OT —— .L(l)l 1T — l]'

2wy — wl).

En utilisant le circuit équivalent de la figure 3,
cette variation d’impédance apparait comme due
a I'impédance couplée (zLw,)?[Z,, qui s’écrit, sui-
vant les équations (14) et (15) :

Azu_ = 2TCT)XD Wy Tzﬂlg .L(:)l
My
@@y

T, 11
— | w2 — w? _]
20)1[ 0 1+ T%

1—1

On voit, par comparaison, que I'approximation
conduit & trois sortes d’erreurs :

a) Une erreur sur le centrage de la résonance,
dwofwg# (1/2) (04 T,)~2 Elle sera le plus souvent
trés inférieure & 1078, donc entiérement négligeable.

b) Une erreur sur la forme de la raie d’absorp-
tion, qui n’est plus exactement lorentzienne. Sa
valeur relative, de 'ordre de [®; — ;]2 /8w3, est
inappréciable pour des désaccords atteignant déja
plusieurs dizamnes de largeurs de raie. Elle n’est
sensible que sur la « queue » de la raie, mais il faut
remarquer que ¢ est également dans ce domaine
qu’est discutable la forme méme de Lorentz a
laquelle conduisent les équations de Bloch. On sait
(cf. Y. Ayant [14], [15]) que, méme dans le cas de
liquides & faible viscosité, Pinfluence du temps de
corrélation de Debye est susceptible de se mani-
fester pour les grandes valeurs de [w; — g, et
il est plus vraisemblable que la raie d’absorption
ait une forme générale de Lorentz avec des queues
gaussiennes.

Le modéle électrique peut donc étre considéré

comme satisfaisant & cet égard pour I'étude du-

fonctionnement en transducteur, la nécessité dans
ce cas d’une énergie d’interaction appréciable entre
le champ électromagnétique et le systéme de spins
impliquant en effet une fréquence de travail telle
que Tolwg — w4] soit de I'ordre de I'unité.

¢) Une erreur sur Pamplitude, due au facteur
w4 [ 0 que nous négligerons pour les raémes raisons.

2. REGIME TRANSITOIRE. — Nous pouvons dé-
composer le spectre de fréquences du courant i, en
trois parties principales :

a) 0 < | Ii) < 1]/T,. L’évolution trés lente qui
correspond a cette bande conserve l’éguilibre ther-
mique entre spins et milieu et se traduit par un
vecteur d’aimantation macroscopique paralléle et
proportionnel au champ magnétique résultant. I1
y a donc rotation et variation de norme de cette
aimantation, L’effet en est négligeable si le champ
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transversal est faible, sinon le modéle électrique,
qui ne peut en rendre compte, devra faire place au
calcul direct.

b) 1/T, < |o] < w, La perturbation intro-
duite par cette partie du spectre répond au critére
de validité du théoréme adiabatique. La répar-
tition des populations entre sous-niv‘eaux Zeeman
est donc sensiblement la méme qu’en P’absence de
perturbation, mais 'axe de quantification évolue
parallélement au champ résultant, ce qui traduit
par une rotation du vecteur aunantatlon macro-
scopique sans variation de sa norme. Si la densité
spectrale est du méme ordre dans cette bande
qu’autour de w,, il correspond & H(w) ¢ dw une
variation

dmy & g X0 H(w).de

entiérement négligeable par rapport & ce que four-
nit le voisinage de w, correspondant

dm, ~ % Yo Lo Wo T2 H(w).de.

Mais si la majeure partie de ’énergie est répartic
dans la bande adiabatique, le résultat ci-dessus
cesse d’étre valable et le phénoméne de rotation
dominera celui de résonance. D’ailleurs, & moins de
conditions expérimentales défavorables, cette
partie du spectre proviendra d’événements séparés
dans le temps de ceux susceptibles d’induire des
transitions. On pourra alors traiter les rotations
adiabatiques par le calcul direct et le modéle élec-
trique sera utilisé & I’étude des variations non-
adiabatiques, en prenant pour conditions 1mt1a1es
celles fournies par ce calcul.

¢) |o] ~ g et |o] > o, Cette troisieme bande
entre dans le cadre des « modifications soudaines »
de I’état dynamique du systéme de spins. C'est la
seule qui intervienne dans linteraction avec le
champ électromagnétique dont tient compte le
schéma électrique étudié. On a vu par P’équa-
tion (23) Vextréme étroitesse de la bande de fré-
quences qui intéresse les transitions entre niveaux
énergétiques. De ce fait, et plus encore que dans le

l+(°o

cas stationnaire, le remplacement de ~————= par

2w2[w§ ne peut avoir qu'un effet mappremab]e et
se justifie pleinement.

D. Linéarité. — L’emploi d’un réseau électrique
de caractére linéaire pour représenter des phéno-
meénes de nature physique différente ne peut se
justifier que si ces phénorénes eux-mémes sont
régis par des lois linéaires, du moins avec une
bonne approximation.

Or, nous avons vu que la linéarité des équations
de Bloch est détruite par les termes de couplage,
dés lors que la composante de I’aimantation sui-
vant le champ permanent depend de la valeur du
champ transversal. : '
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1. Dans le cas de régimes stationnaires, le critére
de linéarité est bien connu [4]. Nous I’écrirons :

YAH[2)2 T, Ty < 1

H = K.I, étant amplitude du champ rectiligne
sinusoidal créé par le courant 7, cos «¢ qui circule
dans la bobine. _

2. La définition d’un tel critére est beaucoup
plus délicate lorsqu’il s’agit de perturbations tran-
sitoires,.et nous allons essayer de I’aborder ici :

Considérons donc une modification soudaine de
. I’hamiltonien, mise en route au temps ¢ = 0 et
provoquée par un champ transversal issu d’un
courant i,(t) dont nous supposons la densité spec-
trale notable autour de g, de telle fagon que les
probabilités de transitions soient importantes.

Sauf dans un cas unique (oscillation trés peu
amortie qui, d’ailleurs, si sa largeur spectrale est
inférieure & 1/7T,, pourra se ranger dans le cadre
d’une perturbation périodique) le courant i, ainsi
défini est tel que son spectre est nécessairement
trés étalé relativement a la largeur de raie.

L’aspect de 1’équation (23) nous a montré que
Peffet de filtrage des spins est tel que les compo-
santes spectrales situées en dehors de la raie
d’absorption ne jouent aucun réle. On va profiter
de cette propriété pour substituer au spectre du
courant i,(t) un autre spectre ayant méme allure
autour de w, mais dont les parties inopérantes
seront adaptées de fagon adéquate. On s’arrangera
* en effet pour faire correspondre i ce spectre de
remplacement la transformée d’une fonction du
temps de forme simple. Nous calquons ce procédé
sur celui qu’on utilise fréquemment dans la Théorie
des Réseaux, et qui permet de substituer & une
impulsion bréve une « impulsion réduite » équi-
valente du point de vue de ses effets [16]. Dans

notre cas cependant, le courant i,(f) n’a certai-

nement pas la forme idéale d’une impulsion de
Dirac et la recherche de son impulsion réduite doit
tenir compte dans une certaine mesure de I’évolu-
tion du -spectre a lintérieur de la bande
d’absorption.

Si J&( )= H( w) e*®“) st la densité spectrale, a la
fréquence cyclique ©, du champ transversal A(z),
le fait que ce dernier sera, dans la plupart des cas,
créé par un courant issu d’un réseau physiquement
réalisable implique, d’aprés les relations de
Bode [17], que la forme du module H(w) n’est pas
indépendante de celle. du facteur de phase ®(w),
qu’il suffit alors de considérer seul.

Si nous représentons 1’évolution de @ autour

de o, par un développement en série

Do) = Olwg) + (0 — o) (dP[dw)e

+3 (0 — ) (2 Dfdat), + ...

-nous pouvons admettre que 1’épanouissement du

I4

VALIDITE DE LA REPRESENTATION PAR MODELE ELECTRIQUE

211

spectre en regard de la bande d’absorption permet
de n’en retenir que les deux premiers termes, ce qui
constitue la relation d’équivalence de forme :

P(w) # Plwo) + (0— @) ({dP/d)omen
(24)

Notons qu’un:étalement satisfaisant, eu égard &
notre hypothése, se traduit par :

[AD A )y m ey & 27T 5.

pour ® ~ 4 g

(25)

Du module, il suffit de ne retenir que sa valeur a
:d fréquence cyclique o,

H{o) # H(w,) (26)

ce qui permet de conserver I’équivalence énergé-
tique.

Dans le cas ou le courant est créé d’une autre
maniére, . nous admettons qu’il est tout de méme
possible de conserver ces relations d’équivalence en

pour o ~ +4- o,

- considérant entre autres que les variations de

Pargument, plus rapides que celles du module, ont
une influence dominante sur la forme de la fonction
image.

Nous disposons ainsi, par (24) et (26), de trois
parameétres pour définir la fonction que nous allons
substituer a A(f) (les équations correspondant &
® ~ — w, Ne sont pas indépendantes des précé-
dentes a cause des propriétés de parité de H et @),

et cette latitude permet de centrer sur o, le

spectre de substitution, ce qui lui fait correspondre

une perturbation a la fréquence de Larmor dont

Pamplitude est variable avec le temps.
Choisissons par exemple :

he(t) = Hy sin (@t — o) pour 0 < ¢t < @
he(t). = 0 : partout ailleurs.

27)

Son spectre, par ailleurs bien connu, répondra
aux conditions (24) et (26) si ’on écrit :

O = —2(dD/dw)emwe (28a)
e = — [Plwg) + =/2] (280)
Hy = — 27 mod 3(w,).(dP[dw)ale, (28¢)

‘ce qui définit la durée, la phase et Pamplitude de

Pimpulsion réduite de pulsation w,.

Y mod FE (w) ' 2

Spectre initial

W,

Fic. 4. — Découpage du spectre.
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yr

Fi6. 5. — Allure de I'impulsion réduite.

. La largeur du spectre de h,(t) est de I'ordre
de 47 /0, soit d’apres la relation (28a),

27[d® [d |3t

=g ?
¢t en tenant compte de I'hypothése (25), on voit
que cette valeur est grande devant la largeur.2 /7,
de la raie d’absorption, ce qui justifie approxi-
mation effectuée.

Traitée dans le référentie]l mobile de Rabi [18]
tournant & la vitesse angulaire — w, autour de ey,
il correspond a 'impulsion réduite un champ trans-
versal ayant la forme d’une impulsion rectangnlaire
de hauteur H,[2 et de durée @. Au temps t = 0
’axe 1 de ce référentiel tournant, choisi suivant la
direction du champ transversal, forme avec ’axe 1
correspondant du référentiel fixe 'angle — ¢ défini
par (28¢c).

Au temps ¢ = O le champ transversal s’annulle,
le systéme de spins est alors abandonné 4 son évolu-
tion libre et retrouve son équilibre avec la loi
exp (—¢/T,). C’est donc I’état acquis au temps
t = O qui nous renseignera sur la linéarité de la
réponse a la perturbation.

La présence, pour ¢ compris entre 0 ct @, de
coefficients constants, permet, comme T’a fait
Torrey [19], de soumettre & la transformation de
Laplace les équations de Bloch rapportées au repére
tournant, ce qui fournit le groupe :

(p+ 1T, =0 (29q)
(p +1]T,) Pa+ (1]2) YHr g = 0 (290)
P+ 1T ps— (1]2) YH: Ty = Uso + WolpPT}y, (29¢)

Les g, représentent les transformées de Laplace,

+
T= [ et ae
=00 R

des composantes p(¢) de ’aimantation suivant les:

axes du repére tournant, u,, est la valeur initiale
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de la composante suivant le champ permanent, et
oy = m,sa valeur a I’équilibre. ,

On a par ailleurs : p; = g, = 0 pour ¢ < 0.

La solution de ces équations fournit pour i, :

_Ho_
g = . Ul + ] _*_l 211._, _*__l—]
Pl a)e a4

o 1 1
Ko p® + (‘7—125’-30 +711—1U-0) P.‘l"

(30)

D’aprés la forme du dénominateur, il .apparait
que p4(2) contiendra des facteurs exponentiels avec
la constante de temps 2[(1 /T,) + (1 /T,) ]~

Or, d’aprés (28a) et (25), ® est pefit devant 7',
et a fortiori devant T',, ce qui fait que I’évolution
de w4t) pendant la durée de I'impulsion réduite
peut étre représentée correctement par un dévelop-
pement en série autour de ¢ = 0. La propriété bien
connue :

limg.)o[y.l(t)o] == llmwpomi(P)] _

nous permet de tirer ce dernier du développement
asymptotique de (30) :
1 -+ Ei_,——‘_“_’Q.L

2

T, p*

Ta = {tan.

— T B 1
— [+ 7 v H s+ e

ce qui, par transformation inverse, donne immé-
diatement pour! = 0 :

. ®
#a(®) = Bao -+ (o — Y30) '771

©

"% [(P-o— t30) '*‘71; Y* HR(T,)? P-ao] (T‘l)z + e (31)

L’influence de H: apparait dans (31) & partir du

terme quadratique, ce qui permet de prendre

comme critére de linéarité :

z.yﬁ Hp 02 <1 + (nif;";-— 1) %’1. (32)

Dans la grande majorité des cas, m,, différera
suffisamment peu de m, pour que le second membre
reste trés voisin de 1. Nous en déduisons alors un
résultat trés simple : la condition nécessaire pour
conserver leur linéarité aux équations de Bloch en
régime transitoire est indépendante de !’allure
exacte de A(f) et se résume, d’aprés (32), (28a) et
(28c) a : '

27)y] mod ¥(w,) < 1 (33a)

solt :

mod [-{f+°° et R(t) dt] < 1. (338)
. , —CO

La comparaison entre cette condition et le cri-
tére de non-saturation en régime stationnaire,
montre que T'; et T', n’interviennent plus. Ce résul-
tat parait justifié si 'on considére que la durée de
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la perturbation transitoire est nécessairement bréve
devant 'une ou Pautre de ces quantités.

N. B. — Si; au contraire, la valeur initiale de mg
était tres faible devant m,.Q /T, il faudrait tenir

compte indirectement de ’allure de k(¢) par Pinter- -

médiaire de la vitesse de variation de I’argument de
son spectre autour de »,. La condition de linéarité
deviendrait :

d@
[-u. Y mod JC(((\O)] < Mo 1

mae T |d «

) = (o

I1 semble d’ailleurs que ce dernier cas ne puisse
correspondre qu’a des perturbations dont I’allure
se rapproche davantage de celle des perturbations
quasi-stationnaires (O et donc d @ /d » importants).

V. Fluctuations thermiques. — Le bruit de
fluctuations thermiques dans le circuit électrique
utilisé pour la mise en évidence des phénomeénes
gyromagnétiques peut é&tre attribué a la résis-
tance R, de ce circuit, avec une densité spectrale
énergétique a la température T du circuit donnée
par la relation de Nyquist : E%(v) = 4kTR, (*).

La présence de la résistance R, dans le modéle
équivalent de la figure 3 suggére de lui attribuer
un bruit propre dont I'origine réelle ne peut étre
évidemment due qu’a des fluctuations dans la répar-
‘tition des populations des niveaux Zeeman. Il est
alors nécessaire de vérifier si les valeurs calculées au
moyen du modéle équivalent s’accordent avec la
réalité physique.

Sous un aspect macroscopique, considérons le
moment magnétique résultant M en présence du
champ permanent II,, en équilibre thermique a la
température 7' du milieu et soumis en outre au
champ de rayonnement isotherme incohérent. Il
en résulte des fluctuations autour de sa position
d’équilibre, qui, en dehors de la bande de fré-

quences de 0 a 1/7,, laissent invariante la norme
de M :

i f
2 (my)? = (my)? = ud 42 H3.

L’énergic potentielle du systéme par unité de

volume
(my)? + (my)®

Wy = — (M.Hy) # — my H, [1 —,_1:(—@2_1 + ]
aurait pour valeur a I’état « figé » : Wy = —my H,,.

Comme le systéme macroscopique posséde deux
degrés de liberté il en résulte une énergie moyenne
de fluctuation dans le volume t de 1’échantillon
qui vaut :

' t.mod (< W, > — W) = kT”

et en vertu de I’équipartition, on en dedult la
variance des composantes :

, kT’
<(my)2> = <(my)2> = Mo — 1Xol-

(*) kreprésente ici la constante de Boltzmann,
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Ce résultat sera conservé lors du mouvement de
précession causé par la prisence supplémentaire
d’un rayonnement cohérent, tant que la valeur
moyenne de ’angle entre M et H, reste faible.
Alors, d’une part, la température des spins demeure
trés voisine de celle du milieu et, d’autre part, les .
équations de Bloch demeurent linéaires et auto-
risent ainsi 'emploi du modéle électrique équi-
valent.

Ce modéle fournit justement, en appliquant la
formule de Nyquist & la maille 2 considérée comme
isolée (z; = O) la relation

<iyiy > = kT'[L,
soit, d’apreés le tableau de correspondance (14) :
< (mg)* > = (u§ K?[amnL). kT"[y,|.

Or il est facile de voir, d’aprés les définitions
de K et de ndu § C, que p§ K2[annL # po [, ce qui
conduit pour < (m;)® >. aux mémes résultats que
précédeminent.

Ainsi le modéle électrique, qui fournit la méme
variance et le méme caractére « microscopique » de
la fonction de corrélation, s’avére-t-il parfaitement
apte a traduire quantit.ativement et Jusque dans
leurs ultimes conséquences tous les phénoménes de
fluctuations.

VI. CONCLUSION.

Nous avons pu voir qu'une équivalence analy-
tique entre un montage a résonance magnétique
nucléaire et un réseau électrique de structure parti-
culiérement simple parait se justifier pour des con-
ditions d’emploi qui sont celles d’un appareil des-
tiné a la seule mesure d’'un champ magnétique :
stabilité et homogénéité du champ, en relation
méme avec la nécessité d’une définition précise de
Iobjet de la mesure, et travail dans une bande de
fréquences évidemment voisine de la fréquence de
Larmor,ou dans e cas transitoire, respect du critére
de non-adiabaticité.

Bien qu’il s’agisse en fait d’une fiction mathé-
matique qui ne peut prétendre se substituer en tous
points au traitement physique, le fait que ’emploi
du modeéle équivalent puisse s’étendre au régime
transitoire est d’un grand intérét, en ce sens que les
prob]emes délicats d’adaptatlon ou d’interpré-
tation qu’on y rencontre peuvent trouver une solu-
tion simple au moyen des méthodes de-calcul
connues de la Théorie des Réseaux. Citons par
exemple leffet complexe d’amortissement par
rayonnement cohérent [1] qui, par I'intermédiaire
du circuit équivalent, peut étre ramené & I’étude
classique de I’évolution libre de deux maﬂles
couplées.

De méme, en régime stationnaire, les relations
d’équilibre d’un pont, les conditions d’oscillation
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d’un « Maser » en champ faible [6], [10], ou effet
d’entrainement de fréquence [20], etc... peuvent
étre traités quantativement de maniére trés simple.

- APPENDICE

Champ tournant déduit d’un specire de bande.
~— Considérons, dans le repére de la figure 41, un
champ magnétique transversal rectiligne, dont
I’expression en intégrale de Fourier s’écrit :

hit) =f_:° Hio) efot do ey

Si I’on choisit une bande. de fréquences cycliques
infiniment étroite, centrée sur w et de largeur d o,
la composante élémentaire

’ dh = H(o)elot dw.e,

représente un champ oscillant rectiligne cisoidal
qu’on écrira :

dh = H(w) [cos wt + iTg—ls’in. |w|t] dw.e;. (34)
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A ce champ rectiligne on peut faire correspondre

"deux vibrations 4 polarisation circulaire, et si ’on

ne retient que celle dont le sens est convenable, en
relation avec le signe du rapport gyromagnétique

" des noyaux étudiés, on obtiendra un vecteur élé-

mentaire dh* ayant une vitesse de rotation

83.

— oy | ©

Y

Dans cete correspondance, la contribution du
terme de (34) en cos ot est (¢n suppose y positif):

%H(w) [cos ot.e; — éjn |w]t.e,;] do.
Celle du terme en sin ||t :
—;—H('co) [sin |w|t.e, -+ cos wz.eg]—l%i- do.
Soit au total :-
* 1 $ ; © e
dh* = 2H(co) glot [c1 +i Tol ez] do. (385)

Manuscrit regu le 23 novembre 1960.
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