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Semmegire :

Lo recherche des régimes transitoires des flux et des concmtroﬂom d'un
longe en séparation par une usine étagée de forme quelconque conduit & étudier
solutions de certains types de systémes différentiels. Ces systémes eont déduits
grophe représentatif de l'usine, et apparaissent sous une forme structurée.

A laide du théoréme d'Olgoe TAUSSKY et par Yintroduction d’écorts orientés,
les solutions de ces systémes sont principolement examinées dans leur comporte-
ment asymptotique.

Un oppendice montre que les solutions des systémes d’équaﬂons oux dérivées
partielles des usines en coscades & tréds faible séparation admettent des propriétés

analogues.

92 pages

&ﬂ»

CEA 2337 — BOULIGAND Georges

DIFFERENTIAL SYSTEMS OF FLUX AND CONCENTRATIONS OF A MIXTURE
IN THE SEPARATION BY A PLANT (1963)

© Summery 3
The study of transient flux and concentrations of @ mixture in the separation
. by a plant with different interdependent stages leads to an examingtion of the
solutions of certain types of differential systems. These systems are obtained from
the representative graph of the plant and have a structural form.

By Olga TAUSSKY’s ﬂ\eoremondthelmrodtmionofodemd:lem the
solutions of these systems are chiefly examined in their asymptotic behaviour.

The appendice shows that solutions of partial differential equations relative to
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A mes Parents



Cette thége, préparée sous la direction de Monsieur Blaquitre, résulte entidremeut de mes
recherches effectuées au C.E.N. de Saclay dans le Service Etudes de Séparation des Isotopes de
1'Uranium,

En vue de la séparation d'un mélange d'hexafluorure d'uranium *>*UF,, ** UF,, par une usine
Stagée de diffusion gazeuse, et & propos de régimes transitoires des concentrations, je fus amené
4 me poser différents problémes que j'ai résolus par la suite en déterminant assez généralement
Ja structure des systdmes différentiels des flux et des concentrations d'un mélange en séparation
par une usine quelconque.

Je tiens A témoigner ma profonde reconnaissance aux professeurs Grivet, Fortet et Blaquidre
pour l'attention qu'ils ont accordée & ce modeste travail et leur exprime mes remerciements ainsi
qu'd tous ceux qui m'ont encouragé a l'effectuer.



INTRODUCTION

Il existe souvent plusieurs procédés pour effectuer la séparation d'un mélange formé de corps
simples distincts ou d'isotopes d'un mé&me élément. Les uns conduisent A une séparation compldte ;
les autres i une séparation incompleéte. Dans l'industirie les seconds se montrent moins onéreux. Ils
sont répétés dans une usine de séparation U, sur le mélange qui la traverse, un nombre de fois
suffisant pour aboutir aux concentrations désirées.

C'est en cherchant 2 déterminer au cours du temps l'évolution des flux et des concentrations
d'un mélange en séparation par une usine étagée de forme quelconque que nous sommes amenés i
étudier certains types de systdmes différentiels et les propriétés de leurs solutions.

Pour préciser ces considérations nous conviendrons que le mélange est composé de plusieurs
éléments ek qui seront en réalité des corps simples ou les isotopes d'un méme élément ... et nous
rappellerons que la concentration de 1'élément e* d'un mélange homogéne pris dans un échantillon
est un nombre N de [0, 1) égal au rapport du nombre de mole v* de cet élément au nombre total

k]
de moles ¥ v} contenues par cet échantillon. Ainsi, pour un mélange de s éléments distincts aux
i=1

| ]
concentrations respectives Nl, N’, een N', on az N'=1 et une enceinte,ou capacité, renfermant

k=l
C moles de ce mélange renferme aussi CN>, CN? ..., CN*moles des différents éléments. Les pro-
duits CN* (k = 1, ..., 8) sont les capacités élémentaires de C ; C étant la somme de ses capacités
élémentaires. De m&me étant donné un flux L. de ce mélange, représentant le nombre de moles qui
passent A travers une section, les produits LN *(k=1, ..., 8) représentent les flux élémentaires
de L ; L étant la somme de ses flux élémentaires. D'autre part, une usine de séparation est un
assemblage d'étages reliés entre eux par un processus plus ou moins compliqué, et en liaison avec
le milieu extérieur par des entrées donnant accés aux alimentations du mélange a séparer, et des
sorties permettant les soutirages du mélange élaboré. De cette fagon, une usine U se décompose
en deux ensemblés complémentaires : le coeur U, et le milieu extérieur CU contenant les alimen-
tations et les soutirages de . On a donc.:

a=U0ulU

les ensembles U et [ U étant a préciser par 1a suite.

En pratique, pour déterminer les flux et les concentrations d'une usine, on est obligé de la
schématigser, ce qui va bien entendu au détriment de la réalité, mais les résultsts obtenus seront
vraisemblables. Dans cette schématisation on distingue divers objets : des arcs munis de fléches,
des points de séparaticn (P.S), des points de mélange (P.M) et des capacités C a concentrations
homogeénes. Les arcs figurent les canalisations par ou circulent les flux ; les capacités, les nombres
de moles contenues dans les organes et les canalisations des étages.

Pour simplifier, on ne considére que des usines formées de points de séparation i trois ou-
vertures. Sous cette réserve, le chapitre 1 se rapporte & ces objets et donne des in€galités fonda-
mentales sur les loi~ de séparation qui complitent ainsi la structure des systdmes différentiels des
usines. Mais pour préserver cette structure dans des cas plutdt théoriques que physiques on précige
les ensembles U et c U en clagsant les capacités de Men capacités unipolaires et en capacités bipo-
laires ; les premitres étant rejetées dans L U, les autres appartenant encore a U ou |= ﬁ; enfin, en
effectuant cette m2me opération sur les boftes définies au chapitre 2.




Au chapitre 2, on construit le graphe de U permettant d'exprimer rationnellement tous les flux
4 'aide d'un nombre réduit de flux dits flux principaux, et de ccefficients de partage. A cette fin,
on considére que chaque (P.8), est alimenté par une capacité bipolaire C et on rassemble dans
cette association (P.S), et C dans une m2me bofte B ou C > 0 et 0 £ 8 < 1. On convient que les
boftes bipolaires appartiennent a U et que les %ﬁgs unipolaires appartiennent a c U (ce qui achéve
A tout instant la définition des ensembles U et { U). Déas lors le graphe de U apparaft en réduisant
chaque B A un point. Par suite, la migse en équations d'une usine résulte de la connaissance de son
graphe G : Pour tous les éléments qui composent le mélange A séparer, on forme en chaque point
B de G la variation molaire élémentaire par unité de tempa de la capacité correspondante, et on tient
compte des lois de séparation pour ne conserver que les concentrations des capacités.

Ainsi, A toute usine U qui effectue la séparation d'un mélange de 8 éléments et dont le coeur
comprend n boftes, on associe 8 syst¢mes différentiels de n équations différentielles permettanc
de déterminer les n.s concentrations de U au cours du temps connaisgant leurs valeurs initiales,
les flux d'alimentation et leurs concentrations. Toutefois, les fonctions de ces systémes différentiels
dépendent des n flux principaux. Ceux-ci sont au préalable déterminés par un systéme d'équations
qui se déduit ipsofacto de 1'un quelconque des s systdémes en supposant que 1'élément correspondant
est a4 1'état pur. En définitive, ces flux dépendront des coefficients de partage, des flux d'alimen-
tation et des variations des capacités au courg du temps lesquelles seront déterminées 4 leur tour
par des agents physiques (pressions, températures, ...). Nous les supposerons strictement positifs
quitte 3 modifier le graphe de Y4 au cours du temps.

L'étude des solutions de ces systémes différentiels fait 1'objet des chapitres 3 et 4 ol on se
limite essentiellement 4 des mélanges binaires sauf 4 la fin du chapitre 4 ol les propriétés mani-
festes de ces systdmes sont établies pour un mélange formé par un nombre quelconque d'éléments.
On distinguera constamment les usines en production des usines en reflux total (ou en non produc-
tion) car dans le systdme aux flux principaux le déterminant de leurs coefficients est positif pour
les premiéres et nul pour les secondes.

Ainsi le chapitre 3 s'adresse exclusivement aux systdmes variationnels linéarisés. Il examine
d'abord le cas des systémes a coefficients constants en utilisant le critdre de régularité d'Olga
Taussky, ce qui édifie en m@me temps une base pour le chapitre 4. Précisément on établit : 1/deux
théoréines de localisation des composantes de la solution d'un systéme d'équations algébriques liné-
aires suivant que son déterminant est positif ou nul et qui démontrent que les flux principaux d'une
usine irréductible A capacités constantes sont strictement positifs ; 2/ avec la mame distinction,
deux théorémes de stabilité asymptotique concernant des systémes différentiels linéaires et homogénes
A coefficients constants, montrant que le systéme différentiel linéarisé des concentrations d'un mé-
lange binaire en séparation par une usine irréductible A capacités constantes est asymptotiquement
stable A droite au sens de Lyapunov ; on établit aussi que cette propriété s'étend 2 des systdmes
mixtes résultant de 1'annulation de certaines capacités (ou des coefficients en facteur avec les déri-
vées). Puis, on indique des résultats sur le comportement asymptotique de systdmes différentiels
linéaires A coefficients variables pour faire apparaftre la complexité de la question en général.

La théorie du chapitre 4 se rapporte 2 des systtmes qui peuvent 2tre non-linéaires etqui en-
globent le cas du systétme différentiel des concentrations d'un mélange binaire traité par une usine
de séparation. On a réduit les hypothé¢ses de fagon A étendre les résultats obtenus A des systémes
mixtes.

Les hypothéses posées comprennent d'abord des hypotheéses préliminmires correspondant aux
conditions du théordme d'existence de solutions abgolument continues des systémes différentiels géné-
ralisés au sens de Carathéodory ; puis 'hypothése fondamentale H, sur la décroissance au sens large
des fonctions de ces syastémes. Celle-ci généralise aux fonctions d'un systéme différentiel 1'hypothése
de la décroissance au sens large par rapport a la variable dépendante x de la fonction f(t, x), qui

dx
at = f(t, x).

Cette hypothése H, a pour effet que les écarts et la distance de deux solutions sont décroissantes
du temps, ce qui implique aussi pour celles-ci un théoréme d'unicité 3 droite. Enfin, il résulte par
l'adjonction d'hypoth¢ses complémentaires H, que les composantes des solutions varient sur linter-
valle [0, 1] loraqu'elles s'y trouvent initialement.

On prouve ensuite que le systéme différentiel des cincentrations d'un mélange binaire traité
par une usine de séparation satisfait aux hypothtses précédentes. Ses solutions présentent donc les
mémes propriétés. Puis on suppose l'usine a fonctions indépendantes du temps, en distinguant ses
deux régimes possibles (production ou reflux total) et 1'on établit dans les deux cas l'unicité d'un
régime permanent et la convergence des solutions du systdme vers ce régime permanent.

n'est autre que la condition d'unicité a4 droite de Péano pour l'équation différentielle —



Enfin, on démontre que les conceitrations N:‘('.) d'un mélange formé par un nombre quelcon-
que d'éléments, aux différents étages d'une usine de séparation, suivent les relations :

Nit) 20 et f, Nit) =1 pour t>0

kel
loraqu'il en est de méme A l'instant initial t = 0,

Un appendice concerne les usines étagées en cascades et A gains de séparation trde voisins
de 1. Pour celles-ci, on substitue aux systémes différentiels des flux et concentrations un systéme
d'équations aux dérivées partielles et de conditions aux limites dont les solutions satisfort a des
propriétés analogues a celles de leurs systémes différentiels.



CHAPITRE |

POINTS DE SEPARATION, POINTS DE MELANGE ET CAPACITES

Ce chapitre indique les propriétés des principaux organes - points de séparation, points de
mélange et capacités - qui demeurent dans une schématisation poussée d'une usine de séparation
afin d'obtenir des équations qui gouvernent ses flux et ses concentrations.

11 se décompose en trois parties concernant :

1/ Les points de séparation auxquels correspondent des lois de séparation soumises i des iné-
galités d'origine physique qui compléteront la structure des systémes différentiels des concentrations
d'une usine ;

2/ Les points de mélange auxqueis se rattachent les notions de flux global et de concentra-
tion moyenne ;

3/ Les capacités pour lesquelles on établit que leurs concentrations demeurent sur {0, 1] et
que leurs sommes restent égales 3 'unité au cours du temps. Ce résultat Tacile A établir sera étendu
par la suite, au chapitre 4, A toutes les concentration® de 1'usine. Enfin, la clasaification des capa-
cités en capacités unipolaires et capacités bipolaires, les premidres étant rejetées dans le milieu
extérieur { U est une précaution esgentielle pour préserver dans tous les cas la structure des sys -
ttmes différentiels relatifs aux flux et aux concentrations de U.

I - POINTS DE SEPARATION -

Parmi les différents organes de séparation que 1'on puisse cancevoir, les plus faciles A étudier
sont ceux qui offrent le nombre minimum d'ouvertures. Ce nombre est trois comme on s'en read
compte aisément. Ils correspondent aux points de séparation 2 trois ouvertures (P. S), lesquels seront
les seuls considérés dans cette étude.

1/ Fonctionnement d'un point de séparation A trois ouvertures.

Un point de séparation (P.S), comprend une entrée et deux sorties. Il a la propriété physique
d'émettre des flux de sortie L' et L" de concentrations différentes lorsque son flux d'entrée L est
formé d'un mélange.

Désignons par N, ..., N* les concentrations du flux L constitué de s éléments. L est donc
composé de s flux élémentaires :

'
L"'= LN* telsque L=FL"'=% LN
&=
avec

¥ N =1 et O<&N'¢O (k=1, ..., 8)

ksl

De méme, désignons par N'> ..., N'*et N"1 ..., N""les concentrations respectives des flux L'
et L". Ceux-ci seront également composés des flux €lémentaires L'" = L'N'* et L" "= L"N"" tels
que :



[ L] [ ]
L' =¥ L* =3 LNt aveec 3 N'“=1 e 0¢N"¢1
brr} b il

L ]
L' s t L' = i: L"N"* avec ; N'"=1 e O0¢N'"¢1
o

kel [ {5}

et, en général, on aura l'inégalité i IN'® - N"*| > 0.
ol

En somme, le point de séparation scinde chaque flux élémentaire L* en deux flux L! “et L""
tels que :
L'*=1t*+ L"" de mémeque L = L'+ L".

C'est dans la mesure o les rapports :

o %— =1, ..., ) (1)

different d'un élément 4 l'autre qu'il existe une séparation. Les 6" représentent les coefficients de
partage élementaires de (P.S) . Puisque la séparation est incompléte, on admet que les 8" satisfont
a l'une des deux éventualités :

et = ... =08*=0 ou 0<0 <1 (k=1,...,8)
la premi2re ne donne aucune séparation et correspond i ce que nous appelons par la suite un pojnt

de séparation fictif (L' = 0), la seconde correspond A un vrai_point de séparation (L'> 0, L" > 0}
De m2me, on introduit le coefficient de partage global

Ll
® =1 @
' 'l s‘ k_&k - ™ [
Les relations 0 =Il: L =:6L etl -0 =-§Mmontrentque0<9<l pour un vrai
Zi ot Tt

(P.S), et que @ = 0 pour un (P.S), fictiL Dans tous les cas on a donc :

09 <1
Des relations (1) et (2) on déduit :
. g N 3)
o* a N©
d'od :
]
9 =% &N (0
k=l
ce qui est encore équivalemt aux deux groupes de relations :
N'* = o*N* (5)
et
0* = a* 9 avec a*>0 {6)



ol les a* sont les gains élementaires de séparation. Dés lors, les conditions de séparation incom-
pléte deviennent :

0gatnv <1 (k=1, ..., 8)
avec

T atN* =1 (M

=)

Par ailleurs on a aussi les relations suivantes :
L" = (1-9)L, L""= (1-8") L";
les bilans élémentaires
N'=gN'“+ (1-8)N"" (8)
qui impliquent que N* est toujours compris entre N'* et N""“; et :

(1-9)N"* = (1-a"9)N" = (1-0%) N". (9)

Remargues :
1/ Etant donné un mélange d'un nombre quelconque d'éléments, on a les éventualités suivantes,

oty X se rapporte aux mémes €léments.

P<INc<i)=fo <IN <i)=o<Z N <1)
En-0) = (Zn:0) — (Zn
Ev-1)e Exn:1) & (Tn-1)

En particulier dans le cas d'un "mélange pur" :

n
(-]
e’

"
L1

N=N=N"=0 on N=N =N"=1 avec a=1
2/ Pour a" = 1, il n'y a aucune séparation de 1'élément e* :
N* = N'* = N"*.

3/ Lorsque tous les coefficiems de partage élémentaires 8* sont égaux, la relation (4) donne
8* = @ et la relation (3) N'* = N* Il n'y a donc pas de séparation.

4/ Lorsqued =0, ona L' = 0, il n'y a pas de flux séparé et les bilans él€émentaires se ré-
duisent 4 N* = N". C'est le (P.S), fictif. Par raison de symétrie on pourrait considérer des
(P.S), 4 8 = 1 correspondant 4 L" = 0 et pour lesquels les bilans élémentaires se réduisent 2
N* = N* et impliquent aussi a* = 1 et o*@ = 1. Ces derniers (P.S), sont fictifs mais ne seroat
pas considérés par la suite puisqu'ils ne satisfont pas aux conditions de séparation incompldte.

En général les fonctions 6%, a*, ou N'" et N"" sont assez compliquées, elles dépendent du
point de séparation lui-méme, des conditions physiques dans lesquelles il se trouve, des éléments
3 séparer et de leurs concentrations N!, .... N® en admettant des dérivées partielles premitres
continues par rapport & celles-ci.

Compte tenu du bilan .§ N" = 1, on pourra toujours exprimer ces fonctions i l'aide des s-1

premidres concentrations N!, ..., N*Y Au chapitre 2 nous verrons que les n(s-1) concentrations

N: (i=1,....n :k=1,.... s-1) d'une usine de n étages sont reliées par s-1 systdtmes différentiels

d'ordre n relatifs aux s-1 premiers éléments du mélange, et par un Systdme de n équations qui

relient les flux globaux aux dérivées des capacités par rapport au temps. Pour établir les propriétés

manifeates de ces systdmes. A savoir que les composantes N"(i=l. ceee 1 k=1, (.., 8-1) de la
2=

solution demeurent comprises entre 0 et 1 et qu'elles satisfont aux relations 2 N: (t) <1 pour
kel



t > 0lorsqu'il en est de méme 2 )'instant initial t = 0, on prolongera les définitions physiques des
fonctions N* (N ,..., N;™) et NY" (N/,.... N;™ en dehors du pavé [0, 1] par des relations

mathématiques telles qu'en définitive, quel que soft l'ensemble 8 C (1, ..., s-1), ¥ Nitet ¥ N""'
(] 1 kek

soient du signe de § N! au sens strict et que 1- } et 1-Y, N sofent du signe de 1 - Y, N,

r1] keg kel e ¥
au sens strict.

Par ailleurs d'autres considérations physiques conduisent & de nouvelles inégalités sur les lois
de séparation qui de ce fait entrafnent pour les mélanges binaires une propriété remarquable des
solutions du syst®me des concentrations comme nous le verrons. En principe, on admet que N'* et
N"* sont des fonctions croissantes d'un accroissement 3 v* du nombre de molécules de 1'élément
e* ajoutées au mélange, et presque toujours des fonctions décroissantes d'accroissements vl des
nombres de molécules des éléments el # e ajoutées au mélange. (Voir la note du chapitre 1). De

.
' ke .
aN‘ =%i—v v _ 1-Ni

N =~
= on a " . -
2\!" avé ( zv") 2\;"
k=1 k=l aa)
et de :
i i - vl - N}
Ni = v on a 33“ —= v - N
L]
vt B 6 A0 N 1%
k=1 ko]l k=l

Aingi, dans un rapport élémentaire v de 1'élément e‘. on a :

avi

9
aN* - (1-N) et  aNia- LN (j#i)
ivt T
a=l hsl
Ces relations se mettent sous la forme matricielle
aN' 1-N* -N*' .. -N! av!
weng = [N - L | VNt N v
“ee o vl .................
oN’* & -N* -N® 1-N* - M
et l'on en déduit sous une forme trés générale :
AN'' aN'! ... N 1-N' _N!'... -N?
1 aNT N7 ... oN* -N? 1.N? ... -N? —
lan'] = " x cetetieereeaceaean LI | P x favl|
th IN"*  IN P, |
=1 IN! aN? aN* -N* -N* . 1-N*
soit :
v i’*
_— v
(C1E N vl

et de méme :

[ ]

— flavl
LU | up?®

N |I°= 1T "

n



ol les matrices carrées d'ordre s, /I T'[* et [IT"|*, ont presque toujours leurs éléments négatifs
sauf ceux de la diagonale principale qui sont positifs en vertu du principe précédemment admis, et

] 14
la somme des éléments de chaque colonne nulle comme il en est des matrices " g—%l et "-2—!1: " .
Par suite, lorsqu'on élimine N° N'*, N'"* a l'aide des bilans :

SN e Nt e N

ksl kel ksl

les relations précédenies se transforment en :

fonri-te et WBVHT o et o eyt HOVI

pIRY Z\v"

sl

ol les matrices carrées d'ordre s-1, | T'II*™" et I T"I*™, ont presque toujours leurs éléments négatifs
sauf ceux de la diagonale principale qui sont positifs, et la somme des éléments de chaque colonne
positive lorsque N® n'est pas nul ; ces conditions étant équivalentes aux précédentes. Dans le cas
d'un mélange binaire on pose :

N=N e I-N=N?

alors on est conduit aux deux inégalités od a = a?l:

—g!:;> 0 ou °‘+N-§%> 0
IN" A0
ﬁ> ] ou 1-8 @"'N ﬁ)> 0.

II - POINTS DE MELANGE

Le mélange constitue 1'opération inverse de la séparation. Précisément, étant donné des flux

[]
positifs ounuls F,, ..., F, avec }, F, > 0 de concentrations N:. cees N: par rapport A un élément
in1

e% on leur assocle, suivant un principe de conservation, un flux F = 2 li" dit flux global des flux
te)

L] L]

F‘ et de concentrations mg[ennes N. = z N:F‘ / izl F‘ , que ces flux soient mélangés ou non ; dans
=l [ ]

1'affirmative, le lieu de la rencontre simultanée de ces flux constitue le point de mélange.

THEOREME

La concentration moyenne N* d'un flux global est située sur I'intervalle (N, N'] délimité par
1'enveloppe inférieure N* et l'enveloppe supérieure N* des concentrations N; des flux F, qui le com-
posent ; elle est donc située sur [0, 1]. La somme de ses concentrations est égale A 1'unité,
Démonstration.

g" étant la valeur minima atteinte par les N: (i=1, ..., n) et N' la valeur n.axima atteinte
par les N/ (i1, ..., n), ona :

. LRN IRN o, TRE
N = F'4 =N £ =N
ZF‘ ZF‘ zFl

12



En particulfer lorsque N* et N* ont un sens physique ; on a :

0 ¢ N“¢N"¢N“¢1

L] L
Enfin, ¥ N“= 1 implique ¥ N‘=1 C.q.f.4

ks]l ko)

Il - CAPACITES

1/ Description et propriétés :

Chaque capacité considérée est formée d'une enceinte remplie d'un mélange supposé A concen-
trations homogénes N. La quantité C » 0 de moles du mélange qu'elle contient représente sa capa-
cité, De plus, l'enceinte peut 8tre munie de plusieurs orifices donnant accés & un flux global d'entrée
K » 0 de concentrations moyennes X et 4 un flux global de sortie L > 0 de concentration N égales
4 celles de la capacité, Sous l'action de ces flux, les valeurs de la capacité et des concentrations
varient au cours du temps selon les relations :

4c

at = K ~-L (l)
Rl SR (21

qui expriment respectivement les variations molaires totale et élémentaire de C par unité de temps.
De (1) et (2)* on déduit la relation :

k
c{?—t- = K(x* - N9 (3"

qui permet d'établir le théordme suivant :

THEOREME

La concentration N*(t) d'une capacité C(t) > 0 reste au cours du temps sur l'intervaile [, x*]
délimité par les bornes inférieure x* et supérieure %* de la concentration x*{t) de son flux globa:
d'entrée K(t) > 0 2 partir de l'instant t, ol elle se trouve sur cet intervalle ; elle est donc située
sur (0, 1]. La somme de ses concentrations est égale i l'unité au cours du temps,

Démonstration.
En effet, les trois cas possibles se présentent :

a) Lorsque C(t) = 0, la relation (1) donne K(t) = L(t) et la relation (3) donne N(t) = x(t)
pour K > 0.

b) Lorsque C(t) > 0, 1'équation (3) se met sous la forme :

d“ + ut)N = u(t)x(t) avec u(t) = E% >0

Sa solution est :

]
wlalda

. f tu(s)x(s) et ds
1ty

alda I‘ taida
vl +e ‘o“

N(t) = N(t, )e'f‘

Or. en supposant que x(t) ¢ i. on a l'inégalité -

Xe

MO ¢ N e B, gl { [T PR N [J»‘""“ - 1]

. ; . [; . N(t.)] e-fi:..“‘
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On montrerait de méme que

-L'ulclla
x ¢ x(t) = x+ [N{t) - x]e™® € N{t) .
Ainsi, la double inégalité pour x ¢ x(t) ¢ x.
t llll“ ﬂ:_l"
x + [Nt - x] e ¢Nt ¢ x - [x - N, ef:o“"

montre bien gque N(t) reste compris entre les bornes de x(t).
¢) Lorsque C(t) est continu et qu'il existe un plus petit instant 1> t, tel que f u{z)da = + @,

on a C(t) = 0 et N(t) admet une vraie valeur :,
b t
N(t) = f: u(s)x(s) e-J.u'-“ ds = tli-.mi ‘: a(s)x(s) e.l;u( Y

que l'on détermine en remarquant que la fonction A intégrer :

-

-I‘dllu

u(s)x(s) e s

est constamment nulle sauf dans un intervalle t ~n <8 <t si petit soit-il. En supposant x(t) con-
tinu pour t=t, cette limite est égale 3 :

@ 2 f.:“(s) e ga = 2y M [1 - e'f'““m] = x(@ .

En particulier, lorsque 5" et x" ont un sens physique. on a pour les trois cas considérés :
0 ¢ x*¢ N*gx*gl

conformément & l'énoncé du théordme,

Enfin, en additionnant membre 4 membre toutes les équations (3)% on a, puisquez x*'= 1,
1'équation différentielle :

cE(Xn)-k(1-ZnN7)

qui se déduit de (3)* en posant xXt) = 1. Etant donné que z NX0) = 1, le raisonnement précédent
montre que ITwn t)=1 C.q.fd

Remarque -

Bien que la démonstration précédente s'applique dans tous les cas, il y en a deux qui nous
permettront de classer les capacités d'une usine de séparation. Ces cas correspondent & -

1/ K(t) = 0 dans un intervalle [t,, t,]. L'équation (3) donne immeédiatement N(t) = N(t,) ; et
dfaprés l'équatior. (1) :

%- - L{t) < soit cw) = c,) - f'L(S) ds

'O
c'est-a-dire que la capacité est une fonction décroissante au sens large ou qu'elle se vide,
L 3
2/ L(t) = 0 dans un intervalle {t,. t,] L'équation (1) entraine C(t) = C(t) +f K(s)ds, c& qui
‘.

signifie que la capacité est une fonction croissante au sens large ou qu'elle se remplit. De méme
1'équation (2) implique

t
N(t)C(t) = N(t)C(t) + j‘l‘ K(s)x(s) ds
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On en déduit l'expression de la concentration au cours du temps :

t
Ne)Ce,) + [ Ks)xis)ds
N(t) = 2

cit,) + f" K(s)ds

et qui correspond A une concentration moyenne ou de mélange.

2/ Classification des capacités d'une usine -

Parmi les capacités qui sont rattachées 3 une usine de séparation on peut distinguer celles
qui sont dépourvues de flux global d'entrée et celles qui sont dépourvues de flux global de sortie
sur tout un intervalle de temps. Ce sont les capacités que nous venons de considérer précédemment.
Nous les avopellerons capacités unipolaires. On peut dire qu'elles appartiennent au milieu extérieur

U sur l'intervalle de temps considéré : -

Les premi2res alimentent 1'usine et appartiennent A 1'ensemble E des points d'entrée de 1'usine ;
Les secondes déchargent l'usine et appartiennent 3 l'ensemble S des points de sortie de 1'usine,

Enfin, les autres capacités qui sont donc pourvues d'un flux global d'entrée K > 0 et d'un flux
global de surtie L >0 seront dites capacités bipolaires et appartenant 4 U ou a C U comme nous le
verrons par la suite.
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NOTE DU CHAPITRE 1

LOIS DE SEPARATION D'UN MELANGE GAZEUX DE n ELEMENTS PAR DIFFUSION HOMOGENE
PHENOMENE D'ENTRAINEMENT.

La diffusion d'un mélange gazeux A travers une membrane poreuse conduit & une séparation
incompléte de ses éléments. La loi des débits de Knudsen donne pour un mélange quelconque de n
éléments n lois de séparation non indépendantes mais encore assez simples en diffusion homogéne,
lorsque l'on suppose les concentrations homogines dans le compartiment haute pression (H.P.) ;
alors celles du compartiment basse pression (B.p.) le sont aussi. Dans ces conditions on vérifie
que ces lois satisfont aux propriétés physiques du chapitre 1 ol les rares cas d'exception corres-
pondent au phénomeéne d'entrafnement.

1/ Lois de séparation en diffusion homogéne.

Soient x,, ..., x_ les concentrations molaires du compartiment 4 haute pression P ; AP 4
celles du compartiment & basse pression p ; r = p/P le rapport des pressions et T la température
absolue du mélange,

La membrane du diffuseur, de surface S, est le sidge de 2n flux élémentaires exprimés par
la loi de Knudsen dans laquelle u est une constante ne dépendent que des caractéristiques de la
membrane :

Les uns proviennent du compartiment (H.P.)

SP «x
s Y —=
B4 yT W,

+

et sont opposés aux autres provenant du compartiment (B.p.)

f 2o
T8 VT VN,

Ainsi, les concentrations y; du compartiment (B.p.) résultent du mélange des n flux apparents
F, - f, traversant la membrane de la haute pression vers la basse pression. On a donc les rela-
tions

que la loi de Knudsen transforme en

VT ¢ x; - ry; 1-r
uPsS ]z-x(Fi - Wy

d'od l'on a les n lois de géparation non indépendantes

. mi Yi
x, = ry, + (1l-r) 5

Z VM. y

jo1 17
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qui expriment les concentrations du compartiment (H.P.) & partir des concentrations du compar-
timent (B.p.).

2/ Propriétés physiques des lois précédentes.

Nous vérifions que y, est une fonction croissante d'un accroissement 5v* du nombre de molé-
cules de 1'élément e‘ ajoutées au mélange du compartiment (H. P.). Par suite la relation I 06y=0
montre qu'il existe des concentrations y avec jfk qui sont des fonctions décroissantes de & v*,
mais pour autant tous les y, (ifk) ne sont pas nécessairement des fonctions décroissantes de & v*
pour un mélange de trois éléments au moins. Précisément selon 1'état du diffuseur défini par le
rapport des pressions r, les distributions des concentrations dans l'un des deux compartiments et
des masses moléculaires du mélange, ou pose les définitions suivantes relatives au phénoméne d'en-
tralnement :

1/ L'élément e ne produit aucun entrainement dans un état lorsque tous les y; (ifk) sont des
fonctions décroissantes de & v“.

2/ L'élement e* entralne 1'élément ei dans un état lorsque y est une fonction croissante de
sv* :
Donnons donc aux concentrations x;, du compartiment (H. P.) des accroissements :

(1-x)b6v,, - x,8v, ..., - x by, avec v, > 0

reprégentant un apport de molécules de 1'élément e, et différentions les lois de séparation. D'oi les
équations :

IVM 5y s (1 - x) 8v, pour i=1
B (1)

. (1-r) ™, 6y.. - (1-r) VM
r +{l-r ;= (1-r ;  em—
WMy Y i (VM y)? -x, 8y pour ifl

dont la somme donne rZ & Y,; =0 ou Iby = 0.

Tenant compte des lois de séparation, ces équations sont équivalentes A :

VM, y] £ VM 5y

. A
o = 10 2 VT s (k) B
(2)
Vif 7 £ VW 6y
6)'“ = (l’r) “ (z m y)l = y‘6vl pmu'- ifl

dont la somme conduit a

VMy? I VM by y
n £ 228 s - ( -2 5v, ) (3)
Ainsi les relations (2) donnent les accroissements byu connaissant la valeur de I VM &y résultant
de (3).
I1 apparait immédiatement que 8y,, > 0:
Soit que y < x et 3)=2IVM &y >0 dod §y,>0:

Soit que &1 >x et (3)=1L VM 6 y <0, par suite by,; < 0 pour ifl1 et par complémentarité
6y, > O. C.q.f.d.

D'autre part des lois de séparation on a

; IVM y
I, _IVMy ‘ SO A .
x; (1-r) VM; 14T VM y . r IVMy
l-r vﬁ‘ l-r inl
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d'od l'expression de by,
tVM y

s . I My IVM, . y

W T ST e . 0 N e~ 2l KA
Yoz T e Eagd) (1 g ) T Vo y

1

ol le plus grand crochet de Sy, s'obtient en identifiant M, & la masse moléculaire la plus lourde
et M, 4 la suivante M, prise dans 1'vrdre décroissant.

Condition suffisante de non entrafiiement.

En posant C = ‘: -z YM y, le plus grand crochet précédent devient :
T YM _
1 1 - —V'M; ) yl : yzc .. . ___Y%
= - ..
+ - = 1+ == ]+ = 1+
) V™, VI, VI, V™,

et, en raison des inégalités YM_< I VM y < VM, est inférieur &

1 ,/;M_
1 VM, 1

c c_ ", .-<
Lt 1+, !'*ww,

quantité qui est négative lorsque la condition suffisante de non entratnement

ct 2 11, fﬁ”o
MIM2+(ml+ml mn)c ' Ml

est remplie.

Exemple.
Pour un mélange UF¢, CIF?, N? ob respectivement :

M, = 352 ; M, =925 ; M-29

VM, = 18,79 : VM, = 9,62 ; YM;= 5,29

on a
2+ L _ 1 .0, 1066 +0, 1040 - 0, 1890 * 0,0216 > 0
VE, VN[ VN,

et il n'y a pas d'entrainement : tous les By‘j (ifj) sont négatifs.

Pour un mélange d'éléments quelconques la condition précédente est toujours vérifiée pour C
positif suffisamment petit et pour C suffisamment grand.

Existence du phénoméne d'entrainement pour le mélange. UF‘, N ’, He
Icei M, = 352, M, = 28, M, = 4 avec VM, = 18,76 ; VB, - 9,62 : VM, = 2.

1
On adonc 2 < IVMy <18,76. Pour r = 0,5, le plus grand crochet devient :

I'L%EL y,

M
-y
1+ EYMy (1+ﬂl) 1+ IVMy
(" w VI, vi[

expression qui est inférieure 2 :



1 e —uo
W,
R A
—_— 14— 1
v, U v

cette dernidre quantité étant négative lorsque

1 2 1 1 1
— c— ca—— | e——
VM, V[ VM, VMM, VMW,

)Z YMy <o

On doit donc trouver un exemple od 0,2144 - 0,0322 I VM y > 0 ce qui a lleu en choisissant
I VM y = 4. Ainsi, en prenant :

y, 0,07 :y, =01:y, =082

on a :
1 - =2
1 - 18,76 0,074 0,1 0, 826
4 I ST WY ST 3
l+5e !*To7s '*Tw '*se 2
- 0,548 - 0,061 - 0,071 - 0,275 = 0,051 > 0  C.q.f.d.
Remarﬂe :

I1 est clair que ces propos s'appliquent au cas ol l'on effectue les manipulations considérées
sur le mélange d'entrée : il suffit de changer dans les relations précédentes r en 8 + (1-8)r ou
0 est le coefficient de partage du diffuseir.
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CHAPITRE 1

STRUCTURE DES SYSTEMES D'EQUATIONS RELATIFS AUX USINES

Une fois définies les boites unipolaires et les boites bipolaires provenant de la réunion d'une
capacité et d'un point de séparation en aval de celle-ci - les premidres étant rejetées dans le milieu
extérieur c U, les deuxiémes définissant U le coeur de 1'usine - on forme le graphe G(X,I )de l'usine
en réduisant chacune des boftes 2 un point. Ce graphe étant anoté permet dans chaque cas d'avoir
une représentation suffisante de 1'usine 2 étudier ; entre autre, il met en évidence sa connexité ou
8a non connexité, son irréductibilité ou esa réductibilité, enfin il permet de distinguer les usines en
production des usines en reflux total.

La mise en équations de ces usines résulte de la généralisation des coefficients de partage
des flux. Tout d'abord les flux se déduisent des flux principaux L, qui sont rattachés aux coef-
ficients de partage et aux variations des capacités par un systdéme d'équations structurées permettant
de les déterminer au cours du temps selon les théordmes du chapitre 3. Ils sont positifs, tandis
que G(X, ') peut varier au cours du temps. A leur tour, les concentrations de chaque élément du
mélange sont liées par un systéme différentiel structuré dont les solutions seront étudiées dans les
chapitre 3 et 4, essentiellement pour un mélange binaire.

I - GRAPHE D'UNE USINE -

Lorsqu'on schématise une usine par des points de séparation, des points de mélange, des ca-
pacités et des arcs munis de fléches pour représenter les canalisations et le sens de 1'écoulement,
on réalise un graphe. Pour qu'un graphe participe a la résolution d'une question posée au sujet de
cette usine, il faut qu'il soit bien représenté, c'est-2-dire de la manidre la plus simple et d'une
facon systématique. Il ne doit comporter que les signes ou symboles se rapportant 3 la dite question.
Ainsi congoit-on l'existence de plusieurs graphes pour l'étude d'une méme usine.

Ici 1'utilité de ces graphes est d'éclaircir certaines questions d'ordre général : d'abord de dé-
finir le champ des usines, de distinguer dana ce champ différents montages, de les dénombrer (Voir
Note 1) et d'étendre le cas échéant des propriétés observables sur des usines simples (faciles 2
étudier) au champ des usines ou & un sous ensemble.

1/ Graphes d'usines de points de séparation 2 trois ouvertures.

D'apres ce qui précdde, on peut dire que sur un certain intervalle de temps ft,, t,] le coeur
d'usine U est formé de points de séparation et de capacités bipolaires liés les uns aux autres par
des connexions, avec des entrées et des sorties dans le milieu extérieur § U. En général dans cet
assemblage chaque point de séparation est alimenté par une capacité, dans le cas contraire on pourrait
en placer une de valeur nulle ou du moins égale & la capacité résiduelle de connexion ; de méme
chaque capacité bipolaire alimente un point de séparation. dans le cas contraire on pourrait placer
un point de séparation fictif avec un coefficient de partage 6 nul. De cette fagon, une usine devient
un assemblage de boltes schématisées sur la figure ci contre, oil chacune d'elies est composée essen-
tieilement d'une capacité bipolaire, alimentée par le flux global K > 0 des flux d'entrée de la boite,
et d'un point de séparation, alimenté par le flux de sortie L > 0 de la capacité. On voit que le flux
global de sortie d'une bolte est égal au flux L d'entrée de son point de séparation suivant le principe
de la coaservation des flux.

Précisons encore la nature des flux d'entrée et de sortie d'une bofte :

1/ Les flux d'entrée qui composent le flux global K peuvent provenir directement du milieu
extéreur c U ou des flux de sortie des bottes de U. Les premiers seront dits flux d'alimentation
extérieure . les seconds, flux d'alimentation intérieure.
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2/ Les flux qui composent le flux global de sortie L peavent &tre envoyés dans [, U ou bien &tre
utilisés comme flux d'alimentation intérieure. Dans la premitre alternative ces flux sont des flux de
soutirage extérieur ; dans l'autre, des soutirages intérieurs.

De plus, étant donné que le point de séparation de la boite scinde son flux d'entrée L en un
flux(') L' et un flux(") L", il y a lieu de distinguer quatre sortes de soutirages :

a) Le soutirage extérieur (') et les soutirages intérieurs (') de méme concentration N' :

b) Le soutirage extérieur (") et les soutirages intérieurs (') de méme concentration N" ;

Remarque °

Dans un mélange binaire ot N' > N > N", les signes (') et (") signifient respectivement riche
et pauvre.

Enfin, de m&me que nous avons fait une classification des capacités en capacités unipolaires
et bipolaires, il convient de distinguer des boites unipolaires et des boites bipolaires. On aura aussi
deux types de boites unipolaires et que 1'on considérera comme appartenant an milieu exterieurc
U

1/ Les boftes pour lesquelles le flux global d'entrée K est composé uniquement par des flux
de soutirage de la bofte A laquelle appartient K, feront partie de 1'ensemble E des points d'entrée
de 1'usine ;

2/ Les bottes pour lesquelles tous les flux de sortie (et dont la somme est L) rentrent dans
la composition du flux global d'entrée K (ou sont renvoyés A l'entrée de la boite) appartiendront a
1'engsemble S des points de sortie de l'usine,

Les autres boites seront dites bipolaires et appartiendront A U (le coeur de l'usine).

Avec les définitions précédentes, le coeur d'usine devient sur un certain intervalle de temps
un assemblage de n boftes bipolaires liées les unes aux autres en connectant les flux de soutirage
intérieur au flux d'alimentation intérieure et en reliant certaines d'entre-elles avec 1'extérieur par
des alimentations extérieures ou des soutirages extérieurs.

De cette représentation de 1'usine on déduit an graphe qui intervient souvent dans les probi¢mes ,
en réduisant chaque bofte bipolaire & un point et en portant sur les arcs orientés, qui schématisent
les connexions, 1'un des cinq symboles +, ', ", &, %, ge rapportant A leur classification et aux ac-
ceptions respectives :

+ pour alimentation extérieure de c U vers U ;
' pour soutirage intérieur (') appartenant 3 U
" pour soutirage intérieur () appartenant 3 U
+ pour soutirage extérieur (') de U vers [;U ;
“ pour soutirage extérieur (") de U vers [ U.

Ce graphe est simple en soi et donne & certaing points de vue une représentation suffisante de
1'usine sans faire intervenir explicitement les points de mélange.



2/ Propriétés du graphe précédent -

En se référant aux définitions données dans la "“Théorie des graphes et ses applications (cha-
pitre 1) de Berge (1), ce graphe G=(X,I') est défini par l'ensemble X des points représentatifs des
boftes bipolaires, des points d'entrée et des points de mortie de U vers le milleu extérieur C U et par
I'application I' de X dans X définie par l'ensemble des arcs orientés et particularisés par !'un des
cing symboles +, ', ", 4+, 4, )

Posons précisément :
X=E+P+S§ avec s =8 +8"

ob :

E représente l'ensemble des points d'entrées du milieu extérieur vers le coeur (ou de CU
vers U) ;

P représente l'ensemble des n bhoftes bipolaires du coeur U ;

. $t représente l'ensemble dee points de sorties (') du coeur vers le milieu extérieur (ou de
U vers CU) :

S“c représente l'ensemble des points de sorties (') du coeur vers le milieu extérieur (ou de
U vers |, U).

On a les trois relations
r ECP r*e¢)cp et T(P)=P+8§

Par la suite, on dira que le coeur de l'usine (ou que l'ugine) est "en production" lorsque
S # 0 et qu'il est "en reflux-total” lorsque S = §.

3/ Réductibilité et irréductibilité -

On dit que sur un intervalle de temps donné une usine ou bien G=(X,T') est réductible lorsqu'on
peit trouver dans G un sous-graphe dont les arcs incidents vers l'intérieur A ce sous-graphe ne
proviemnent que de l'ensemble E. Dans le cas contraire, l'usine ou G est irréductible,

11 est clair qu'une usine non connexe est réductible et qu'elle correspond plutit & un ensemble
d'usines indépendantes que 1'on peut étudier séparément. Dans la suite on se limitera par conséquent
aux usines connexes ; c'est-A-dire que pour tout couple de sommets il existe une chalne allant de
1'un A l'autre, ou que G n'a qu'une seule composante, ou enfin que l'usine ne peut étre partagée
en usines partielles sans rupture de flux ou d'arcs. ’

Enfin, une usine connexe et réductible peut étre étudiée de proche en proche par les méthodes
appliquées aux usines connexes irréductibles en commengant par la résolution des systd®mesasasociés
aux plus petits sous-graphes irréductibles de G=(X,I') et indépendants du reste de l'usine, puis en
plongeant ceux-ci dans le milieu extérieur ; 1'étude se poursuit ainsi jusqu'd l'immersion compléte
de l'usine dans le milieu extérieur.

4/ Exemples.
La figure 1 représente une petite usine de séparation de six étages. Da gauche A droite on a :

a) Le schéma réel de 1l'installation comprenant six réservoirs ol s'effectuc la séparation,
et les connexions qui mettent en évidence au moins six points de mélange éventuels ;

b) Le graphe de cette usine ol ne subsistent que six points de séparation, l'entrée E,
les deux sorties S* et S* et les différents arcs orientés ;

c) Une image de ['usine réduite & son coeur U, figuré par un rectangle, et au milieu
extérieur [ U, composé par l'entrée E et les deux sorties S* et S%

La figure 2 correspond & des assemblages de coeurs d'usines interconnectés et rattachés avec
le milieu extérieur. Il peut en résulter des usines irréductibles (figure de gauche) ou réductibles
(figure de droite) et méme non connexes.
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5/ Coefficients de partage d'une usine -

Pour dénommer les flux d'une usine on systématise 1'emploi des coefficients de partage. En dé-
signant par i et j deux sommets appartenant, i l'instant t, A 1'ensemble P, on pose que le flux (')
et le flux (") allant du sommet i au sommet j sont respectivement L,6;; et Ly , que le flux (")et
le flux (") allant du sommet i vers le milieu extérieur sont L;6¢ et L; 9. Tant que i et j appar-
tiennent & P au cours du temps, les coefficients &, 6:; , 8¢, 81 ont un sens et sont positifs ou
nuls. Is seront dits coefficients de partage partiels du graphe ou de l'usine. Il est entendu queles
coefficients de partage partiels qui sont nuls correspondent & des arcs qui n'existent pas sur GHX., )
Pour simplifier 1'écriture on posera encore :

B = &) + & et oy =g+
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Selon le chapitre 1, en désignant par 8, le coefficlent de partage du point de séparation de la
bolte i, et par n le nombre de points distincts de l'ensemble P, on a les relations :

"
= L - = " u
G El 8y, *+8; et 1- 8 ?;‘; 8 + 8§

qui expriment le principe de la conservation des flux,

Ainsi, 9, peut étre considéré comme le coefficient de partage global de la boite bipolairei. II
sera donc encore intéressant d'exprimer les coefficients de partage partiels en fonction du coeffi-
cient de partage global 8; A l'aide de nouveaux coefficients positifs ou nils ki, M, &§, u{ tels

que :

"
-

6, ut d'ot ut "'i p"l

8, =8, u et o4 L

"
=

(- 8) u et 9M = (1 - 8;) p®  d'od W +Y W

9 L]
i
1 i

ces relations intervenant plus tard pour former les systémes différentiels des concentrations.

I - DETERMINATION DES FLUX D'UNE USINE

On se propose de déterminer les flux d'une usine en fonction de ses flux d'alimentation exté-
rieure, de ses coefficients de partage partiels et des variations de ses capacités au cours du temps.

1/ Flux principaux d'une usine.

On observe que si en tout sommet i de l'ensemble P des boftes bipolaires de U on désigne
par L, son flux global de soutirage, les flux de soutirage de ce sommet sont désignés par le produit
de L; =t de ses coefficients de partage partiels respectifs. Ainsi, on pressent I'importance deces
flux L, que nous appellerons désormais flux principaux.

THEOREME
Les flux d'une usine sont tous désigrniés et d'une seule fagon par F: (i € P) pour ses flux
d'alimentation, et par les produits des flux principaux L, et des coefficients de partage partie.s pour

ses flux de soutirage intérieur et extérieur.

Démonstration.

En effet, les arcs du graphe (X.I') sont des flux de soutirage ou des alimentations extérieures
supposées données. N
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2/ Systdme structuré aux flux principaux,

La détermination des flux d'une usine comprenant n bott“. bipolaires consiste donc & trouver
les n inconnues L, connaissant les flux d‘alimentation extérieure F;, les différents coefficients de par-
tage de l'usine et les variations des capacités bipolaires au cours du temps.

Les relations existant entre les flux L , proviennent d'une part de la loi de composition des flux
d'alimentation globale des points i de l'ensemhle P, soit :

K= 12‘,1 9, L, +F (1

et d'autre part de l'expression de la variation molaire totale des capacités C, par unité de temps,

gsoit :
d
é" K,-L;: (2)

oll 1l est entendu que cette variation molaire est assujettie & la condition :

d
Cyt) = C;(0) +f'—d%dv > 0.

Entre les équations (1) et (2) on forme le systéme structuré aux flux principaux :

+ dCi
1-6,)L, -2 0, L =F - —— . . oud
( W) Ly jorg 1T i dt (i=1, ..., n ; oui€P)

A partir duquel on pourra en général les déterminer et, par suite, tous les flux de l'usine A l'aide
des données précédentes.

En additionnant toutes les équations de ce systéme, on a le bilan total :

ey ¥ .y dC
EB‘L"EF‘ &ﬁt)o

iep ter

le premier membre résultant des relations manifeste entre les coefficients de partage.
1- X9 =4g" (iEP)

Ce bilan exprime que la somme des flux des alimentations extérieures de U est égale A lasomme des
flux de ses soutirages extérieurs augmentée de sa variation molaire totale par unité de temps. Il
exprime aussi que dans le systdme les sommes des coefficients d'un méme flux sont positives ou
nulles.

3/ Résolution du systéme aux flux principaux.

1/ On établit généralement que le systtme aux n flux L, admet une solution L de composantes
L; dans les deux possibilités suivantes -

a) Cas d'une ustne en production 2 g, >0

[ 4

Lorsque 1'usine est irréductible, la matrice des coefficieits du systéme est irréductible (c'estd
dire qu'on ne peut pas déterminer directement un sous ensemble de composantes d'une solution
indépendamment des autres). Le théoréme de Taussky au chapitre 3 montre que le déterminant de
cette matrice est positif et par suite que le systdme admet une et une Seule Solution. De méme
lorsque l'usine est connexe et réductible, ce théordme d'existence et d'unicité s'étend de proche en
proche A toute l'usine A partir du plus petit sous-graphe irréductible pour lequel la somme de ses
flux de soutirage extérieur est nécessairement positive en raison de la connexité.



b) Cos d’une usine en refiux total

X e;:o0.

ter

Tous les coefficients 6; sont nuls et par suite les sommes des coefficients des colonnes du
systtme (ou d'un méme flux L)) sont nulles aussi, En admettant que la condition de compatibilité

y d C,
%-" F" - ?-E' i 0 soit remplie et que la matrice des coefficients soit irrédictible, on pourra se

fixer l'une des composantes I'q = 0 par exemple et déterminer la solution particulidre du systdme
3 n-1 équations obtenu en supprimant l'équation de rang i pour lequel le déterminant des coefficients
des L (j ¥ i) est positif d'aprés le théordme de Taussky. A cette solution particulidre comprenant
L‘ o 0 on pourra ajouter la solution générale du systdme homogéne dont les composantes seront

toutes du signe de L,.
2/ On peut préciser davantage pour les usines irréductibles 4 capacités constantes au cours du

temps, les flux d’'alimentation F:(t) et les coefficients de partage pouvant encore varier, Ds lors
les résultats suivants découlent immédiatement du chapitre 3 :

a) Pour Z:' § >0, la solution est unique. Elle est manifestement nulle lorsque “Z" F' =0
(Cas trivial dénué de sens physique) ; mais pour ‘2" F" > 0 (strictement positif) et fini, les flux
L, sont strictement positifs (> 0) et finis.

b) Pour ?.:.' 8; = 0, on doit avoir F;" = 0 (i € P) d'aprds le bilan total. Les flux L, sont

définis A un facteur constant prés et sont strictement positifs (> 0) et finis. (La solution L = 0
étant dénuée de sens physique).
4/ Modification de G(X,I') au cours du temps.

On peut penser que les résultats précédents sont encore valables pour des petites variations des
capacités au cours du temps. Cependant lorsque celles-ci C,(t) 3 0, les coefficients de partage

8, (t). 8 (t) > 0 liés par les relations 1 = &, 8,; + & et les alimentations F/(t) > 0 sont données ar-
bitrairement 8ous réserve des conditions précédentes, les composantes L, (t, t) d'une solution du
systdme formé A partir de l'ensemble P(t,) ne sont pas pourvues nécessairement d'un signe permanent
au cours du temps. Néanmoins, par définition de 1'ensemble P(t)), il existe toujours un intervalle
arbitrairement petit ]t,, t, + €| avec € > 0 sur lequel les flux L (t) > 0 [i € P(t )]. Par suite, si
pour t > t l'une ou plusieurs des composantes L(t . t,) de la solution du systdme d'équations re-
latif & P(t, ) sont négatives ou nulles, il faut réviser l'ensemble P(t) a partir de )'instant t, le plus
proche de t, ol l'on voit au moins 1'un des flux L (t, , t,) nul {i € P(t,)] pour définir s8'il y a lieu
un nouvel ensemble P(t)) tel que L (t) >0 pour t > t, et j € P(t,). Dans ce cas onalura P(t)# P(t).
sinon t; serait un instant isolé intérieur 3 un intervalle od les flux L (t) seraient strictement posi-
tifs excepté pour t=t, Aprés quoi, on prolongera, avec le systéme formé sur P{t,). la solution 3
droite de t, jusqu'd un nouvel instant t, ol il y aura lieu de définir P(ty § P(t) et ainsi de suite.
De cette faqon les graphes successifs de l'usine seront définis sur des intervalles Jt_, t[ ,k,,t[
k,, t’[

En {fait, les variations de P(t) sont attribuables & de nombreuses causes. Par exemple, des
points de séparation peuvent devenir des points de mélange et inversement. La raison physique de
cette transfomation correspondrait & nn dérangement inopiné de l'usine ou & une opération de mainte-
nance. Mais la premidre éventualité serait évitée en disposant sur les flux des clapets de sé&curité
qui leur attribuent un sens permanent ; alors les variations des capacités, les flux d'alimentation
extérieure et les coefficients de partage perdraient encore une part d'arbitraire. La seconde éventualité
ayant lieu en pleine clmrvoyance correspondrait & une modification dirigée de la structure de l'usine
aux instants t,, t,,... lesquels formeraient un ensemble fini sur tout intervalle de temps fini.

En définitive, on supposera les flux L,(t) strictement positifs et nuls au plus sur un ensemble
(de mesure nulle) non dense, par exemple en définissant G(X, ') par intervalles de temps d'une durée
supérieure ou égale i un temps donné positif.



Il - SYSTEMES DIFFERENTIELS DES CONCENTRATIONS D'UNE USINE -

1/ Mise en équations.

Les systdmes différentiels des concentrations d'une usine A capacités variables au cours du
temps s'obtiennent en formant relativement i chaque élément du mélange et pour chaque capacité
de l'ensemble P (définl p. 18) sa variation molaire élémentaire par unité de temps. Pour l'élémen:
e* cette variation est :

dc : - & " wh * ok &
Ty meL e N RN LK
Compte tenu du bilan élémentaire du point i :
Nf=5 N+ (1- @ NP

et en introduisant les coefficients y de la p. 24, on a 1'équation structurée (l): (IEP) 4u systdme dif-
férentiel des n concentrations de 1'usine par rapport i 1'élément e! :

dCN;
dt

+ (1 - why) 8 NE* + (1 - w3 (1 - §IN'I Ly

- . " _ " = ' N
,§¢ oy & Ni*+ w (1 - §)NTIL; = F N,

oh les N*, N/“ (et A la rigueur les 9;) doivent re regardés comme des fonctions données des
s-1 concentrations N“. cae N,‘t'. Les équations de ce systdme prennent la forme équivalente,

&‘m [ 3 ” k
@t - W) 8 e (- ) (1-§ )] Ly Ny

- " - M s BN
]?;._‘ [wi, 8 o + w5 (1 -8 o)L, N = F'N;

3/ Structure des équations.
Outre les propriétés des fonctions N* et N;* que nous rappelons :

(0 <-§i“.< 1) = (0 <§zn"< )= (o <§‘N"'< 1)
Ereo) — Gw-d — G o
(§‘m=1) = (T a:-1) — (Z,n"-))

quel que soit 8§ C(1, ..., s-1).

on vérifie que le coefficient de L, est positif pour N, > 0. En cfet, 1-u;30, 1- uy; 0 et 0<0;<1 ;
cependant il serait nul pour 1- u;" =0etd =0o0u 1-uY = 0, mais le point i correspondrait & une
bofte unipolaire de sortie de 1'usine et n‘appartiendrait pas A 1'ensemble P. Puis ce méme coefficient
eat inférieur ou égal 2 :

- ) + (- pugd)@-6)=1- 8 -uwi (1-8)=1-8 - & =1- 84
Le coefficient de L; est négatif cu nul, et, en valeur absolue inférieur a :
Mo 8+ (-8 = 0 + 8y =9

Bien entendu, les capacités C,(t) et les seconds membres Fi'(t) N:(t) de ces équations différen-
tielles somt positifs ou nuls.



D'autre part, en additionnant toutes les équations (l):l ou (2):l du systdme, on parvient au bilan
élémentaire :

de‘N‘. z 0 1 ) (] z ONOI
A s ] 8, of w4 + (1 -8 o) p} LN -& BN

ac,N;
Eo—artE bt oo N a-g)NtIL =L E N

provenant des relations manifestes entre les coefficients de partage :

1-2p;,=u1‘ ot 1-2% 8 =y

jer jer T3]

qui exprime que l'alimentation élémentaire de l'usine est égale 3 son soutirage élémentaire aug-
menté de sa variation molaire élémentaire par unité de temps. De plus, il montre que toutes les
sommes d; (N“‘) des fonctions se rapportant & un méme indice { sont positives ou nulles puisque les
flux sont positifs.

Enfin, pour un mélange binaire, on vérifie immédiatement d'aprés les deux inégalités de la
page 12 que sur le domaine 0 ¢<N; <1, (i € P), les dérivées partielles des fonctions suivantes :

G, () = ((1 - ul) 8N + (i - ) (1 - 8) N L
£, () = (e} 6 N+ pup (1-6)NIL,

d, (N) = £, (N) - l§4 fo (N) = (pg 6, Rf + it (1 - 6,) NI L,

par rapport aux conccntrations sont strictement positives pour les premidres. positives ou nulles
pour les autres et, par comséquent, sont des fonctions croissantes aes concentrations lorsqu‘elles
ne sont pas identiquement nulles. De plus ces dérivées sont bornées supérieurement par les flux
principaux tandis que les fonctions elles-mémes sont bornées supérieurement par les flux principaux
élémentaires, (1 suffit de poser pj, = g = 0 et By = n"; = 1 pour s'en rendre compte).

3/ Systdme variationnel linéarisé d'une usine en mélange binaire.

Soit N* (t) une solution du systdme différentiel (1) p. 27. On pose dans les équations :

N, ()= N: o+ 5® (i € P)

et on ne garde que les termes linéaires, ce qui conduit pour une usine en mélange binaire au sys-
téme variationnel linéarisé :

d 3Ny, * " Ny \°
e &) 4 {(1 AN ('aﬁ) +(1- uk) Q-8 (au ) ] L5,

-z[u,‘ (w')ﬂx (l—e)( )]L6=0

jer-i

dont la structure est manifeste,

IV - DISTINCTION DES USINES EN PRODUCTION DES USINES EN REFLUX TOTAL.

En vue des applications du chapitre 4, le théordtme suivant permet de distinguer les usines en
production des usines en reflux total -



THEOREME

Les sommes E' 8 et ‘;‘; d, (N) pour N; > 0 sont simultanément nulles ou simultanément po-
sitives presque partout au cours du temps.
Démonstration.
1/ Lorsque ?;' 4 (N = 0, on a quel que soit iEP
(ug 8, N* + uff (1 - 8) Ny 1L, =0

et puisque N!>0 et L, > O presque partout au cours du temps, on a aussi N;'>0 et N;">0, ce qui im-
plique .} 8, = 9 =0 et'ul =0, soit 8Y = (1 - §) p* = 0 ; d'odt 6 = 6} + 6} = 0 quel que soit

{€P. et Z o7 = 0. C.q.fd
2/ Lorsque ‘z' d‘(N"‘) >0, il existe au moins un indice i tel que :
&
0 < (w8 N+ pu(1-9)N"IL
et a fortiori, on a donc

0 < (g pp+(1-08)ulll, =6 L

soit 0 < 6, L, et 8] > O ; par suite Z.'B; > 0. C.qfd

Les réciproques s'établissent par 1'absurde.

(?‘.‘.79; =0 =1§ d‘(N"‘) = 0, ginon le 1° = E’ 8; >0 ce qui est absurde,
N > 0)



NOTE DU CHAPITRE 2

I - DENOMBREMENT DES USINES ISOLEES DU MILIEU EXTERIEUR

A titre d'application de la notion de graphe, on peut dénombrer les usines isolées du milieu
extérieur et n'ayant que des points de séparation A trois ouvertures (une entrée, une sortie (') et
une sortie (). Il y a deux cas intéressants A distinguer : celul ol les boftes de P ont des capa-
cités de valeurs distinctes et celui oh elles ont la méme valeur,

1/ Usines de capacités inégales.

Soit A(n) le nombre d'usines distinctes isolées que 1'on peut former avec n boites bipolaires
de capacités différentes. Pour les construire on peut numéroter les n boftes par ordre de capacités
croissantes et les placer chacune A leur tour dans l'usine formée par les précédentes, Ainsi,

AM+1)=HAM). 2n. 2. n+ 1)

En effet, on obtient une usine A (n+l1) boftes en choisissant 1'une des

9Yn) usines distinctes, puis en plagant sur l'un de ses 2n arcs une bofte 'Px vw n boftes
de capacité plus grande que les n premidres autres et que 1'on peut fixer .?, et 2n arcs
de deux manidres différentes, et enfin en reliant le flux libre (') ou (")

de cette (nt1)¢%s hofte 2 1'une des n+l entrdes.

De M (1) = 1, on obtient aisément :
Nm) = 4~ (n-1) !1*. n

2/ Usines de capacités identiques.

Soit N(n) le nombre d'usines distinctes isolées que 1'on peut former avec n boftes de capacités
identiquas. Par l'artifice d'un numérotage de ces boites on pourrait distinguer &(n) usines. Mais A
présent, parmi ces derni¢res, celles qui ne différent que par une permutation de leurs boftes doivent
dtre considérées comme semblables ; elles sont en nombre de n ! Par suite. le nombre d'usines
distinctes & capacités identiques est :

N(n) =£’_ﬂ = 41 (n-1) !

D'oll N(1) = 1, N(2) = 4, N(3) = 32, N(4) = 384, N(5) = 6144, ... Ce nombre croit trés rapidement
avec n. Il souléve le probléme du choix. En général on se borne aux usines en cascades (i)

BIBLIOGRAPHIE
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CHAPITRE I

SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES

Les résultats que nous rassemblons dans ce chapitre découlent en partie du critdre de régu-
larité de certaines matrices donné par Hadamard, puis par Olga Taussky. Cependant les matrices
que nous rencontrons étant plus particulidres, nous en déduisons des théorémes de localisation des
composantes de la solution de systémes d'équations linéaires analogues A ceux qui définissent les
flux principaux d'une usine, et des théorémes de stabilité des solutions de systdmee différentiels
lindaires et homogénes A coefficients constants semblables au systéme variationne! Jis concentra-
tions d'une usine en mélange binaire. Ces derniers théorémes sont étendus 2 des systémes diffé-
rentiels mixtes résultant de l'annulation de certains coefficients jouant le roéle de capacités. Enfin,
en anticipant un peu sur les résultats du chapitre 4, nous avons donn¢ des théordmes concernant
des systdmes différentiels & coefficients variables montrant différentes possibilités au sujet du com-
portement asymptotique de leurs solutions. (Voir la Note II du Ch. IV, p. 88 qui donne quelques
définitions sur la stabilité).

I - CRITERE DE REGULARITE DE CERTAINES MATRICES

Sans avoir recours au critére de Routh et Hurwitz (1) p. 21, le théordme d'Olga Taussky (2)
permet d'établir pour un ensemble de systémes différentiels lindaires A coefficients constants que
leurs racines caractéristiques ne sont jamais situées a d-vite de 1'axe imaginaire, c~ qui entralnera
la stabilité asymptotique de leurs solutions. Ce théordme prouve la régularité de certaines matrices
qui s'associent A ces systémes différentiels ou & des systdmes d'équations linéaires qui, de ce fait,
admettent une et une seule solution.

1/ Théortme d'Olga Taussky.

L'énoncé du théordme de Taussky fait intervenir les notions de réductibilité et d'irréductibilité
d'une matrice, ces notions ayant leur pendant en théorie des graphes.

Définitions.

Une matrice carrée A est réductible lorsqu'elle peut, aprés une méme permutation des lignes
et des colonnes, se mettre sous la forme :
P 0)
(x o

P et Q étant des matrices carrées et O une matrice rectangle nulle,
Une matrice carrée qui n'est pas réductible est irréductible.

THEOREME

Soit A une matrice carrée d'ordre n telle que pour chacune de ses lignes on ait :

lag | >?§; lay, | (i=1, .... n) (1
jet

A



avec l'égalité pour n-1 de ces relations au plus. Si la matrice A est irréductible, elle est régu-
llére,
Démonstration. (Voir (2), p. 18).

Supposons au contraire que le déterminant de la matrice A soit nul et envisageons le systdme
des n équations linéaires et homogenes, d'inconnues x,, ..., %

La x-0 (1 ... 0 @

i=1 /]
On peut affirmer qﬁ'u existe au moins une valeur de j pour laquelle on a :
e 1> be |

X, étant la composante de module maximum du systéme (2).

- En effet, en supposant par exemple que la premidre des relations (1) se présente comme
une inégalité -

[ ]
Bul> L ay
D'autre part, on a :
ax +a x +.. . +ax =0
n 1 12 2 in

d'od :

fay,l ) ¢ lagl i+ ... + la,lIx|

et en admettant au contraire que [x,| = {x,} = ... = |x |/ 0, il viendrait aprés simplification :

[ I
) [

a S ds A
19911 ]_!|1|'

ce qui est contradictoire. -
Compte temu de cette affirmation. la k'™ équation du systdme (2) permet d'écrire :

inad bl £ tag i
jox

et. par suite,

A< Z, (o
jok
sans qu'il y ait nécessairement contradiction. Mais s'il en est amnsi, la k'** ligne du systéme (2)
contient n-s coefficients nuls, s étant le nombre des indices d pour lesquels Ix| = |x]. et de méme
les s lignes correspondantes de la matrice A contiennent n-s zéros aux mémes places. Dés lors,
la matrice est du type qui a été exclu. C.q.f.d

Corollaire 1.

Lorsque la matrice A vérifie les hypothéses du théordtme de Taussky et que les éléments de
sa diagonale principale sout positifs, les autres étant réels, le déterminant de cette matrice est
positif (3). p. 17.

Démonstration.

En effet. en multipliant tous les éléments de A qui n'appartiennent pas i sa dlagonale princi-
pale par un paramétre A pris dans l'intervalle [0, I], son déterminant est un polynome réel continu
en A qui n'est jamais nul ot qui est positif pour A = 0. C.q. £.d.

2/ Condition de régularité d'une matrice réductible.
Etant donnée une matrice réductible A qui se met doac sous la forme :
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(x o)

R Q

aprés une méme permutation des lignes et des colonnes, son déterminant |A| est inchangé par cette
méme permutation et |A| = |P| . |Ql. Par conséquent, A est régulitre si P et Q sont régulidres,

Il se peut que P ou Q ou bien P et Q soient réductibles lesquelles se décomposent 3 nouveau en sous
matrices.

En poursuivant le processus des mémes permutations des lignes et des colonnes on arrive 2
mettre |A| sous la forme d'un produit de déterminants de matrices irréductibles, Ains{, lorsque
les conditions du théor2me de Taussky se vérrifient sur chacune de ces matrices, la matrice Aest
régulidre ; sinon |A| est nul.

Application.

Toute chafhe de mineurs construite sur la diagonale principale d'une matrice de Taussky irré-
ductible es. ~rmée de matrices régulidres.

En effet, si le déterminant de l'une de ces matrices ét_it nul on pourrait le transformer en
un produit de déterminants de matrices irréductibles apré¢s une méme permutation des lignes et des
colonnes, dont l'un serait nul. Pour celui-ci les relations de Taussky seralent vérifiées. Il en ré-
sulterait que la matrice de Taussky dont on considére la chaine de mineurs est réductible contrai-
rement 4 ce qui est admis.

II - THEOREMES DE LOCALISATION DES COMPOSANTES DE LA SOLUTION DE SYSTEMES
D'EQUATIONS LINEAIRES.

En application du théordme de Taussky rdsultent deux théorémes relatifs A la situation des
composantes de la solution x de systdmes d'équations linéaires.

1/ Le jacobien |A| du syst®mes est positif.

THEOREME
Le syst®me d'équations linéaires :

a,;, x, - a;,;x,-... ~a, x =b,

-a,x +a, x,-... -a xn=b

admet une et une seule solution. et cette solution a ses composantes strictement positives lorsqu’il
est supposé que :

1/ La matrice A du tableau des a;, est irréductible.

2/ Tous les a,, sont réels et satisfont aux conditions :
a, >0, a; » 0 (ifj=1, ..., m),
et pour chaque colonne j de A :
a.. - t a, 20
avec le signe a’inégalité pour 1l'une au x'noins de ces sommes ;

3/ b, 0 (=1, ... n) avec X b >0
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Démonstration.

D'aprés le théoréme de Taussky la matrice A est régulidre, ce ~.. entraine que le systdme
admet une et une seule solution, Il reste 4 établir que ses composantes sont plus grandes que zéro,

Supposons qu'il existe un ensemble E C(1, ..., n) tel que :
va EEe=x <0

on aurait en additionnant les équations du systime associé A l'ensemble E :
g (&“ - n'az-c a-'n) xa. - ‘;t Cg aﬂﬂ xﬂ = ; bd

Mais le second membre de cette relation serait 3 0 tandis que le premier serait < 0 par la présence
de-z; (8 - .41, 8a1a) %s qui est négatif : parce que si E (1, ..., n) les expressions a, “eTlobes
sont manifestement 3 0 et l'une d'entre elles au moins est > 0 sinon le systdme serait réductible,

et si E = (1, ..., n) on a par hypothése que 1'une des sommes 8, - gl a;, est positive. D'oO E = §,
9]

L'impossibilité précédente étant écartée, supposons qu'il existe un ensemble E' ¢ (1, ..., n)
tel que -

VYE Eepx =0 et YBE [E'd—,x‘>0

En additionnant les équations associées A E' on aurait les relations :

-Z pX a.,’x‘{'&. b,

m‘l »E’

Mais pour E' # (1, ..., n) le second membre serait 3 0 tandis que le premier serait néptit en
raison de l'irréductibilité de A ; et pour E' = (1, ..., n}) le premier membre serait nul et le second

positif par hypothése,
Il en résulte bien que la solution a toutes ses composantes positives. C.q.f d.

Applications:

Ce théoréme montre que dans une usine {rréductible & capacités constantes et en production
les flux principaux sont strictement positifs et finis ; d'autre part il suggére que les concentrations
permanentes sont positives et finies. Ces propriétés s'étendent aux usines réductibles et connexes
{(Voir la remarque 1).

Corollaire 1.

Avec les conditions du théordme précédent, les n matrices obtenues en remplagant dans A une
colonne ou une ligne par les composantes de b sont régulidres : leurs déterminants étant positifs.

Remarque 1.
Le théordme précédent 8'étend au cas des matrices A réductibles ( Q) satisfaisant aux con-

ditions du 2/ pourvu que les matrices P et Q soient régulidres, que 5' # 0 et que b f0pour R = 0.

En effet, P étant régulidre, toutes les sommes des colonnes de P ne sont pas nulles ; elles
sont donc 3 0 d'aprds le 2/, et 1'une d'elles au moins ert positive. Autrement dit lea colonnesde
P vérifient aussi les conditions du 2/.

En admettant d'abord que P est irréductible, on pourra appliquer le théordme 1 & la résolution
du systéme linéaire Px F’f 0 : Les composantes de x sont > 0, Puis en admettant aussique Q
est irréductible, on pourra appliquer le théordme 1 a la rénolutlan du systtme Qx, * S’+ (-RJx, od
tous les éléments de la matrice R sont < 0 et od, par conséquent, le second membre représente
un vecteur dont les composantes sont 3 0 et dont la somme est positive selon les hypothdses posées.
Ainsi, lorsque P et Q sont irréductibles, le systdme se résout en deux étapes.
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8i P ou Q, ou P et Q étajent réductibles, on procéderait de méme en plusicurs étapes dont
le nombre est inférieur ou égal A n, chacune de ces étapes livrant la solution d'un certain nombre

de composantes de %.

Corollaire 2.

Les composantes des solutions sont des fonctions croissantes au sens strict des composantes
du second iiembre du systéme,

Démonstration,
2
En eftet,s-‘-:i est, en raison de la linéarité, égal i la valeur positive que prend x; lorsque les
i
composantes du second membre sont b, = §,,.

2/ Le jacobien |A] du systédme est nul,

THEOREME 1.

Le systdme d'équations linéaires et homogénes :

a, x, -4, x ~... -a _x, =0

A, x ta,x, -...-a x =0

admet une seule solution % non identiquement nulle définie A un facteur prés.

Cette solution a toutes ses composantes de méme signe et aucune d'elles n'est nulle lorsque

‘2:-1 x; f 0 et que :
1/ La matrice A des coefficients a;; est irréductible ;

2/ Les éléments a, , sont réels et satisfont aux conditions :
2,>0, 8,30 (sj=1, ..., n);

3/ Les sommes des colonnes de A sont nulles.

a”-E a, =0 (J=t. .... n\
i¢j

De plus, si on ajoute au systdme précédent 1'équation :
C,x, +C x, +... +C x =b

avec :
C,»0 (=1, ..., n) et Zc,>o0

la solution est unique, ses composantes sont du signe de b ; elles sont nulles pour b = 0.

Démonstration.

11 est clair que le déterminant de A est nul puisque les sommes des éléments de ses colonnes
sont nulles ; mais les chaines de mineurs construites sur la diagonale principale de A sont positives
en raison de l'irréductibilité de A et du critdre de régularité p. 46, Par suite, on peut se fixer
l'une des composantes x; par exemple et déterminer les autres en fonction de x & 1'aide du systéme
des n-1 équations ne contenant pas a; : le théoréme précédent montre qu'elles sont # 0 et du signe

de x;.
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Lorsqu'on ajoute au systéme homogéne l'équation complémentaire }Z Cix, =bavecC,; 0et
31

Pl C; > 0, la solution est unique puisque selon le premier corollaire précédent la matrice des coef-

ficients du systd®me obtenu en remplagant l'une des équations homogénes par 1'équation complémentaire
est régulidre. Enfin 1'équation complémentaire montre que l'un des x; au moins est du signe de b.
Ceci démontre la seconde partie du théoréme,

Applications.

La premiére partie de ce théordme montre que dans une usine irréductible 2 capacités cons-
tantes et en reflux total les flux principaux sont strictement positifs et finis ; la meconde partie
suggére que ses concentrations permanentes sont strictement positives et finies lorsqu‘elles ne sont
pas toutes nulles.

Corollaire 1,

Les composantes de la solution sont des fonctions continues et croissantes au sens strict par
rappc-t 4 b.

Démonstration.

dx
La dérivée d_b‘ est identique A la valeur positive que prend x;, pour b = 1.

Il - STABILITE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES ET HOMOGENES A COEFFICIENTS
CONSTANTS -

Le théoré¢me de Taussky permet de démontrer les théordmes suivants se rapportant au compor-
tement des solutions de systdmes différentiels linéaires et homogénes A coefficients constants soumis
A certaines inégalités,

1/ Le jacobien |A| du systéme est positif.

THEOREME 1.

Le systdme différentiel linfaire et homogéne a coefficients constants :

Cdx‘+ax-ax- -a_x =0
1 11 "1 12 ™2 4o

-dt_ 1n n

dx,
cz'dt_'azxx1+azz‘z"'°aznxa:°
ca-ét—-anlxl- n!‘z- "+annx-=o

admet la propriété que toutes ses solutions x—(f) convergent vers zéro quand t croit indéfiniment et
lorsqu'il est supposé que :
1/ La matrice A du tableau des a;; est irréductible ;
2/ Les a;; sont positifs : a;; > 0 pour (i=1, ..., n) et pour chaque colonne j de A :
%5 ° z lag,l > 0

{=1
isj

avec 1'égalité pour n - 1 de ces relations au plus ;
3/ Tous les coefficients C; sont positifs : C, > 0 pour (i=1, ..., n).
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Démonstration.
Le systdme différentiel proposé se rameéne & la forme normale par le changement de variables

G x =y puisque Cto0 (i=1, ..., n)

et le changement de coefficients

e R TR T S R
i

Comme les C, sont > 0, les inégalités imposées aux a, se transmetient aux coefficients b, . Autre-
ment dit on peut réduire le systdme donné a un autre du méme type dans lequel les Ct seraijent
égaux & 1, et qui se représente par l'équation matricielle :

%tl+ BY = 0 193]

On sait que le déterminant caractéristique de (1) est égal & :

r+b11 ‘bu--. -blll

-, r+b, ... -b,
-b, <-b,... r+b
r.t
et que ses racines r; donnent des solutions ?" (t) multiples de e ‘. Or, la matrice B étant irré-
ductible, le théoréme de Taussky permet d'affirmer qu'il n'est pas nul pour r = 0, iw, ou un nombre
A partie réelle positive. Ses racines sont donc 3 parties réelles négatives,
Précisément, désignant par g4 un nombre positif tel que :
R(r)) < - (i=1, ..., n)

(les r; peuvent &tre simples ou multiples) il existe une constante K > 0 dépendant de B et de u,
K = K(B. ) telle que la norme de y(t) vérifie 1'inégalité.

1YO0 < KIF©®) e*  Voir (1) p. 21.
Ainsi, les solutions ;Tt‘)' et par suite x_(ﬁ convergent vers zéro lorsque t croft indéfiniment.

Applications.

Ce théordme s'applique au systéme variationnel linéarisé des concentrations d'un mélange bi-
naire traité par une usine irréductible a4 capacités et coefficients constants en état de production et
égalemenut A celui d'une méme usine connexe réductible selon le théordme 2 suivant :

THEOREME 2

Lorsque la matrice constante A est réductible et ramenée 3 la forme ( : g)les solutions du

systdme précédent convergent vers zéro quand t croft indéfiniment, lorsque les matrices carrées P
et Q sont du type précédent ; la matrice rectangle R étant arbitraire.

Démonstration.
En effet, l'équation caractéristique de A, soit f,(r) = 0, devient :
f(r) . fo(r) = 0
D'aprds ‘e théordme précédent les racines de f, (r) = 0 et de tu(r) = 0 sont 4 parties réelles néga-

tives, et par suite les solutions x(t} convergent vers zéro lorsque t —+ @, Ce résultat est indépen-
dant de la nature de la matrice R constante,

37



2/ Le jacobien [A[ du systéme est nul

THEOREME 1

Le systéme d'équations différentielles 3 coefficients constants :
éx
C,@rax -a,x, - ... -a, x =0

Cogr "B % " R X - ... b, x =0

C,x, +C,x,+... +C x, =0
admet la propriété que toutes ses solutions convergent vers zéro quand t croit indéfiniment lorsqu'il
est supposé que :
1/ La matrice A est irréductible ;
2/ Tous les a,, sont réels et satisfont aux conditions :

a, >0, a >0 @ifj=1, ..., n)
et pour chaque colonne j de A :
3y '-z-‘i % =0

ie)
3/ Les coefficients C, sont tous positifs :

c,>0 (i=1, ..., n)

Démonstration.

En utilisant 1a remarque faite au départ de la démonstration précédente, on peut réduire le sys-
tdme proposé a un autre systdéme ol les C; sont égaux A 1. Nous raisomnerons sur le systdme réduit.

En additionnant les équations différentielles on obtient la relation :

b by A
a Ta oot 0O

4 laquelle correspond une intégrale premiere. :
Nty te.ty =C*=0

ol la constante est nulle pour satisfaire A la dernitre équation ordinaire du systéme. Ainsi, le dé-
terminant caractéristique de B est nul pour r = 0, mais la matrice B étant irréductible, les mineurs
de ia diagonale principale de B ne sont pas nuls en application du critére de régularité p. 46 et par
conséquent r = 0 est racine simple de ce déterminant caractéristique (puisque sa dérivée par rapport
A r pour r =0 est égale & la somme des premiers mineurs de la diagonale principale). A cette racine
simple correspondrait une solution constante vérifiant le syst®me des équations du théordme IL 2/1
p- 35 , mais cette solution est alors identiquement nulle.

Comme précédemment r = i w ou un nombre A partie réelle positive n'est pas racine de ce
déterminant. Par conséquent mis A& part la racine r = 0, les autres racines du déterminant carac-
téristique de B sont 3 parties réelles négatives.

Ainsi, en désignant par u un nombre positif tel que ®R(r;) < - u(r f 0), il existe aussi une
constante positive K dépendant de B et de p telle que

170 < Kiy©l =
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Cette inégalité implique que les solutions ?m' et par suite x{iJ convergent vers zéro lorsque
t croft indéfiniment. C.q. 1. d.

Application.

Ce théortme s'applique au systtme variationnel linéarisé des concentrations d'un mélange bi-
naire dans une usine {rréductible en reflux total & capacités et coefficients constants.

3/ Systdtmes mixtes.

Les systtmes mixtes présentent un intérét pratique dans l‘étude numérique des usines en cas-
cades & un grand nombre d'étages. En effet, pour celles-ci le systdme différentiel des transports
et des concentrations est assimilable & un systdme associé d'équations aux dérivées partielles et
de conditions limites. On constate alors que le systdme d'équations aux dérivées partielles est qua-
siment conservé en remplacant le systéme différentiel de la cascade par un systtme mixte (d'ordre
moins élevé) o) les coefficients des dérivées proviennent d'une répartition des capacités. (Voir Fappen-
dice p. 77 ).

Définition,

Lorsqu'on annule identiquement dans un systéme différentiel certains des coefficients C qui sont
en facteur avec les dérivées des fonctions inconnues, on obtient un systdme d'équations ordinaires
et d'équations différentielles constituant un systdme mixte,

THEOREME 1.
Les théorémes 1/1 et 2/1 sont encore vrais pour les syst:mes mixtes.

Démonstration.

11 suffit d'établir qu'd chaque élimination d'un x; correspondant 4 un C; donné nul, la marrice
des coefficients du systdme se transforme en une nouvelle matrice d'ordre réduit d'une unité et douée
des m¥mes propriétés. Précisément elle se déduit de 1z matrice “cofacteur” de a, ., obterue en sup-
primant dans A la ligne j et la colonne j. De cette facon or se raméne aux thloremes indiqués
lorsque les éliminations sont achevées.

A titre d'exemple supposous que C, = 0. On aura donc :

x_ +

gt ... ta

T
anZx5 v, 1 X.

d'od 1'on déduit le nouveau systdme d'équations quels que soient C, 3 0, ..., C_ 3 0 :

C:%"' (‘u - lu%:‘ X - (l,,d-an.::’_‘) Xy= u. - (‘2-*‘21:—:)x.= 0
.
Cs’&?" (‘u + a,,;;—'—) x, + (ay - .,l:_::) Xy- ... - (a’_+ a”:Tl:),. -0

C_'%:—'- (a_,+ a_‘-:-i—: x, - (l.,*t.;?j) Xy~ ... *+ (‘.-' ‘-x:—:)'- =0

Sur ce dernier systdme om vérifie les propriétés qui suivent :

1/ Les coefficients extérieurs & la Jiagonale principale sont en valeur absolue plus grands ou
€gaux aux valeurs absolues des coefficients correspondants de la matrice cofacteur de a,,. Iis somt
donc négatifs ou nuls.

2/ Les sommea des coefficients des colonnes sont > 0 : 1'une d'elles au moins est positive s'il
en existe une dans la matrice A ; elles sont nulles lorsque celles de A le sont aussi. Ceci résulte
des cbservations suivantes :

a) Supposons a,, - a, - ... -8,,> 0. On en déduit la somme des coefticients de la pre-
midre colonne du nouveau tableau :
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a"- (an"'... + an’) '?(ﬂ.z!‘* sow +a,.) > azz - (a’g + .40 +anﬂ)
1

a,, &

“a dn®8n - E, a;, >0
1 82

et des inégalités analogues pour les autres coulonnes de ce tableau. Dans ces conditions, les som-
mes des colonnes de ce tableau sont supérieures aux sommes correspondantes de la matrice A,
Elles sont donc positives.

b) Supposons a, -a, -... -a, = 0. On en déduit cette fols que les sommes des colonnes
du nouveau tableau sont égales aux sommes correspondantes de la matrice A.

3/ Les coefficients de la diagonale principale sont positifs. En effet, dans le cas contraire ils
serafent nuls en raison de ce qui prscéde au 2/ et les éléments des colonnes correspondantes de
ce tableau seraient identiquement nuls ; mais alors le tableau lui méme serait réductible, ce qui
est impossible lorsque A est irréductible, du moins c'est le dernier point A établir.

4/ La matrice du tableau de ce systdme est irréductible, sinon on pourrait aprés une méme
permutation des lignes et des colonnes faire apparaftre une matrice rectangle nulle contigué 3 la dia-
gonale principale. Ceci implique deux éventualités : soit que les éléments correspondants de la Iire
colonne de A sont nuls ; soit que les éléments correspondants de la lére ligne de A sont nuls.
Dans ces deux éventualités la matrice A serait réductible. - De m@me un graphe irréductible de-
meure {rréductible par l'annihilation de points intérieurs étant donné que les arcs incidents vers
l'intérieur & un sous-graphe sont conservés. -

IV - STABILITE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRESE ET HOMOGENES A COEFFICIENTS
VARIABLES.

Un considére des systdmes ramenés A la forme canonique :

2|8y

+At) X =0

ol les coefficients A, a;; (t) de la matrice A(t) dépendent de la variable indépendante t. (Aus -1
pouri # jet 1 pour i = j). Précisément, les coefficients a”(t) sont sommables sur tout intervalle
fini et vérifient presque partout les inégalités -

a; (t) 20 (i, j=1, .... n) et a; (t)-‘gl ay; {t) 0 (=1, ..., n)
iti
1/ Propriétés communes.

Le chapitre 4 montre qu'il existe entre deux =olutions m x—(ﬁ deux écarts orientés [u—(t.), ;Tt.)] R

[m, u(t)] et une distance ﬁ(ﬁ - ;(_t." =i2q lu(t) - x‘(t)l qui sont des fonctions absolument continues

de t et décroissantes au sens large. (Voir Remarque ! au Ch, 4 § UL 2/ p. 63).

D'ailleurs, moyennant la sommabilité des coefficients a, (t) sur tout intervalle fini, il existe
(3) une solution X(t ; t,, X)) absolument continue issue d'un vecteur quelconque X, & l'instant t,, et
cette solution est unique d'apres le lemme de Gronwall (4), p. 15.

Par conséquent 1'17;) = 0 étant une solution, toute solution ¥(t, t. i.) est bornée quels que soient
les signes des composantes de X, et uniformément _!table a droite d'apr?s la non croissance de la
distance. D'autre part les composantes de X[t ; t , x,) sont non négatives sur (t, <t < =) lorsque
les composantes de f. sont supérieures ou égales A zéro, ce qui découle du théordme L 7/ 1, p. 57
du Ch. 4.



2/ Systémes non asymptotiquement stables.

THEOREME 1
Le systdme différentiel linéaire considéré n'est pas asymptotiquement stable & droite au sens
de Lyapunov lorsque :

- a
0<./:§‘a“ (t) dt <« ,
mais chaque solution tend vers un vecteur constant (1), p. 43, dépendant du vecteur initial,

Démonstration.

Désignons par X(t) un systéme fondamental de solutions ':'E:(t) (h=1, ..., n). On sait que le dé-
terminant de ce systdme varie d'aprés la relation :

L =
det X (t) = det X (t) e - Eyrutee

I1 en résulte que ce déterminant n'est jamais nul et par suite qu'aucune des solutions x__ft’) ne s'annule
lorsque t—+ @. Ains{ le syst®me n'est pas asymptotiquement stable.

Mais il y a plus, on a :
laen - 2- M CIPE 2 a, ®

d'od également :

o< 1A Wl a<o

D'autre part selon (1), p. 43, on a :

gy

— ' —
x (t) = x (0) +_/: A(a) x (a) da
d'oly :
— —_— t —_ ‘
ol < 100 + L 1A @) 1T @) da

et d'aprés le lemme de Bellman (1), p. 35 :

KO8 « o ol

—p. t —
Par suite x(t) tend bien vers un vecteur constant ¢ si Lim ./: A a) x(a) da existe. Pour établir ce
-
dernfer point, il snfﬂt de vériﬂer que sa norme est mtégrable sur ]0, + of Or on a en effet :

® l‘ (] 8 [eLIA'd - 1]( ® C.q.f.d.

Application.

Ce théordme confirme que dans un arrét de la circulation des flux d'une usine, la solution du
systéme variationnel linéarisé de ses concentrations tend vers un vecteur constant. Il en est d'ailleurs
de méme de la solution du systdme (1), p. 27 , si les valeurs limites des capacités de Pusine scat
stirictement positives.
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3/ Systémes asymptotiquement stables.

THEOREME 1
-—

Le systéme linéaire %:—-P (U + vt) X =0 est asymptotiquement stable 4 droite lorsque la ma-
trice constante U satisfait aux conditions du théordme III.1/1 p. 36 et que V(t) & une norme de
moyenne temporelle inférieure & une borne dépendant de U.

Démonstration.
Y(t) représentant la matrice de l'équation matricielle :

-:—Yt-'f' uY@)= 0 avec Y(0) =1
on a
x®) = Y()x(0) - f Y- eV (@R
D'ot :

100 < Yool + [ [Ye-a)Vioe)| da

Mais d'aprds le théortme IML1/1, p. 37. la norme de y(t) = Y(t)x(0) vérifie 1'inégalité -

IO <Ke™* IO

de méme :
Hr(t-a)v(a)x@)l ¢ Ke " llvaxia)l ¢ Ke=r= vl )k
don :
101 < Ke= Bzl + K [ e== hv@l Ig@l da
solt :

Ixel e * <K Hx(@)) + xj." Iv@h Ix(@ &= da
D'aprés le lemme de Bellman (1), p. 35 :
IxO) em < K §xONl e“r“"'"l"l
d'od :

X ]
Ixtl < K [ix(0)Y ,'["';-L lvear boaye

Par suite il y a convergence asymptotique lorsque :

tm 1 * B
= ;f.' Ive)ll da < &

puisque la norme de ;_'6 converge vers zéro.

THEOREME 2.

Loraque la matrice constante U vérifie les conditions du théordme NI 2/1 p. 38 et que les
sommes des colonnes de la_tpatrice V(t) sont identiquement nulles, le. systéme des équationa formé

par le systéme différentiel %*ﬁ[(U + V(1)) X=0 et 1'équation linéaire E X, = O est asymptotiquement
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stable A droite & condition que la norme de V(t) ait une moyenne temporelle inférieure a4 une borne
dépendant de U,
Démonstration, .

Puisque les sommes des colonnes de U + V (t) sont nulles le systdme différentiel admet

l'intégrale premidre ‘Zl x, = C". Alnsi les solutions considérées sont seulement celles pour lesquelles

C' = 0. Comme au théo:i¢me 1, on a :
L 3
x® = YOx©) - [ Y(t-a)V(a)x(@) do

D'aprés le théordme III.2/1, p. 38, la norme de m = Y(t)iT’O) vérifie 'inégalité :

L x(0)=0.

lY@)yx@l < Ke* || x(0)ll ptsque X

Etant donné que le vecteur V(a)m) a la somme de ses composantes nulle,

E 121 v;, () (t) = l2_‘.1 () ‘Z_'-l V,) =0  pulsque ‘_21 v, () = 0

on a de méme :

gl t=a) il tea)

[Yt-a)V(ax@)] € Ke V@G < Ke™ '™ (vl |x@)i

et comme précédemment :
t
15 < Ke*t 300 + K S e vl 15N de

ce qui entraine la démonstration du théoréme,

Application,

Ces deux derniers théorémes expriment que le syjtdme variationnel linéarisé des concentra-
tions d'un mélange binaire traité par une usine demeure asymptotiquement stable lorsque ses para-
meétres subissent des petites fluctuations les faisant varier autour des valeurs constantes, mais pourvu
qu'elles soient suffisamment petites.



NOTE DU CHAPITRE 3

I - MATRICES REDUCTIBLES

Définition.

Une matrice carrée A est réductible lorsqu'elle se met sous la forme ( : 8 ) aprés une méme

permutation des lignes et des colonnes ol P et Q sont deux matrices carrées et O une matrice rec-
tangle nulle.

THEOREME

Pour qu'une matrice carrée d'ordre n soit réductible il faut et il suffit qu'en désignant par k
un entfer tel que 0 < k < n il existe k(n-k) zéros placés aux intersections de k lignes avec n-k co-
lonnes et n'empiétant pas sur la diagonale principale.

Démonstration.

En effet lorsque sur la matrice ( : 8). ol P est d'ordre k et Q d'ordre n-k, on effgectue une

permutation des lignes ou une permutation des colonnes, il existe k(n-k) zéros aux intersections de
k lignes avec n-k colonnes et cette propriété se conserve au cours de différentes permutations des
lignes et des colomnes. Plus particulidrement lorsqu'on effectue la méme permutation des lignes et
des colonnes, les éléments de la diagonale principale de A se conservent en changeant de place
et les zéros de la matrice O se retrouvent bien aux intersections de k lignes avec n-k colomnes
et n'‘empittent pas sur la diagonale principale.

Réciproquement, étant donnée une matrice ayant k(n-k) zéros aux intersections de k lignes et
de n-k colonnes et n'empiétant pas sur la diagonale principale, cette matrice est réductible. En
effet, il existe une méme permutation des lignes et des colonnes permettant de passer directement

‘de la matrice considérée A la matrice réduite (: g) consistant A permuter parmi les k premiéres co-

lonnes de la matrice celles qui portent les n - k zéros avec les colonnes des n - k derniéres qui
n'en portent pas, et d'effectuer la m&me permutation sur les lignes. (Il peut y avoir plusieurs so-
lutions possibles suivant les cas).

'..l--ooo
«...9+.+l000
. - fN\- -l000
---P--ooo
g .-....ooo
nnustnooo

Figure : Disposition des zéros dans une matrice réductible.



La figure ci-avant représente deux matrices carrées d'ordre B, Les arcs portés sur la ma-
trice de gauche indiquent les permutations A effectuer sur les lignes et les colonnes pour passer

2 la matrice de droite qui se présente sous la forme (: g)

II - MAJORANTS ET MINORANTS DE DETERMINANTS A ELEMENTS REELS,

Les déterminants D" considérés sont déﬂnil quel que soit l'entier n, Ils se représentent par
le tableau d'éléments réels :

+ - 3% - alz - .'I.J esa - al"
- Ay + a,, - BZJ vee - azn

L]
D'=|-a,, -a, +a, ... -a,
-a, - ﬂnz - 8"3 soe + aM

oy les coefficients a . vérifient les inégalités :

i}
3”;0 (i.j=1....,n) et 8, -52-_1 a” 3 0 (j=1,....,n)
J]

(Dans chaque colomne, la somme des éléments est positive ou nulle).
On sait que D" est positif ou nul. Précisément {1 est positif dans les conditions du théordme

de Taussky ; également lorsque la matrice des coefficients étant réductible, le théordme de Taussky
s'applique aux déterminants extraits de D" et doat le produit est D* ; sinon il est nul.
LEMME

Les cofacteurs des éléments de D' sont positifs ou nuls.

Corollaire.

Tout déterminant T transformé de D' en changeant les éléments d'une de ses lignes ou d'une
de ses colonnes par des nombres » 0 est aussi > 0,

Démonstration du lemme et de son corollaire.

Il est clair que le lemme est vrai pour les cofacteurs de la diagonale principale puisqu'ils sont
du type D™, Il suffit donc de 1'établir pour les éléments (- &, ) avec ifj. Pour cela, nous raison-
nerons par récurrence. Le lemme est manifestement vrai pour D', D?. Admettons qu'il est vrai
pour tout déterminant D*-:. Il en résulte alors immédiatement que le corollaire est vrai pour tout
T"! car son développement suivant cette ligne ou cette colonne transformée se compose de termes
positifs ou nuls. Démontrons donc que le lemme est vrai pour D", A cette fin, consldérons le cofac-
teur A;; de lélément (-a;;) de D". On voit qu'en permutant les lignes i et j de D" on obtient un
déterminant @ = —D ol l'élément (-a;;) est situé sur sa diagonale prlncipale Son cofacteur dans
@" est du type -T"™' étant donné qu'il se déduit d'un déterminant D' od l'on aurait remplacé l'un
des éléments de sa diagonale principale par un terme négatif ou nul. Il en résulte que le cofacteur
de (-ai ) dans D' est du type T""! lequel est admis comme positif ou nul ; ce qui démontre le lemme
et, pnr suite, son corollaire,

THEOREME 1,

D' est majoré par le produit des éléments de sa diagonale principale.

Démmtntim.

En développant D', par exemple, par rapport aux éléments de sa dernidre colonne, on a im-
médiatement :
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Dﬁ = -aln A:;I -ain An;nl < "’+ann A:;l < ’nn A':n-nl

puisque les cofacteurs de D" sont tous positifs ou nuls. Mais A" est identique 4 D', et comme
précédemment -
D"'<a A? = a p?

A=1y Aol " A-], -1 ael, Al

De proche en proche on a bien D ¢ a,.a,...a * {I a,. C.q. 1. d.

THEOREME 2.

D" est minoré par les n! produits de n facteurs formés 4 l'alde des éléments des colonnes de
D" de la fagon suivante :

On effectue sur les indices 1, 2, ..., n une permutation £,, E, ..., £_puis on prend pour
premier facteur f, égal & la somme des éléments de la colonne t; et l'on supprime la ligne du
tableau des &léments de D". f,, alors est égal A la somme des élémentl restant dans la colonne §
puls on supprime & nouveau leu éléments de la ligne g, de D". En poursuivant ce processus on aufa

f <D

Démonstration.

On ne change pas la valeur de D" en remplagant les éléments de la ligne {, par les sommes
correspondantes de ses colonnes lesquelles sont 3 0 par hypothése. De cette fagon on obtient un dé-
déterminant du type T" dont le cofacteur A"f‘l‘ﬂ appartient au type D", Par conséquent :

n-1

p" > L, - Aa‘1
De méme, en remplacant chaque élément lde la ligne £, (considérée dans D" par la somme corres-
pondante des éléments des colonnes de Af « On obtiendra un déterminant du type T conduisant encore
3 une inégalité :

-l -2
Aﬂ:x > fh . Aem

En poursuivant le processus on arrive donc aux inégalités :

[aflﬂ. _';1 aiﬂ,] f{z ese alﬂfn‘ d C.q.f.d.
isfl

Ce dernier théoréme permet de donner un crit2re de régularité des matrices dont les éléments
sont ceux de D", qui est un peu différent de celui de Taussky dans la mesure oil il englobe la con-
dition d'irréductibilité.

CRITERE
D' est positif lorsqu'il existe au moins un produit %, - f¢,--. f positif ; sinon D" est mul.

Démonstration.

Cette condition pourrait sembler agsez longue & vérifier puisqu'il existe n! produits distincts.
Mais il suffit d'en trouver un seul. Pour cela on détermine les éléments £, ..., § de la perom-
tation au fur et & mesure avec cette particularité que si les i premiers facteurs trouvés sont posi-
tifs les indices correspondants { , Epo -0 §, débutent dans cet ordre une permutation conduisant
& une conclusion. En effet, soit qu'il existe & pnrtir de cet instant dans les n-i dernidres colonnes
restantes au moins un indice Eiq pour lequel f > 0 et de proche en proche il se peut que 1'on
puisse obtenir ainsi t,_ = 2z, > 0 au quel cu‘D‘ egt positif ; soit qu'il n'en existe pas, mais la
matrice agsociée 3 D' est réductible et de pllll le déterminant A construit sur les n-i colonnes res-
tantes et avec les n-i lignes restantes de D" est nul puisque les sommes des éléments de ses co-
lonnes sont nulles, il s'en suit que D" est nul vu que les éléments de A jouent le role de la matrice
Q aprés une méme permutation des lignes et des colonnes,
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Application,

Les chaMmes de mineurs construites sur la diagonale principale de D" sont positives lorsque
D" est irréductible, En effet, les mineurs de la diagonale principale sont >0, mais s l'un d'eux était
nul il existerait d'aprés le critdre précédent des sommes { nulles et D" serait manifestement ré-
ductible. - Cependant tout mineur de D" peut &tre réductible.
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CHAPITRE IV

SYSTEMES DIFFERENTIELS NON LINEAIRES

Les systémes différentiels non linéaires des usines en mélange binaire suscitent des propriétés
qui peuvent 8tre etendues A des systdmes différentiels généraux :

dC (t) X,(t)
gt X, ., X)) (=1, ..., n)

ol les X (t), ..., X (t) sont les fonctions inconnues de la variable indépendante t. Les fonctions
C‘(t) sont données positives ou nulles et les fonctions g {t ; X, ..., X ) obéissent 4 des inégalités
qui complétent la structure de ces systémes. En raison de la nullité éventuelle des C,(t) nous nous
plagons dans le cadre des conditions de Carathéodory qui assurent l'existence de golutions C [(t}X,(t)
absolument continues, Nous supposons d'abord les G(t) (i=1, ..., n) positifs presque partout, ce qui
correspond 3 1'étude d'un systéme différentiel (S.D. ), d'ordre n ; puis, nous établissons que lorsqu'un
nombre quelconque p < n de fonctions C,(t) sont identiquement nulles, le systdme mixte correspondant
(5.M.), -»,» 5€ raméne 2 un systéme (s. b )w dont les solutions sont douées des mémes propriétés :

On démontre un théoréme d'unicité A droite généralisant la condition de Péano pour une équa-
tion différentielle, et on établit que les X;(t) restent sur 1'intervalle [0, 1] lorsqu'ils a'y trouvent
initialement,

Comme application, on prouve que le systdme différentiel des concentrations d'un mélange
binaire traité par une usine appartient au type précédent, ce qui domne 3 leurs solutions les mémes
propriétés. Plua particulié¢rement, on considére les usines 3 fonctions indépendantes du temps en
distinguant cellea qui sont en production de celles qui sont en reflux total, et on démontre dans les
deux cas l'unicité d'un régime permanent et la conver.sence des concentrations vers ce régime per-
manent. Enfin, on établit les propriétés générales des systémes différentiels des concentrations d'une
usine pour un mélange quelconque.

Dans ce chapitre nous utiliserons souvent des théorédmes empruntés A la théorie de la mesure
et de l'intégrale de Lebesague., Ces théordmes sont mumérotés et rassemblés dans la note I, Dans
le texte les numéros entre crochets renvoient 4 ces théorémes. La note II donne quelques défini-
tions relatives A la stabilité.

I - SYSTEMES DIFFERENTIELS (S.D. ),
On considére les systémes différentiels :

dG (t1Xy(t)
dt

(s.D.), : gt:X, .... X) (i=1, ..., n) (1)

ol les fonctions Ci(t) sont supposées positives et exceptionnellement mulles et infinies au plus sur
un ensemble de valeurs de t de mesure nulle,

Le changement de fonctions :

Gt) . Xi(t) = xt) @)

permet de ramener (S.D.) & la forme canomique :

dx
(8:4),:g =fit:x, ..., x) (i=1, ..., n) £))
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X
f‘(t Xy eees x.) ] ‘[t : cxlt).‘ 2053 C,,_(t) (‘)

En soumettant les fonctions §(t ; ) aux conditions du théoréme d'existence de Carathéodory (1), (2),
(3), nous déduirons pour les fonctions g(t ; X) et C,(t) des conditions préliminaires analogues assurant
l'existence de solutions absolument contimues x;(t) = C,(t)X,(t) de (S,D, ). Aussi nous rappelons le
théordme de Carathéodory sous 18 forme qui nous sera utile, Voir aussi [14],

1/ Théordme d'existence de Carathéodory - (2) p. 140.

THEOREME

Etant données n fonctions f(t ; x,, ..., x,) (i*1, ..., n) de n+l variables t ; x;, ..., X,
définies dans le domaine D :

Dla<tchb avec b-a < 0; ~w ¢ X, ¢ +w (i=1, ..., n)J
ol elles sont megurables au sens de Lebesgue par rapport 4 t sur [a, b] pour tout systéme de va-
leurs fixes de x,, ..., x, ; continues par rapport A l'ensemble des variables x,, ..., x pour presque

toutes les valeurs fixes t de [a, b] ; et telles qu'il existe une fonction non négative M(t) sommable
sur tout intervalle fini positif appartenant A ]a, b[ et vérifiant dans le domaine D les inégalités :

(%t x, ..., x)| < M(t)

en désignant part®; x}, ..., X, un point de D, il existe sur )Ja, b[ n fonctions absolument continues
x,(t), ..., x(t) qui vérifient le systéme des équations intégrales :

0 =5+  4ixe ., x6G)ds G, .., o) ¥
et lesquelles vérifient le systéme différentiel :

Eagltin, ...ox) G ..., n)

presque partout sur [a, b).
La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant ;

LEMME (2) p. 141

Etant donnée une fonction f(t ; x;, ..., X ) qui satisfait aux conditions ci-dessus imposées aux
f,, 1la fonction composée {[t ; qil(t). cees @ (t)) est sommable sur tout intervalle fini positif de ]a, b
lorsque les fonctions cpl(t), e @ (t) sont finies presque partout et mesurables sur [a, b,
Démonstration,

Le lemme est vrai pour n = 1 : En fait 8i ¢(t) = o = constante, f(t, o) est mesurable par
hypothése, Si ¢(t) n'est pas constant, il existe une suite ¢_(t) de fonctions mesurables [4) admettant

chacune un nombre fini de valeura telles que ul:ﬂ B:(t) = ¢(t). Lorsque t est pris en dehors des
ensembles de mesure mlle od ¢(t) est infini et f{t ; x) discontinue, on a :::’; flt ; 9 (0 = fit ; o(th

et puisque la suite f{t ; g (t)] est formée de fonctions mesurables, la fonction f(t ; ¢(t)] est mesu-
rable (3). L‘'inégalité |f[t ; ¢(t)l| < M(t) implique en outre la sommabilité de f{t ; ¢(t)) sur tout in-
tervalle fini positif de Ja, b[.

La démonstration se poursuit en raisonnant par récurrence : En admettant que le lemme est
vrai pour n, établissons qu'il est vrai pour ntl. La fonction fft ; @ (t), ..., @(t), § (), od @(t)
est une fonction mesurable qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs, est une Ionction mesurable,
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Or, lorsque la suite des fonctions T (t) est telle que nl:_r: T.t) = ¢,,(t), il résulte du raisonnement
précédent que fit ; @ (t), ..., 9 (t), @, (t) est mesurable ; et 1'inégalité :

it 5 g @) ..., 9, (N < Mit)
implique sa sommabilité sur tout intervalle fini positif de Ja, b, C.q.1.d,

Démonstration du théoréme de Carathéodory.

A présent nous établissons l'existence d'une solution de (1) sur l'intervalle t°¢ t < t* + §
avec & = b-t’, (On opérerait d'une fagon analogue sur l'intervalle t* - 4 < t ¢ t* avec A = {%-a),
Conaidérons les n suites des fonctions xj(t), ..., x}(t) définies comme suit :

Xt = xt ~ pour t’¢t¢t’+%

. - e . O
x"(t)-x:-o-j; (s ; xi(s), ..., x(s)lds pour tr—gtctt+b
ol les intégrales qui figurent dans ces relations ont une signification d'aprés le lemme précédent.
En convenant de poser :

]
-2 5
./': (8 ;x), ..., x)Mds =0 pour te=¢é¢t

[x3(E)-x3E")| = | f" £0s ; xis), ..., xXeNdsj< [ < M

!'-;
i'-—
et en raison de 1'absolue continuité de 1'intégrale f ,‘ M(sMs les fonctions x(t) , ..., x(t) somt

également continues et également limitées (3), p. 44, danl un intervalle quelconque I de t°¢ t< trt+6
{ou sur ]t°, b[). On peut donc extraire de ces fonctions n suites de fonctions :‘.: ), ooeo x2(t) qui
convergent uniformément dans I vers n fonctions continues x,(t), ..., x,/(t)qui satisfont & l'éqution
(1). On a en fait :

x{(t) = x} +f' (s ; x3(s), ..., <'(s)ds - f: t,is ; X'(s), ..., x{'(s)) ds

ol la seconde intégrale est inférieure ou égale en valeur ablolue a f M(s)ds et tend par con-
(3
séquent vers zéro lorsque m—+ w,

D'autre part on a presque partout sur [t°, b) :

Lm0 .o, 0D = GE e, ..., x )

et en vertu de 1'inégalité |£(t ; x}'(t), ..., (t))| < M(t) od M(t) est sommable sur [t°, b[, le passage
A la limite sous le signe d'i.ntégranon est licite d'aprés le théoréme de convergence de Lebesgue [6].

2/ Hypothdses préléminaires sur les fonctions d'um (S.D.). -
Ces hypothéses ont pour r8le d'assurer l'existence de fonctions absoclument continues :

C ()X, (t) (i=1, ..., n) de {S,D.),
Par conséquent, selon le lemme et le théoréme de Carathéodory nous supposerons les fonctions
C;(t) mesurables, et en outre positives et finies presque partout,

D'autre part bien que nous ne nous intéressions qu'ad des solutions X;(t) susceptibles de varier
entre 0 et 1 seulement, il serait suffisant A priori de définir les fonctiomns gt ;: X, ..., X)) sur
tout le demi cylindre C[t° < tc@ ;0 ¢ X, < 1 ; (i=1, ..., n)) de base @0 ¢ X,<c 1 ; (i=1, ..., n}



oll elles ne sont d'ailleurs connues effectivement (ou physiquement) que sur ce cylindre, ; mais étant
donné que le théordme de Carathéodory [14] ne permet pas de prolonger la solution X(t) A partir de
l'instapt o0 elle stteint la frontidre de ¢+ cylindre €, nous prolongeons la définition des fonctions
g,(t. X) dans un voisinage de €, par exemple sur tout le domaine :

D[t.‘ t ‘ @ ;"0 ‘ x“ +o (i.l; R Y) n)]

et, A titre d'exemple, comme suit :

A tout vecteuri de R'[-w ¢ X< +w (i=1,..., n)) on associe une partition des indices (1, ..., n)
composée des trois ensembles disjoints E, F, G, tels que :

YaeEEEX <0
VBEFem0gXy¢1
VYEGe] <X

puls au vecteur X on fait correspondre un vecteur l.l-(i) de @ tel que :

VOEE==U +0; VpEF—'U‘-x‘;V YEG==U =1;
et on pose :

- -
gt ; X) = g(ft; U) (i=1, ..., n)
De cette fagon en admettant que les fonctions g (t, i) sont d'abord donn¢es dans €, mesurables par
rapport A t pour tout vecteur fixe de &, continues sur ® par rapport A X (ou l'ensemble des varia-
bles X, ..., X,) pour presque toutes les valeurs fixes de t et telles qu'il existe une fonction non
négative M(t) sommable sur tout intervalle de temps fini conduisant aux inégalités :
Ig‘(t. i)' ‘ u(t) (i-l. oes ey n)
elles contimeront de vérifier ces m@mes conditions A 1'intérieur du domaine :
Dit*< t <@, X € R")

Toutes ces conditions constituent les hypothéses préliminaires., On vérifie bien que les fonctions :

t‘(t » “ pesey xl‘ ‘[t * cl(t) C.(t)]

sont continues par rapport l;pour toutes les valeurs fixes de t qui n'anmulent ancune des fonctions
Cy(t) ; qu'elles satisfont A 1'inégalité :

Lee, ) = |g(t: D) = 1g,tt ; D)l < M) ;

enfin qu'elles sont mesurables par rapport & t en vertu du lemme précédent et de ce que les fonc-
tions IIC‘(t) sont mesurables [2).

Remarque.

I1 est clair que les solutions de (S.D.) s'étendent sur toutes la demi-droite t* < t < +®, En
effet, dans le cas contraire M(t) ne serait pas sommable sur un imtervalle fini.

3/ Terminologie.
Pour rappeler que nous nous plagons dams le cadre des hypotheses du théoréme d'existence de
Carathéodory, nous dirons que le systdme différentiel (S.1)), est généralisé au sens de Carathéodory.

Dans le but de définir & chaque instant une distance entre deux vecteurs U(t) et X(t) de R*, ar-
bitraires ou solutions de (S.D.), nous définissons les écarts orientés de ces vecteurs. Ainsi :

1/ O_L‘wd&.mmmltk(t). X{t)) de deux composantes respectives U(t) et X,(t) de deux
solutions U(t) et X(t) de (S.D.), la fonction de t définie par les deux implications suivantes :



[Ug(t), X(8)) = C{)[U,(t) - X((1)) pour Uit) - X,(t) 20
[U,t), X,(t)) = 0 pour Ult) - X,(t) € 0

2/ On appelle écart orienté [E(—t'), JT((-tT] de deux solutions th') , x_(t’) de (5.D.) la somme de tous
les icarts orientés des composantes respectives de ces deux solutions :

[0, X - E [y, (1), X(t).

Remargque.
Quel que soit le signe de la différence U (t) - X(t}), on a :

[0, X0 = G 5

d'ol résulte 1'inégalité triangulaire :
0@, ZM) « 00, X1 + (Xd), Z)
en raison des inégalités manifestes :

Up-Zy + 1U-Z|  U-X + G -X,] X-2, +|%-2,
2 € 3 3

__,De_1a définition de 1'écart orienté de deux solutions U()), XIt) de (8. D. )., il suit que la distance
@ru(t), X(®)] de ces deux solutions se définit 2 son tour comme la somme des deux écarts orientés
construits avec U(t) et X(t). On a donc :

o, 1T, X1+(X, T - ‘2:.1 CIUD - X,(¢t)]
D'autre part les écarts orientés de deux vecteurs variables lm. f(-t; peuvent &tre définis d'une

facon plus suggestive en effectuant 4 chaque instant t une partition des indices (1, ..., n) en deux
ensembles :

EIUM, Xl et (E{UM, X
tels que :

Ve€ E{U(M), Xthe= U(t) > X (1)
V BE (E{UR), X(Dhe=b UJt) < X (1)

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité possible on notera simplement :
E{UM. X(t)} = E(t) ou E
Par suite, on a immédiatement :

(Ort), X0 - _‘}‘m Cdt) [U(t) - X ()]

4/ Lemmes sur des fonctions absolument continues.

LEMME 1

F(t) étant une fonction absolument continue de t sur un intervalle quelconque [a, bl, 1'ensemble
8 sur lequel les quatre propositions suivantes sont simultanément réalisées :

t€ 8 ¢e=>{t€ [a, b)] ; F(t) = 0, F'(t) existe, F'(t) § 0}

est un ensemble de mesure nulle.
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Démonstration.
11 est clair que, F(t) étant une fonction absolument continue, F'(t) existe presque partout [9];
(101, (11).

Supposons d'abord l:lntervnue [u., b} ﬁnl.' L'ensemble .l peut étre regardé comme la réunion
des ensembles disjoints F°, E;, ..., E,, ..., E;, ..., E], E; de [a, b, o0 n est un entier variant
de | A +o, définis par les implications suivantes :

0, F'(t) existe, at’

1 4F 1
n+l‘dt n

vt € E = {Ft) 8> 1

vV t € E, e=>{F(tj = 0, F'(t) existe, 0 <

Y tE E:c—'zp(t) 0, F'(t) existe, 'Tl< %%cn'—:ﬁ Oi

Vte E:‘—'}F(t) = 0, F'(t) existe, %‘.li
On établit que les ensembles E, ..., E,, ..., E, ..., E, sont mesurables comme étant chacun

sur l'intervalle fini (a, b] l'intersection de trois ensembles mesurables satisfaisant 4 1'une des trois
conditions imposées ci-dessus, Ces trois ensembles sont mesurables car F(t) étant une fonction continue
F(t) est mesurable (5] et par suite aussi 1'ensemble sur lequel F(t) = 0 ; puis 1'ensemble o F!(t) existe
est mesurable (8). A présent L.acun des ensembles EJ, ..., E!, ..., E,, ..., E, est de mesure
nulle. En effet, F'(t) est sommable [8] et le théordme de la moyenne donne les inégalités pour ies
ensembles E* :

% dt » m(E)) = (mesure de E)
mE) < [ FactmE) (@2 .0

D'autre part, F(t)} étant une fonction absolument continue, 1'intégrale :
dF = d_ =
A d—tdt-j; Idﬂdt (%0, 1, 2, ...)
" 13

est égale A4 la variation totale de F(t) sur E: 13] ‘aquelle est identiquement nulle puisque
V t € E, =F(t) = 0. 11 en résulte que m(E}) = 0 pour n » 0. On verrait de méme que m(E;) =0 pour
n » 0. Par suite,

m(s) = _2_° m(E) + 2_‘; mE) =0 C.qfd

Supposons maintenant 1'intervalle [a, b) infini. On peut le considérer comme la réunion d'une
suite dénombrable d'intervalles finis pour lesquels le lemme précédent s'applique. Il s'en suit que
le lemme est vrai quel que soit 1'intervalle [a, b). C.q.f. d.

LEMME 2

Etant donné un gystéme différentiel :

d
(S.D.). %5 = ¢‘(t X, ..., X)) (i=1, ..., n)

généralisé au sens de Carathéodory, 1'écart orienté [U;(t), X,(t)] entre deux mémes composantes Uj(t),
x‘(t) de deux solutions respectives U—(t's et X(t) de (S.D.) est une fonction absolument continue de la
variable indépendante t admettant une dérivée, A un ensemble 3, prés d'instants t de mesure nulle,

égale A :

gt U, ..., G) -glt: X, ..., X) pour U (t) - X (t) > 0,
0 pour U(t) - Xi(thg O.



Démonstration.
Pour simplifier 1'écriture, on peut ramener (5.D.), & la forme canonique :

(0d), =gt ixy ..., x)  avee  x{) * GUX® (L ..., w)

Ainsi, u‘(t) et x,(t) étant des fonctions absolument continues, leur différence est une fonction abso-
lument continue et a fortiori le module de leur différence. Par suite :

w(t)-xt) + Ju(t)-x(t)]
lugt), x(t)] = 3 :

est une tonction absolument continue. Elle admet done¢ une dérivée presque partout puisqu'une fonction
absolument continue est & variation bornée [11) et qu'une fonction A variation bornée est la diffé-
rence de deux fonctions croissantes au sens large [10] lesquelles admettent presque partout une dé-
rivée (9]

Précisément soit DIx(t) ; t,, t,] l'ensemble des instants appartenant & un intervalle fini positif
ft, t2] sur lequel les dérivées des composantes de x(t) existent et vérifient les équations du systéme
ditterentiel 18.d),. D'aprés le théordéme ce Carathéodory la mesure de cet ensemble est égale i
celle de l'intervalle (t, t,]. soit mD{x(®) ;t, t )= t, - t,. De méme soit D@l ; ¢, tzl l'ensemble
relatif & la solution u(t). L'intersection I[ﬁtﬂ. m i tj de ces deux ensembles est mesurable et a
pour mesure t, - t,. Ceci étant posé, on a les trois cas suivants & examiner :

1/ Soit t € X[u—(;), x(t) ; t,, t,] et tel que w(t) - x,(t) > 0. Les fonctions uft) et x,(t) étant
continues, il existe un nombre n > 0 tel que pour [h| ¢ n, w(t+h) - x(t+h) > 0. Par suite sur 1'in-
tervalle [t-n £ t' < t+n] 1'écart orienté {u,(t') - x,()] est positif. D'autre part t appartenant 4 I, on
a:

lim M(tH), x(t+h)] - [ut), x,(] g0 [u(t+h) - x (t+h)] - [u(t) - x(1)]
h-0 h " h-0 h

lim w(t+h) - w(t) - [x(t+) - x,(t)]

* 10 - = ulft) - K = LB ; ud)] - L& X0

conformément A 1'énoncé de ce lemme.

2/ Soit t un instant de [t,, t,] tel que u,(t) - x(t) < 0. Les fonctions u;¢) et x,(t) étant con-
tinues, il existe un nombre n > 0 tel que pour |h| ¢ n, u(t+h) - x,(t+h) < 0. Par suite sur l'intervalle
{t-n ¢ t' ¢ t+n), 1'écart orienté {u (t'), x(t'] est nul et par conséquent sa dérivée est nulle con-
formément A 1'énoncé de ce lemme, :

3/ Considérons 1'ensemble pour lequel t € Im(t), x(®) : t,, tJ etuy(t) =x,(t). Sur cet ensemble
1'écart orienté [uy(t), x;(t}] est nul et sa dérivée est la limite de 1'expression -ll; {u; (t+h), x¢ (t+h) ]

lorsque h tend vers 2zéro ; soit :

lm W(t+h) - x(t+h) + |u‘(t+h) - x,(t+h)| - ul(t) - xi(t) + |u2(t) - xj(t)]
h-0 2h- 2

L'ensemble ainsi considéré se partage en deux nouveaux ensembles : 1'un tel que x.;(t) = xi'(t) con-
duisant a :—t- {u(t), x{t)}] = 0 conformément & 1'énoncé du lemme ; l'a 're tel que u!(t) - x!(t) { 0

et correspondant & un ensemble sur un intervalle (t,, t,) ol il existe une fonction absolument continue
F(t) = udt) - x(t) nulle sur cet ensemble et dont 1a dérivée F'(t) = ui(t) - x{(t) f 0, mais cet ensemble
est de mesure nulle d'aprés le lemme 1. Le lemme 2 est donc complitement démontré.
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LEMME 3

Etant donné un systéme différentiel généralisé au sens de Carathéodory :

dC, (X, (t)

(8.D.), 3

=gt X, ..., X) <1, ..., m

1'écart orienté [-U_(-t.). X(t)] de deux solutions ﬁ{), )?({) de (S.D.), est une fouction absolument continue
de t qui admet presque partout une dérivée égale A :

SO0, K - D gt .., U) - gl X, ., X

aatit)

Démonstration.

En effet, l'écart orienté [IT(I). X_(t.)l étant la somme de n fonctions absolument continues
(U (t), X;(t)] (i=1, ..., n) est une fonction absolument continue de t. Cet écart admet donc une dé-
rivée, & un ensemble de mesure nulle prée 3 = L X, égale & L £ W), X, Mais d'apres
le lemme 2 lorsque t ¢ 3.

Lwm, Xm0 pur 1€ LE® et

Stu, X =gt O -git; D por 1€ EQ
D'od :

——

Zi0 - d
o, ®in = L £ 0, %)

= X (gt ; 0) - g(t i)l, C.q.f.d.

agfi t)
5/ Hypothése fondamentale (H), sur la décroissance des fonctions g(t : X, ..., X)) -
Les fonctions gt ; X. ..., X) étant déjd coatinues par rapport A 1'ensemble des variables

X, ..., X, pour presque toutes les valeurs fixes de t, on admet qu'elles vérifient sur la base &
et son prolongement, pour presque toutes les valeurs de t, 1'inégalité :

(H)l ‘.(t ’ Ull LAY U') - g.(t ’ xl. enuy Xﬂ) €0

are(Tt), M1}

Par la suite on dira que les fonctions g‘(t ; -i) (i=1, ..., n) vérifient 1'hypothege (H)l.

Propriétés.

Pour réduire l'écriture dans la justification des propriétés qui suivent, nous conviendrons ici
e les points de suspension employés dans les fonctions g représentent des composantes du vecteur
(X,, X,, ..., X)) placées dans l'ordre naturel des indices.

Moyennant 1'inégalité (H)l. chaque fonction g‘(t, X) est décroicsante au sens large A droite de
X puisque pour A > Oona:

gt .... X_+ A, ced) m gt .0 X, .. )< 0

a
puis, la somme g (t : -}E) + p,i(t ; ﬁ avec ifj est décroissante au sens large A droite de 1'ensemble
des variables X, et }Kj ; «..s Ce qui découle des inégalités :

g‘(t Poeees X‘ + A‘, cees X‘ +L\j, eee) +gj(t Peees X 4 A, ..., Xi + Ai' |

4

-g‘(t P eees Xy vve, X

" e . -gj(t P ey X, ... X, L) g0

i i

pourA‘>0etA, > 0. etc.



De plus lcrsque les fonctions g,(t ; i) sont différentiables par rapport aux composantes de ;(,
leurs dérivées partielles premidres vérifient toutes les inégalités :

‘alx..z“ CAL ;%) <o, EC(, ..., n),

en prenant pour E tous les ensembies d'indices différents contenus au sens large dans (1, ..., n).
On le voit en différentiant 1a suite des inegalités précédentes qui doivent avoir lieu quels que sofent
les accroissements positifs 4,, ..., 4,. Evidemmert, ces dernidres inégalités ne sont pas suffi-
santes pour entrainer (H), car nous avons supposé tous les accroissements A,{i=1, ..., n) positifs
ou nuls.

Exemple.

Les fonctions g, qui composent les systtmes différentiels des urines en mélange binaire vé-
rifient (H), (Voir § III, p. 62 ) et il en est de méme pour celles qui se déduisent des systémes dif-
férentiels linéaires que nous avons considérés au chapitre 3,

6/ Propriétés des solutions des systémes différentiels soumis 3 l'hypothése (H) -

Ces propriétés font 1l'objet des deux théorémes suivants :

THEOREME 1

Etant donné le systéme différentie]l généralisé au sens de Carathéodory :
dC, (X (t)

¢ . i=
(5.D.), = gt : X, ..., X) (i}, ..., n)
ol les fonctions g.(t ; X,, ..., X)) vérifient 1'hypothése (H),, les écarts orientés et la distance de
deux solutions et XI‘I) de (S.D. )_ sont des fonctions de t absolument continues et décroissantes
au sens large.
Démonstration.

Pour I'écart {U(t), X(6) il suffit d'établir que < [T(®), X(t)) < O pour t ¢ J¢. S'il en est ainsf,
&

le théoréme est vrai parce que 1'écart orienté de deux solutions de (S.D.), est une fonction abso-
lument contenue de t et par suite est égal 3 l'intégrale ind&finie de sa dérivée [12) :

— . t —_— —
OO, X = (0), X +[ L 06, Xehde

et que l'intégrale indéfinie d'une fonction non positive est une fonction décroissante au sens large.
Mais d'aprés le lemme 4/3 p. 55 ct compte teau de 1'hypoihdse (H)‘, on a bien :

UG DA TUE L M AR TURR AL

sauf au plus sur un ¢nsemble 3¢ de mesure nulle.

On montrerait de méme que 1'écart orienté [}T(t.), U—{t.)] est une fonction de t absolument con-
tinue et décroissante au sens large.

Il en résulte que la distance @[IT(;). X_(t.)] de deux solutions de {S.D.), égale A 1a somme des
deux écarts orientés de ces deux solutions, est aussi une fonction de t décroissante au sens large.
C.q.f.d

Corollaire.

dx
Les systdmes différeniiels ﬁ‘ = g‘(t. X, -ens x') (i=1, ..., n) od les fonctions g (t, X) véri-
fient 1'hypothise (H) sont uniformément stables & droite. ;



THOREME D'UNICITE A DROITE

Lorsqu'il existe entre tout couple de solutions absolument continues C(t).X(t), C(t).U(t) d'un
systéme différentiel (5.D.) une distance @ [X(D), U©) ] = ®(t) décroissante au sens large, (S.D.),
n‘admet qu'une solution CTO XM & droite issue d'un vecteur initial C(t.).X(t,) donné & l'instant t, ;
XM peut ne pas &tre défini au plus sur un ensemble de mesure nulle.

Démonstration.

En effet (8), supposons qu'il existe ‘we autre solution C(t).U(t) telle que C(t,).U(t,) = C(t,) X(t,).
On aurait @(t,) = 0 et il existerait un instant £ , t pour lequel C(0).UM f CO.X(T) d'od @) > 0.
Désignons alors par t' l'instant le plus éloigné de t, tel que t, ¢ t' < T et C').0(th = C(t). X(th.
Par conséquent ®(t') = 0. Mais on aurait la contradiction 0 = @(t") > @t) > 0 puisque la distance
de deux solutions est une fonction de t décroissante av sens large. C.q.f.d.

Lov ¢,

7/ Hypothises complémentaires (Hh et leurs comséquences.

Le concept d'usine de séparation incite A introduire deux nouvelles hypothéses sur les fonc-
tions du systdme (S.D. ), qui impliquent pour certaines solutions : 1'une, un théordme de niinoration,
1'autre, un théoréme de majoration.

Ces hypothises s'expriment par les inégalités suivantes vérifiées presque partout :

1/ git:930 (<1, ..., n)

(Les fonctions g(t ; O, ..., 0) sont positives ou nulles. ) ;

- daC
2/gt: )<t (i=1, ..., n)

(Les fonctions gt : 1, ..., 1) sont identiquement inférieures ou égales aux dérivées des fonctions
C,(t).) ; et par ]a supposition que les fonctions C,(t) sont absolument continues pour utiliser encore
la propriété de la décroissance au sens large des écarts orientés.

Ces nouvelles hypothdses seront désignées par (H)I. Elles entrainent les deux théorimes sui-
vants :
THEOREME 1

Etant donné le s ‘stdéme différentiel généralisé au sens de Carathéodory.

t)X,(t)

(5.D.),
ol 1'on suppose en outre que :
1/ Les fonctions g(t ;: X, ..., X)) satisfont i 1'hypoth2se (H) ;
2/ Les inégalités g(t ; 0, ..., C; > 0 sont vérifiées presque partout ; les composantes X;(t)

de toute golution X(t) de (S.D.), demeurent supérieures ou égales A 0 lorsqu'elles le sont & 1'ins-
tant initial ¢,.



Démonstration.
' ; — — .
L'écart orienté [0, X(t)) “‘(_Em} C. ()X, (t) qui est une fonction absolument continue de t
admet presque partout une dérivée :

d = ..T dC,.X,
dt 3, X aeld, ) dt

s . 2 glt: X, ..., X))
Py’

Mais en vertu de 1'hypothése (H), on a l'inégalité :
Zato ...,0¢l gt X, ..., X)

qui doit étre respectée dans tous procédé de prolongement des fonctions g & l'extérieur de €. Elle
entrafne :

d » —_— .
& 0 X0l ¢ - gt:o, ..., 0 .
d'ol compte tenu de la deuxidme condition :
d
5 [0, Xt ¢ o.

Mais [3, X(t) étant une fonction absolument continue et nulle A 1'instant initial t,, il résulte de
(12] que :

»> — t d » —e
[0, xu)1=j: 35 O, X(aNds <0 pour t>t.

D'od nécessairement [6, m] =0 et X‘.(t) >0 (i=1, ..., n) C.q.f.4d.

THEOREME 2

Etant doané le systdme différentiel généralisé au sens de Carathéodory :

dC (X (t)
6.D.), —F—cgltiX,....X) (=, ..., n)

ol 1'on suppose en outre que :

1/ Les fonctions gt ;. X, ..., X) satisfont & 1'hypoth2se (H);
dq
2/ Les inégalités git: 1 ..., 1< & sout satisfaites presque partout ;

3/ Les fonctions C;(t) sont absolument continues ; les composantes de toute solution )T(:) de
(S.D. ). demeurent inférieures ou égales A 1 lorsqu'elles le sont A l'instant initial ¢,

Démonstration.

L'écart orienté :

x®, 1 - :mg.n c (XM - 1,

en raison de la 3¢me condition, est une fo;ctim de t absolument continue qui admet presque partout
une dérivée :

d ;== dG
FXO, 1= T gu:x,. ... X) -5

agfin,



inférieure ou égale 4 zéro en vertu de 1'hypothdse (H),. Celle-ci s'exprime par 1'inégalité :
Zeeix, x)eZ gL L,
qui doit étre sussi respectée dans tout procédé de prolongement des fonctions g & 1'extérieur de g,

Elle entraine en effet :

d_ i@, 1 , dc.
@, Vel gt ., -

d, —
F1XM, 0 <o

compte tenu de la deuxiéme condition,
D'ailleurs [X(t), 1] étant absolument continu et nul & 1'ingtant initial t, on a selon [12] :

(X0, 'i] 'j: a"?[ﬂt.), Tids < 0 pour t>t,

D'od nécessairement :

(X@®), i1=0 e XM<1  (@i71, ..., n)  C.q.Ld,

Remargque.

On aurait pu poser les hypothéses (H), en utilisant deux vecteurs quelconques Vet % de K au
lieu des vecteurs O et 1, et on aurait obtenu deux théorémes analogues ; mais dans les condi-
tions précédentes on voit immédiatement que les composantes des solutions de (S.D.), soumis aux
hypothéses (H), + (H),, demeurent comprises entre 0 et 1 lorsqu'elles le sont toutes A l'instant ini-
tial t_ ; ce qui est primordial dans nos applications, Ceci s'exprime encore en disant que les hy-
pothuel (H), + (H), assurent 1'existence et 1'nicité A droite des solutions X(t) dans le cylindre :

et ctc@;0¢CX(t)<1 (i=1, ..., ml

H - SYSTEMES DIFFERENTIELS MIXTES (S.M. L.-

Nous étendons les propriétés des solutions des systémes différentiels (S.D.), - celles qui restent
4 llintérieur du cylindre :

CR st <o ;0 cXlt) <1 (i=1, ..., n)j -

A des systimes différentiels plus généraux dans la mesure ol ils se déduisent d'un (S.D.), en an-
nulant identiquement un certain nombre de fonctions C;(t). Si n-m est ce nombre, on a de la sorte
un systéme mixte (5. M. ) . de m équations différentielles et de n-m équations implicites. D'ailleurs
onh peut touwjours auppuer. en changeant au besoin l'ordre des équations, que les n-m dernidres
fonctions C (t) (g=m+1, ..., n) sont identiquement iulles,

1/ Hypothéses -
Pour parvenir A cette extepsion nous sommes obligés de faire quelques hypothéses supplémen-
taires sur les fonctions g(t ; X) (i=1, ..., ak

Rl



Ainsi, considérons le systtme mixte (S.M.), . avec m > 1 :

dC, (1)X(t)
T = “(t H x‘, es ey x., x..‘, esss x.)

gt : X, ..., X, X_,0u ¢00, X))

dt

od les fonctions g,(t ; X,, ..., X)) (1=1, ..., n) sont réduites en général par les relations :

dc‘
Cq(t’ =0, "E;' =0, ... (qSWIo ssey n)

et dans lequel on suppose que :

1/ Les fonctions C,(t) (p*1, ..., m) sont absolument continues de t et positives presque
partout,

2/ Les fonctiu.ns g‘(t HD PR X ) sont définies dans le cylindre :
eft, ctco ;0 ¢X ¢ 1 {i=1, ..., n)]
et étenduss A tout le domaine :
Dit,s t<w; ;-o<X <+o (i=1, ..., n))

par le procédé indiqué au I,2/p, 51, ol elles somt mesurables par rapport & t pour tout systdme
de valeurs fixes X, ..., X, et continues par rapport 2 1'ensemble des variables X, ..., X pour
presque toutes les valeurs fixes de t. D'autre part elles satisfont i 1'hypothese (H),.

3/ Les fonctions gt. X, ... X, X_ ., .... X) (p*1, ..., m) vérifient les hypothises (H,)
et gsont croissantes au sens large par rapport aux i,(qsmn. eee, D). I existe aussi une fonc-
tion M(t) sommable sur tout intervalle fini positif, telle que :

lgtt. X. .... X)| < M(®) (p=1, ..., m)
4/ La bagse @ de & étant considérée comme le produit @ x @ _ des deux espaces :
8O0¢<X <1 (p<1, ..., m), & _[0<X <1 (gom+1, ..., n)]

il existe presque partout sur % une variété linéaire de 8 telle qu'i tout point de & correspond un
seul point de @, __ o) les fonctioms g(t, X,, ..., X)) s'annulent et ol elles admettent des dérivées
partielles premitres 2g,/2X; (q, 1*m+1, ..., n) continues par rapport A l'ensemble des variables
X,, .... X, (bien entendu, ces dérivées partielles sont mesurables par rapport & t [7]), Enfin, le
jacobien ou déterminant fonctionnel J des gft, X,, ..., X)) par rapport aux X;(l*m+l, ..., n)
n'est pas nul quels que soient X,, ..., X sur @ pour presque toutes les valeurs de t.

2/ iétés des systiémes mixtes -

Dans les conditions précédentes et pour presque toutes les valeurs de t on peut déterminer sur
@, d'une seule manidre les fonctions X, ..., X & l'aide de X, ..., X ; fonctions qui somt
continues en X,, ..., X pour presque toutes les valeurs de t, et mesurables par rapport & t pour
tout systdéme de valeurs fixesg de X,, ..., X, comme étant limites de fonctions mesurables leaquelles
résultent de la méthode des approximations successives (9) p. 244, En reportant leurs expressions

dans les m premidres fonctions g(t : xl. cves x.) (p=1, ..., m) on parvient au systdtme différentiel:



dc, (t)X, (t)

dt slt ; x:' sees X.) * gl.(t ; x:' e xn)

dC_(t)X, (t)
—&t_z i(t H xl' anoy x.) - &(t H xln 'Y EN) xﬁ)

qui est du type (S.D.) . Précisément, les fonctions § (t ; x‘, caes X.) sont définies sur R" o0 elles
vérifient les relations de la page 51 et satisfont auk propriétés suivantes :

1/ 11 existe une fonction M(t) sommable sur tout intervalle fini positif telle que :
18, X, ..., X)| < M(t) (p=1, ..., m)
en raison de l'identité 9'(t i Xy eees X)) 0 g'(t ; Xjs ..y X,) et de l'inégalité Ig'l £ M(t).

2/ Les fonctions $,(t: X, ..., X)) sont mesurables par rapport 4 t pour tout systéme de
valeurs fixes X, ..., X  en raison du lemme de Carathéodory I. 1 /p. 49 appliqué aux fonctions
g'(t ‘X, ..., X, X_,,, ..., X)) dans lesgquelles on remplace les X, (q>m+1, ..., n) par des fonc-
tions mesurables de t. Elles sont aussi continues par rapport A l'ensemble des variables X,, ..., X,
pour presque toutes les valeurs fixes de t puisqu'on les obtient en remplagant dans les g (t ; X,, ...,
X, X X)) les x.(q=m+l, ..., D) par des fonctions continues par rapport a l'ensemble des

'abl? **°

variables Xl. cess X_.

3/ Les fonctions 9'(t. X, ..s X)) (p=1, ..., m) vérifient I'hypothése (H)) :

En effet, en désignant par U, (t) et X (t) deux vecteurs de l'espace R" et par U (t) et X (t) leurs
projections respectives dans R', on peut considérer a chaque instant t les partitions E.iU_'m, X_ﬁ)l
et E_JU_(t), X (t)| qui donnent lieu aux relations :

z t;ﬁ - :-x. = ;ﬁ - .i
L ge:0) - gu:X) .§_ gt :0) - gt:X)

mais E ¢ E, et d'autre part les éléments Y de E_ gui n'appartienncnt pas A E, correspondent 2
gt :0) =gt:X)=0don:

Z su ;U)-@;X)= X gt; U)-gt:;X) <o

puisque les fonctions g,(t ; X,, ..., X)) (i=1, ..., n) vérifient 1'hypothése (H,) : laquelle se transmet
donc aux fonctions 9'(t i Xo «ees X) (p=1, ..., m) de (S.D. ).

4/ Les fonctions $,(t ; X. ..., X) verifient 1'ensemble des hypothéses (H,) :
En effet, on a d'une part :

§t:8)=g:0, ..., 0 X, ....X)2gt:8)50

en raison de la croissance au sers large des fonctions g, (p=1, ,.., m) par rapport aux X_,,, ....X
et de derni¢re inégalité vérifiée par les fonctions g'(t ;'&.) qui se transmet ainsi aux fonctions
$(t;0) (p=1, ..., m) de (S.D.) ; et d'autre part :

;1) =gt:1, ... 1;:X, ..., x,)cg,t;f.)s%

en raison de la croissance au sens large des fonctions g,(p=1, ..., m) par rapport aux X_,, ..., X
et de la dernidre inégalité vérifiée par les fonctions g.(t ; 1) qui se transmet ainsi aux fonctions
g (t : 1) (p=1, ..., m) de (5.D.),.

De ces quatre propriétés il résulte qu'entre deux solutions quelconques de (S.D.), il existe
deux écarts orientés et une distance qui sont des fonctions de t absclument continues et décroissantes
au sens large, ce qui entralne l'unicité i droite des solutions. D'autre part elles demeurent com-

)



prises entre 0 et 1 lorsqu'elles le sont A 1'instant initial. Quant aux composantes X_,., ..., X, elles
sont aussi comprises entre 0 et 1 puisqu‘d tout point de @, correspond un seul point de &, ob les
fonctions g s'annulent comme il est supposé au 4/ de 1a page 60.

II - APPLICATIONS AUX SYSTEMES DIFFERENTIELS DES CONCENTRATIONS DES USINES EN
MELANGE BINAIRE,

Le IIL 2/p. 28 du chapitre 2 montre que les systdmes différentiels des concentrations des
usines en mélange binaire se raménent A la forme générale :

dc
e L/ g P ) N) -[t“(t. T TR -;‘}c;(t) @ 31, ..., n)

@ A

od les fonctions G (t), N:(t). t“(t. N,) (1, §=1, ..., n) sont définies dans lo cylindree(t < tce ;
0 < N;g 1, (i1, ..., n)], et prolongées A l'extérieur de € selon le procédé indiqué p.51.

1/ Hypothdses.
Dans ce cylindre € on admet que leg fanctions du systéme différentiel précédent vérifient los
hypothéses suivantes :

1/ Les fonctions C,(t) sont absclument continues et positives presque partout.
zlu.fucﬂouﬁ:(t)mmhsetdmdml‘w 0, 1l

3/ Les fonctions f,(t, N.)(i, §=1, ..., n) sont mesurables par rapport A t pour toute valewr
ﬂmdeN,. eonﬂmp“np{:ailﬂ,pmmmmmnxudot.m‘t

mmpmwanlnwmmnl-o. :
4/ Les fonctions d,(t, N)) =, (¢, Nl)-gf‘l(t. N;) sont croissantes an sens large par rapport
] ’ '

ANI.
S/ Les dérivées dC,/dt satisfont presque partout aux inégalités :
< dC
it 1)-?::":.,«. n+—tso
6/ Les fonctions f,,(t, 1) sont sommahles sur tout intervalle de temps fini positif,

Ces hypothises découlent des obeervations du chapitre 2 (Ill. 2/p. 28 ). Toutelois, nn*l
justifier dans les applications les deux points que nous avons prématurément admis : )

1/ Les fonctions £,(t. N.) (i, §=1, ..., n) sont mesurables par rapport A t ;

2/ Les fomctions f(t, 1) (i=1, ..., n) sont sommahles sur tout intervalle de temps finl po-
sitif, .
Du moins, nous donnerons eén temps utile des conditions pour qu'il en soit ainsi.

Remarques,
1/ Toutes les fonctions £;,(t, N,} sont positives ou nulles. En effet, elles sont nulles pour K, =0
otcrdsaﬂunmhr.cpnrnmrtlﬂ,. :

zlmtmq,u.n,)mwemux\mm:

mit) = _i,; Lt 1

sommable gur tout intervalle fini pogitif. Ceci résulte des inégalités :
0 € g0t N) gt e, N ¢t 1) ¢ mit)



3/ En désignant par E un sous-ensemble quelconque de 1'ensemble des indices (1, ..., n)
toutes les expressions :

£ M) - X g, N)
sont croissantes au sens large par rapport & N;,. On le voit d'aprés 1'identité :
f,t. N) 'a;-"lntu“' N) = dit. N) +|£¢‘ll“' N)

ol le second membre est par hypothdése une somme de fonctions croissantes au sens large de N, .,
2/ Propriétés,
En posant

g (t: Ny, ... Nydr e, 1) - ’).‘; 1,(t, 1) + %]n;m - e N)+ T g6, N)
L] ol

on obeerve que les fonctions q(t. i) (i=1, ..., n) satisfont aux propriétés suivantes :

1/ Les hypothises préliminaires du [ 2/p. 50 sont remplies::

a) Dumoins, g/t ; N;, ..., N) est mesurable par rapport i t et continue par rapport
2 l'ensemble des varisbles N,, ..., N..

b) La condition de Carathéodory est remplie :

’ - q e
lgtt, ™ < 1,6 1) - ‘2;-: g6 1+ et e N)+ ’E £, N)

od
dC dac,
< 2, (e u+?‘-£[u.u. u+7‘]-um
2/ L'hypothdse (H), est vérifite :

it O - gt X = e, U + ii-:': £, U)+ 1.0t X) - ?_21 £, X)

d'ob en désignant par E = K(U(t), X(} la partition définie au L 3/p. 52 :

Tt O- g T T o) - L6 X))

-'_4[:_«. AT Y N l_r_)] -[t_(t. x)- T .6 x.)]it 0,

le second membre de cette identité (écrit sur deux lignes) étant bien inférieur ou égal A zéro puisque
f.(t.&)-_z:“ Lalt. X)) ot £ ft, X)) sont des fonctions croissantes su sens iarge de X et de X .
Remargue,

Les propriétés ci-dessus somt vérifides nmf"(t. x)*b"a‘_(tlx avec Aq = _1
_ifjdlmi-j.ddmewem;“mm ctan’u.lfonimineplm::

a0 ot a, ) - ét"m 3 0.

r



Entre deux solutions quelconques des systémes différentiels linéaires correspondants il existe domec
deux écarts orientés et une distance qui sont des fonctions de t absolument continues et déerois-
santes au sens large,

3/ Le systdme d'hypothdss (H), est satisfait :
a)glt;o0, .., 0=

[f“(t, 1 - ]};‘ £, 1)+ -—] N 30
L

b) “‘t:l. saey 1).

fa “ . L]
[f“u. 1) - ]L:. (6, 1) + -;;‘]u‘m - fult, 1)+ F“"“’ 1)
L]

dC, dC,
< £, 1) - z (t 1) + — i “(t 1)42 “(t, 1) = rry

“ “

Par conséquent, avec ces premidres hypothdses exprimées par les 1/, ..., 6/, les solutions
du systdéme proposé sont douées des propriétés faisant 1'objet des théorémes des § 1. 8/ et 1. 1/p, 58

3/ Suite des h dses,
A présent nous complétons la liste des hypothéses du § ML 1/ p. 62 en posant que les fonctions
t‘l(t, Nl’ satisfont aussi aux conditiong :
1
7/ t,(t, N)> 0 pour N,> O (i=1, ..., n), loltr‘-‘ fu(t, N,) > 0 sur NE [0, 1],
8/ La matrice des fonctions o f;{t. N)) est irréductible sur N, € [0, 1] (j=1, ..., o)

N

9/ Les fonctions f,,(t, N;). d,(t, N,) admettent des dérivées partielles premibres (e, 2 3'
—"r ' L
id;t.'!ll) eonumuprnmru N; et qui sont nulles cu positives en méme temps que les fumc-

1

thu-ﬁ— 1yt N), & d,(t N;) respectivement.

Remarque. S

Les conditions 7éme et 82me ne suppriment aucune généralité, elles nous permettromt d'utiliesr
le théordme de Taussky. Précisément la condition $4me exprime que l'usine est irréductible (Voir
chapitre 2. § L. 3/p. 22 ) ; 1a condition Tame, que le point i n'est pas un point umipolaire de sirtie
de l'usine ; de méme la comdition d'irréductibilité implique qu'un point i de 1'usine n'est pas wa
point unipolaire d'entrée de 1l'usine. En somme le systdéme cons:iéré est limité A ees boftes Wipo-
laires. D'autre part une usine, ou un gystdéme réductible serait étudié de proche en proche camme
il o &t¢ dit 4 1a fin du Ch, 2, § L 3/p.22. ;

4/ Suite des propriétés.

Moyennant cette suite d'hypothdases, mmmmmmmm
encore les propriétés du § IL. 2/p. 60. Pour s'en assurer, il reste A virifisr les mm
dans les J0me ot 43me du § I 1/p. g0, s

Onmm'ummwpkmmm&mq@ % N,, .-.l,)

(i=1, ..., B). Celleg-ci sont manifestement croissantes au sens large par rapport aux Niu(kfi) sm
nlmetureqnehatucﬁouf.(t, N.) ce qui &ablit le 3/. mwnmamg‘
tout systdme d'équations :

N gt. 0N, .. N)=0 avec «E€EF(, .../




est résoluble d'une fagon unique par rapport aux N4 avec 8 €CE et que les composantes de cette
aolution sont comprises entre 0 et 1,

Sans perte de généralité, on suppose pour simplifier l'écriture que ce systéme résulte de l'an-
nulation des m premitres fonctions C,(t). Le systdme & étudier se met donc sous la forme :

6 M) - N - (N g Rk g, N

+[¢h;¢. n- Ly 1)] N(t),

- "‘(t. N’.) + t’"(t‘ N’) T ees T t'-(t. N.’ - "'..l(tl ml) ... F "'.(to N.)
+[lm(t, n- L4 1)]N,’(t)
i

- !l.l“' Nl) © f-,!(t‘ Nl) = eeo * !-,-(t' N.) * ‘-,.ﬂ“‘ N-ﬂ) oo ¥ f-,n(t' Nn)
+[r_..u, n-ZTo .. 1)]N_(t).
73
Le jacobien de ce gystdme :

M (t, N) ALt N) A (e, N)
+ s = ——ﬁ:'-o ssay = aN.
s o 2t ®) .6 N at Jt, N
ST m, vt T N, * T T 3N,
alt, X))  M,(t, N,) AL ft, N,)
- anl s = 3“. S cees ¥ BN.

est poaitif comme mineur d'ordre m gsur la diagonale principale d'une matrice d'ordre n irréductible
en application du crithre de régularité (Voir p.46). Par conséquent, si ce systdtme admet une solu-
ton N,, ..., N, pour un vecteur & de composantes N, ..., N, N, ..., N, il ne peut yen
aveir qu'une dans un certain voisinage de .Orpourfﬂﬂluueodnmemh-udecelyﬂ&mc
sont mils et le systtme admet la solution manifeste N, = ... *N,=0 ; c'est d'ailleurs la seule solu-
tion car pour tout autre systdme de.-valeurs N; 2 0, ..., N3 O avec N, + ... + N_ > 0, on aurait
en additionnant les équations & pour lesquelles N > 0 :

.}.:.[‘-“- N - B N.)]- °

eequlutinpouiblolmdol'irr&cﬁhﬂiﬂ.Dem&mepurﬁ*Tluleeondcmenﬁreldeeesy-tb-
me se réduisent aux premiers pour N, = ... = N, = i ce qui correspond A la solution : c'est également
la seule solution, car pour tout autre solution N, € 1, ..., N, ¢ lavec N +... +N < m, on
aurait en additionnant les équations & pour lesquelles N, < 1 :

E[x_«. N - I L n_)]- .2.'.'[:_«. n-ZL u]

ce qui est impossible puisque le premier membre est une expreasioa toujours croissante de 1'un au
moins des N, sinom le jacobien J serait mul. D'autre part, les c Ny, «cco K, somt des
fonctions continues et croissantes au sens large des composantes de N en raison du théordme 1 au
Ch, 3. § IL1/p. 33, appliqué au systdme différentié du systdme de ces m premidres équations. Par
canséquest, en faisant varier contiuGment ot toujours dans le méme sens los composantes du vecteur



NdeOal et de iére 3 leur donner les valeurs requises NI, Y N Newts 20es N, les com-
posantes N;. .o, N, qui vérifient le systdme au cours de ceite variation lont des fonctions continues,
croissantes au sens large,variant de 0 4 1 en passant par les valeurs cherchées et uniques N,..., N,
C.q.1.d,

5/ Justification de la sommabilité des fonctions f, (t, N,) par rapport & t.
On justifie les deux points précédemment admis au § I, 1/p, 62 & savoir que :
1/ Les fonctions f“(t, N‘) sont mesurables par rapport A t ;

2/ Les fonctions f (t, N,) sont sommables sur tout intervalle de temps fini,

Au chapitre 2, § IOI, 2/p. 28 on a vu que :
0t N) = (a1l - pl)+(1-08a@1-u;i))L N, @(i=1, ..., n)
£, N)) = (o o + (1 -8 a) u"l LN, (i=§=1, ..., n)

od l'on suppose que tous les coefficients de partage 9, ug, , sont des fonctions mesurables de
t, et les gaine de séparation o;( N;) des fonctions admettant une dérivée 2a;/dN; continue, Ainsi
{1 reste & établir que les flux L (i=1, ..., n) sont mesurables et sommables puisque les crochsts
sont compris entre 0 et 1. Or les L, sont les composantes de la solution du systdme d'équations
linéaires :

LG -90,6)- i oL =F f_‘.
W T Yu a i T T4t
_ o
& coefficients 6, (t) mesurables et bornés, & flux d'alimentation F(t) mesurables et sommables sur
tout intervalle ﬂ'n.l positif, et ob, bien entendu, les dC;/dt sont mesurables (8] et sommables a2l

[t
k, @t Ot " Gt) - Cilt)

puisque les fonctions C,(t) sont absolument continues.

Dans ces conditions, et en se limitant aux usines irréductibles, uyndeuxcuam
correspondant A la distinction des deux types d'usines (Voir Ch. 3. $ I, 2/p. 22).

1/ Pour les usines en production : 3 6 > 0 ; lo déterminant U’ du systtme n'est pas sul
d'aprés le thécrdme de Taussky, et les eomponntel L, de sa solution sont mesurables, Msts il
n'est pas yrouvé qu'elles soient sommables, car D peut devenir augsi petit qu'on le veut
les g () varient d'une fagon quelconque. Néanmoins cette: sommabilité sera assurée lorsque l'wn des
n! mincrants de D" (Voir Ch, 3. Note IL. p.46 ) demeure supérieur ou égal & une constante positive,
11 en est bien ainsi pour les systdmes & coefficients de pu-up indépendants du temps,

2/ Pour les usines en reflux total :
Fa-oa Ll -F -0k

la solution du systdme homogéne, définie 3 un facteur constant pris, est sommable ; ses compo-
santes étant respectivement proportionnelles aux cofacteurs des éléments d'une méme ligne du dé-
terminant D" de ses coefficients. Quant A la solution particulidre, elle donne lieu aux mémes dif-
ficultés que dans le cas précédent. Elle s'obtient par la réscolution d'un systiéme régulier 4 n-l
équations (Ch, 2. § IL. 3/p. 26 ). Sa sommabilité sera assurée de méme lorsqu'il existe pour 1'tm
des cofacteurs de la diagonale principale de D" un minorant supérieur ou égal A une constante pul-
tive, Ceci a lieu pour les usines 3 coefficients de purtage indépendants du temps.

6/ Critére de distinction des usines en production des usines en reflux total,

Le théoréme au Ch. 2. § IV. p. 28 permet de distinguer les usines en production (2'0',*‘0)
des usines en reflux total (2'. W -o)et conduit au critdre suivant :
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CRITERE

Lorsque la somme L d,(t, N) = L [t“(t. N,) - 'E_‘ £, N,)]. pur N,> 0(L € P),

est positive presque partout au cours du temps, l'usine est em production ; sinon, elle est nulle,
et l'usine est en reflux total,

1/ Dégénérescence compldte des systdmes différentiels des concentrations en systémes d'équa-
tions implicites, Régimes permanents,

. Lorsqu’on annule identiquement toutes les capacités du systéme représentatif des concentrations
de l'usine ; C,(t) = 0 (i=1, ..., n), on parvient & un systdme de n équations implicites (S.I),

S N - £ N) - - (G N s [+ 0 1) - - £ 10 N
- t"‘to Nl’ + ",‘t. N,) ® 200 = ‘,.(t‘ N.) s [- gl‘t' l) + fu(to l’) - onl) N‘

2 :

- fﬂl(t‘ N‘, - ‘.z(t, N’, ® a0 + ‘..(t. N., - [‘ f.l‘to 1’ ® ses + ‘”‘t; ll
En restant dans le cadre des hypothdses 2/, ..., 9/ des § 1/ et 3/ p. 62 et 64 on a les deux
théordmes suivants se rapportant aux deux types d'usines et dont les démonstrations sont analogues

dcelledu § 4/ p. 65 . Alors deix corollaires se rapportant aux régimes permanents des concen-
trations des usines i coefficients constants en résultent,

THEOREME. 1

Pour une usine irréductible en production (S.I) admet i chaque instant t une seule solution
et les composantes de cette solution sont comprises ‘entre zéro et un,

Démonstration,
On procéde comme au § 4/ en posant m=n ; le jacobien du systdme étant positif moyennant

& Adi(t, N ,
vmepme?. —‘-“—-’l> 0. Toutefois pour justifier que N, = ... = N, = 0 est la seule solution

qui correspond A N} = ... * N, = 0, on procdde de méme en sdditionnant les équations o pour les-
quelles N,> 0, ce qui emdultll‘tmpulibilﬂé

Z i, N - E‘ £, N)=0 pur EfQ, ..., n

en raison de l'irréductibilité, et pour E = (1, ..., n), puisque l'usine est en production (Critare
de distinction),

Corollaire 1,
Pour une ugine irréductible en production i fonctions constantes, le systéme différentiel :

m L
Cy—p + fafy) = o0 =, M) = [t 1) - L - 1, D N]

m. . ‘ L
C.?-‘ m"-.-"f m)'[-fl("".-o"'f.'.“) N.

od C, 3 Q (j=1, ..., n), admet une et une geule solution constante, Les eomponntel N, de cette
solution N(N) sont comprises entre séro et un,



THEOREME 2

Le systdme d'équations (S.I), correspondant A une usine irréductible en reflux total, et complété
par le bilan élémentaire :

CN, +... +CN, =(Ci+... +CJN* avee % C/ >0

admet une seule solution et les composantes de cette solution sont comprises entre zéro et un,

Démonstration,

En effet, les n équations (S. 1. )" sont linéairement dépendantes, leur somme étant identiquement
nulle, (Les seconds membres de ces équations sont nulg), On peut donc remplacer 1'une quelconque

d’'elles par le bilan élémentaire ‘2_1 SN, = N’ Ex C;. Le Jacobien d'ordre n du systéme aingi formé

est positif d'aprés le théoréme 1 du Ch, 3 § II. 2/p.35 . Par conséquent, il n'y a qu'une solution
(N') dans un voisinage de N, Or pour N*' = 0, ce systdme admet la solution manifeste N = 0 ; c'est
d'ailleure la seule solution car, pour tout autre systéme de valeurs N; 3 0, .,.,, N, » 0 avec

Ex N;>0, on aurait en additionnaut les équations a pour lesquelles N, > 0 :
z [f“(t, Ny - Xt N‘)] =0

ce qui est impossible pour E # (1, ..., n) en raison de l'irréductibilité, et pour E = (1, ..., n)
car le bilan élémentaire ne serait pas vérifié, De méme pour N* = 1 le systéme admet la solution
manifeste N; = .., = N, = 1 car pour ces valeurs les premiers membres de(S.I), s'identifient avec
les seconds lesquels sont & présent identiquement nuls, et que le bilun élementaire est vérifié, C'est
également la seule solution, car, pour tout autre sys'?me de valeurs N, ¢ 1, ..., N, ¢ 1 avec

? N < n, on aurai! en additionnant les équations a pour lesquelles N < 1 :
=1

) ; -
L [r,,(t. N) - It N.)] & falts 1)

arct-a

ce qui est impossible pour E # (1, ..., n) puisque le premier membre de cette identité est une ex-
pression toujours croissante de 1'un au moins des N, sinon le jacobien de (S,1.), serait réductible,
et pour E = (1, ..., n) puisque le bilan élémentaire ne serait pas vérifié. D'autre part les com-
posantes N,, ..., N  sont des fonctions continues et strictement croissantes par rapport a N° en
raison du corollaire 1 du Ch. 2 § II. 2/p. 36 appliqué au systdme différentié du systéme formé
par le bilan élémentaire et n-1 équations de (S.1.),. D'aprés ce qui précéde, lorsque N* varie uni-
formément de 0 & 1, les fonctions N‘(N') qui vérifient ce systdme au cours de cette variation sont
des fonctions continues et qui croissent au sens strict de 0 & 1, Ainsi, A la concentration moyenne
N' de 1'usine correspond une solution unique de concentrations N,, ..., N comprises entre 0 et 1.
C.q.f.d.

Corollaire 2.

Pour une usine irréductible en reflux total & fonctions constantes, le systdme différentiel :



satisfaisant aux hypothéses du théoréme précédent, et accompagné du bilan élémentaire :

Zcn=NZc o C20 e XcCo,
i=1 =1 is1

-+
admet une seule solution constante, Les composantes de cette solution N(N‘) sont comprises entre
0Oetl,

8/ Comportement asymptotique des concentrations des usines A fonctions indépendantes du

temps,

En général les probldmes relatifs au comportement asymptotique des solutions de systimes
différentiels liés A 1'évolution des concentrations des usines sont difficiles lorsque ces systémes
sont 4 fonctions variables ; pour s'en rendre compte il suffit de se reporter au théordme 1, Ch, 3,
$§1. IV. V. 2/p.41. Cependant les concentrations des usines 2 fonctions indépendantes du temps con-
vergent asymptotiquement quelles que soient leurs valeurs initiales vers les composantes de la so-
lution consgtante, Cette stabilité dans € est due au lemme qui va suivre et A la stabilité asympto-
tique 2 droite de la solution constante,

LEMME

Lorsqu'il existe entre deux sclutions quelconques Jt.), ES d'un systéme différentiel une dis-
tance décroissante au sens large, la stybilité asymptotique de 1'une d'elles x{t) entralne la conver-
gence de toutes les autres u(t; vers x(t) lorsque t—~+ @,

Démonstration,

lu®)-x(®)ll représentant la distance @(t) de deux solutions Ft), ;(—15 du systéme différentiel,
par hypothése @(t) = § u(t}-x(t)ll est une fonction décroissante au sens large qui généralement varie
de@(t) 2 k avec 0 < k < @®(t) lorsque t varie de t & + o, Il suffit donc d'établir que k = 0 ; ou
que k > 0 est contradictoire,

k —
Pour € = ;, p étant un entier trés grand, on peut prendre un vecteur initial y(t) dont les com-

posantes y,(t) sont comprises entre uft) et x(t) respectivement et de telle facon que :

~mr— — k
pe1 < Iytt) - xt)ll < 2.

En raison de la stabilité asymptotique de x(f) on a donc lly(t) - x('ll € e = % sur l'intervalle
€< t<e et I3 - XD - o.
De la fagon méme dont a été choisi le vecteur initial y(t,) on a les inégalités :

o) - 3 < Iult) - yejl < att) - K5

la premiére résultant de 1'inégalité triangulaire, la seconde de la linéarité de la distance,

] . - — —  —
D’autre part en faisant variert de t, & + o, [ju(t) - y(t)|| varie de || u(t,) - y(t)l & k puisque

- _ lim ( k
ylt) = tem x(t). Mais en choisissant t suffisamment grand pour que 0 < @At) - k < P+ on

lim
t+a

obtiendrait .|‘.|(-t:) - Y(t.“l < k et contrairement A ce qui est admis que la distance des deux solu-
tions u(t), y(t) est croissante sur (t°. @), On a donc k =0, C.q.f.d.

AR ug(t)

En séparant les deux types d'usines, on est conduit aux deux théordmes suivants :
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THEOREME 1

Le systéme différentiel des concentrations d'une usine irréductible en producticn 4 capacités
et fonctions indépendantes du temps, admet des solutions qui convergent toutes asymptotiquement vers
la solution permanente.

Démonstration.

En vertu du lemme précédent, il suffit d'établir que la solution constante et unique (f\fl, esus ﬁ.)
du systéme différentiel :

dN. +
C, ?‘ + 1, (N)) - ]z':‘ (N = f,01) - ]):"1 £, N, @i<l, ..., n)
“ “

est asymptotiquement stable 4 droite au sens de Lyapunov. Pour cela, posons :
N(t) =N, + z,(t) (i=1, ..., nh
I1 en résulte le systéme d'équations :

+ 1,(N+z) - 1,(N,) - 2_1 (f, (N+z) - £,(N)) = 0
o4

dz,

G dt

Or, en raison de la dérivabilité des fonctions f“(Nj) (i,j*1, ..., n)on a:

[t
£, (8 +2) - £,(R) = 2, _{&_}L + ,,“(z])] ,
avec ¢
20 ME) 7O L

Par suite, en supposant tous les C, > 0, on peut se ramener 2 un systdme équivalent a :

Ez. > 4 = lim z =
Fer i+ Z3Z =0 avec 2.0 M@ =0

ol la matrice constante U vérifie les conditions indiquées dans le théordme 1 au Ch, 3. § I 1/p. 36.
Dés lors la démonstration s'achdve comme dans la référence (10) p. 95 :

De :

z® = Y(1)2(0) - [ Y(t-a) n(z(a)]) 2(3) da

o
puis, en tenant compte de l'inégalité formée a la fin de ce théoréme 1 :
t —n
1260 € Ke™ 12000 + KJ em=' jiqlzlanil 120V da
°
— - -
et en choisisaant § z(0)||<d pour que Iln[z(a;]ﬂ < csur 0 ¢t <t on aura dans l'intervalle [0, t] :

Iz e < KNz + Ke [ §z(all &= da

et d'aprés le lemme de Bellman [15] ou (10) p. 35 :
Hz(t)] e < K z(O)l e%e
soit :

Nz) < KNz(O)) etmten
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Dés lors la solution est prolongeable et sa norme tend vers zéro lorsque p-Ke > 0, C.q.f.d.

THEOREME 2

Le systéme différentiel des concentrations d'une usine irréductible en reflux total A capacités
et fonctions indépendanies du temps admet des solutions qui convergent toutes asymptotiquement vers
la solution permanente.

Démonstration.

1l suffit d'établir que la solution constante est asymptotiquement stable A droite, Comme pré-
cédemment, en supposant tous les C, > 0, le systdtme différentiel des concentrations se rameéne au
systéme équivalent :

- a
dz . Um > =
at UZ +n(2)Z = 0 avec 2.0 In(zll =0 et ‘Z_l 2z, > 0

et ol la matrice constante U vérifie les condltions admises dans le théoréme 1 au Ch, 3, § IIL, 2 /p. 38,
tandis que la scmme des composantes de n(z)z est identiquement nulle. Dans ces cenditions on a
encore l'inégalité :

1ZO0 < Re* Iz + % [ e I niz@il Iz} ae

qui entrafhe la convergence de z(-t.) vers 0 lorsque t++o dés que IIO.)II est suffisamment petit, C.q.f.d.

Remarque.

Dans lés démonstrations des deux théorémes précédents nous avons admis que tous les C;
étaient positifs ; mais ces théorémes sont vrais lorsque certains des C, sont nuls, Pour 1'établir,
nous devons montrer que les propriétés de la matrice jacobien du systdme mixte se transmettent
4 la matrice jacobien du systdme réduit,

A titre d'exemple, congidérons le systéme mixte (S, M.) s 2 fonctions indépendantes du
temps et douées de dérivées premidres continues :

dN
¢, -dTl-"' fuml) = fnm:) = f,,(N,) = fx-(N-) - I”(N,) - F;N:

dN
Ci 5 = 1N, + 4,(N) - £,(N) - £,(N,) - £,(N,) = ;N
dN
G T, = 5N, - §,(N,) + £,(N)) - £, (N) - £,(N) = F;N
= (N = £,(N) - £ (N) + 1N - £(N,) = F)N,
= 1, N) - £ (N) - £ (N) - £, (N) + £, (N) = E\N;
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On sait que 1'on peut ramener (S.M.) h un systdme différentiel (S.D. )’ :

dN:
C, 3 +% (N, N, N) =0

c,%h-a, (N, N, N)=0
C’%‘F” (Nl' N'. N3)=0

en éliminant les concentrations N,, N, au moyen des deux dernidres équations de (s. M.) étant
donné que le déterminant fonctionnel :



Mo af,,
N, - 3N,
J =
2ty 21,
© 3N, 3N,

est positif en raison de l'irréductibilité de la matrice jacobien de (5.M.) . et du critére de régula-
rité de la p. 46 . >

Le jacobien de (S.D. )’ ou jacobien réduit est identique 2 :

? 2
——— —3
3N, 2N, 3N, TN, Murhefy) -3, W) - 5 (sthet,)

#0m 08, || o 2 2
3N, ?N, N, 2N, (2,0 H,,)s *3N, T 3N, (£y¥4*15)
3%, 38, 3%, 3 2 N

aN, 3N, 3N, "N, nthethyh - 3y, i) 4 SR (ofetsy)

et 1'on vérifie ses propriétés :

1/ Les coefficients extérieurs A sa diagonale principale sont en valeur absolue plus grands
ou égaux aux valeurs absolues des coefficients correspondants du tableau de mémes dimensions pldcé
A 1'intersection des équations différentielles et des colonnes relatives (en Nx' N‘, Nj). Ils sont donc
négatifs ou nuls.

2/ Les sommes des éléments de ses colonnes sont 3 0 : l'une d'elles au moins est positive
8'il en existe une dans la matrice jacobien iuitiale ; elles sont nulles lorsque celles de la matrice
jacobien initiale le sont aussi. Ceci résulte des sbservations suivantes :

ad ad
a) Supposons a—-' +—=> 0, aura pour sa premiédre colonne :
N, 09N,

) -] 3N, 9 N, _ Q
3N, ettty = 3 () N, < an, Uwh) 3N, T 3N, (4~ 1s0)

3 2 9N, ? aN! _ 9
9N, (fls+fzs+f35) - BN, (tuﬂasﬂas) 3N, < BN, (fss'fu) oN, B N, (‘” 'fﬂ)

avec le signe d'inégalité au moins une fois en raison de ce qui est admis ; par suite :

? ? of, °f

2 2 ) A TR

N, (1, 4 L M 4 ) < 3N, (,-t,,) + -1, 3N, + o,
et

2 (€t f f f of of f f )>=> (£ -f £ -f-£)30

3N, "1" 21 31 v 2w 3% 15 23 3 AN, 'n 21 1 wu m > 5

Ainsi, les sommes des colonnes Je la matrice jacobien réduite sont supérieures aux somnes cor-
respondantes de la matrice jacobien initiale. Elles sont donc positives.

2, 4,
b) Supposons 3N + IN = 0, on en déduit cette fois que les sommes des colonnes de la
. 5

matrice jacobien réduite sont égales aux sommes caorrespondantes de la matrice jacobien initiale,

3/ Les coefficients de la diagonale principale sont positifs sinon ils seraieut nuls d'aprés le
2/ et les éléments des colonnes correspondantes seraiemt nuls, mais alors cette matrice réduite
serait réductible ce qui est impossible lorsque la matrice initiale est irréductible selon le 4/ suivant .
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4/ La nullité d'un de ses termes en dehors de la diagonale principale implique dans la matrice
jacobien initiale que le terme correspondant est nu! et deux éventualités possibles : soit que les
termes de la ligne correspondante, et situés en dehors de 1'espace de la matrice réduite sont nuls ;
soit que les termes de la colonne correspondante, et situés en dehors de l'espace de la matrice

< of
réduite sont nuls, - En effet, la relation o& (f,,;4,,+,,) = 0 implique d'une part =3 = 0 et d'autre
3

3N,
part :
af!.a_N_.-o 3f,,aN_o_
3N, 3N, g 9N, 9N, !

mais le déterminant fonctionnel J n'étant pas nul, le systéme d'équations :

Mo W, oy 2N, 2y

3N, 3N, "N, W, = 2N,

af, 3N, of, N,  2f,
—— P —— — B e—
3N, N, N, 3N, N,

vérifie le théoréme 1 au Ch, 3. § II.1/p. 33 et par suite admet : une solution de composantes simul-
2t af
tanément mulles loraqie —2 « —2 = 0 et dans ces conditions la seconde “ventualité est réalisée ;

?
ou une solution de composantes positives lorsque ETH (fu3tfy;) > 0, alors on a N, - B_Nl: =0etla
3

premidre éventualité est réalisée. - I1 en résulte que la matrice jacobien initiale est réductible
lorsque la matrice jacobien réduite est réductible ; la réciproque n'étant pas vraie lorsque l'inter-
section des termes nuls de la matrice jacobien initiale avec 1'espace de la matrice jacobien réduite
est vide, I1 en résulte donc que la matrice jacobien réduite est irréductible lorsque la matrice ja-
cobien initiale est irréductible,

On sait aussi que les fonctions ¥, &, ',, de (S.D. ), admettent des dérivées partielles pre-
miéres continues par rapport & N, N,, N,, et qu'elles satisfont arx hypothéses (H), et (H),

Lorsque l'usine est en production, (N,, N, N,, N, N,) désignant 1a solution constante et
unique de (S.I. ),, on a identiquement :

SN, N, 8)=0;:8(%, N, N)=0:s N, §, F)=0

et ces trois dernidres équations n'admettent que la seule solution (N,, N,, N.) puisque leur jacobien
est positif d'aprés le théordme de Taussky. Le théorédme 1 au Ch, 3, § D‘.’( 1/p. 36 s'applique au
systtme différentiel linéaire dont la matrice des coefficients est celle du jacobien réduit pour les
valeurs particuli¢res (N,, N,, N;) des concentrations. Par conséquent, étant donné que les §, (N,
N, N))(j=1, 2, 8) admettent des dérivées partielles premiéres continues, elles sont différentiables

d’od €a posant z, = N;-N; (=1, 2, 3)on a :

Ll L
v N N N = (=1L —L
$,(N,, N,, N,} - $,(N,, N,, \,) (aNx + ";1)’1 * ( 3N, MY A

Y .
lim
+(3_ﬁl; + “ii)'s avec 3 0 M, (E) = 0 (. §'<1, 3, 3)

et les trois premiéres équations différentielles de (S. M, )3 5 8€ raménent au systéme du type :

d—z. - »>, - lim i =
act Uz +niz)z = 0 avec 2.0 fn(z}j =0

pour lequel on a établi que la solution Z = 0 est agymptotiquement stable A droite au sens de Lyapunov.

Pour une usine en reflux total on procéderait de m&me en adjoignant au systéme différentiel
(8.D.), :
3
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dN,

C] -dT + ', (N.I.- Nz: N,) =0 (j'ln 2, 3)

le bilan élémentaire :
C,N, + C,N, + C,N, = (C, + C, + C5) N'
étant donné que les fonctions l,(Nl, N,, N,) (i=1, 2, 3) sont manifestement liées par la rélation :
(N, N,, N,)) +8,(N,, N,, N,) + 5,(N,, N,, Nj) = 0

D'autre part, ayant remarqué que le jacobien de 5,9, 5 est du type indiqué dans le théordme
1auCh, 3, § III, 2/p.38, le systdme différentiel considéré se rameénera i un systéme de la forme

dz
- - 1%
et Uz +nzkz =0
avec :
= lim -
z,+z, +2z,=0 et 2.0 in &M 0

en raison de la différentiabilité des fonctions Sj (N,, N, Ny (j=1, 2, 3) et pour lequel on a établi
que Z = 0 est une solution asymptotiquement stable a droite au sens de Lyapunov.

IV - PROPRIETES NOTOIRES DES SOLUTIONS DES SYSTEMES DIFFERENTIELS ASSOCIES AUX
CONCENTRATIONS D'UN MELANGE QUELCONQUE EN TRAITEMENT PAR UNE USINE DE
SEPARATION - “

Nous nous proposons d'établir que les composantes N:‘(t) (i=1, ..., n; k=1, ..., =) des so-
lutions des systémes différentiels que nous avons associés A une usgine de séparation pour prévoir

[

ses concentrations au cours du temps, varient sur 0, 1 et qu'elles satisfont aux relations b Pﬁ(t) =]
w=l

pour t > 0 lorsqu'il en est de m&me a l'instant initial t = 0.

Précisément, on considére le systéme mixte d'équations aux flux principaux :

dC
El + [(1-pf) 8 + (1-uyy) (1-6,)) L,

(1)

" =z 7
- 13‘:* (W, 8, + uj; (1-8)) L, =F >0

et les s-1 systéme différentiels mixtes k aux concentrations N:(t) :

d(“N:k ® n 1"k
— FLO-B) & N* 4 (1-p) (1-9, ) N} L,

@}

" . - BTN
) 1:“‘4 (W, 0, N+ uft (1-0) NBJ L, = F'N,

o les m premitres capacités C,(t) (p=1, ..., m) sont positives presque partout et le:.:l n-m :!ernléres
capacités C (q=m+1, ..., n) sont 1identicmement nulles, Dans ces syt‘temes. les N} et N sont ex-
primés en fonction de N:. cees N," physiquement sur un pavé {0, 1]*~ ol elles satisfont aux impli-
cations de la page 27. Cependant on convient de les prolonger A l'extérieur de ce pavé de fagon que
quel que soit §C (1, ..., 8-1) :

{(N: < 0) ==p (N;" <0 et N;"‘ < 0) (p=1, ..., m) -

(N: < 0) == (N:" <0 et N;" < 0) (q=m+1, ..., n)
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.Y < - ™ & - " <
(1 ::':N: 0) = (1 ?‘:'N, 0 et 1-Z N <o) .
(4)
. Y- - ) e
(l-EtN.<0)—P(1-?‘.‘N.<0 ¢ 1-L <o
Dans ces conditions, on a les résultats siivants :
1/ Toutes les concentrations Ni(t) (i1, ..., n; k1, ,,,, s-1) sont positives au sens large :

En effet, 1'écart orienté [0, N(t):

(8, Nt)) = - T CthNY)

w}

supposé absolument ccntinu, admet presque partout une dérivée :

%[3. Nt = 2[(1 - Tl ) N+ (1 X opul)(1-0,) N:']L
det a'at aref

" ‘ ' ® .
- EiF‘ N+ ,,;_, [u_ 8, Nyt + uia (1 - 8) N"]L,g
qui est négative au sens large, Il en résulte en suivant le raisonnement de la page 58 que les com-

posantes N“(t) de la solution pour lesquelles C {t) > 0 sont positives au sens large,

Dés lors les autres composantes de la solution sont positives au sens large, En effet, en dé-
signant par QC {m+1, ..., n) l'ensemble des indices q pour lesquels N (t) < 0, on aurait la rela-
tion, 2n additionnant les équations ordinaires correspondantes :

[(1-2 ) 8 N+ - T u,,.)(l-G)N"‘)]

';. iF. N + ’Eo [p.b. 0 N3+, (1 - 8,) N""] L‘g

Elle donne une contradiction puisque gson deuxi®me membre est ; 0 tandis que son premier membre
serait < 0 du moins pour une usine irréductible lorsque Q # (1, ..., n), Cette contradiction subsiste
avec Q = (1, ..., n) pour une usine en production puisque le premier membre serait négatif ; elle
disparalt pour une usine en reflux total dont la solution du systdme d'équations correspondant est
indéterminée puisque 1'usine serait dépourvue de capacités ! C,q.f.d.

2/ Toutes les expressions 1 - L N(t) (i1, ..., n) avec 8 C (1, ..., s-1), sont positives
au sens large : s
En effet, en retranchant la somme .z“des équations (2): de 1'équation (l)‘. on forme 1'équation

i d'un systdme analogue aux s-1 systémes k :

%[c‘ - §tN:)]+[u Sk 6 - TN - w80 D N':‘)]u
(3),

-l a-EMnenia-ea- 3:‘1«';')]1., *E - I N
et avec lequel on établit comme précédemment, en s'appuyant sur les relations (4)* que 1 - .z; Ni(t)

est positif au sens large (i*l, ..., n) pour t > 0. C.q.f.d.

En particulier, pour 8 = (1, ..., s-1) les équations (3), donnent le systdme différentiel des
concentrations de 1'élément s, en posant :
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s=1 s-l -1

K [ \ [
1-Z NN, 1-ZN =, - LN N

11 en résulte alors immédiatement, pour t > 0, les relations :

TNw=1, Inw=1L LN®-1  Catd
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APPENDICE

SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DES USINES EN CASCADES

Aux usines de séparation construites en cascades, se rattachent les notions de transports élé-

mentaires ¢* des éléments e* composant le mélange traité, et de transport total ® = .2:,1 ¢ qui per-

mettent de substituer au systéme différentiel des flux une équation aux dérivées partielles et au
systéme différentiel des concentrations de chaque élément un systéme de deux équations aux dérivées
partielles avec des conditions aux limites lorsque les flux et les concentrations varient peu d'un
étage & l'autre :

1/ Pour un mélange binaire les écarts orientés et la distance de deux solutions quelconques
sont des fonctions non croissnntes du temps, e qui implique un théordéme d'unicité & droite des so-
lutions.

2/ Pour un mélange quelconque les solutions rep.;ésentatives des concentrations demeurent sur

L)
[0, 1] et satisfont aux relations 21 Nj(t) = 1 pour t > 0 lorsqu'il en est de méme 3 l'instant initial
t =0 ke

1 - APPROXIMATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UNE CASCADE PAR DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES ET DES CONDITIONS AUX LIMITES -

Pour des raisons de simplicité les usines de séparation sont agencées en cascades. Une cas-
cade constitue une sorte de chaine o il apparait des étages de méme structure que 1'on peut numé-
roter par un entier n variant de 1 & g. Ces étages sont reliés aux voisins par plusieurs canalisa-
tions suivant je méme processus. Celles-ci transportent les flux de liaison que nous classerons pour
donner une nouvelle forme aux équations différentielles des flux et des concentrations de ces cas-
cades dans l'usine.

Par suite les équations différentielles des concentrations d'un méme élément composant un mé-
lange en séparation dans une cascade se ressembient ; précisément les équations relatives aux ex-
trémités de la cascade différent et correspondront aux conditions aux limites tandis que les "équa-
tions intermédiaires'’ comportent le méme nombre de termes lesquels sont des fonctions du rang
d'étage, et donneront naissance aux équations aux dérivées partielles.

1/ Décomposition des équations différentielles d'une cascade -

Les flux de liaison d'une cascade forment deux classes : la classe des flux ascendants K,
(i=1, ..., g) de concentrations U , par rapport & e, passant de 1'étage n & 1'étage n+i ; et la clasge
des flux descendants L . (i=1, ..., h}, de concentrations V' , passant de i'étage n & 1'étage n-j.
Evidemment, l'intérietir méme de chaque étage, il peut ex{ster des flux de circulation interne en
boucles J (1=1, ..., e). On se rend compte aisément que les deux premitres classes ne sont jamais
vides 8indh , en régi.me permanent, il ne pourrait y avoir progression des concentrations le long:de
la cascade. Par suite on définit :

Le flux global ascen-lant :




de concentration moyenne :

L}
i K‘,n'l-" U‘,n'l-' ’

IM.

._1
K,

le flux global descendant :

L-Z

-l jee Lyunee

de concentration moyenne :
l L] L]
n r z- z. Jontd” , néq

Les équations de la cascade se condensent alors en introduisant les rnotions de transports :

Le transport élémentajre @' est le ilux molaire d'un élément passant de l'étage n A 1'étage
n+l A travers une section fictive intermédiaire & ces deux étages.

Le transport total & est la somme des transports élémentaires tp: relatifs au mélange.

On a donc :
9 ] L] L]
€ b
¢ﬁ - KnU: = ann - 'z.l ‘Z-' K‘,n*l-p I,n*l.-p qgl. 'z-. Lj,u‘q ﬁ],n*q
Qn = K '.l ; K‘ satl-p e} §' Li’an

Aingi, les équations différentielles de la cascade deviennent équivalentes aux équations :

dc
— = - (l)
dt Qa—l 0-
et :
dc N*
" e - O @"

dans lesquelles C_ représente la capacité globale de l'étage n et ol les transports o' et O, se dé-
duisent aisément du schéma de la cascade en fonction des flux, des coefficients de partage, des con-
centrations et des lois de aéparation. Dés lors on vérifiera 1'équivalence des équations générales
avec cette nouvelle forme vour les cascades.

2/ Equations aux dérivées partielles des concentrations d'un mélange en séparation dans ume
cascade.

Lorsque la séparation par étage est faible, on peut faire une théorie valable pour toutes les
cagcades au moyen d'hypothéses qui en définissent et limitent le champ de validité. Ces hypothéses
sont les suivantes :

1/ La géparation de chaque étage est infiniment petite autrement dit, on suppose que toutes
lea différences :

N* - N = G(N%, ..., N (k=1, ..., s-1) (yr
sont des fonctions infiniment petites du premier ordre qui seront gsoumises aux conditions :

N*¢c 0 =eG'"=0 (k=1, ..., 8-1) r

1 - 2‘. N'< 0 —0§'G“ =0 quel que soit sC(1, ..., (s-1) (3
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2/ 11 existe une régularité dans la variatjon des flux d'étages :

K‘, nel 1 L],n'l -1 Jl,n'l

K‘,n ! L],n ! Jl,n

sont aussi des infiniment petits du premier ordre, .
3/ & /L, est également un infiniment petit du premier ordre.
4/ En régime permanent, les transports ® et ¢ sont appropriés aux effets cherchés.

Les flux et les concentrations variant peu d'un étage A 1'autre, on va donc pouvoir substituer
aux '"équations intermédiaires’’ d'une cascade un sy-téme d'équations aux dérivées partielles dont
les coefficients dépendent de sa structure et qui permettra d'2iteindre approximativement les concen-
trations du mélange 4 des infiniment petits. prés du second ordre.

Cette substitution a pour origire de faire ccrrespondre & toute fonction quelconque f(t, n) définie
sur l'ensemble des entiers n, une fonction f (t, X) définie sur un intervalle. Dans la correspondance
établie, on n'aura pas nécessairement f(t, n) = f (t, n) mais on pourra espérer que |f(t, n) - f (t, n)l
soit assez petit pour que ce nouveau point de vue ait son intérét.

Le passage des équations différentielles générales au systdme d'équations aux dérivées partielles
s'effectue en changeant n en x et en substituant chaque fonction f(t, n+j) de 1'équation de rang n

art jraf
par un développement limité de Taylor : { (t x) + j P +'? I’ ici limité 4 trois termes & titre

d'exemple.

Dsns la mesure oi 1la fonction f{t, n+j) varie lentement avec n, la série précédente doit con-
verger agsez vite et le nombre de termes qui la composent n'est pas trop grand pour représenter
correctement f'(t, x+j). Toutefois pour ne pas avoir un systéme trop compliqué & résoudre, on va
réduire les termes de ces séries au minimum en interprétant les équations. De cette fagon on a
déja les équations :

[ ] [ ]
3C ris - o
2t T ax 0 (1
et :
L] .. .k
2?2 CN 29 - oK
at + ?x 0 ()

En effet, en posant :

cw =f ', x) dx

-l

'équation (1)’ intégrée de n-1 A n redonne exactement l'équation (1) du ¢ 1/. De méme 1'équation:

aCt, WN™t, n) L 2 gt ), 4
at 3 X

intégrée de n-1 A n, redonne exactement 1'équation (2} du § 1/ ; cz qui justifie 1'équation @™
étant donné qu'elle coincide avec cette derniére pour x = n.

Au passage on notera que C(t, x) est une densité de capacité.

Par ailleurs on tire une troisidme relation qui relie 9** au transport total ®° et 2 1a concen-
tration N*(t, x) de la fagon suivante :

Des définitions des transports, on déduit les relations :
o - U = L(U - VY et Pr - V'O = K (UF -V

La différence des concentrations U" \* étant vraisemblablement petite on peut prendre N’ (t x)
entre Ul et V' ; par exemple :
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K'\U: 4’ Lﬂvﬂ.

L
N (t, n) K.+ L.
donne :
2K L
® L - AN
- N -Kﬂ+Ln(w" -

Alors il reste A interpréter la différence U! - V) en fonction de N pour atteindre la relation cher-
chée. A cette fin, nous remarquerons que :

1/ ¢**{x) - N*(x)¢*(x), ou simplement ¢ ~ N & pour abréger les notations, est une fonction
continue de x sauf au plus aux abscisses des points d'alimentation de la cascade. En effet, soit *(x)
le flux d'alimentation et N°'(x) sa concentration qui peut 8tre différente de la concentration N(x) de
la cascade au point x. On a donc :

®(x+0) = &(x-0) + &' (x)
P (x40) = 9(x-0) + & (x)N'(x)
N(x+0) = N(x-0) = N(x)

«
]

diod :
p(x+0) - N(x)®(x+0) = ¢ (x-0) - N(x)®(x-0) + &*(x) [ N'(x) - N(x)]

Cette discontinuité disparait lorsque N'(x) = N(x). Il en résulte qu'en un point de soutirage % - N®
est continu car les relations ci-dessus sont conservées en changeant &‘{x) en - ®1x) ou ®"(x) dési-
gne un flux de soutirage.

2/ ¢ - N® est nul aux deux extrémités de l'usine.

3/ Dans une usine de cascades en régime permanent od G' est positif, en général dN"/dx eat
positif (tant pour les cascades d'enrichissement & » 0 que pour les cascades d'appauvrissement
® < 0) du moins sur les deux intervalles limités par une extrémité de l'usine et 1'alimentation qui
en ect la moins éloignée. Lorsque sur 1'un de ces deux intervalles ® est positif, ¢ - N® est une
fonction décroissante de x et par suite 9 - N® » 0 puisqu'elle est nulle pour [im x. De méme
lorsque sur l'un de ces deux intervalles & est négatif, ¢ - NO est une fonction croissante de x

et par suite ¢ - N® » 0 puisqu'elle est nulle pour lim x. Il en est donc de mé&me de U-V 3 0.

Ceci monire que généralement dans une usine en cascade ol les alimentations sont placées
convenablement suivant les valeurs progressives de leurs concentrations, dN"/dx et U*(x) - V*(x) sont
du signe de c".

Or, cette différence U'(x) - V%(x) peut étre considérée comme l'effet de deux causes antago-
nistes :

L'une est provoquée par le processus de séparation et se manifeate sur U* - V* par l'action
p{t, x)G" od la fonction G* = N** - N*;

L'autre est l'inclinaison du profil des concentrations qui interviennent sur la détermination des
deux concentrations moyennes U (x) et V*(x) : celui-ci réduisant globalement U*(x) - V*(x)de q(t, x)
aN N
?x

En définitive, on a :

U, x) - VMt x) = plt. X)G*- gqlt, x) 3-“—"

ol p{t, x) et q(t, x) sont deux coefficients positifs dépendant de la structure de 1'étage. Cette relation
montre aussi que 3 N*/ 2x est un infiniment petit du premier ordre puisque U* - V" est généralement
du signe de G* ; par suite U" - V' est généralement un infiniment petit du premier ordre.

Ainsi, en négligeant dans la relation :



o KL,
%.'N,. " = K."’ Lﬂ(Un'Vn)

les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, on obtient immeédiatement :

Ok t, - N..(t, ) °.(t' ) . . .
A L'(tx x) = plt, x)G" - q'(t, x) -gg— (3)

Les équations (1)‘, (2)", (3)"l constituent les équations fondamentales de la séparation des isotopes.
(Voir (1), p. 28).

11 - PROPRIETES GENERALES DES SOLUTIONS DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES D'UNE USINE EN CASCADE.

En se limitant ici au cas d'une usine de cascades reliées bout & bout (et ne formant qu'un seul
chemin) on est amené A faire 1'étude des solutions du systdme d'équations aux dérivées partielles

ac(t, x) , 3%, x) _

(1)

At X
CN' gttt ®)
ot T Toax 0 (2F
1 [p(t, x) - N*t, x)&(t, x)] = p(t, x)G* - q(t, x) aN* (ay
Lit, o (P X N xR . alt, x) =

et de conditions aux limites, en un ensemble fini de points, exprimant les sauts 5f(x) = f{x +0) - f(x -0)
des transports : d'une part aux points d'entrée e ou d'alimentation :

50(t, e) = F'(t, e) >0, 59*(t, e) = F'(t, ) N*(t, e) 3 0, (4)

et d'autre part aux points de sortie s de soutirage :
5®(t, 8) = -F(t, 8) < 0, S¢"t, 8) = -F1{t, 8) NXt, s) (5)

Si l'extrémité d'une usine egt branchée sur un réservoir infini, les profils des concentrations admet-
tent en cette extrémité des valeurs communes égales aux concentrations du réservoir. Par suite
cette extrémité est toujours un point commun A deux profils quelconques de 1'usine et qui sont re-
latifs au méme élément ek (6)

Nous allons montrer que les solutions de ce systdme d'équations aux dérivées partielles avec ses
conditions aux limites oant les mémes propriétés que celles des systimes différentiels dont nous
sommes partis. Pour cela, nous nous inspirerons des méthodes du chapitre 4.

1/ Terminologie.

A deux fonctions U(t, x) et X(t, x) on associe deux écarts orientés et une distance de la ma-
niére suivante :

A chaque instant t on effectue une partition de l'intervalle de variation [0, o] de x en deux
ensembles E{U(t, x), X(t, x)} et CE{U(t, x), X(t, x)]} tels que :

Ya € E{U{t, x), X(t x))e==Ut, ) > X(t, a)
VB € CE(uit, x), Xit, x)} e==2U(t, § < X(t, B)
et on prend pour écarts orientés de U(t, x} et X(t, x) les fonctions :
tue, =, X, = = f Cit, a) [Ul, a) - X(t, a)] da

e € (s, 1)

[X(t, x), Ut, x)) = L[( )cu. B) [X(t, B) - U(t, B)] 4B
€ lu,x



et pour distance D[U(t, x), X(t, x)] de U(t, x) & X(¢, x) la somme de leurs deux écarts orientés,
goit :

®@u(t, x), X(t, x)] = [X(t, x), U(t, »)] + [U(t, x), X(t, x)]

Désormais, nous désignerons plus précisément par ¢ (t, x) le transport élémentaire correspondant
A un profil des concentrations X(t, x).

2/ Lemmes sur les solutions X(t, x) du systéme d'équations aux dérivées pas.lelles relatif &
un_mélange binaire.

LEMME 1

En un point commun (t, x) & deux profils de concentrations U(t, x), X(t, x) de deux usines
identiques en mélange binaire ol 1'on a par conséquent U(t, x) = X(t, x), on a aussi en ce méme
point et A ce méme instant :

1 R - - e - U 3X
YA (p,(t, x) - ¢ (t, x)] = -q(t, x) 3% 3% .

Démonstration.
Cette relation découle manifestement de 1'équation (1)

LEMME 2

Etant donné une fonction f(t, x) admettant une dérivée partielle 3f/at, les fonctions f(t, x) et
3f/at étant continues par rapport A I'ensemble des variables t, x ; et deux fonctions a(t), b(t) deé-
rivables (|a'(t)] f w et |[b'(t)] # ®) on a la relation (Valiron - Théorie des fonctions p. 147).

slth [15 %
L)

- 2 '
ﬁj.‘... fit, x) dx j:m = f(t, x) dx + b(t) £(t, b) - a'(t) 1(t, )

Si en outre la fonction f(t, x) est nulle aux extrémités de l'intervalle (a(t), b(t)] on a simplement :

? sle? - (18 2] 2 _ ) la'(t)l f.
3_(.[ fit, x) dx f ﬁf(t, x) dx pour f(t, a) = f{t, b) '°'t{|b'(t)| o

ale? alt)

3/ Propriétés déduites de la comparaison de deux solutions -

Considérons deux solutions U(t, x) et X(t, x) du systéme d'équations aux dérivées partielles
et des conditions aux limites relatifs 4 un mélange binaire. Bien entendu on suppose que ces so-
lutions sont continues par rapport i 1'ensemble des variables (t, x) ainsi que leurs dérivées partielles
premiéres par rapport A t et A x, ces dernidres pouvant &tre discoatinues sur un ensemble fini de
valeurs de x. Dans ces conditions on se propose d'établir le théoréme suivant :

THEOREME 1

Les écarts orientés et la distance de deux solutions U(t, x) et X(t, x) du systéme d'équations
aux dérivées partielles (1), (2), {(3) et de conditions aux limites (4), (5), (6) relatifs 3 un mélange
binaire sont des fonctions de t décroissantes au sens large.

Démonstrations.

L'intervalle [0, ©] se partage en général ea intervalles partiels la;(t), b;(t)[ dont les extré-
mités a;(t) et by(t) sont les points communs aux deux solutions U(t, x) et X(t, x), et sur lesquels
la différence U(t, x) - X(t, x) est de méme signe. En général les extrémités a (t) et b,(t) de ces
intervalles sont animées a 1'instant t de vitesses finies ; du moins nous supposerons qu'il en est
ainsi en écartant le cas exceptionnel d'extrémités pourvues de vitesses infinies A l'instant t.
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Nous allons établir que sur chacun de ces intervalles, 1'écart orienté de ces deux fonctions
admet une dérivée par rapport au temps qui est négative ou nulle.

En effet, sur Ja,t), byt)[ on a par exemple U(t, x) > X(t, x) et :

.‘lti

F-] r-) o1t
ST Ut 0, X, x)l 3% f ct, x) [ue, x) - X(t, x) dx

(e

mais d'aprés les hypothéses faites et définitions posées, on a dans tous les cas ;

) yieh  ehit! g
37 (U, x), X, x)]““’ -j:‘m 57 1o, x) (U, x) - X, 01} ax

que les extrémités d'intégration a(t) et b,(t) soient fixes ou mobiles ; dans ce dernier cas cette re-
lation provient du lemme 2 dont les conditions de validité sont remplies. Il en est ioujours ainsi
lorsque les fonctions U(t, x) et X(t, x) n'ont pas de point de contact. En effet, en différentiant la
relation U(t, a,t)] = X[t, a,(t)] on déduit :

3
da, 3 3 (u(t, a)) - X(t, a,)]
dt %‘[U(t, a;) - X(t, a;)]

qui est fini pour :
2U  ax
o8 2a
L'équation (3) du systime entrate i son tour :

JFULY 3
ax

—t [U(tn x)n x(tu x)] = ‘f

A‘Hl

(p,(t, x) - q(t, x)] dx

Y bslet, e -, e+ T siet s) - @t
od-‘.u‘[ % ¢ 'P' e ")""i[ 0["'( ° "( *)]

+ lg(t, a) - gt a) - [t b) - 9(t, b))

et ce second membre est { 6. En effet :

1/ X  blg(t, e) - ¢ (t, e)] = 0 parce que
LU I...i

63t e) = 5‘9 (t, e) = NTt, e} .6 &t, e).

2 g SR 8 - 90 8) - 2‘. (Ut 8) - X(t, 8)]-5 @(t, 6) < O

ue se]a;

puisque & @(t, 8) < 0 et que sur]a, bl on 'a::[met que U(t, x) - X(t, x) > 0.

3/ Lorsque a; est un point de )0, o[, U(t, a) = X(t, a) et a—.q » ;—f , d'ol en conséquence
du lemme 1 :
9t &) - 9t a) = -Lt, a) qlt. a) -——)40

a
Pour a, = 0, ?, (t, 0) - 9 (t, 0) est inclu dans 2 2 g8i 0 correspond A une entrée ou i une sortie.

Lorsque 1'extrémité 0 est branchée sur un ré-ervoxr infini et correspond & une extrémité a, d'un
intervalle, on se retrouve dans les conditions précédentes :
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ue, 0 = xte, 0) et (52) > (3X)
x50

4/ On montrerait comme au 3/ que - [q,(t, b) - q(t, b)i¢O. C.q.1.d.

De ce qui précéde, les écarts orientés de deux profils U(t, x) et X(t, x) se présentent comme
des sommes finies ou infinies d'intégrales positives ou nulles dont les dérivées par rapport & t sont
négatives ou nulles : par suite les écarts orientés et la distance des fonctions U(t, x) et X(t, x)
sont des fonctions de t décroissantes au sens large.

Remarques.

1/ Par hypothese, la séparation est trés faible, aussi N' et N'' sont en conséquence des fonc-
tions croissantes au sens large de N. Cette conséquence n'intervient pas dans le raisonnement pré-
cédent : mais 1'hypothése justifie le systdéme d'équations aux dérivées partielles.

2/ Le signe de la fonction p(t, x).G(N) n'intervient pas pour établir le théoréme précédent.
(Voir la dernidre remarque de cet appendice).

THEOREME D'UNICITE A DROITE

Le systéme d'équations aux dérivées partielles (1), (2), (3) et de conditions aux limites (4),
(5), (6), relatif & un mélange binaire, n'admet qu'une solution N(t, x) pour t > t, issue d'un profil
initial N(t,, x).

Démonstration.

Etant donné qu'entre deux solutions quelconques de ce systéme aux dérivées partielles il existe
une distance non croissante de t, on peut refaire le raisonnement du ¢ I-6/Ch. IV, p.57.

4/ Propriétés notoires des solutions du gsystéme d'équations aux dérivées partielles.

Le théoréme suivant et sa démonatration sont inspirés du § IV-Ch. 4, p. 74.

THEOREME

Les solutions N'(t, x), du systéme d'équations aux dérivées partielles (1), (2)", (3)" et de con-
ditions aux limites (4), (5), (6) (k=1, ..., 8-1) varient sur [0, 1] et satisfont aux relations :

T NYt, x) = 1 pour t>0

ksl

lorsqu'il en est de méme a l'instant initial t = 0.

Démonstration.
1/ Toutes les concentrations N't, x), (k=1, ..., s-1) sont positives au sens large :

En effet, considérons 1'écart orienté (0, N%t, x)] ; il serait en général, & chaque instant t,
T3}
formé d'intégrales partielles f ' C(t, x).[0 - N(t, x))dx étendues & des intervalle ]aj(t), bi(tX
wIy

sur lesquels N'(t, x) < 0 et aux extrémités desquels :

& &
N't, &) = N*{t, b*) = 0 avec a_}_z: < 0 et 'a‘}i.? 0.
i i 33‘_ 3b'.

Mais les dérivées par rapport & t de ces intégrales sont négatives ou nulles :

Dans tous les cas possibles le lemme 2 donne :

«
= - ¢ —a— x
.., 3¢ LCt x) NXt, x)|d

st
&
-lehd

s b

o0, N, x)
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que les extrémités aj(t) et bj(t) soient fixes ou mobiles.

D'autre part 'équation (2)* entrafne & son tour :

$ie) 3 K
= [0, N, )1'*“’ . [ oit, ) dx = - I 59t e
ot de j-;‘*’ ax ¥ o Jugnil

Y st &) + @t b;-0) - §it, aj+0)
cﬂa:,b:[

et I'on vérifie, d'aprés les conditions aux limites, que ce second membre est négatif ou nul :
1/ Logit, e = ZNt, e 6 0lt, ¢ >0 car Nt, ¢) 30 et 8(t, e > 0.

2/ Z 6qi(t, 8) = TNt 8) 6 O(t, 8) 30 car N™t, ) <0 et 85(t, 8) < 0.

3/ Lorsque a: est un point de 10, of, N'(t, a:) =0 et %EI £ 0;d'od en conséquence de 1'équa-
tion (3)" puisque G* = 0 pour N“ = 0
Palt, a*) = - Lit, a}) q(t, a)) ﬁ 2 0.

Pour a“ =0, cp“(t a"+0) est inclu dans 2. 6¢P" ou Z 5?" 8i 0 correspond & une entrée ou i une
sortie. Lorsque 1'extrémité 0 est hra.nchée sur un réservoir infini et correspond 2 une extrémité a;
on ge retrouve dans les conditions précédentes : N'(t, 0) = 0 et (aN) < = Q.

4/ On montrerait comme au 3/ que ¢;(t, b‘-O) < 0.

11 en résulte que 1'écart orienté (0, N'(t, x)]. est une fonction non croissante de t. Etant donné
que cet écart est positif ou nul par construction, et qu'il est pris nul 2 l'instant initial t = 0, il
regte nul pour t > 0, Ceci implique N*(t, x) 3 0. C.q.f.d

2/ Toutes les expressions 1 - Y N“t, x) avec & C(1, ..., s-1)sont positives au sens large.

weg
En effet, on se raméne au probldme précédent en formant A partir des équations données un
nouveau systéme d'équations aux dérivées partielles et de conditions aux limites qui se déduit du

premier en changeant directement N* en 1 - X N%t, x) et ?“ en O - 2‘ 9" Ce nouveau systdme
[ {

s'obtient d'une part en formant la différence de 1'équation (1) avec la somme 2‘ des équations (2)*:
['1 2

c(1-m )] +—[¢-m ]=o (2)'

puis la somme des équations (3)"
1 . . 2 .
L[“’ L -a- LWy “]‘ P LGt a1 - BN @)

d'autre part en conservant les conditions aux limites sur le transport total et en prenant les dif-

férences de celles-ci avec les sommes Z. respectives des conditions aux limites sur les transports
(L

élémentaires, soit :

5®(t, e¢) = Ft, e) >0 et 6[«» - §'wt, e)]= F1t, e)[l - EQN"(t. e)]> 0o (4)

53(t, 8) » -F1t, 8) < 0 et 5[@ - §,¢'(t, s)]= -F1t, 8) [1 - § N't, s)] (5)
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En tenant compte de la relation( 1 - :z:.. N* = 0) el 4 (AE,G" =z 0) le raisonncment précédent
montre que 1 - .2" N* > 0. C.q.f.d.

En particulier,'-lpour & = (1, ..., s-1), lm équations (2)', (3)', (4)', (§)' s'interprétent en
changeant ¢(t, x) - Z;x "¢, x) en @'(t, x), 1 - .2., NXt, x) en N%t, x) et - glG' en G', comme
les équations (2)', (3)", (4)', (5) relatives A 1'élément s. Par suite, la différence de (1) entre la

1]
somme lees équations (2)“ donne, compte tenu de la relation ®(t, x) = Z ?(t, x) :
= k=l

3—[cu -z N‘)] =0 d'od 1-2 N%% x=1- X N%, x) =0
ot Kol «=l

(D2)

et d'autre part, la somme 2ldes équations (3)“, compte tenu de ce qui précdde donne 0 = p(t, x) 2 G
L] k®

&l

dod X G* = 0. C.q.f.d.

kel

Remarque. .
La démonstration de ce théordme est indépendante du signe des fonctions G'k=1, ..., 8-1)

en accord avec la relation t; G'=0 qui montre qu'{l existe des G" de signes contraires lorsqu'ils
.-

ne sont pas tous nuls.
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NOTE DU CHAPITRE 4

I - THEOREMES SUR LA THEORIE DE LA MESURE ET DE L'INTEGRALE DE LEBESGUE

{1] Si une fonction f(p), définie dans un ensemble E, y est mesurable, elle est aussi définie dans
tout ensemble E' C E et mesurable. (4), p. 569.

[2] Si F est une fonction mesurable qui s'annule au plus dans un ensemble de mesure nulle, 1/f est
une fonction mesurable. (4), p. 568.

8] i £,(p), 1,(p), 1(p), ... est une suite de fonctions mesurables convergeant presque partout vers
une limite f(p), celle-ci est mesurable. (4), p. 569.

@) Toute fonction mesurable non négative est limite d'une suite monotone croissante au sens large
de fonctions étagées non négatives et finies. (4), p. 571

[5] Toute fonction continue est mesurable. (4), p. 571.

6] Théoréme de convergence de Lebesgue. - Lorsqu'une suite f (p) de fonctions sommables sur un
ensemble E converge presque partout sur E vers une fonction f(p), et qu'il existe une fonction non
négative sommable g(p) telle que |f (p)! €g(p) quel que soit n, la fonction f(p) est sommable, et son
intégrale sur E est la limite des intégrales des f. (4), p. 582.

{7) Etant donnée une fonction f(t, h) de deux variables t et h, la premiére A valeurs dans un en-
semble mesurable E, la seconde & valeurs sur un intervalle ]p, q[ et telle que pour toute valeur
h delp, ql fit, h) est mesurable par rapport 4 t sur E, et,pour toute valeur t dv E, continue en
h sur ]p, q( excepté en un point h de cet intervalle, les limites d'indétermination de f(t, h) pour
h—h_ sont des fonctions mesurables. (5), p. 151.

[8] Les quatre nombres dérivés d'une fonction continue dans un intervalle sont des fonctions mesu-
rables. (5), p. 154.

[9] Si flx) est croissante au sens large sur )a, bl, elle a presque partout sur Ja, b{ une dérivée
fi(x) (6), p. 358 et cette dérivée est sommable. (6), p. 361.

(10) Une fonction A variation bornée est la différence de deux fonctions croissantes au sens large.
(4), p. 226.

{11) Une fonction absolument continue est A variation bornée. (6) p. 364.
(12] Une fonction absolument continue est l'intégrale indéfinie de sa dérivée. (6), p. 366.

(13] Théordme de Lebesgue. - Une fonction absolument continue est l'intégrale indéfinie de chacun
de ses quatre nombres dérivés, sa variation totale est 1'intégrale indéfinie de la valeur absolue de
1'un quelconque de ses nombres dérivés. (7), p. 183.

(14] Théordme d'existence de Carathéodory. - Etant données n fonctions de n+1 variables f;(t : x,, ...
x) (i=1, ..., n) définies sur un cylindre & [(a ¢t ¢b: c;<x;<d; (i=1, ..., n))de hauteur b-a > O et
de bage &[c. < x; < d, d;-c; >0 (i=1, ..., n)] od elles sont mesurables au sens de Lebesgue par
rapport A t sur [a, b] pour tout systdme de valeurs fixes de X, ..., X_appartenant A @, coatinues
sur @ par rapport i 1'ensemble des variables (x, ..., x) pour presque toutes les valeurs fixes t
de [a, b), et telles qu'il existe une fonction non négative M(t) sommable sur tout intervalle fini ap-
partenant A Ja, blet vérifiant dans € les inégalités :

£t x, ..., x)| <M(t) (i1, ..., n)

il existe n fonctions absolument continues x(t), ..., x (t) de la variable indépendante t qui vérifient
le systéme d'équations intégrales :
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Xt = x[td +f‘ t(s; x(8),..., xf8) ds =1,..., n
le point [t ; x,(t), ..., x(t)) appartenant & C sur tout un intervalle positif de variation de t {tpt,)

contenant i (t_l <ty <ty lorlque le point [t,; x(t), ..., x ft)] est choisi & l'intérieur de @ (en
dehors de sa frontiére)

Les extrémités de cet intervalle sont déterminées comme suit : 1'instant t_,est le plus grands
des instants a et T_, ol 7_, est défini par la relation :

t
f:: M(t)dt = minimum {d -x(t), x‘(to)-c‘](hl, cee, M)

De méme l'instant t est le plut petit des instanta b et 7, od 7, est défini par la relation :
. :
ftol M(t)dt = minimum [d;-x,(t), x(t)-¢] (1=1, ..., n)

De plus dans les mémes conditions, ces fonctions x(t), ..., x(t) vérifient presque partout le sys-
téme d'équations différentielles :

ol flt . x(t), ..., x(t)), (=1, ..., n)

sur l'intervalle [t,, t ).

[15) Lemme de Gronwall (11) p. 15. - Etant donné une fonction A (t) non négative et sommable sur
un intervalle ]t t,[ et deux fonctions ¢(t) et u(t) qui sont des intégrales (ou des fonctions absolu-
ment continues), et si ces trois fonctions sont liées par la relation :

t
ut of A(vdu(tidv + p)  powr g <ty

alors u(t) satisfait &4 la nouvelle relation :

u(t) @ ¢(t,) e 'o j: a—-?- M’ua dt

ol le signe ® peut &tre remplacé successivement par <, =, >.
(16] Lorsque 9(t) est constant, le lemme de Gronwall se réduit au lemme de Bellman.

I1 - DEFINITIONS DE LA STAB'LITE D'UN VECTEUR #(t, t, %) - (11), p. 25, et (12), p. 74.

Soit E un espace vectoriel ormé complet définl sur le corps des réels R, et D un domaine
de l'espace R x E. Le vecteur xit, t, x) est défini dans D et 2 valeurs dans E. 11 est absalu-
ment continu de t, continu par rapport au vecteur initial ¥ choisi & I'instant t, dans E, et par con-
séquent vérifie 1'identité :

e, t, X) =2,

Selon le comportement du vecteur #(t, t, x,) sur [t, +o]pour des modifications du vecteur initial X,
on pose les définitions suivantes :

1/ Définitions de Lyapunov.

1/ Définition.

Le vecteur X(t, t, X ) est stable A droite au sens de Lyapunov si, A tout € > 0 donné arbi-
trairement petit, il ccrrespond un nombre §(e, t) > 0 tel que :

e, ¢, ) - AL, t, )Y <€ pour t ¢ t < to

pourvu que X, - £ || < &. Sinon il est instable.



2/ Définition.
Le vecteur X(t, t o 'i,) est asymptotiquement stable & droite au sens de Lyapunov lorsqu'il est
stable & droite au sens de Lyapunov et que :

lim

t—+

[ ] " ;(t' tv ;1) »’ ;(tn to‘ ;o) “ = o pour " ;1-;0" < 6

2/ Stabilité uniforme.

Dans leg définitions précédentes 5 dépend en général de € et de t,, Cependant, si pour t, suf-
fisamment grand § ne dépend pas de t o, une fois fixé, les cas de stabilité sont uniformes. Ainsi :

3/ Définition.

Le vecteur x(t t o x°) est uniformément stable A droite si, & tout € > 0 donné arbitrajrement
petit, il correspond un nombre 8(c) > 0 indépendant de t, tei que : :

Rt t, X) - Xt t, x)| < € pour to€ t <+ o
[ 4 [ 4

pourvu que || X, - X || < 6.

Remarque.

Un vecteur x(t, t, ;.) peut étre uniformément stable et asymptotiquement stable A droite au
sens de Lyapunov.
4/ Définition.

Un vecteur x(t, t, ;) est asymptotiquement uniformément stable & droite lorsqu'il est unifor-
mément stable & droite et qu'il existe un nombre & tel qu'ad tout € > 0 donné a.rbitrairement petit,
corresponde T(c) > 0 de fagon que l'inégalité :

e, t, <) - Xt, t, ) < €
soit vérifiée dans le domaine (t > t + T(g), ||5:'l - 'x°°|| < 8)
3/ Stabilité asymptotique sur un domaine.

5/ Définition.

Un vecteur X(t, t, x°) est asymptotiquement stable & droite sur un domaine d de E(i € d)
lorsque le vecteur X(t, t., X, ,) est stable & droite au sens de Lyapunov pour tout vecteur x, de ce do-
maine d et que

lim

e IRt F) - Fe, t, ) -

quels que soient les vecteurs X , et X o du domaine d.
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