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Lo recherche des régimes transitoires des flux et des concentrations d'un mé-
longe en séparation par une usine étagée de forme quelconque conduit à étudW les 
solutions de certains types de systèmes différentiels. Ces systèmes eont déduits 4u 
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A l'aide du théorème d'Olga TAUSSKY et par l'introduction d'écart* orientés, 
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Un appendice montre que les solutions des systèmes d'équations aux dérivées 
partielles des usines en cascades â très faible séparation admettent des propriétés 
analogues. 
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DIFFERENTIAL SYSTEMS OF FLUX AND CONCENTRATIONS OF A MIXTURE 
I N T H I SEPARATION BY A FIANT (1fé3) 

The study of transient flux and concentrations of a mixture In the separation 
by a plant with different interdependent stages leads to an examination of the 
solutions of certain types of differential systems. These systems are obtained from 
the representative graph of the plant and have a structural form. 

By Olga TAUSSKY's theorem and the introduction of orientable dhtances, the 
solutions of these systems are chiefly examined in their asymptotic behaviour. 

The appendice shows that solutions of partial differential equations relative ta 
plants made of cascades with à slight separation have analogous properties. 
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A mes Parents 



Cette thèse, préparée sous la direction de Monsieur Blaquière, résulte entièrement de mes 
recherches effectuées au C. E. N. de Saclay dans le Service Etudes de Séparation des Isotopes de 
l'Uranium. 

En vue de la séparation d'un mélange d'hexafluorure d'uranium Z*'UF(,
 2ii UF4, par une usine 

Jtagée de diffusion gazeuse, et à propos de régimes transitoires des concentrations, je fus amené 
à me poser différents problèmes que j'ai résolus par la suite en déterminant assez généralement 
la structure des systèmes différentiels des flux et des concentrations d'un mélange en séparation 
par une usine quelconque. 

Je tiens à témoigner ma profonde reconnaissance aux professeurs Grivet, Fortet et Blaquière 
pour l'attention qu'ils ont accordée à ce modeste travail et leur exprime mes remerciements ainsi 
qu'à tous ceux qui m'ont encouragé à l'effectuer. 
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INTRODUCTION 

Il existe souvent plusieurs procédés pour effectuer la séparation d'un mélange formé de corps 
s impies distincts ou d'isotopes d'un même élément. Les uns conduisent à une séparation complète ; 
les autres à une séparation incomplète. Dans l'industrie les seconds se montrent moins onéreux. Ils 
sont répétés dans une usine de séparation M, sur le mélange qui la traverse, un nombre de fois 
suffisant pour aboutir aux concentrations désirées. 

C'est en cherchant à déterminer au cours du temps l'évolution des flux et des concentrations 
d'un mélange en séparation par une usine étagée de forme quelconque que nous sommes amenés à 
étudier certains types de systèmes différentiels et les propriétés de leurs solutions. 

Pour préciser ces considérations nous conviendrons que le mélange est composé de plusieurs * 
éléments ekqui seront en réalité des corps simples ou les isotopes d'un même élément . . . et nous 
rappellerons que la concentration de l'élément ek d'un mélange homogène pris dans un échantillon 
est un nombre N de [0, 1] égal au rapport du nombre de mole vk de cet élément au nombre total 

s 

de moles ^ vJ contenues par cet échantillon. Ainsi, pour un mélange de s éléments distincts aux 

concentrations respectives N1, N1, . . . . N*, on a j N = 1 et une enceinte,ou capacité, renfermant 

C moles de ce mélange renferme aussi CN1, CN1, . . . . CN* moles des différents éléments. Les pro
duits CNk (k = 1, . . . , s) sont les capacités élémentaires de C ; C étant la somme de ses capacités 
élémentaires. De même étant donné un flux L de ce mélange, représentant le nombre de moles qui 
passent à travers une section, les produits LNk (k = 1, . . . . s) représentent les flux élémentaires 
de L ; L étant la somme de ses flux élémentaires. D'autre part, une usine de séparation est un 
assemblage d'étages reliés entre eux par un processus plus ou moins compliqué, et en liaison avec 
le milieu extérieur par des entrées donnant accès aux alimentations du mélange à séparer, et des 
sorties permettant les soutirages du mélange élaboré. De cette façon, une usine V. se décompose 
en deux ensembles complémentaires : le coeur U, et le milieu extérieur (J U contenant les alimen
tations et les soutirages de M. On a donc : 

U = U u C U 

les ensembles U et C U étant à préciser par la suite. 

En pratique, pour déterminer les flux et les concentrations d'une usine, on est obligé de la 
schématiser, ce qui va bien entendu au détriment de la réalité, mais les résultats obtenus seront 
vraisemblables. Dans cette schématisation on distingue divers objets : des arcs munis de flèches, 
des points de séparation (P. S), des points de mélange (P. M) et des capacités C à concentrations 
homogènes. Les arcs figurent les canalisations par où circulent les flux ; les capacités, les nombres 
de moles contenues dans les organes et les canalisations des étages. 

Pour simplifier, on ne considère que des usines formées de points de séparation à trois ou
vertures. Sous cette réserve, le chapitre 1 se rapporte à ces objets et donne des inégalités fonda
mentales sur les loi', de séparation qui complètent ainsi la structure des systèmes différentiels des 
usines. Mais pour préserver cette structure dans des cas plutôt théoriques que physiques on précise 
les ensembles U et C U en classant les capacités de l i en capacités unipolaires et en capacités bipo
laires ; les premières étant rejetées dans C U, les autres appartenant encore à enfin, en 
effectuant cette même opération sur les bottes définies au chapitre 2. 
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Au chapitre 2, on construit le graphe de 11 permettant d'exprimer rationnellement tous les flux 
à l'aide d'un nombre réduit de flux dits flux principaux, et de coefficients de partage. A cette fin, 
on considère que chaque (P.S)3 est alimenté par une capacité bipolaire C et on rassemble dans 
cette association (P. S)j et C dans une même boite B ou C ï 0 et 0 ^ B < 1. On convient que les 
bottes bipolaires appartiennent à U et que les bottes unipolaires appartiennent à C U (ce qui achève 
à tout instant la définition des ensembles U et C U). Dès lors le graphe de 11 apparaît en réduisant 
chaque B à un point. Par suite, la mise en équations d'une usine résulte de la connaissance de son 
graphe G : Pour tous les éléments qui composent le mélange à séparer, on forme en chaque point 
B de G la variation molaire élémentaire par unité de temps de la capacité correspondante, et on tient 
compte des lois de séparation pour ne conserver que les concentrations des capacités. 

Ainsi, à toute usine 11 qui effectue la séparation d'un mélange de s éléments et dont le coeur 
comprend n boites, on associe s systèmes différentiels de n équations différentielles permettant 

de déterminer les n. s concentrations de U au cours du temps connaissant leurs valeurs initiales, 
les flux d'alimentation et leurs concentrations. Toutefois, les fonctions de ces systèmes différentiels 
dépendent des n flux principaux. Ceux-ci sont au préalable déterminés par un système d'équations 
qui se déduit ipsofacto de l'un quelconque des s systèmes en supposant que l'élément correspondant 
est à l'état pur. En définitive, ces flux dépendront des coefficients de partage, des flux d'alimen
tation et des variations des capacités au cours du temps lesquelles seront déterminées à leur tour 
par des agents physiques (pressions, températures, . . . ). Nous les supposerons strictement positifs 
quitte à modifier le graphe de 11 au cours du temps. 

L'étude des solutions de ces systèmes différentiels fait l'objet des chapitres 3 et 4 où on se 
limite essentiellement à des mélanges binaires sauf à la fin du chapitre 4 ou les propriétés mani
festes de ces systèmes sont établies pour un mélange formé par un nombre quelconque d'éléments. 
On distinguera constamment les usines en production des usines en reflux total (ou en non produc
tion) car dans le système aux flux principaux le déterminant de leurs coefficients est positif pour 
les premières et nul pour les secondes. 

Ainsi le chapitre 3 s'adresse exclusivement aux systèmes variationnels linéarisés. Il examine 
d'abord le cas des systèmes à coefficients constants en utilisant le critère de régularité d'Olga 
Taussky, ce qui édifie en même temps une base pour le chapitre 4. Précisément on établit : 1/devac 
théorèmes de localisation des composantes de la solution d'un système d'équations algébriques liné
aires suivant que son déterminant est positif ou nul et qui démontrent que les flux principaux d'une 
usine irréductible à capacités constantes sont strictement positifs ; 2 / avec la même distinction, 
deux théorèmes de stabilité asymptotique concernant des systèmes différentiels linéaires et homogènes 
à coefficients constants, montrant que le système différentiel linéarisé des concentrations d'un mé
lange binaire en séparation par une usine irréductible à capacités constantes est asymptotiquement 
stable à droite au sens de Lyapunov ; on établit aussi que cette propriété s'étend à des systèmes 
mixtes résultant de l'anmilation de certaines capacités (ou des coefficients en facteur avec les déri 
vées). Puis, on indique des résultats sur le comportement asymptotique de systèmes différentiels 
linéaires à coefficients variables pour faire apparaître la complexité de la question en général. 

La théorie du chapitre 4 se rapporte à des systèmes qui peuvent être non-linéaires et qui en
globent le cas du système différentiel des concentrations d'un mélange binaire traité par une usine 
de séparation. On a réduit les hypothèses de façon à étendre les résultats obtenus à des systèmes 
mixtes. 

Les hypothèses posées comprennent d'abord des hypothèses préliminaires correspondant aux 
conditions du théorème d'existence de solutions absolument continues des systèmes différentiels géné
ralisés au sens de Carathéodory ; puis l'hypothèse fondamentale H2 sur la décroissance au sens large 
des fonctions de ces systèmes. Celle-ci généralise aux fonctions d'un système différentiel l'hypothèse 
de la décroissance au sens large par rapport à la variable dépendante x de la fonction f(t, x), qui 

n'est autre que la condition d'unicité à droite de Péano pour l'équation différentielle -rr = f(t. x ) . 

Cette hypothèse It̂  a pour effet que les écarts et la distance de deux solutions sont décroissantes 
du temps, ce qui implique aussi pour celles-ci un théorème d'unicité A droite. Enfin, il résulte par 
l'adjonction d'hypothèses complémentaires Ha que les composantes des solutions varient sur l'inter
valle [0, 1] lorsqu'elles s'y trouvent initialement. 

On prouve ensuite que le système différentiel des concentrations d'un mélange binaire traité 
par une usine de séparation satisfait aux hypothèses précédentes. Ses solutions présentent donc les 
mêmes propriétés. Puis on suppose l'usine à fonctions indépendantes du temps, en distinguant ses 
deux régimes possibles (production ou reflux total) et l'on établit dans les deux cas l'unicité d'un 
régime permanent et la convergence des solutions du système vers ce régime permanent. 
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Enfin, on démontre que les concentrations N*(t) d'un mélange formé par un nombre quelcon
que d'éléments, aux différents étages d'une usine de séparation, suivent les relations : 

Nf(t) » 0 et t NjW) = 1 pour t > 0 

lorsqu'il en est de même à l'instant initial t = 0. 

Un appendice concerne les usines étagées en cascades et à gains de séparation trèe voisins 
de 1. Four celles-ci, on substitue aux systèmes différentiels des flux et concentrations un système 
d'équations aux dérivées partielles et de conditions aux limites dont les solutions satisfont à des 
propriétés analogues a celles de leurs systèmes différentiels. 
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CHAPITRE I 

POINTS DE SÉPARATION, POINTS DE MÉLANGE ET CAPACITÉS 

Ce chapitre indique les propriétés des principaux organes - points de séparation, points de 
mélange et capacités - qui demeurent dans une schématisation poussée d'une usine de séparation 
afin d'obtenir des équations qui gouvernent ses flux et ses concentrations. 

Il se décompose en trois parties concernant : 

1/ Les points de séparation auxquels correspondent des lois de séparation soumises à des iné
galités d'origine physique qui compléteront la structure des systèmes différentiels des concentrations 
d'une usine ; 

2 / Les points de mélange auxquels se rattachent les notions de flux global et de concentra
tion moyenne ; 

3 / Les capacités pour lesquelles on établit que leurs concentrations demeurent sur [0, 1] et 
que leurs sommes restent égales à l'unité au cours du temps. Ce résultat facile à établir sera étendu 
par la suite, au chapitre 4 , à toutes les concentration* de l'usine. Enfin, la classification des capa
cités en capacités unipolaires et capacités bipolaires, les premières étant rejetées dans le milieu 
extérieur C U est une précaution essentielle pour préserver dans tous les cas la structure des sys -
tèmes différentiels relatifs aux flux et aux concentrations de U. 

I - POINTS DE SEPARATION -

Parmi les différents organes de séparation que l'on puisse concevoir, les plus faciles à étudier 
sont ceux qui offrent le nombre minimum d'ouvertures. Ce nombre est trois comme on s'en rend 
compte aisément. Ils correspondent aux points de séparation à trois ouvertures (P. S), lesquels seront 
les seuls considérés dans cette étude. 

1/ Fonctionnement d'un point de séparation à trois ouvertures. 

Un point de séparation (P. S) comprend une entrée et deux sorties. Il a la propriété physique 
d'émettre des flux de sortie L' et L" de concentrations différentes lorsque son flux d'entrée L eat 
formé d'un mélange. 

Désignons par N1, . . . . N* les concentrations du flux L constitué de s éléments. L est donc 
composé de s flux élémentaires : 

L* = LNk tels que L = £ Lk » £ LN* 
k - l k* l 

avec 

£ Nk = 1 et 0 < Nk< 0 (k*l ). 
k » l 

De même, désignons par H'\ . . . . N**et N"1, , N ' " l e s concentrations respectives des flux L' 
et L". Ceux-ci seront également composés des flux élémentaires L'k = L'N ,k et L" "= L"N" * te ls 
que : 
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L' = £ L'k « £ L«N'k avec £ N , k - 1 et 0 < N'" i 1 
k « l k - l k ' l 

L" « £ LMk = J L"N'"' avec V N'"1 « 1 et 0 « N"l'< 1 
k»l k « l «" l 

et, en général, on aura l'inégalité £ |N'k - N"k \ > 0. 
k-i 

En somme, le point de séparation scinde chaque flux élémentaire Lk en deux flux L1 ket L"k 

tels que : 

Lk • L'k + L" " de même que L = L' + L" . 

C'est dans la mesure où les rapports : 

9" * ~ (k-1 s) (1) 

diffèrent d'un élément à l'aatre qu'il existe une séparation. Les 9k représentent les coefficients de 
partage élémentaires de (P. S) . Puisque la séparation est incomplète, on admet que les 9k satisfont 
à l'une des deux éventualités : 

9 1 = . . . = 8* = 0 ou 0 < 9" < 1 ( k = l , . . . . s ) 

la première ne donne aucune sépaxation et correspond à ce que nous appelons par la suite un agiol 
de séparation fictif (L* = 0), la seconde correspond à un vrai point de séparation (L' > 0, L" > 0X 
De même, on introduit le coefficient de partage global 

9 =-£- m 

\ * k V k fc V fck 

Les relations 9 ~ . r— =-rr et i - 9 = —̂  montrent que 0 < 9 <l pour un vrai 
L Ï L " Z L- 2 Lk 

(P.S)j et que 6 = 0 pour un (P. S) , fictif. Dans tous les cas on a donc : 

0 < 8 < 1 
Des relations (1) et (2) on déduit : 

9 « £ BkNk (4) 
k« l 

ce qui est encore équivalent aux deux groupes de relations : 

N1" = o*Nk (5) 

et 

9 k - ak 9 avec a" > 0 (6) 
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où les <xk sont les gains élémentaires de séparation. Dès lors, les conditions de séparation incom
plète deviennent : 

0 < a* 9 < 1 (k»l, . . . . s) 

avec 

£ ofcN" = 1. (7) 

Par ailleurs on a aussi les relations suivantes : 

L" = (1-9)L, L " k - ( l-9k) L k ; 

les bilans élémentaires 

Nk = e N ' S (l-9)N"k (8) 

qui impliquent que Nk est toujours compris entre N'k et N" k ; et : 

{l-9)N"k = ( l -ak9)Nk = (l-9k) Nk. (9) 

Remarques : 

1/ Etant donné un mélange d'un nombre quelconque d'éléments, on a les éventualités suivantes, 

où L. se rapporte aux mêmes éléments. 

(o < £ N < l ) « = » ( o < Î N ' < l)< >(o < £ N" < l ) 

( I N - o) <==> ( £ H1 = o ) « = » ( I N" = o ) 

( I N - i ) < = * ( I N - - t ) <^=> ( Z r . i ) 

En particulier dans le cas d'un "mélange pur" : 

N = N' = N" = 0 ou N = N' = H" = 1 avec a = l 

2/ Pour ak = 1. il n'y a aucune séparation de l'élément ek : 

Nk - N'k » N"k. 

3 / Lorsque tous les coefficients de partage élémentaires 9k sont égaux, la relation (4) donne 
9" = 0 et la relation (3) N'k = Nk. Il n'y a donc pas de séparation. 

4/ Lorsque 9 = 0 . o n a L ' = 0 . il n'y a pas de flux séparé et les bilans élémentaires se ré
duisent a Nk = N"*. C'est le (P.S) , fictif. Par raison de symétrie on pourrait considérer des 
(P. S) à 9 - 1 correspondant a L" = 0 et pour lesquels les bilans élémentaires se réduisent a 
Nk = N,k et impliquent aussi a* = 1 et akG = 1. Ces derniers (P. S), sont fictifs mais ne seront 
pas considérés par la suite puisqu'ils ne satisfont pas aux conditions de séparation incomplète. 

En général les fonctions 9k , a*, ou N'k et N"k sont assez compliquées, elles dépendent du 
point de séparation lui-même, des conditions physiques dans lesquelles il se trouve, des éléments 
à séparer et de leurs concentrations N1 N* en admettant des dérivées partielles premières 
continues par rapport à cel les- cL 

s 

Compte tenu du bilan ** Nk = 1. on pourra toujours exprimer ces fonctions à l'aide des s - l 

premières concentrations N1 N*~*. Au chapitre 2 nous verrons que les n(s- l) concentrations 
N? (1=1 .n . k = 1 s - l ) d'une usine de n étages sont reliées par s - l systèmes différentiels 
d'ordre n relatifs aux s - l premiers éléments du mélange, et par un système de n équations qui 
relient les flux globaux aux dérivées des capacités par rapport au temps. Pour établir les propriétés 
manifestes de ces systèmes, a savoir que les composantes l^ti s l n ; k=l, . . . . s - l ) de la 

t - i 

solution demeurent comprises entre 0 et 1 et qu'elles satisfont aux relations £ Nk (t) ' 1 pour 
k>X 
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t > 0 lorsqu'il en est de même à l'instant initial t = 0, on prolongera l e s définitions physiques des 
fonctions N ' / (H/ N*"1» et N , " (N, N*"1) en dehors du pavé [0, l ] ' * 1 par des relations 

mathématiques te l les qu'en définitive, quel que soit l 'ensemble ê C (1 s -1 ) , Y N'* et Y N'* 
k«8 fît * 

soient du signe de Y N.k au sens strict et que 1- Y r"'.k et l - £ N"11 soient du signe de 1 - V N * 
kit ' M* * k<> k«8 

au sens strict. 

Par ailleurs d'autres considérations physiques conduisent à de nouvelles inégalités sur les lois 
de séparation qui de ce fait entraînent pour les mélanges binaires une propriété remarquable des 
solutions du système des concentrations comme nous le verrons. En principe, on admet que N'1" et 
N"k sont des fonctions croissantes d'un accroissement 3 vk du nombre de molécules de l'élément 
ek ajoutées au mélange, et presque toujours des fonctions décroissantes d'accroissements 3v! des 
nombres de molécules des éléments e* f e* ajoutées au mélange. (Voir la note du chapitre I). De 

N* =- on a 
3N* Iv'-

:k=L. 1 - N * 

k - i 
3v< ( i y / £v* 

k« l 

et de 

N » - v i 

on a 
3 N ' 

3v' 

vi 

t - i 

- N » 

(ïv-)2 Svk 

Ainsi, dans un rapport élémentaire 3v* de l'élément e*. on a 

3v« 3v* 3N4 = - 2 ^ _ ( 1 . N i , e t 3 N i a _ T f J L N J 

Yv* £ v k 
(j*i> 

Ces relations se mettent sous la forme matricielle 

| 3 N | = 

et l'on en déduit sous une forme très générale : 

3N' 1 3 N ' l . . . 3N»1 

3N1 

3N* 

3N* 

1 

2v* 
k-i 

l -N 1 

-N* 

-N* 

-N1 . 
l -N* . 

-N* 

- N 1 

-N* 

l-N* 

| 3 N | =-

k-1 

3N 1 3N2 . . . 3N» 

3*?* 3N" 3N" 
3N 1 3N* 3N» 

l - N 1 - N 1 

-N* l -N 2 

-N» -N* 

3v* 
3v' 

|3 r f * l 

- N 1 

- N 2 

l - N 1 

l|3v|| 

soit 

et de même : 

| 3 N ' | = | T ' | -

|M?IT" I T ' T 

k » l 

iiâvr 

k « l 
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où le» matrices carrées d'ordre s, Il T'II* et llT"H\ ont presque toujours leurs éléments négatifs 
sauf ceux de la diagonale principale qui sont positifs en vertu du principe précédemment admis,, et 

la somme des éléments de chaque colonne nulle comme il en est des matrices ~T7T\l e t "a"juT Il * 

Par suite, lorsqu'on élimine N \ N", N"' à l'aide des bilans : 

t Nk » i N'k = £ N"k* 1 
k'1 k » l k » l 

les relations précédentes se transforment en : 

ifôïTi-i-»T'i-» jEiE! et ulrrir1 - IIT-II-1 "p1"1 

k . l k * l 

où les matrices carrées d'ordre s -1 , Il T'H"1 et II T"!!*"1, ont presque toujours leurs éléments négatifs 
sauf ceux de la diagonale principale qui sont positifs, et la somme des éléments de chaque colonne 
positive lorsque N* n'est pas nul ; ces conditions étant équivalentes aux précédentes. Dans le cas 
d'un mélange binaire on pose : 

N * N1 et 1-N = N* 

alors on est conduit aux deux inégalités où a = a1 : 

| f > 0 ou a + N i £ > 0 

| f > o ou i-e (,+» ££)» o-

II - POINTS DE MELANGE 

Le mélange constitue l'opération inverse de la séparation. Précisément, étant donné des flux 

» k k 

positifs ou nuls F F avec J) F, > 0 de concentrations N^ Na par rapport à un élément 
« • * 

e \ on leur associe, suivant un principe de conservation, un flux F = £ F dit flux global des flux 

» " 
Ft et de concentrations moyennes N * = J N F̂j / £ F4 , que ces flux soient mélangés ou non ; dans 

*»i i « i 

l'affirmative, le lieu de la rencontre simultanée de ces flux constitue le point de mélange. 

THEOREME 

La concentration moyenne Nk d'un flux global_est située sur l'intervalle (Nk, Nk] délimité par 
l'enveloppe inférieure Nk et l'enveloppe supérieure Nk des concentrations Nk des flux Fi qui le com
posent ; elle est donc située sur [0, t], La somme de ses concentrations est égale à l'unité. 

Démonstration. 

N* étant la valeur minima atteinte par les Nk (i=l, . . . . n) et Nk la valeur n.axima atteinte 
par les N^ (i=l n), on a : 

„ S F j N * £ Ft Nk I f i N * 
j4* = — c = N < * N 

£ F 4 2> t S F« 
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En particulier lorsque Nk et Nk ont un sens physique ; on a : 

0 « Mk < Nk < ftk « 1. 

Enfin, J N k = 1 implique £ NÉ - 1 C. q. f. d. 
k - l k«l 

HI - CAPACITES 

1/ Description et propriétés : 

Chaque capacité considérée est formée d'une enceinte remplie d'un mélange supposé à concen
trations homogènes N, La quantité C > 0 de moles du mélange qu'elle contient représente sa capa
cité. De plus, l'enceinte peut être munie de plusieurs orifices donnant accès à un flux global ji'entrée 
K > 0 de concentrations moyennes x et à un flux global de sortie L > 0 de concentration N égales 
à celles de la capacité. Sous l'action de ces flux, les valeurs de la capacité et des concentrations 
varient au cours du temps selon les relations : 

f- - K - L L \»' (1) 

C.N k 

dN'-C ^p- * Kxk - LNk K f xk (2f 

qui expriment respectivement les variations molaires totale et élémentaire de C par unité de temps. 
De (1) et (2)k on déduit la relation : 

C — - = K(xk - Nk) (3)k 

qui permet d'établir le théorème suivant : 

THEOREME 

La concentration Nk(t) d'une capacité C(t) i 0 reste au cours du temps sur l'intervalle [x*, xk] 
délimité par les bornes inférieure xk et supérieure xk de la concentration xk(t) de son flux global 
d'entrée K(t) > 0 à partir de l'instant t„ où elle se trouve sur cet intervalle ; elle est donc située 
sur [0, 1]. La somme de ses concentrations est égale à l'unité au cours du temps. 

Démonstration. 

En effet, les trois cas possibles se présentent : 

a) Lorsque C(t) = 0, la relation (1) donne K(t) = L(t) et la relation (3) donne N(t) = x(t ) 
pour K > 0. 

b) Lorsque C(t) > 0, l'équation (3) se met sous la forme : 

^ + u(t)N = u(t)x(t) avec u(t) - ^ >, 0 

Sa solution est 

ds N(t) = N(to)e '«o + e •"» . fU(s)x(s) e •• 
\ 

Or. en supposant que x{t) % x, on a l'inégalité : 

" (0 < N(to)e •*» + Se"" -^ u(s)e*9 .ds = N(to)e
A" + xe*° I e*° - 1 I 

t 

[x - Ntt )] e"'» 
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On montrerait de même que 

x % x(t) = » x + [N(t0) - x] e *° ( N(t) . 

Ainsi, la double inégalité pour x % x(t) % x. 

x + tN(t.) - x] e *• *"" * N(t) < x - [x - N(t„>] e"J,.c"' 

montre bien que N(t) reste compris entre les bornes de x(t). 

c) Lorsque C(t) est continu et qu'il existe un plus petit instant t> t s te l que J u(u)dtx * + • , 
on a C(t) - 0 et N(t) admet une vraie valeur '• 

ri -J "«"»*» lim /•* "> u,*Ma 

N(t) - f u(s)x(s) e • ds - f ™- / u(s)x(s) e • 
'• *• 

que l'on détermine en remarquant que la fonction à intégrer : 

Ji 
u(s)x(s) e J« 

est constamment nulle sauf dans un intervalle t - n < s < t s i petit soit-il. En supposant x(t) con
tinu pour t=t , cette limite est égale à : 

x(t) tTt v<8> e ' ds = x < t J
 t" t [ l -e J • «w -

En particulier, lorsque xk et x1, ont un sens physique, on a pour les trois cas considérés : 

0 a x*% N"* i « < 1 

conformément à l'énoncé du théorème. 

Enfin, en additionnant membre à membre toutes les équations (3)k. on a, puisque** x* = 1, 
l'équation différentielle : 

C | ( Ï N ' ) = K ( . - Ï N " ) 

qui se déduit de (3)k en posant xtt) * 1. Etant donné que X N*(0) = 1, le raisonnement précédent 

montre que E N" (t) • l. C. q. f. d. 

Remarque -

Bien que la démonstration précédente s'applique dans tous les cas, il y en a deux qui nous 
permettront de classer les capacités d'une usine de séparation. Ces cas correspondent à : 

1/ K(t) = 0 dans un intervalle [t., t , ] . L'équation (3) donne immédiatement N(t) = N(tJ ; et 
d'après l'équatior. (1) : 

dC y* 
- ^ = - L(t) ^ 0 soit C(t) = C(t.) - J L(s) ds 

c'est-à-dire que la capacité est une fonction décroissante au sens large ou qu'elle se vide. 

2/ L(t) = 0 dans un intervalle ft„. tj L'équation (1) entrante C(t) = C(tJ + / K(s)ds. ce qui 
*• 

signifie que la capacité est une fonction croissante au sens large ou qu'elle se remplit. De même 
l'équation (2) implique : 

N(t)C(t) - Nft.lCtt,) • / K(s)x(s) ds 

U 



On en déduit l'expression de la concentration au cours du temps : 

N(t.)C(t0) + / K(s)x(s)ds 
N(t) ± 

C(t.) + f* K(s)ds 
«/ta 

et qui correspond à une concentration moyenne ou de mélange. 

2/ Classification des capacités d'une usine -

Parmi les capacités qui sont rattachées à une usine de séparation on peut distinguer celles 
qui sont dépourvues de flux global d'entrée et celles qui sont dépourvues de flux global de sortie 
sur tout un intervalle de temp». Ce sont les capacités que nous venons de considérer précédemment. 
Nous les aopellerons capacité» unipolaires. On peut dire qu'elles appartiennent au milieu extérieur 
Cu sur l'intervalle de temps considéré : * 

Les premières alimentent l'usine et appartiennent à l'ensemble E des points d'entrée de l'usine ; 

Les secondes déchargent l'usine et appartiennent à l'ensemble S des points de sortie de l'usine. 

Enfin, les autres capacités qui sont donc pourvues d'un flux global d'entrée K > 0 et d'un flux 
global de sortie L >0 seront dites capacités bipolaires et appartenant à U ou à C U comme nous le 
verrons par la suite. 
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NOTE DU CHAPITRE 1 

LOIS DE SEPARATION D'UN MELANGE GAZEUX DE n ELEMENTS PAR DIFFUSION HOMOGENE 
PHENOMENE D'ENTRAINEMENT. 

La diffusion d'un mélange gazeux à travers une membrane poreuse conduit & une séparation 
incomplète de ses éléments. La loi des débits de Knudsen donne pour un mélange quelconque de n 
éléments n lois de séparation non indépendantes mais encore assez simples en diffusion homogène, 
lorsque l'on suppose les concentrations homogènes dans le compartiment haute pression (H. P. ) ; 
alors celles du compartiment basse pression (B. p. ) le sont aussi. Dans ces conditions on vérifie 
que ces lois satisfont aux propriétés physiques du chapitre 1 où les rares cas d'exception corres
pondent au phénomène d1 entraînement. 

1/ Lois de séparation en diffusion homogène. 

Soient x^ . . . , xn les concentrations molaires du compartiment à haute pression P ; ;1 # ..., yn 
celles du compartiment à basse pression p ; r = p/P le rapport des pressions et T la te mpérature 
absolue du mélange. 

La membrane du diffuseur, de surface S, est le siège de 2n flux élémentaires exprimés par 
la loi de Knudsen dans laquelle n est une constante ne dépendent que des caractéristiques de la 
membrane : 

Les uns proviennent du compartiment (H. P. ) 

SP xf 
Fi = * VT VMt 

et sont opposés aux autres provenant du compartiment (B. p. ) 

-ËE II. 

Ainsi, les concentrations yt du compartiment (B. p. ) résultent du mélange des n flux apparents 
F{ - ti traversant la membrane de la haute pression vers la basse pression. On a donc les rela
tions 

F i - f i 

que la loi de Knudsen transforme en 

= L (F. - f. (F - f ) (1-1, . . . . n) 

V"T f Xj - ryt 1 - r 
uPS JÏÎ<PJ " V = v"M\y. 

I VH, y, 

d'où l'on a les n lois de séparation non indépendantes 

VU. y. 
<i = *y t

 + (l-r) -

2 m. y. 
j . i i " 
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qui expriment les concentrations du compartiment (H. P. ) â partir des concentrations du compar
timent (B. p. ). 

2 / Propriétés physiques des lois précédentes. 

Nous vérifions que yk est une fonction croissante d'un accroissement 6vk du nombre de molé
cules de l'élément ek ajoutées au mélange du compartiment (H. P.). Par suite la relationI 6y=0 
montre qu'il existe des concentrations y. avec jfk qui sont des fonctions décroissantes de 6 vk, 
mais pour autant tous les y, (i^k) ne sont pas nécessairement des fonctions décroissantes de àvk 

pour un mélange de trois éléments au moins. Précisément selon l'état du diffuseur défini par le 
rapport des pressions r, les distributions des concentrations dans l'un des deux compartiments et 
des masses moléculaires du mélange, ou pose les définitions suivantes relatives au phénomène d'en
traînement : 

1/ L'élément ek ne produit aucun entraînement dans un état lorsque tous les y, (ifk) sont des 
fonctions décroissantes de 6 v \ 

2/ L'élément ek entraîne l'élément e' dans un état lorsque y est une fonction croissante de 
ô v \ ' 

Donnons donc aux concentrations x. du compartiment (H. P. ) des accroissements : 

( l -x 1)6v 1 , - x26 Vj, . . . . - xi)6v1 avec 6vt > 0 

représentant un apport de molécules de l'élément e 1 et différentions les lois de séparation. D'où les 
équations : 

[ V M , 1 __ EVliÏ5y ( (1 - x ) 8v . 

r +<l-r) — — L 6y l 4 - (1-r) VM i 7 i ——±- - \ / * 
dont la somme donne r ï 5 y - 0 ou £6y = 0. 
Tenant compte des lois de séparation, ces équations sont équivalentes à : 

VM, y* E Vltf ôy y, 
6 y u . ( 1 . r ) _ l J l ( T W _ r r + ^ ( 1 . X i ) 6v t 

V5̂  y? £ VM" 6y 
6yu = (1-D X i ( î ^ y ) , - y i ôv 1 pour i/1 

dont la somme conduit à 

™**¥ .-y&V <•-£*.) 

pour i=l 

pour i^l (1) 

(2) 

(3) 

Ainsi les relations (2) donnent les accroissements 6y . connaissant la valeur de £ VKf 6 y résultant 
de (3). u 

n apparaît immédiatement que 6 y u
 > 0 : 

Soit que y < x et (3)=4 Z V U 6 y > 0 d'où 6 y u > 0 ; 

Soit que yt > xx et (3)=^ E V~M ô y < 0, par suite &yi4 < 0 pour i^l et par complémentarité 
6y u > 0. C. q. f. d. 

D'autre part des lois de séparation on a 

y j * V M y * e t , _ĵ = 

x» (l.r)V~Mi r i V M y xt r £ VM" y 
1 + TTr-7w7 ï ^ 
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d'où l'expression de ôy,, 
Ï\TM y 

._ y< Ï VM y 
(1-r) Z VOT^1 

x 

ZV1Ï! 

I, , r E VSTy W . . r £ VMy t " - , , r £ VM y 
l 1 V r ) h t f ) I1 +(l-r) m j ) 1 *(l-r) vTB 

«v» 

où le plus grand crochet de Sy u s'obtient en identifiant Mj à la masse moléculaire la plua lourde 
et Mj a la suivante M2 prise dans l'ordre décroissant. 

Condition suffisante de non entraînement. 

En posant C = - E VMT y, le plus grand crochet précédent devient : 

j ZVM ZVM_y 
i * - -^MT y, y 1 ' M l "1 ' J 

c 
1% 7M"X

 l + VMX
 1 + W, * + W„ 

et, en raison des inégalités VM^ < E VM y < VMJ( est inférieur à 
/M 

i ^ V M I I 
c , + _ Ç _ ". +_ç_ 

l+-mr **> ™-
quantité qui est négative lorsque la condition suffisante de non entraînement 

VMt M, VVK1 VM, VM/ ' M ! 

est remplie. 

Exemple. 

Pour un mélange UF*. C1F3, N* où respectivement : 

Mj = 352 ; M, = 92. 5 ; Mj= 29 

VHj - 18.79 ; VM, * 9.62 ; VM,« 5,29 

on a : 

- i — + — i- = 0, 1066 + 0,1040 - 0. 1890 « 0.0216 > 0 
VMt VM2 VMj 

et il n'y a pas d'entraînement : tous les ôy4. (ifj) sont négatifs. 

Pour un mélange d'éléments quelconques la condition précédente est toujours vérifiée pour C 
positif suffisamment petit et pour C suffisamment grand. 

Existence du phénomène d'entraînement pour le mélange. UF, N . He 

Ici Mx « 352. Mf » 28. M3 * 4 avec VUX * 18,76 ; VM, = 9.62 ; VMj * 2. 

On a donc 2 < I VM y < 18.76. Pour r • 0,5. le plus grand crochet devient : 

2 VMy 

-Y 

V VM, ; V VM; ) VM; 

expression qui est inférieure à : 
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1 E 

1 
VIT, j 

VKT. VTBTa ^ 

cette dernière quantité étant négative lorsque 

_ î ! L - - ( * • 1 ) S V M y < 0 

VÎT; vu; VW7 ^VM^S; m%rt' 

On doit donc trouver un exemple où 0, 2144 - 0,0322 E VKT y > 0 ce qui a lieu en choisissant 
I VM" y » 4. Ainsi, en prenant : 

yx » 0.074 ; yf = 0,1 ; y, * 0, 826 

on a 

1 * " 18,76 0,074 0,1 0,826 

l+-àr l+ww 1+iàs- 1+TB2-
 1+i" 

= 0,548 - 0,061 - 0,071 - 0,275 - 0,051 > 0 C.q.f.d. 

Remarque : 

Il est clair que ces propos s'appliquent au cas où l'on effectue les manipulations considérées 
sur le mélange d'entrée : il suffit de changer dans les relations précédentes r en 9 + (1-9 )r ou 
9 est le coefficient de partage du diffuseur. 
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CHAPITRE II 

STRUCTURE DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS RELATIFS AUX USINES 

Une fois définies les boites unipolaires et les bottes bipolaires provenant de la réunion d'une 
capacité et d'un point de séparation en aval de celle-ci - les premières étant rejetées dans le milieu 
extérieur C U, les deuxièmes définissant U le coeur de l'usine - on forme le graphe G(X,r )de l'usine 
en réduisant chacune des bottes à un point. Ce graphe étant anoté permet dans chaque cas d'avoir 
une représentation suffisante de l'usine à étudier ; entre autre, il met en évidence sa connexité ou 
sa non connexité, son irréductibilité ou sa réductibilité. enfin il permet de distinguer les usines en 
production des usines en reflux total. 

La mise en équations de ces usines résulte de la généralisation des coefficients de partage 
des flux. Tout d'abord les flux se déduisent des flux principaux L { qui sont rattachés aux coef
ficients de partage et aux variations des capacités par un système d'équations structurées permettant 
de les déterminer au cours du temps selon les théorèmes du chapitre 3. Ils sont positifs., tandis 
que G(X. r) peut varier au cours du temps. A leur tour, les concentrations de chaque élément du 
mélange sont liées par un système différentiel structuré dont les solutions seront étudiées dans les 
chapitre 3 et 4, essentiellement pour un mélange binaire. 

I - GRAPHE D'UNE USINE -

Lorsqu'on schématise une usine par des points de séparation, des points de mélange, des ca
pacités et des arcs munis de flèches pour représenter les canalisations et le sens de l'écoulement. 
on réalise un graphe. Pour qu'un graphe participe à la résolution d'une question posée au sujet de 
cette usine, il faut qu'il soit bien représenté, c'est-à-dire de la manière la plus simple et d'une 
façon systématique. U ne doit comporter que les signes ou symboles s e rapportant à la dite question. 
Ainsi conçoit-on l'existence de plusieurs graphes pour l'étude d'une même usine. 

Ici l'utilité de ces graphes est d'éclaircir certaines questions d'ordre général : d'abord de dé
finir le champ des usines, de distinguer dans ce champ différents mor*ages, de les dénombrer (Voir 
Note 1) et d'étendre le cas échéant des propriétés observables sur des usines simples (faciles à 
étudier) au champ des usines ou a un sous ensemble. 

1/ Graphes d'usines de points de séparation a trois ouvertures. 

D'après ce qui précède, on peut dire que sur un certain intervalle de temps ft„ t J le coeur 
d'usine U est formé de points de séparation et de capacités bipolaires l iés les uns aux autres par 
des connexions, avec des entrées et des sorties dans le milieu extérieur C U. En général dans cet 
assemblage chaque point de séparation est alimenté par une capacité, dans le cas contraire on pourrait 
en placer une de valeur nulle ou du moins égale à la capacité résiduelle de connexion ; de même 
chaque capacité bipolaire alimente un point de séparation, dans le cas contraire on pourrait placer 
un point de séparation fictif avec un coefficient de partage 9 nul. De cette façon, une usine devient 
un assemblage de boites schématisées sur la figure ci contre, où chacune d'elles est composée essen
tiellement d'une capacité bipolaire, alimentée par le flux global K > 0 des flux d'entrée de la boite , 
et d'un point de séparation, alimenté par le flux de sortie L > 0 de la capacité. On voit que le flux 
global de sortie d'une botte est égal au flux L d'entrée de son point de séparation suivant le principe 
de la conservation des flux. 

Précisons encore la nature des flux d'entrée et de sortie d'une botte : 

1/ Les flux d'entrée qui composent le flux global K peuvent provenir directement du milieu 
extérieur C U ou des flux de sortie des bottes de U. Les premiers seront dits flux d'alimentation 
extérieure : les seconds, flux d'alimentation intérieure. 
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2 / Les flux qui composent le flux global de sortie L peuvent être envoyés dans C u ou bien être 
utilisés comme flux d'alimentation intérieure. Dans la première alternative ces flux sont des flux de 
soutirage extérieur ; dans l'autre, des soutirages intérieurs. 

De plus, étant donné que le point de séparation de la boite scinde son flux d'entrée L en un 
flux(') L' et un flux(") L", il y a lieu de distinguer quatre sortes de soutirages : 

a) Le soutirage extérieur (') et les soutirages intérieurs (') de même concentration N' ; 

b) Le soutirage extérieur (") et les soutirages intérieurs (") de même concentration N" ; 

Remarque : 

Dans un mélange binaire où H* > N > N", les signes (') et (") signifient respectivement riche 
et pauvre. 

Enfin, de même que nous avons fait une classification des capacités en capacités unipolaires 
et bipolaires, i l convient de distinguer des boites unipolairea et des boites bipolaires. On aura aussi 
deux types de bottes unipolaires et que l'on considérera comme appartenant au milieu extérieur G 
U : 

1/ Les bottes pour lesquelles le flux global d'entrée K est composé uniquement par des flux 
de soutirage de la botte à laquelle appartient K, feront partie de l'ensemble E des points d'entrée 
de l'usine ; 

2 / Les bottes pour lesquelles tous les flux de sortie (et dont la somme est L) rentrent dans 
la composition du flux global d'entrée K (ou sont renvoyés à l'entrée de la boite) appartiendront à 
l'ensemble S des points de sortie de l'usine. 

Les autres boîtes seront dites bipolaires et appartiendront a U (le coeur de l'usine). 

Avec les définitions précédentes, le coeur d'usine devient sur un certain intervalle de temps 
un assemblage de n bottes bipolaires l iées les unes aux autres en connectant les flux de soutirage 
intérieur au flux d'alimentation intérieure et en reliant certaines d'entre-elles avec l'extérieur par 
des alimentations extérieures ou des soutirages extérieurs. 

De cette représentation de l'usine on déduit on graphe qui intervient souvent dans les problèmes , 
en réduisant chaque boîte bipolaire à un point et en portant sur les arcs orientés, qui schématisent 
les connexions, l'un des cinq symboles + , ' , " , x , * , se rapportant à leur classification et aux ac
ceptions respectives : 

+ pour alimentation extérieure de C U vers U ; 
' pour soutirage intérieur (') appartenant à U 
" pour soutirage intérieur (") appartenant à U 
•*- pour soutirage extérieur (') de U vers G U ; 
•"•pour soutirage extérieur (") de U vers (Ju. 

Ce graphe est simple en soi et donne à certains points de vue une représentation suffisante de 
l'usine sans faire intervenir explicitement les points de mélange. 
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2/ Propriétés du graphe précédent -

En se référant aux définitions données dans la "Théorie des graphes et ses applications" (cha
pitre 1) de Berge (1), ce graphe G-(X,I ) e»t défini par l'ensemble X des points représentatifs des 
bottes bipolaires, des points d'entrée et des points de sortie de U vers le milieu extérieur C U et par 
l'application r de X dans X définie par l'ensemble des arcs orientés et particularisés par l'un des 
cinq symboles + . ' , " , x , •"•. , 

Posons précisément : 

X = E + P + S avec S = S' + S" 

où : 

E représente l'ensemble des points d'entrées du milieu extérieur vers le coeur (ou de Cu 
vers U) ; 

P représente l'ensemble des n bottes bipolaires du coeur U ; 

S1 représente l'ensemble des points de sorties (') du coeur vers le milieu extérieur (ou de 
U vers UU) ; 

S1* représente l'ensemble des points de sorties (") du cœur vers le milieu extérieur (ou de 
U vers CU). 

On a les trois relations • 

r E c p r" ' (SjCP et r (P) = p + s 

Par la suite, on dira que le coeur de l'usine (ou que l'usine) est "en production" lorsque 
S 4 0 et qu'il est "en reflux-total" lorsque S = #. 

3/ Réductibillté et irréductibilité -

On dit que sur un intervalle de temps donné une usine ou bien G-(X,D est réductible lorsqu'on 
peut trouver dans G un sous-graphe dont les arcs incidents vers l'intérieur à ce sous-graphe ne 
proviennent que de l'ensemble E. Dans le cas contraire, l'usine ou G est irréductible. 

Il est clair qu'une usine non connexe est réductible et qu'elle correspond plutôt à un ensemble 
d'usines indépendantes que l'on peut étudier séparément. Dans la suite on se limitera par conséquent 
aux usines connexes ; c'est-à-dire que pour tout couple de sommets il existe une chaîne allant de 
l'un à l'autre, ou que G n'a qu'une seule composante, ou enfin que l'usine ne peut être partagée 
en usines partielles sans rupture de flux ou d'arcs. 

Enfin, une usine connexe et réductible peut être étudiée de proche en proche par les méthodes 
appliquées aux usines connexes irréductibles en commençant par la résolution des systèmes associés 
aux plus petits sous-graphes irréductibles de G-(X,D et indépendants du reste de l'usine, puis en 
plongeant ceux-ci dans le milieu extérieur ; l'étude se poursuit ainsi jusqu'à l'immersion complète 
de l'usine dans le milieu extérieur. 

4 / Exemples. 

La figure 1 représente une petite usine de séparation de six étages. Oa gauche à droite on a : 

a) Le schéma réel de l'installation comprenant six réservoirs où s'effectue la séparation, 
et les connexions qui mettent en évidence au moins six points de mélange éventuels ; 

b) Le graphe de cette usine où ne subsistent que six points de séparation, l'entrée E , 
les deux sorties S1- et S11 et les différents arcs orientés ; 

c) Une image de l'usine réduite à son coeur U, figuré par un rectangle, et au milieu 
extérieur C U, composé par l'entrée E et les deux sorties S* et Su. 

La figure 2 correspond à des assemblages de coeurs d'usines interconnectés et rattachés avec 
le milieu extérieur. U peut en résulter des usines irréductibles (figure de gauche) ou réductibles 
(figure de droite) et même non connexes. 
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5/ Coefficients de partage d'une usine -

Pour dénommer les flux d'une usine on systématise l'emploi des coefficients de partage. En dé
signant par i et j deux sommets appartenant, à l'instant t, à l'ensemble P. on pose que le flux (') 
et le flux (") allant du sommet i au sommet j sont respectivement L*^; et L,%ï . que le flux (')et 
le flux (") allant du sommet i vers le milieu extérieur sont 1*9/ et L4 dp. Tant que i et j appar
tiennent à P au cours du temps, les coefficients fif, , 9"j , 8f . 9^ ont un sens et sont positifs ou 
nuls. Us seront dits coefficients de partage partiels du graphe ou de l'usine. Il est entendu que les 
coefficients de partage partiels qui sont nuls correspondent à des arcs qui n'existent pas surG^X, T). 
Pour simplifier l'écriture on posera encore : 

e*, - <V, + eî'i e; * a* + ef 
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Selon le chapitre 1, en désignant par 9t le coefficient de partage du point de séparation de la 
botte i, et par n le nombre de points distincts de l'ensemble P, on a les relations : 

et - i e; + 9} et i - e4 - £ e;; + e* 

qui expriment le principe de la conservation des flux. 

Ainsi, 9i peut être considéré comme le coefficient de partage global de la botte bipolaire i. Il 
sera donc encore intéressant d'exprimer les coefficients de partage partiels en fonction du coeffi
cient de partage global 9t à l'aide de nouveaux coefficients positifs ou nuls \i'if, H",, M%, Hôtels 
que : 

A 

9/, = 9, uj, et 9/ = G, u/. d'où ^ + £ u'4j = 1 

9" = (1 - 94) M" et 9 * = (1 - 9, ) u* d'où Mf + £ H,", - 1 

ces relations intervenant plus tard pour former les systèmes différentiels des concentrations. 

n - DETERMINATION DES FLUX D'UNE USINE 

On se propose de déterminer les flux d'une usine en fonction de ses flux d'alimentation exté
rieure, de ses coefficients de partage partiels et des variations de ses capacités au cours du temps. 

1/ Flux principaux d'une usine. 

On observe que si en tout sommet i de l'ensemble P des bottes bipolaires de U on désigne 
par L. son flux global de soutirage, les flux de soutirage de ce sommet sont désignés par le produit 
de L { et de ses coefficients de partage partiels respectifs. Ainsi, on pressent l'importance de ces 
flux L { que nous appellerons désormais flux principaux. 

THEOREME 

Les flux d'une usine sont tous désignés et d'une seule façon par F4* (i € P) pour ses flux 
d'alimenUtion. et par les produits des flux principaux L4 et des coefficients de partage partiels pour 
ses flux de soutirage intérieur et extérieur. 

Démonstration. 

En effet, les arcs du graphe (X.T) sont des flux de soutirage ou des alimentations extérieures 
supposées données. N 
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2/ Système structuré aux flux principaux. 

La détermination des flux d'une usine comprenant n bottes bipolaires consiste donc a trouver 
les n inconnues L( connaissant les flux d'alimentation extérieure Fi, les différents coefficients de par
tage de l'usine et les variations des capacités bipolaires au cours du temps. 

Les relations existant entre les flux L {proviennent d'une part de la loi de composition des flux 
d'alimentation globale des points i de l'ensemble P, soit : 

Kt - S 9 , L, + Pt* (1) 
j . i 

et d'autre part de l'expression de la variation molaire totale des capacités C{ par unité de temps , 
soit : 

^ s K i - L < ; (2) 

où il est entendu que cette variation molaire est assujettie à la condition : 

•t d Ci 
C4(t) - ^ ( o J + j P - ^ i d f * 0. 

Entre les équations (1) et (2) on forme le système structuré aux flux principaux : 

(1 - e„) L, - ^ 2 0Jt L, = F/ - -j-^i (i=i n : ou i6P) 

à partir duquel on pourra en général les déterminer et, par suite, tous les flux de l'usine à l'aide 
des données précédentes. 

En additionnant toutes les équations de ce système, on a le bilan total : 

S e; L4 - I r - 1 iS i > o 

l«p * * i*r * i o d t 

le premier membre résultant des relations manifeste entre les coefficients de partage. 

i • i i » v (iep) 
j - i • 

Ce bilan exprime que la somme des flux des alimentations extérieures de U est égale à la somme des 
flux de ses soutirages extérieurs augmentée de sa variation molaire totale par unité de temps. Il 
exprime aussi que dans le système les sommes des coefficients d'un même flux sont positives ou 
nulles. 

3/ Résolution du système aux flux principaux. 

1/ On établit généralement que le système aux n flux L< admet une solution L de composantes 
L4 dans les deux possibilités suivantes : 

a) Cas d'une ualn» «n production £ fl- > 0 
ier i ier 

Lorsque l'usine est irréductible, la matrice des coefficients du système est irréductible (c'est-*, 
dire qu'on ne peut pas déterminer directement un sous ensemble de composantes d'une solution 
indépendamment des autres). Le théorème de Taussky au chapitre 3 montre que le déterminant de 
cette matrice est positif et par suite que le système admet une et une seule solution. Oe même 
lorsque l'usine est connexe et réductible, ce théorème d'existence et d'unicité s'étend de proche en 
proche à toute l'usine à partir du plus petit sous-graphe irréductible pour lequel la somme de ses 
flux de soutirage extérieur est nécessairement positive en raison de la connexité. 
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b) Cas d'une usine en reflux total 

£ e; * o. 
Ut 

Tous les coefficients 9, sont nuls et par suite les sommes des coefficients des colonnes du 
système (ou d'un même flux L4) sont nulles aussi. En admettant que la condition de compatibilité 

v v d CJ 
L F* - L -—- * 0 soit remplie et que la matrice des coefficients soit irréductible, on pourra se 
u? » i f f d t 
fixer l'une des composantes L< s 0 par exemple et déterminer la solution particulière du système 
à n-1 équations obtenu en supprimant l'équation de rang i pour lequel le déterminant des coefficients 
des L. (j f i) est positif d'après le théorème de Taussky. A cette solution particulière comprenant 
L{

 s 0, on pourra ajouter la solution générale du système homogène dont les composantes seront 
toutes du signe de L4. 

2/ On peut préciser davantage pour les usines irréductibles à capacités constantes au cours du 
temps, les flux d'alimentation F4(t) et les coefficients de partage pouvant encore varier. Dès lors 
les résultats suivants découlent immédiatement du chapitre 3 : 

a) Pour 2 8," >0, la solution est unique. Elle est manifestement nulle lorsque £ F4* • 0 

(Cas trivial dénué de sens physique) ; mais pour £ F4* >0 (strictement positif) et fini, les flux 

L< sont strictement positifs (> 0) et finis. 

b) Pour 21 87 = 0. on doit avoir F4* = 0 (i € P) d'après le bilan total. Les flux L t sont 

définis à un facteur constant près et sont strictement positifs (> 0) et finis. (La solution L * 0 
étant dénuée de sens physique). 

4/ Modification de G(X,D au cours du temps. 

On peut penser que les résultats précédents sont encore valables pour des petites variations des 
capacités au cours du temps. Cependant lorsque cel les-ci C4(t) > 0, les coefficients de partage 

94J (t). 94"(t) > 0 l iés par les relations 1 = £ 84 j + 9j et les alimentations F*{t) » 0 sont données ar
bitrairement Sous réserve des conditions précédentes, les composantes L { ( t , tj d'une solution du 
système formé à partir de l'ensemble P(t.) ne sont pas pourvues nécessairement d'un signe permanent 
au cours du temps. Néanmoins, par définition de l'ensemble P(ta), il existe toujours un intervalle 
arbitrairement petit ] t a , t. + e[ avec e > 0 sur lequel les flux L4(t) > 0 [ i € P(tJ]. Par suite, si 
pour t > ta l'une ou plusieurs des composantes L<(t , t.) de la solution du système d'équations re
latif à P(t.) sont négatives ou nulles, il faut réviser l'ensemble P(tJ à partir de l'instant tx le plus 
proche de t . où l'on voit au moins l'un des flux L ^ , t.) nul [i € P(tJ] pour définir s'il y a lieu 
un nouvel ensemble P(tx) tel que L.(t) > 0 pour t > t, et j G P(t,). Dans ce cas on rfura P(tJ/P(tJi 
sinon tx serait un instant isolé intérieur à un intervalle où les flux L4(t) seraient strictement posi
tifs excepté pour t=tr Après quoi, on prolongera, avec le système formé sur P(tj) , la solutioa à 
droite de tt jusqu'à un nouvel instant t, où il y aura lieu de définir P(tJ f P(tJ et ainsi de Suite. 
De cette façon les graphes successifs de l'usine seront définis sur des intervalles ] t . , tX , ) t 1 . t , t 

En fait, les variations de P(t) sont attribuables à de nombreuses causes. Par exemple, des 
points de séparation peuvent devenir des points de mélange et inversement La raison physique de 
cette transfomation correspondrait ft >in dérangement inopiné de l'usine ou ft une opération de mainte
nance. Mais la première éventualité serait évitée en disposant sur les flux des clapets de sécurité 
qui leur attribuent un sens permanent ; alors l es variations des capacités, les flux d'alimentation 
extérieure et les coefficients de partage perdraient encore une part d'arbitraire. La seconde éventualité 
ayant lieu en pleine clairvoyance correspondrait ft une modification dirigée de la structure de l'usine 
aux instants t x , t , , . . . lesquels formeraient un ensemble fini sur tout intervalle de temps fini. 

En définitive, on supposera les flux L4(t) strictement positifs et nuls au plus sur un ensemble 
(de mesure nulle) non dense, par exemple en définissant G(X. T) par intervalles de temps d'une durée 
supérieure ou égale ft un temps donné positif. 
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IU - SYSTEMES DIFFERENTIELS DES CONCENTRATIONS D'UNE USINE -

1/ Mise en équations. 

Les systèmes différentiels des concentrations d'une usine à capacités variables au cours du 
temps s'obtiennent en formant relativement à chaque élément du mélange et pour chaque capacité 
de l'ensemble P (défini p. 18) sa variation molaire élémentaire par unité de temps. Pour l'élément 
e* cette variation est : 

Compte tenu du bilan élémentaire du point 1 : 

N," - % Ni" + (1 - 9J N? " 

, k et en introduisant les coefficients ji de la p. 24, on a l'équation structurée (l) i (i€P) du système dif
férentiel des n concentrations de l'usine par rapport à l'élément ek : 

d f M^ 
* * + « ! - U'u) 9* NJk + (1 - |*Vi) (1 - W k ] U dt 

£ i ^ 9J N i" + "J* (1 " 9 J ) " T 1 LJ = F«* N**' 

où les N€'* , N"k (et à la rigueur les 9t ) doivent être regardés comme des fonctions données des 
s-1 concentrations N,1 Hf~\ Les équations de ce système prennent la forme équivalente. 

dC 1^ 
" ^ — + K» " VU) «* oj + (1 - jtf ) (1 - % <%)] L» N,k 

3/ Structure des équations. 

Outre les propriétés des fonctions Hf et Nj* que nous rappelons : 

(«x&rf* i)^=»(o<2tN-k< ^ ( • « J i 1 * * i) 

Q^N^l ) «==> (£,N"=l) *=> (g,M-fc- l) 

quel que soit I C ( 1 a-1). 

on vérifie que le coefficient de L( est positif pour N4 > 0. En c'iet. 1- M}{>0, l-^'i ° e t " O ^ l : 
cependant il serait nul pour l-u"4

 s 0 et 9i = 0 ou 1 - ^ = 0. mais le point i correspondrait à une 
boite unipolaire de sortie de l'usine et n'appartiendrait pas à l'ensemble P. Puis ce même coefficient 
est intérieur ou égal a : 

(1 - u'ti) % + (1 - vil ) (1 - 9, ) * 1 - ujt 9, - u£ (1 - 9,) = 1 - 9/, - 6,'J = i - 9„ 

Le coefficient de Lj est négatif ou nul. et, en valeur absolue inférieur à : 

I * 9 , +* i ' , ,i <» " V * 9ji +9i'« = 9 J i 

Bien entendu, les capacités Ct(t) et les seconds membres F4*(t) Nt(t) de ces équations différen
tielles sont positifs ou nuls. 
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D'autre part, en additionnant toutes les équations (1)J ou (2)J du système, on parvient au bilan 
élémentaire : 

I - ^ - i - • JE ie4 at vi * (i - Qi «i) Ml1] L« H" - J f v NT 

provenant des relations manifestes entre les coefficients de partage : 

1 - g, u-, - v\ et 1 - I p» - uf-

qui exprime que l'alimentation élémentaire de l'usine est égale à son soutirage élémentaire aug
menté de sa variation molaire élémentaire par unité de temps. De plus, il montre que toutes les 
sommes d» (N{

k) des fonctions se rapportant à un même indice i sont positives ou nulles puisque les 
flux sont positifs. 

Enfin, pour un mélange binaire, on vérifie immédiatement d'après les deux inégalités de la 
page 12 que sur le domaine 0 <N{ <1, (i G P), les dérivées partielles des fonctions suivantes : 

tu (Nt) » [(1 - uj4) 9, H« + (ï - Uj\) (1 - 9,) Nj'J L* 

f<i < N i > = c •*;* 9J N i + u i " d - 8j > » p L J 

d, (N4) - f„ (Hj) - 21^ fj4 (N<) = (uf 94 N« + |i* (1 - 9,) N p L, 

par rapport aux concentrations sont strictement positives pour lea premières, positives ou nulles 
pour les autres et, par conséquent, sont des fonctions croissantes aes concentrations lorsqu'elles 
ne sont pas identiquement nulles. De plus ces dérivées sont bornées supérieurement par les flux 
principaux tandis que les fonctions elles-mêmes sont bornées supérieurement par les flux principaux 
élémentaires. (Il suffit de poser u^ = uJi = 0 et \i't = u-JJ * 1 pour s'en rendre compte). 

3/ Système variatlonnel linéarisé d'une usine en mélange binaire. 

Soit N* (tj une solution du système différentiel (1) p. 27. On pose dans les équations : 

N, (t) = N* (t) + 6t(t) (i G P) 

et on ne garde que les termes linéaires, ce qui conduit pour une usine en mélange binaire au sys
tème variatlonnel linéarisé : 

-5-lc, (t) 6,] « [(i - uj,i et ( ^ ) • (i - p-) (i - et» (Wi) J LA 

dont la structure est manifeste. 

IV - DISTINCTION DES USINES EN PRODUCTION DES USINES EN REFLUX TOTAL. 

En vue des applications du chapitre 4, le théorème suivant permet de distinguer les usines en 
production des usines en reflux total : 
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THEOREME 

Les sommes fa 9- et fa d( (10 pour Nk > 0 sont simultanément nulles ou simultanément po

sitives presque partout au cours du temps. 

Démonstration. 

1/ Lorsque X <\ ( ( 0 « 0, on a quel que solt l € p 

lui 9< NJ" + Mf (i - e t) N; '"] L , = 0 

et puisque Nj>0 et Lj>0 presque partout au cours du temps, on a aussi Njk>0 et N|lk>0, ce qui im
plique nj 9, = 3f = 0 et-u," = 0. soit 9" = (1 - 94 ) |*f * 0 ; d'où 9," « fy + Gj" « 0 quel que solt 

1 € P : et 2 G" * 0. C. q. f. d. 

2/ Lorsque *» d.(N,k) > 0, 11 existe au moins un indice i tel que : 
itt » * 

et a fortiori, on a donc 

0 < 1% | 4 + (1 - fl^) u f l L , > 9t" L t 

soit 0 < 9- L4 et 9~ > 0 ; par suite £ 9: > 0. C. q. f. d. 

Les réciproques s'établissent par l'absurde. 

( Z e r = 0 =%L d , ( l 0 = 0, sinon le 1° = > T. 9*" > 0 ce qui est absurde. 
\ Iff itr * ^ l«f 

(H* > o) 
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NOTE DU CHAPITRE 2 

I - DENOMBREMENT DES USINES ISOLEES DV MILIEU EXTERIEUR 

A titre d'application de la notion de graphe, on peut dénombrer les usines isolées du milieu 
extérieur et n'ayant que des points de séparation à trois ouvertures (une entrée, une sortie (') et 
une sortie {"). Il y a deux ca? intéressants à distinguer : celui où les bottes de P ont des capa
cités de valeurs distinctes et celui où elles ont la même valeur. 

1/ Usines de capacités inégales. 

Soit 0t(n) le nombre d'usines distinctes isolées que l'on peut former avec n boîtes bipolaires 
de capacités différentes. Pour les construire on peut numéroter les n bottes par ordre de capacités 
croissantes et les placer chacune à leur tour dans l'usine formée par les précédentes. Ainsi, 

OT(n + l) = 9l(n) . 2n . 2 . ( n + 1 ) 

En effet, on obtient une usine à (n+1) boites en choisissant l'une des 
9t(n) usines distinctes, puis en plaçant sur l'un de ses 2n arcs une botte 
de capacité plus grande que les n premières autres et que l'on peut fixer 
de deux manières différentes, et enfin en reliant le flux libre (') ou (") 
de cette (n+1)**"" botte à l'une des n+l entrées. 

De 91 (l) = l . on obtient aisément : 

9t(n) - 4 - 1 [(n-l) M * , n 

2/ Usines de capacités identiques. 
Soit N(n) le nombre d'usines distinctes isolées que l'on peut former avec n bottes de capacités 

identiques. Par l'artifice d'un numérotage de ces bottes on pourrait distinguer 9l(n) usines. Mais à 
présent, parmi ces dernières, celles qui ne diffèrent que par une permutation de leurs bottes doivent 
être considérées comme semblables ; elles sont en nombre de n .' Par suite, le nombre d'usines 
distinctes à capacités identiques est : 

N(n) - 2 L M . 4 - ^ ( t a - l ) ! 
n • 

D'oùN(l) = 1. N(2) = 4, N(3) = 32. N(4) - 384. N(S) = 6144, . . . Ce nombre croft très rapidement 
avec n. Il soulève le problème du choix. En général on se borne aux usines en cascades (ï). 

BIBLIOGRAPHIE 
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(2) BOULIGANO - Comparaison des cascades à flux total minimum. Rapport C. E. A. N* 

'te,.V- n bottes 

• uy, e t 2n arc* 

JO 



CHAPITRE III 

SYSTÈMES DIFFERENTIELS LINÉAIRES 

Les résultats que nous rassemblons dans ce chapitre découlent en partie du critère de régu
larité de certaines matrices donné par Hadamard, puis par Olga Taussky. Cependant les matrices 
que nous rencontrons étant plus particulières, nous en déduisons des théorèmes de localisation des 
composantes de la solution de systèmes d'équations linéaires analogues à ceux qui définissent les 
flux principaux d'une usine, et des théorèmes de stabilité des solutions de systèmes différentiels 
linéaires et homogènes à coefficients constants semblables au système variationnei ÙÔS concentra
tions d'une usine en mélange binaire. Ces derniers théorèmes sont étendus à des systèmes diffé
rentiels mixtes résultant de l'annulation de certains coefficients jouant le rôle de capacités. Enfin, 
en anticipant un peu sur les résultats du chapitre 4, nous avons donné des théorèmes concernant 
des systèmes différentiels a coefficients variables montrant différentes possibilités au sujet du com
portement asymptotlque de leurs solutions. (Voir la Note II du Ch. IV, p. 88 qui donne quelques 
définitions sur la stabilité). 

I - CRITERE DE REGULARITE DE CERTAINES MATRICES 

Sans avoir recours au critère de Routh et Hurwitz (1) p. 21, le théorème d'Olga Taussky (2) 
permet d'établir pour un ensemble de systèmes différentiels linéaires à coefficients constants que 
leurs racines caractéristiques ne sont jamais situées à droite de l'axe imaginaire, ce qui entraînera 
la stabilité asymptotlque de leurs solutions. Ce théorème prouve la régularité de certaines matrices 
qui s'associent à ces systèmes différentiels ou à des systèmes d'équations linéaires qui, de ce fait, 
admettent une et une seule solution. 

1/ Théorème d'Olga Taussky. 

L'énoncé du théorème de Taussky fait intervenir les notions de réductibilité et d'irréductibilité 
d'une matrice, ces notions ayant leur pendant en théorie des graphes. 

Définitions. 

Une matrice carrée A est réductible lorsqu'elle peut, après une même permutation des lignes 
et des colonnes, se mettre sous la forme : 

C s) 
P et Q étant des matrices carrées et O une matrice rectangle nulle. 

Une matrice carrée qui n'est pas réductible est irréductible. 

THEOREME 

Soit A une matrice carrée d'ordre n telle que pour chacune de ses lignes on ait : 

l«ul>j^ Kjl U-l n> O) 
I»» 
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avec l'égalité pour n-t de ces relations au plus. Si la matrice A est Irréductible, elle est régu
lière. 

Démonstration. (Voir (2). p. 18). 

Supposons au contraire que le déterminant de la matrice A soit nul et envisageons le système 
de»» n équations linéaires et homogènes, d'inconnues x r , x„ : 

Zx a4j Xj * 0 (i=l n) (2) 

On peut affirmer qu'il existe au moins une valeur de j pour laquelle on a : 

Kl>l*,l 
x étant la composante de module maximum du système (2). 

- En effet, en supposant par exemple que la première des relations (1) se présente comme 
une inégalité : 

D'autre part, on a : 
a x + a x + . . . + a x = 0 

11 1 U ï 1" " 

d'où : 

et en admettant au contraire que | x j = j x j * . . . = \xm\f 0, il viendrait après simplification : 

1 1 '*ul * £ , 'aiJ 

ce qui est contradictoire. -

Compte tenu de cette affirmation, la k'*"* équation du système (2) permet d'écrire : 

et. par suite, ** 

i»" 
sans qu'il y ait nécessairement contradiction. Mais s'il en est ainsi, la k , tM ligne du système (2) 
contient n-s coefficients nuls, s étant le nombre des indices d pour lesquels |xj = |xa|, et de même 
les s lignes correspondantes de la matrice A contiennent n-s zéros aux mêmes places. Dès l o r s . 
la matrice est du type qui a été exclu. C. q. t d. 

Corollaire 1. 

Lorsque la matrice A vérifie les hypothèses du théorème de Taussky et que les éléments de 
sa diagonale principale sont positifs, les autres étant réels , le déterminant de cette matrice est 
positif (2). p. 17. 

Démonstration. 

En effet, en multipliant tous les éléments de A qui n'appartiennent pas à sa diagonale princi
pale par un paramètre X pris dans l'intervalle [0, 1], son déterminant est un polynôme réel continu 
en X qui n'est jamais nul et qui est positif pour X * 0. C. q. t d. 

2 / Condition de régularité d'une matrice réductible. 

Etant donnée une matrice réductible A qui se met donc sous la forme : 
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C I) 
après une même permutation des lignes et des colonnes, son déterminant |A| est inchangé par cette 
même permutation et |A| * |P | . |Q|. Par conséquent, A est régulière si P et Q sont régulières. 
Il se peut que P ou Q ou bien P et Q soient réductibles lesquelles se décomposent à nouveau en sous 
matrices. 

En poursuivant le processus des mêmes permutations des lignes et des colonnes on arrive à 
mettre |A| sous la forme d'un produit de déterminants de matrices irréductibles. Ainsi, lorsque 
les conditions du théorème de Taussky se vérrifient sur chacune de ces matrices, la matrice A est 
régulière ; sinon |A| est nul. 

Application. 

Toute chaîne de mineurs construite sur la diagonale principale d'une matrice de Taussky irré
ductible etn. Tmée de matrices régulières. 

En effet, si le déterminant de l'une de ces matrices était nul on pourrait le transformer en 
un produit de déterminants de matrices irréductibles après une même permutation des lignes et des 
colonnes, dont l'un serait nul. Pour celui-ci les relations de Taussky seraient vérifiées. Il en ré
sulterait que la matrice de Taussky dont on considère la chaîne de mineurs est réductible contrai
rement à ce qui est admis. 

II - THEOREMES DE LOCALISATION DES COMPOSANTES DE LA SOLUTION DE SYSTEMES 
D'EQUATIONS LINEAIRES. 

En application du théorème de Taussky résultent deux théorèmes relatifs à la situation des 
composantes de la solution x de systèmes d'équations linéaires. 

1/ Le jacobien |A| du systèmes est positif. 

THEOREME 

Le système d'équations linéaires : 

l u * i • • - *u x - = b i 

" a»x! + a » x * - ••• - a „ «. ' b, 

a . x . " a . x, " • • • + a . . x . = b . 

admet une et une seule solution, et cette solution a ses composantes strictement positives lorsqu1 il 
est supposé que : 

1/ La matrice A du tableau des a4 est irréductible. 

2 / Tous les a t . sont réels et satisfont aux conditions : 

a u * °» Nj * ° (tfj*1 n>-

et pour chaque colonne j de A : 

aM - L a,. > 0 
i*> 

avec le signe Q inégalité pour l'une au moins de ces sommes ; 

3 / b t > 0 (i=l n) avec I b, > 0. 
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Démonstration. 
D'après le théorème de Taussky la matrice A eft régulière, ce "• * entraîne que le système 

admet une et une seule solution. Il reste à établir que ses composantes sont plus grandes que zéro. 

Supposons qu'il existe un ensemble E C(l n) tel que : 

y a € Et—•x . < 0 

on aurait en additionnant les équations du système associé à l'ensemble E : 

5 <*- ' ..£_. a...) X. " *îi 5 *-* Xfi ' Si \ 

Mais le second membre de cette relation serait > 0 tandis que le premier serait < 0 par la présence 
deJft '**» " ••«*-« *•*«) x* <'ui e B t né8*tlt : parce que si E f (1, . . . , n) les expressions ««•-..«L»*»'» 
sont manifestement > 0 et l'une d'entre elles au moins est > 0 sinon le système serait réductible, 

et si E = (1 n) on a par hypothèse que l'une des sommes a.. - £ a(J est positive. D'où E • 0. 
**] 

L'impossibilité précédente étant écartée, supposons qu'il existe un ensemble E' £ (1 n) 

tel que • 

y y € £'•*—*xy = 0 et Vp€ [ E 1 * — + X % > 0 

En additionnant les équations associées à E' on aurait les relations : 

- £ L a_- x, « 2* b_ 

Mais pour E* f (1 n) le second membre serait > 0 tandis que le premier serait négatif en 
raison de l'Irréductibilité de A ; et pour E' = (1, . . . . n) le premier membre serait nul et le second 
positif par hypothèse. 

Il en résulte bien que la solution a toutes ses composantes positives. C. q. f. d. 

Applications : 

Ce théorème montre que dans une usine irréductible à capacités constantes et en production 
les flux principaux sont strictement positifs et finis ; d'autre part il suggère que les concentrations 
permanentes sont positives et finies. Ces propriétés s'étendent aux usines réductibles et connexes 
(Voir la remarque 1). 

Corollaire 1. 

Avec les conditions du théorème précédent, les n matrices obtenues en remplaçant dans A une 
colonne ou une ligne par les composantes de o sont régulières ; leurs déterminants étant positif*. 

Remarque 1. 

Le théorème précédent s'étend au cas des matrices A réductibles I R Q j satisfaisant aux con

ditions du 2/ pourvu que les matrices P et Q soient régulières, que 6^ f 0 et que b, f 0 pour R • 0. 
En effet, P étant régulière, toutes les sommes des colonnes de P ne sont pas nulles ; elles 

sont donc * 0 d'après le 2 / , et l'une d'elles au moins ect positive. Autrement dit les colonnes de 
P vérifient aussi les conditions du 2/ . 

En admettant d'abord que P est irréductible, on pourra appliquer le théorème 1 a la résolution 
du système linéaire Px, * 5^ f 0 : Les composantes de x^ sont > 0. Puis en admettant aussi que Q 
est irréductible, on pourra appliquer le théorème 1 à la résolution du système Qx^* b^+ (-RjïjToù 
tous les éléments de la matrice R sont < 0 et où, par conséquent, le second membre représente 
un vecteur dont les composantes sont * 0 et dont la somme est positive selon les hypothèses posées. 
Ainsi, lorsque P et Q sont irréductibles, le système se résout en deux étapes. 
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Si P ou Q, ou P et Q étalent réductibles, on procéderait de même en plusieurs étapes dont 
le nombre est inférieur ou égal à n, chacune de ces étapes livrant la solution d'un certain nombre 
de composantes de î. 

Corollaire 2. 

Les composantes des solutions sont des fonctions croissantes au sens strict des composantes 
du second iv.embre du système. 

Démonstration. 

En effet,rr^ est, en raison de la linéarité, égal a la valeur positive que prend xj lorsque les 
obj 

composantes du second membre sont bk " ôk ] . 

2/ Le Jacoblen IAl du système est nul. 

THEOREME 1. 

Le système d'équations linéaires et homogènes : 

a u *i " *u *t " • • • " * t a *• * ° 

" «Si *i + *»* *i - • • • " «S , *. r ° 

" »„i*x " «., *, - • • • + a
M *. * ° 

admet une seule solution * non identiquement nulle définie à un facteur prés. 

Cette solution a toutes ses composantes de même signe et aucune d'elles n'est nulle lorsque 
n 

2 Xi / 0 et que : 

1/ La matrice A des coefficients ajj est irréductible ; 

2/ Les éléments a, sont réels et satisfont aux conditions : 

*« > 0. aiJ > 0 (i=j=l n ) ; 

3/ Les sommes des colonnes de A sont nulles. 

ajj - Z ajj = 0 (j=l n). 

De plus, si on ajoute au système précédent l'équation : 

C ^ x + C, x, + . . . + C xn = b 

avec : 

q » 0 (i=l, . . . , n) et I c f > 0 
w 

la solution est unique, ses composantes sont du signe de b ; elles sont nulles pour b = 0. 

Démonstration. 
Il est clair que le déterminant de A est nul puisque les sommes des éléments de ses colonnes 

sont nulles ; mais les chaînes de mineurs construites sur la diagonale principale de A sont positives 
en raison de l'irréductibilité de A et du critère de régularité p. 46. Par suite, on peut se fixer 
l'une des composantes x4 par exemple et déterminer les autres en fonction de x, à l'aide du système 
des n-t équations ne contenant pas a i i ; le théorème précédent montre qu'elles sont ^ 0 et du signe 
d e Xj. 
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Lorsqu'on ajoute au système homogène l'équation complémentaire £ C( x< « b avec C, j fl et 
iml 

L C{ > 0, la solution est unique puisque selon le premier corollaire précédent la matrice des coef-

ficients du système obtenu en remplaçant l'une des équations homogènes par l'équation complémentaire 
est régulière. Enfin l'équation complémentaire montre que l'un des x< au moins est du signe de b. 
Ceci démontre la seconde partie du théorème. 

Applications. 

La première partie de ce théorème montre que dans une usine irréductible à capacités cons
tantes et en reflux total les flux principaux sont strictement positifs et finis ; la seconde partie 
suggère que ses concentrations permanentes sont strictement positives et finies lorsqu'elles ne sont 
pas toutes nulles. 

Corollaire 1. 

Les composantes de la solution sont des fonctions continues et croissantes au sens strict par 
rappc-t à b. 

Démonstration^ 

db 
dx{ 

La dérivée -jr- est identique à la valeur positive que prend xt pour b ' l. 

m - STABILITE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES ET HOMOGENES A COEFFICIENTS 
CONSTANTS -

Le théorème de Taussky permet de démontrer les théorèmes suivants se rapportant au compor
tement des solutions de systèmes différentiels linéaires et homogènes à coefficients constants soumis 
a certaines inégalités. 

1/ Le jacobien |A| du système est positif. 

THEOREME 1. 

Le système différentiel linéaire et homogène à coefficients constants : 

Cx - jp + » u
 x i " ai2 ** " • • • " ai« x- = ° 

<** C, â p - a„ xx + a „ x, - . . . - a,n XB = 0 

dx„ 
C. — a , x - a , x, - . . . + a x = 0 

admet la propriété que toutes ses solutions x(t) convergent vers zéro quand t croît indéfiniment et 
lorsqu'il est supposé que : 

1/ La matrice A du tableau des a^ est irréductible ; 

%f Les a { { sont positifs : aj{ > 0 pour (i=l n\ et pour chaque colonne j de A : 

avec l'égalité pour n - 1 de ces relations au plus ; 

3 / Tous les coefficients Ct sont positifs : C, > 0 pour (i=l. . . . . n). 

36 



Démonstration. 
Le système différentiel proposé se ramène à la forme normale par le changement de variables 

Ç, xt ' yt puisque Ct f 0 (l«l n) 

et le changement de coefflcientc, 

-Jf1" btj (i. J"l. . . . . n) 

Comme les Ct sont > 0, les inégalités Imposées aux at] se transmettent aux coefficients Iv . Autre
ment dit on peut réduire le système donné a un autre du même type dans lequel les C< seraient 
égaux ft 1, et qui se représente par l'équation matricielle : 

%+ Br= 0 (1) 

On sait que le déterminant caractéristique de (1) est égal à : 

r + bXi - b u . . . - b u 

b-i * Kf- r + b» 
— i* 

et que ses racines r4 donnent des solutions y{ (t) multiples de e . Or, la matrice B étant irré
ductible, le théorème de Taussky permet d'affirmer qu'il n'est pas nul pour r = 0, iw, ou un nombre 
ft partie réelle positive. Ses racines sont donc ft parties réelles négatives. 

Précisément, en désignant par p un nombre positif tel que : 

<*(«ï) < - I* (i=l n) 

(les r4 peuvent être simples ou multiples) il existe une constante K > 0 dépendant de B et de p , 
K = K(B. u) telle que la norme de y(t) vérifie l'inégalité. 

H yC*TH < K|yl0)| | e"*' Voir (1) p. 21. 

Ainsi, les solutions y(t) et par suite x(t) convergent vers zéro lorsque t croît indéfiniment. 

Applications. 

Ce théorème s'applique au système variationnel linéarisé des concentrations d'un mélange bi
naire traité par une usine Irréductible ft capacités et coefficients constants en état de production et 
également à celui d'une même usine connexe réductible selon le théorème 2 suivant : 

THEOREME 2 

(*p2)' Lorsque la matrice constante A est réductible et ramenée ft la forme I _ _ I les solutions du 
système précédent convergent vers séro quand t croît indéfiniment, lorsque les matrices carrées P 
et Q sont du type précédent ; la matrice rectangle R étant arbitraire. 

Démonstration. 

En effet, l'équation caractéristique de A, soit fA(r) = 0, devient : 

f,(r> . f,(r) - 0 

D'après > théorème précédent Jles racines de f, (r) = 0 et de f (r) = 0 sont à parties réelles néga
tives, et par suite les solutions x(t) convergent vers séro lorsque t—+ ». Ce résultat est indépen
dant de la nature de la matrice R constante. 
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2/ Le jacoblen |A| du système est nul. 

THEOREME i 

Le système d'équations différentielles a coefficients constants : 

C i - a t 1 * a » x i " a « x « - ••• - " i . * - = ° 

dx 
c - dT ~ a - i x* * *•« xt ' •" + •« x- = ° 

Cj «j + C, *, • . . . + C„ x„ = 0 

admet la propriété que toutes ses solutions convergent vers zéro quand t croit indéfiniment lorsqu'il 
est supposé que : 

1/ La matrice A est irréductible ; 

2/ Tous les a{ sont réels et satisfont aux conditions : 

a i4 > 0. a(J > 0 (tfj=l. . . . . n) 

et pour chaque colonne j de A : 

aJJ " S "«i = 0 

3 / Les coefficients C4 sont tous positifs : 

C4 > 0 (i=l n) 

Démonstration. 

En utilisant la remarque faite au départ de la démonstration précédente, on peut réduire le sys
tème proposé à un autre système où les C4 sont égaux à 1. Nous raisonnerons sur le système réduit. 

En additionnant les équations différentielles on obtient la relation : 

à laquelle correspond vine intégrale première. : 

Yi +y , + . - • + y. - <?• - 0 

où la constante est nulle pour satisfaire à la dernière équation ordinaire du système. Ainsi, le dé
terminant caractéristique de B est nul pour r = 0, mais la matrice B étant irréductible, les mineurs 
de la diagonale principale de B ne sont pas nuls en application du critère de régularité p. 46 et par 
conséquent r = 0 est racine simple de ce déterminant caractéristique (puisque sa dérivée par rapport 
à r pour r = 0 est égale à la somme des premiers mineurs de la diagonale principale). A cette racine 
simple correspondrait une solution constante vérifiant le système des équation* du théorème IL 2/1 
p. 35 , mais cette solution est alors identiquement nulle. 

Comme précédemment r = i w ou un nombre à partie réelle positive n'est pas racine de ce 
déterminant. Par conséquent mis à part la racine r = 0, les autres racines du déterminant carac
téristique de B sont à parties réelles négatives. 

Ainsi, en désignant par u un nombre positif tel que <R(rj) < - u(r f 0), il existe aussi une 
constante positive K dépendant de B et de u telle que 

I rft)l < KBy<ôîll e-* 
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Cette inégalité implique que les solutions y(tj et par suite x(tf convergent vers zéro lorsque 
t croit indéfiniment. C. q. f. d. 

Application. 
Ce théorème s'applique au système variationnel linéarisé des concentrations d'un mélange bi

naire dans une usine irréductible en reflux total a capacités et coefficients constants. 

3/ Systèmes mixtes. 
Les systèmes mixtes présentent un intérêt pratique dans l'étude numérique des usines en cas

cades à un grand nombre d'étages. En effet, pour celles-ci le système différentiel des transports 
et des concentrations est assimilable à un système associé d'équations aux dérivées partielles et 
de conditions limites. On constate alors que le système d'équations aux dérivées partielles est qua
siment conservé en remplaçant le système différentiel de la cascade par un système mixte (d'ordre 
moins élevé) où les coefficients des dérivées proviennent d'une répartition des capacités. (Voir f appen
dice p. 77 ). 

Définition. 

Lorsqu'on annule identiquement dans un système différentiel certains des coefficients C qui sont 
en facteur avec les dérivées des fonctions inconnues, on obtient un système d'équations ordinaires 
et d'équations différentielles constituant un système mixte. 

THEOREME 1. 

Les théorèmes l / l et 2/1 sont encore vrais pour les systèmes mixtes. 

Démonstration. 
Il suffit d'établir qu'à chaque élimination d'un Xj correspondant à un C; donné nul, la matrice 

des coefficients du système se transforme en une nouvelle matrice d'ordre réduit d'une unité et douée 
des mêmes propriétés. Précisément elle se déduit de la matrice "cofacteur" de ajj( obtenue en sup
primant dans A la ligne j et la colonne j . De cette façon oo se ramène aux théorèmes indiqués 
lorsque les éliminations sont achevées. 

A titre d'exemple supposons que Cx • 0. On aura donc : 

* u * i • » „ « , • . . . + • „ * . 

d'où l'on déduit le nouveau système d'équations quels que soient C, > 0. . . . . Ca ^ 0 : 

*u "u *ii 

* "u* x ii u. 

Sur ce dernier système on vérifie les propriétés qui suivent : 

1/ Les coefficients extérieurs a la diagonale principale sont en valeur absolue plus grands ou 
égaux aux valeurs absolues des coefficients correspondants de la matrice cofacteur de au . Ils sont 
donc négatifs ou nuls. 

2/ Les sommes des coefficients des colonnes sont > 0 : l'une d'elles au moins est positive s'il 
en existe une dans la matrice A ; elles sont nulles lorsque celles de A le sont aussi. Ceci résulte 
des observations suivantes : 

a) Supposons aIX - *tl- ... - a a l> 0. On en déduit la somme des coefficients de la pre
mière colonne du nouveau tableau : 

C ^ + C» dt 

C 1 -
» dt 
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a 
a « " I»)! + ••• + a J ' • r i i ( a j i + . . . + a J > a„ - (a,, + . . . + aal) a u 

a 19 « 

• i~ a « • a« - £. a<* * ° 

et des inégalités analogues pour les autres colonnes de ce tableau. Dans ces conditions, les som
mes des colonnes de ce tableau sont supérieures aux sommes correspondantes de la matrice A. 
Elles sont donc positives. 

b) Supposons a u - a w - . . . - anl = 0. On en déduit cette fois que les sommes des colonnes 
du nouveau tableau sont égales aux sommes correspondantes de la matrice A. 

3 / Les coefficients de la diagonale principale sont positifs. En effet, dans le cas contraire ils 
seraient nuls en raison de ce qui procède au 2/ et les éléments des colonnes correspondantes de 
ce tableau seraient identiquement nuls ; mais alors le tableau lui même serait réductible, ce qui 
est impossible lorsque A est irréductible, du moins c'est le dernier point à établir. 

4/ La matrice du tableau de ce système est irréductible, sinon on pourrait après une même 
permutation des lignes et des colonnes faire apparaître une matrice rectangle nulle contiguë a la dia
gonale principale. Ceci implique deux éventualités : soit que les éléments correspondants de la 1ère 
colonne de A sont nuls ; soit que les éléments correspondants de la 1ère ligne de A sont nuls. 
Dans ces deux éventualités la matrice A serait réductible. - De même un graphe irréductible de
meure irréductible par l'annihilation de points intérieurs étant donné que les arcs incidents vers 
l'intérieur & un sous-graphe sont conservés. -

IV - STABILITE DE SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES ET HOMOGENES A COEFFICIENTS 
VARIABLES. 

Un considère des systèmes ramenés à la forme canonique : 

| * - + A(t)7« 0 

où les coefficients A4j a t j (t) de la matrice A(t) dépendent de la variable indépendante t. (A{)* -1 
pour i f j et 1 pour i * j). Précisément, les coefficients ai](t) sont somroables sur tout intervalle 
fini et vérifient presque partout les inégalités : 

a,, (t) » 0 (i. j-1 n) et a^ (t) - JE a4j (t) > 0 (j=l n) 

1/ Propriétés communes. 

Le chapitre 4 montre qu'il existe entre deux solutions u(tj, x(t) deux écarts orientés [u(t), x(t)], 

[x(t), u(t)]et une distance |u(t) - x(t) | = Z |u{(t) - x{(t)| qui sont des fonctions absolument continues 

de t et décroissantes au sens large. (Voir Remarque 1 au' Ch. 4 § III. 2 / p. 63). 

D'ailleurs, moyennant la sommabilité des coefficients atj(t) sur tout intervalle fini, il existe 
(3) une solution î(t ; to, xj absolument continue issue d'un vecteur quelconque "x. ft l'instant t., et 
cette solution est unique d'après le lemme de Gronwall (4), p. 15. 

Par conséquent u(t) • 0 étant une solution, toute solution x"(t, to, x.) est bornée quels que soient 
les signes des composantes de 1 . et uniformément stable ft droite d'après la non croissance de la 
distance. D'autre part les composantes de ?(to ; t , x*,) sont non négatives sur (t. < t < OD) lorsque 
les composantes de ta sont supérieures ou égales ft zéro, ce qui découle du théorème 1.7/1, p. 57 
du Ch. 4. 
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2/ Systèmes non asymptotlquemcnt stables. 

THEOREME 1 

Le système différentiel linéaire considéré n'est pas asymptotlquemcnt stable a droite au sens 
de Lyapunov lorsque : 

/
m m 

£ aM (t) dt < « , 

mais chaque solution tend vers un vecteur constant (1), p. 43, dépendant du vecteur initial. 

Démonstration. Désignons par X(t) un système fondamental de solutions xk{t) (h»l, . . . , n). On sait que le dé
terminant de ce système varie d'après la relation t 

det X (t) - det X (t.) e " *• *"1 

Il en résulte que ce déterminant n'est Jamais nul et par suite qu'aucune des solutions xk(t) ne s'annule 
lorsque t—•+ « . Ainsi le système n'est pas asymptotlquement stable. 

Mais il y a plus, on a : 
« M II 

||A(t)| » E Z |a, (t)| < 2 Z a„ (t) 

d'où également : 

0 < / ||A (t)|| dt < » 
a 

D'autre part selon (1), p. 43, on a : 

x~(t) = x~(0) + / A (ai i~(a) da 

d'où : 

||x~(t)|| < |x~(0)|| + £ ||A (a) | ||x~(a*j|| da 

et d'après le lemme de Bellman (1), p. 35 : 

Kx(t)H < fix (0)H e J ' " û 

Par suite x(t) tend bien vers un vecteur constant c si lim / A a) x(a) da existe. Pour établir ce 
* • • • • 

dernier point, il suffit de vérifier que sa norme est intégrable sur ]0, + »[. Or on a en effet : 

i HA*||dt < S. HA| | 1 ? M t < i x l O ) | j [" iABe^ l , A ( a ) , , d a dt 

* iMoi l . [ e^""^* - l ] < • C.q.f.d. 

Application. 

Ce théorème confirme que dans un arrêt de la circulation des flux d'une usine, la solution du 
système variationnel linéarisé de ses concentrations tend vers un vecteur constant. Il en est d'ailleurs 
de même de la solution du système (1), p. 27 , si les valeurs limites des capacités de l'usine sent 
strictement positives. 
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3/ Systèmes asymptotiquement stables. 

THEOREME 1 

Le système linéaire -r-+ [U + V(t)] x" * 0 est asymptotiquement stable à droite lorsque la ma
trice constante U satisfait aux conditions du théorème III. l / l p. 36 et que V(t) a une norme de 
moyenne temporelle inférieure à une borne dépendant de U. 

Démonstration. 

Y(t) représentant la matrice de l'équation matricielle : 

£ r + UY(t) « 0 avec Y(0) • I 
at 

on a 

O'oû 

x(t) - Y(t)x{S) - f Y(t-a)V(o)x(a)d« 

||x(t)|| < ||Y(t)x(0)|| +£ BY(t-a)V(a)x(a)|| da 

Mais d'après le théorème m. l / l . p. 37 . la norme de y(tj = Y(t)x(0) vérifie l'inégalité • 

UY(t)i(0)||<Ke-''t||i(0)i 

de même : 

|Y(t-a)V(a)x7a)| t Ke"**-'Il V(<x)x(ajl < Re"*4*-*' |V(o)| |x(a) | 

d'où : 
, „ .t 

||x(t)| < Ke-* Hx(0)| + K j [ e-"**-" |V(o)B lx(a)ï do 

soit : 

|xlt)|| e ^ < K Bi(0)| + K / |V(a)| |xK)l e " da 

D'après le lemme de Bellman (1), p. 35 : 

d'où : 

||x(t)|| < K ||x(0)H e l* t * " "• J 

Par suite il y a convergence asymptotique lorsque : 

l i m | / t IIV(a)|| d a < £ 

puisque la norme de x't) converge vers séro. 

THEOREME 2. 

Lorsque la matrice constante U vérifie les conditions du théorème m. 2/1 p. 38 et que les 
sommes des colonnes de la matrice V(t) sont identiquement nulles, le système des équations formé 

dx -» V 
par le système différentiel TT+UU + V(t)] x * 0 et l'équation linéaire *. x, - 0 est asymptotiquement 
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stable à droite a condition que la norme de V(t) ait une moyenne temporelle inférieure à une borne 
dépendant de U. 

Démonstration. 
Puisque les sommes des colonnes de U + V (t) sont nulles le système différentiel admet 

l'intégrale première I n,» c". Ainsi les solutions considérées sont seulement celles pour lesquelles 

C" * 0. Comme au théoi-ème 1, on a : 

x(t) * Y(t)il<?) - / Y(t-a)V(o)i(a5 dor 

D'après le théorème IU. 2/1, p. 38, la norme de y(t} - Y(t)x(0) vérifie l'inégalité : 

n 

||Y(t)î(0)| < Re'"4 ||î(0)|| puisque £ x,{0) - 0 . 

Etant donné que le vecteur V(a)x(a) a la somme de ses composantes nulle, 

A II R M A 

I 2 V,.(t)x,(t) « Z x,(t) E V, (t) - 0 puisque 2 V4 (t) = 0 

on a de même : 

|Y(t-a)V(a)xfcT)( < KB"*""-' ||V(«)xfoT)|| < Re"1"-' RV(a« ||xfoT)|| 

et comme précédemment : 

HxlfiH < Ke-" llxWll + K j f •"*"*-' ||V(a)|| ||x7o*)|| do 

ce qui entraine la démonstration au théorème. 

Application. 

Ces deux derniers théorèmes expriment que le syjtème variationnel linéarisé des concentra
tions d'un mélange binaire traité par une usine demeure asymptotiquement stable lorsque ses para
métres subissent des petites fluctuations les faisant varier autour des valeurs constantes, mais pourvu 
qu'elles soient suffisamment petites. 
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NOTE DU CHAPITRE 3 

I - MATRICES REDUCTIBLES 

Définition. 

Une matrice carrée A est réductible lorsqu'elle se met sous la forme I R Q i après une même 

permutation des lignes et des colonnes où P et Q sont deux matrices carrées et O une matrice rec
tangle nulle. 

THEOREME 

Pour qu'une matrice carrée d'ordre n soit réductible il faut et il suffit qu'en désignant par k 
un entier tel que 0 < k < n il existe k(n-k) zéros placés aux intersections de k lignes avec n-k co
lonnes et n'empiétant pas sur la diagonale principale. 

Démonstration. 

En effet lorsque sur la matrice (R Q)' ou P est d'ordre k et Q d'ordre n-k, on effectue une 

permutation des lignes ou une permutation des colonnes, il existe k(n-k) zéros aux intersections de 
k lignes avec n-k colonnes et cette propriété se conserve au cours de différentes permutations des 
lignes et des colonnes. Plus particulièrement lorsqu'on effectue la même permutation des lignes et 
des colonnes, les éléments de la diagonale principale de A se conservent en changeant de place 
et les zéros de la matrice O se retrouvent bien aux intersections de k lignes avec n-k colonnes 
et n'empiètent pas sur la diagonale principale. 

Réciproquement, étant donnée une matrice ayant k(n-k) zéros aux intersections de k lignes et 
de n-k colonnes et n'empiétant pas sur la diagonale principale, cette matrice est réductible. En 
effet, il existe une même permutation des lignes et des colonnes permettant de passer directement 

de la matrice considérée à la matrice réduite ( _ _ \ consistant à permuter parmi les k premières co
lonnes de la matrice celles qui portent les n - k zéros avec les colonnes des n - k dernières qui 
n'en portent pas, et d'effectuer la même permutation sur les lignes. (Il peut y avoir plusieurs so
lutions possibles suivant les cas). 

{ • • 0 • o \ - 0 -\ 
. • o • o • \ 0 • 1 
. • . . .—» l \ ' i 

• • • . 

;P;; 
» • • > • • 

:'£': :' 

0 0 0 
0 OO 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
• * • 

.Q. 
• • • 

Figure : Disposition des zéros dans une matrice réductible. 



La figure ci-avant représente deux matrices carrées d'ordre 9. Les arcs portés sur la ma
trice de gauche indiquent les permutations à effectuer sur les lignes et les colonnes pour passer 

a la matrice de droite qui se présente sous la forme ( R Q )• 

II - MAJORANTS ET MINORANTS DE DETERMINANTS A ELEMENTS REELS. 

Les déterminants O" considérés sont définis quel que soit l'entier n. Ils se représentent par 
le tableau d'éléments réels : 

+ »i •12 - a 13 - a, 

"21 + a - a. 

- a, 31 

22 ~2) 

32 + a 3 3 

2<> 

- a 3" 

- a »3 + a 

où les coefficients at vérifient les inégalités : 

a4j » 0 ( i . J - 1 . . . . ,n) et a„ - £ atj * 0 ( j - l , . . . , n ) 

(Dans chaque colonne, la somme des éléments est positive ou nulle). 

On sait que D" est positif ou nul. Précisément il est positif dans les conditions du théorème 
de Taussky ; également lorsque la matrice des coefficients étant réductible, le théorème de Taussky 
s'applique aux déterminants extraits de D" et dont le produit est D" ; sinon il est nul. 

LEMME 

Les cofacteurs des éléments de D* sont positifs ou nuls. 

Corollaire. 

Tout déterminant T transformé de D en changeant les éléments d'une de ses lignes ou d'une 
de ses colonnes par des nombres > 0 est aussi > 0. 

Démonstration du lemme et de son corollaire. 

Il est clair que le lemme est vrai pour les cofacteurs de la diagonale principale puisqu'ils sont 
du type D""1. Il suffit donc de l'établir pour les éléments (-aj.) avec iffj. Pour cela, nous raison
nerons par récurrence. Le lemme est manifestement vrai pour D1. D2. Admettons qu'il est vrai 
pour tout déterminant D"-1. Il en résulte alors immédiatement que le corollaire est vrai pour tout 
T"1 car son développement suivant cette ligne ou cette colonne transformée se compose de termes 
positifs ou nuls. Démontrons donc que le lemme est vrai pour D""1. A cette fin, considérons le cofac-
teur A{j de l'élément (-a*.) de D". On voit qu'en permutant les lignes i et j de D" on obtient un 
déterminant ffl" = -D" où l'élément (-a^) est situé sur sa diagonale principale. Son cofacteur dans 
(0* est du type -T"" étant donné qu'il se déduit d'un déterminant D"~ où l'on aurait remplacé l'un 
des éléments de sa diagonale principale par un terme négatif ou nul. Il en résulte que le cofacteur 
de (-a4 j) dans D* est du type T"'1 lequel est admis comme positif ou nul ; ce qui démontre le lemme 
et, par suite, son corollaire. 

THEOREME 1. 

D* est majoré par le produit des éléments de sa diagonale principale. 

Démonstration. 

En développant D", par exemple, par rapport aux éléments de sa dernière colonne, on a im
médiatement : 
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D" • -•*. A";1 -a,„ A;;' - . . . -*,„ AZ1 < . . . A;;1 

puisque les cofacteurs de D" sont tous positifs ou nuls. Mais A^J est identique à D"'1, et comme 
précédemment : 

D"'1 < a , ,A"!, , * a , , OT* 

n n 

De proche en proche on a bien D ( au . a}J . . . anii • U a^. C.q. f. d, 

THEOREME 2. 

D" est minoré par les n! produits de n facteurs formés à l'aide des éléments des colonnes de 
D" de la façon suivante : 

On effectue sur les indices 1, 2, . . . . n une permutation E,l, ^ , . . . . Ça puis on prend pour 
premier facteur f̂  égal à la somme des éléments de la colonne ^ et l'on supprime la ligne Ç, du 
tableau des éléments de On. t„ alors est égal à la somme des éléments restant dans la colonne t 
puis on supprime a nouveau les éléments de la ligne E de D". En poursuivant ce processus on aura 

f « ' <*'" f * < D 

Démonstration. 
On ne change pas la valeur de D" en remplaçant les éléments de la ligne Çt par les sommes 

correspondantes de ses colonnes lesquelles sont * 0 par hypothèse. De cette façon on obtient un dé
déterminant du type T" dont le cofacteur A"'A4 appartient au type D"'1. Par conséquent : 

De même, en remplaçant chaque élément de la ligne Ç2 (considérée dans D*) par la somme corres
pondante des éléments des colonnes de A27«, on obtiendra un déterminant du type T"'1 conduisant encore 
à une inégalité : 

En poursuivant le processus on arrive donc aux inégalités : 

*CXi " J *tfi\ Ut ••• » « • * rf Cq.f.d. 

Ce dernier théorème permet de donner un critère de régularité des matrices dont les éléments 
sont ceux de D", qui est un peu différent de celui de Taussky dans la mesure où il englobe la con
dition d'irréductibilité. 

CRITERE 

D est positif lorsqu'il existe au moins un produit tg . t( ... t( positif ; sinon D* est nul. 

Démonstration. 

Cette condition pourrait sembler assez longue à vérifier puisqu'il existe n! produits distincts . 
Mais il suffit d'en trouver un seul. Pour cela on détermine les éléments £x ^ de la permu
tation au fur et à mesure avec cette particularité que si les i premiers facteurs trouvés sont posi
tifs les indices correspondants £x, S,. . . . , ^ débutent dans cet ordre une permutation conduisant 
aune conclusion. En effet, soit qu'il existe à partir de cet instant dans les n-i dernières colonnes 
restantes au moins un indice £4tl pour lequel f., > 0 et de proche en proche il se peut qae l'on 
puisse obtenir ainsi f̂ , = a^, > 0 au quel cas ET est positif ; soit qu'il n'en existe pas, mais la 
matrice associée & D" est réductible et de plus le déterminant A construit sur les n-i colonnes res
tantes et avec les n-i lignes restantes de D" est nul puisque les sommes des éléments de ses co
lonnes sont nulles, il s'en suit que D" est nul vu que les éléments de a jouent le role de la matrice 
Q après une même permutation des lignes et des colonnes. 
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Application. 
Les chaûies de mineurs construites sur la diagonale principale de D" sont positives lorsque 

D"est irréductible. En effet, les mineurs de la diagonale principale sont>0, mais si l'un d'eux était 
nul 11 existerait d'après le critère précédent des sommes f nulles et D" serait manifestement ré
ductible. - Cependant tout mineur de D" peut être réductible. 
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CHAPITRE IV 

SYSTÈMES DIFFERENTIELS N O N LINEAIRES 

Les systèmes différentiels non linéaires des usines en mélange binaire suscitent des propriétés 
qui peuvent être étendues à des systèmes différentiels généraux : 

dC«(t) X,(t) 
A * g4lt ; X1# . . . . X.) (1-1, . . . . n) 

où les Xj(t), . . . , Xn(t) sont les fonctions inconnues de la variable indépendante t . Les fonctions 
C{(t) sont données positives ou nulles et les fonctions g (̂t ; Xlf . . . . XJ obéissent à des inégalités 
qui complètent la structure de ces systèmes. En raison de la nullité éventuelle des Ct(t) nous nous 
plaçons dans le cadre des conditions de Carathéodory qui assurent l'existence de solutions C^tjX^t) 
absolument continues. Nous supposons d'abord les Q(t) (1*1, . . . , n) positifs presque partout, ce qui 
correspond à l'étude d'un système différentiel (S. D. )„ d'ordre n ; puis, nous établissons que lorsqu'un 
nombre quelconque p < n de fonctions C.(t) sont identiquement nulles, le système mixte correspondant 
(S. M. ) a se ramène à un système (S. D. ) dont les solutions sont douées des mêmes propriétés : 

On démontre un théorème d'unicité à droite généralisant la condition de Péano pour une équa
tion différentielle, et on établit que les Xi(t) restent sur l'intervalle [0, 1] lorsqu'ils s'y trouvent 
initialement. 

Comme application, on prouve que le système différentiel des concentrations d'un mélange 
binaire traité par une usine appartient au type précédent, ce qui donne à leurs solutions les mimes 
propriétés. Plus particulièrement, on considère les usines à fonctions indépendantes du temps en 
distinguant celles qui sont en production de celles qui sont en reflux total, et on démontre dans les 
deux cas l'unicité d'un régime permanent et la convergence des concentrations vers ce régime per
manent. Enfin, on établit l e s propriétés générales des systèmes différentiels des concentrations d'une 
usine pour un mélange quelconque. 

Dans ce chapitre nous utiliserons souvent des théorèmes empruntés à la théorie de la mesure 
et de l'intégrale de Lebesgue. Ces théorèmes sont numérotés et rassemblés dans la note I. Dans 
le texte les numéros entre crochets renvoient à ces théorèmes. La note n donne quelques défini
tions relatives à la stabilité. 

I - SYSTEMES DIFFERENTIELS (S.D. \ 

On considère l es systèmes différentiels : 

dCi(tyXi(t) 
(S.D.^ : # ~ g,(t ; Xl# . . . . XJ (i*l n) (1) 

où les fonctions Ct(t) sont supposées positives et exceptionnellement nulles et infinies au plus sur 
un ensemble de valeurs de t de mesure nulle. 

Le changement de fonctions : 

Q(t) . Xi(t) » xt(t) (2) 

permet de ramener (S. D. )a à la forme canonique : 

dx { 
(s ; d). '*-£-*tM-*i* •••• \) G*1 n) M 
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où : 

f«(t ; xa, . . . . x.) s gjt ; çj^y» . . . . Q(tjJ (4) 

En soumettant les fonctions Ç{t ; x) aux conditions du théorème d'existence de Carathéodory (1), (2), 
(3), nous déduirons pour les fonctions &(t ; £) et Ct(t) des conditions préliminaires analogues assurant 
l'existence de solutions absolument continues xt(t) = C((t)X{(t) de (S.D. \,. Aussi nous rappelons le 
théorème de Carathéodory sous la forme qui nous sera utile. Voir aussi [14]. 

1/ Théorème d'existence de Carathéodory - (2) p. 140. 

THEOREME 

Etant données n fonctions fj(t ; Xj, . . . . x„) (i»l, . . . . n) de n+1 variables t ; x1( . . . , x, 
définies dans le domaine D : 

D[a < t < b avec b-a < 0 ; -a» < x, < +» (i"l, . . . , n)J 

où elles sont mesurables au sens de Lebesgue par rapport à t sur [ a, b] pour tout système de va
leurs fixes de Xj, . . . , x, ; continues par rapport à l'ensemble des variables x^ . . . , x„ pour presque 
toutes les valeurs fixes t de [a, b] ; et telles qu'il existe une fonction non négative M(t) sommable 
sur tout intervalle fini positif appartenant à )a, bt et vérifiant dans le domaine D les inégalités : 

|f<(t ; xj, . . . . x j | < M(t) 

en désignant par t* ; xj, . . . , x" un point de D, il existe sur ] a, b [ n fonctions absolument continues 
Xj(t), . . . . x„(t) qui vérifient le système des équations intégrales : 

et lesquelles vérifient le système différentiel : 

dx. 
•jg* * fj(t ; xx, . . . . x j (1*1, . . . , n) 

presque partout sur [a, b]. 

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant : 

LEMME (2) p. 141 

Etant donnée une fonction f(t ; xx, . . . , x j qui satisfait aux conditions ci-dessus imposées aux 
f4, la fonction composée f[t ; ^(t), . . . . 9m(tï\ est sommable sur tout intervalle fini positif de ].a, bj 
lorsque les fonctions « (t), . . . . <p (t) sont finies presque partout et mesurables sur [a, b]. 

Démonstration. 

Le lemme est vrai pour n • 1 : En fait si <p(t) = a * constante, f(t, a) est mesurable par 
hypothèse. Si <p(t) n'est pas constant, il existe une suite qT(t) de fonctions mesurables [4] admettant 

chacune un nombre fini de valeurs telles que _m fT(t) » e(t). Lorsque t est pris en dehors des 

ensembles de mesure nulle où ?(t) est infini et fft ; x) discontinue, on a m f[t ; f[(t)] • fit ; ?(tD 

et puisque la suite f{t ; ^(t)] est formée de fonctions mesurables, la fonction f [t ; «(t)] est mesu
rable [3]. L'inégalité |f[t ; f (t)]| « M(t) implique en outre la sommabilité de f(t ; ç(t)] sur tout in
tervalle fini positif de ] a, b[. 

La démonstration se poursuit en raisonnant par récurrence : En admettant que le lemme _est 
vrai pour n. établissons qu'il est vrai pour n+1. La fonction fft ; ^(t), . . . . » (t), fa(t)], où «(t) 
est une fonction mesurable qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs, est une fonction mesurable. 
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Or, lorsque la suite des fonctions <p.(t) est telle que "^ "?.(t) - <P„,i(t), il résulte du raisonnement 

précédent que Ût ; Çj (t), . . . . q>n (t), <Pn+l (t)J est mesurable ; et l'inégalité : 

Iftt ; <̂  (t> f^CtHI < M(t) 

implique sa sommabilité sur tout intervalle fini positif de ]a, b[. C.q.f.d. 

Démonstration du théorème de Carathéodory. 
A présent nous établissons l'existence d'une solution de (1) sur l'intervalle t* < t < t* + 6 

avec 6 " b-t*. (On opérerait d'une façon analogue sur l'intervalle t* - a < t i t* avec A • t*-a). 
Considérons les n suites des fonctions *J(t), . . . , xj(t) définies comme suit : 

x}(t) - xf "* pour f < t < f + £ 

où les intégrales qui figurent dans ces relations ont une signification d'après le lemme précédent. 

En convenant de poser : 
-«• 6 

£"• f,(s ; xv .... x )ds - 0 pour t - - < f 

On a : 

|xj(t')-xj(t")| - | / " f4[s ; xî(s). . . . . xSs)]ds |</ " M(t)dt 

et en raison de l'absolue continuité de l'intégrale J ,* M(s)d8 les fonctions xj(t) , . . . . x"(t) sont 
* "5 

également continues et également limitées (S), p. 44, dans un intervalle quelconque I det°<t<t* + 6 
(ou sur ]t°, b[). On peut donc extraire de ces fonctions n suites de fonctions ij"(t) , . . . . xj"(t) qui 
convergent uniformément dans I vers n fonctions continues xx(t), . . . . xll(t)qui satisfont à l'équation 
(1). On a en fait : 

x:'(t) - xi *f* fjfs ; xî'(«). . . . . <'(«Hds - f\ Ulm ; < ( s ) . . . . . <'(•)] ds 

où la seconde intégrale est inférieure ou égale en valeur absolue à f* M(s)da et tend par con-

sequent vers zéro lorsque m—•+ o». 

D'autre part on a presque partout sur (t*. b] : 

mïi V* : <<*). ••-. <<*» - U« : *&). . . . . x.ft>] 

et en vertu de l'inégalité |ft[t ; xj'(t). . . . . <tt)] | < M(t) où M(t) est sommable sur [t*. b[, le passage 
à la limite sous le signe d'intégration est licite d'après le théorème de convergence de Lebeagne [6L 

2/ Hypothèses préléminaires sur les fonctions d'un (S.D. )L._ -

Ces hypothèses ont pour rôle d'assurer l'existence de fonctions absolument continues : 

C,(t)X,(t) (1-1, . . . . n) de (S.D.). 

Par conséquent, selon le lemme et le théorème de Carathéodory nous supposerons les fonctions 
Q(t) mesurables, et en outre positives et finies presque partout. 

D'autre part bien que nous ne nous intéressions qu'à des solutions X^t) susceptibles de varier 
entre 0 et 1 seulement, il serait suffisant à priori de définir les fonctions g,(t ; Xy . . . . XJ sur 
tout le demi cylindre 6[t*« t < « ; 0 < X( < 1 ; (i«l, . . . . n)] de base*[0 < X,< 1 ; (i-1, . . . . ni 
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ou ellea ne aont d'ailleurs connuee effectivement (ou phyaiquement) que eur ce cylindre, ; mais étant 
donné que le théorème de Carathéodory [14] ne permet pas de prolonger la aolution X(t) à partir de 
l'instant où elle atteint la frontière de c* cylindre t, noua prolongeona la définition dea fonctiona 
g((t, X) dana un voisinage de G, par exemple sur tout le domaine : 

D(t* t t < « ; - • < X, < +« (i«l, . . . . n)] 

et, à titre d'exemple, comme suit : 
A tout vecteur X de R" [-« < X«< +» (i»l, . . . , n ) ] on associe une partition des indices (1, . . . , n) 

composée des trois ensembles disjoints E, F, G, tels que : 

V o € E«—»X. < 0 

V 0 € F « - ^ 0 « X , < 1 

V Y € G •—r l < Xy 

puis au vecteur X on fait correspondre un vecteur U(5E) de s) tel que : 

V a €. E —*U a « 0 ; V 0 € F —-• Vfi * Xf ; V y € G ^ Uy - 1 ; 

et on pose : 

g,(t ; X) - g4(t ; U) (i«l. . . . , n) 

De cette façon en admettant que lea fonctiona g (t, X) sont d'abord données dans C, mesurables par 
rapport a t pour tout vecteur fixe de •>, continues sur a) par rapport à X (ou l'ensemble dea varia-
blea Xlt . . . , X.) pour presque toutes les valeura fixes de t et telles qu'il existe une fonction non 
négative M(t) aommable sur tout intervalle de temps fini conduisant aux inégalités : 

|g«(t, X)| <M(t) (M. . . . , n) 

elles continueront de vérifier ces mimes conditions à l'intérieur du domaine : 

Dit* < t < « , X 6 R ' ] 

Toutes ces conditions constituent les hypothèses préliminaires. On vérifie bien que les fonctions : 

***** ^ '4 t s ^ô ^ J 
sont continues par rapport à x pour toutes les valeura fixes de t qui n'annulent «ucune des fonctiona 
C«(t) ; qu'elle» satisfont à l'inégalité : 

!f,(t. X)l • lg,(t ; 2)| - |g,(t ; ï5)| < M(t) ; 

enfin qu'elles sont mesurables par rapport à t en vertu du lemme précédent et de ce que lea fonc
tiona 1/C{<t) sont mesurables [2]. 

Remarque. 

n est clair que les solutions de (S.D. )„ s'étendent sur toutes la demi-droite t* « t < +». En 
effet, dans le cas contraire M(t) ne serait pas aommable sur un intervalle fini. 

3/ Terminologie. 

Pour rappeler que noua nous plaçons dans le cadre des hypothèses du théorème d'existence de 
Carathéodory, nous dirons que le système différentiel (SJU^ est généralisé au aena de Carathéodory. 

Dans le but de définir à chaque instant une distance entre deux vecteurs U(t) et X(t) de R*. ar-
bitrairea ou solutions de (S. D. ] . , nous définissons les écarta orientée de ces vecteurs. Ainsi : 

1/ On anoeli» fctrt fflTJflnté Iu,(t). Xftllde deux composantes respectives U{(t) et X<(t)dedeux 
solutions Û(t| e» X(t) de (S. D. ), la fonction de t définie par lea deux implications suivantea : 
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(U<(t). Xt(t)] * CAt)\UAt) - X^t)] pour U<(t) - X<(t) 9 0 

[U4(t), X,(t)] - 0 pour U,(t) - X#(t) « 0 

2/ On appelle écart orienté [OH), XÛÎ) de deux solutions Ùïl) , 3C(t) de (S. DJ» la somme de tous 
les icarts orientés des composantes respectives de ces deux solutions : 

A 

[U(t), X(tî] » ï tU4(t), X,(t)l. 
1.1 

Remarque. 

Quel que soit le signe de la différence VAt) - Xj(t), on a : 

Ut(t) - X,(t) + |Ut(t) - X.(t)| 
tU(t). Xi(t)] - Q(t) : 5 — 

d'où résulte l'inégalité triangulaire : 

tÛ(t). ZÏT)] < [Û(tj. X(tî] + [X(t>, Z(tî] 

en raison des inégalités manifestes : 

Vi-Zj + |U--Zj 11,-X, + l l^-Xj X,-Z t + IXj-Zj 
2 * 2 + 2 

„De la définition de l'écart orienté de deux solutions Û(tj, X(tj de (S. D. )., il suit que la distance 
d)[U(t), X(t)] de ces deux solutions se définit a son tour comme la somme des deux écarts orientés 
construits avec U(t) et X(t). On a donc : 

A 

«lu. x] - tu, x] + [x. !5] = I CAt)\uAt) - x,(t)| 
t»l 

D'autre part les écarts orientés de deux vecteurs variables U(t), X(t) peuvent être définis d'une 
façon plus suggestive en effectuant à chaque instant t une partition des indices (1, . . . . n) en deux 
ensembles : 

E|Û(t), «7)1 et CEfÛ(t). X(t)j 

tels que : 

V o € EjÛ{t). Xft)i4—» U.(t) > X.(t) 

V p € CE{Û(?). X(t)}«=• U^t) < X^t) 

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité possible on notera simplement : 

EfÛTt), X(t) | = E(t) ou E 

Par suite, on a immédiatement : 

tÛ(t). X(tj] = S Cj(t) [U.(t> - X.(t)] 

4 / Lemmes sur des fonctions absolument continues. 

LEMME 1 

F(t) étant une fonction absolument continue de t sur un intervalle quelconque [a, b], l'ensemble 
• sur lequel les quatre propositions suivantes sont simultanément réalisées : 

t € * ^ = > \ t € [a, b] ; F(t) = 0, F'{t) existe, F'(t) f 0 | 

est un ensemble de mesure nulle. 
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Démonstration. 
Il est clair que, F(t) étant une fonction absolument continue, F'(t) existe presque partout (9]; 

UO], [11], 

Supposons d'abord l'intervalle [a, b] fini. L'ensemble * peut être regardé comme la réunion 
des ensembles disjoints F!*, E[, ..., E*, . . . , E;, . . . . EJ, EJ de [a, b], où n est un entier variant 
de 1 à +•, définis par les implications suivantes : 

Vt € E ,«=>JF(t ) * 0. F'(t) existe. df* *! 

V t € E * « = * JF(t> - 0. F'(t) existe, 0 < j j j <j£ < -±j 

V t 6 E; « - ^ JF(t) - 0. F'(t) existe, £ < | | < ̂ < 0 j 

V t € E;«—^JF(t) - 0, F'(t) existe, S T * - 1 ) 

On établit que les ensembles Ej, . . . . E*. . . . . ET, . . . , ï£ sont mesurables comme étant chacun 
sur l'intervalle fini [a, b] l'intersection de trois ensembles mesurables satisfaisant à l'une des trois 
conditions imposées ci-dessus. Ces trois ensembles sont mesurables car F(t) étant une fonction continue 
F(t) est mesurable [5] et par suite aussi l'ensemble sur lequel F(t) * 0 ; puis l'ensemble où F'(t) existe 
est mesurable [8]. A présent chacun des ensembles E*, . . . . EJ, . . . . E"B, . . . . E£ est de mesure 
nulle. En effet, F'(t) est sommable [9] et le théorème de la moyenne donne les inégalités pour les 
ensembles E* : 

f -rr dt > mfE,*) « (mesure de E,*) 

àî m<E-> < £ dT * * T m(E:) (ns *' 2' n+l 

D'autre part, F(t) étant une fonction absolument continue, l'intégrale 

est égale à la variation totale de F(t) sur E. &3] laquelle est identiquement nulle puisque 
V t € E* = * F ( t ) = 0. n en résulte que m(E£) = 0 pour n > 0. On verrait de même que m(E;) = 0 pour 
n > 0. Par suite, 

m(«) - X m(E*J + S m(E!) = 0 C.q.f. d. 
MO n»0 

Supposons maintenant l'intervalle [a. b] infini. On peut le considérer comme la réunion d'une 
suite dénombrable d'intervalles finis pour lesquels le lemme précédent s'applique, n s'en suit que 
le lemme est vrai quel que soit l'intervalle [a, b]. C. q. f. d. 

LEMME 2 

Etant donné un système différentiel : 

dCX. 
<S.D.)„ - j j - - g^t ; Xt X.) (i=l. . . . , n) 

généralisé au sens de Carathéodory, l'écart orienté tU4(t), X4(t)] entre deux mêmes composantes U4(t), 
Xj(t) de deux solutions respectives U(t} et X(t) de (S. D. )m est une fonction absolument continue de la 
variable indépendante t admettant une dérivée, à un ensemble 9^ près d'instants t de mesure nulle, 
égale à : 

gjt ; l^, . . . . U) - g,(t ; \ XB) pour U4(t) - Xt(t) > 0. 
0 pour U4(t> - Xj(tU 0. 
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Démonstration. 

Pour simplifier l'écriture, on peut ramener (S. D. )B à la forme canonique : 

( s . d . ) . ^ i - f,(t ; Xj. . . . , x„) avec x,(t) - Cf(t)Xf(t) (i"l. . . . . n). 

Ainsi, u4(t) et x((t) étant des fonctions absolument continues, leur différence est une fonction abso
lument continue et a fortiori le module de leur différence. Par suite : 

UjW-x^t) + |u«(t)-s{(t)| 
[^(t), x«(t)] - S 5 — : %— 

est une fonction absolument continue. Elle admet donc une dérivée presque partout puisqu'une fonction 
absolument continue est ft variation bornée [11] et qu'une fonction a variation bornée est la diffé
rence de deux fonctions croissantes au sens large [10] lesquelles admettent presque partout une dé
rivée [9]. 

Précisément soit D[x(t) ; t.x, t2] l'ensemble des instants appartenant à un intervalle fini positif 
(t , t}) sur lequel leB dérivées des composantes de x(t) existent et vérifient les équations du système 
différentiel ts.d),. D'après le théorème r.e Carathéodory la mesure de cet ensemble est égale à 
celle de l'intervalle [t,, t .] ; soit m{D[x(t) ; V tjjjj *» " *,• D e môme soit D[û7ÏJ ; t , t ] l'ensemble 
relatif à la solution utt). L'intersection KûTf), xtî) ; t1( t j de ces deux ensembles est mesurable et a 
pour mesure t , - t r Ceci étant posé, on a les trois cas suivants à examiner : 

1/ Soit t € I (uTt), xft) ; t,, t , ] et tel que u,(t? - X{(t) > 0. Les fonctions u^t) et x((t) étant 
continues, il existe un nombre n > 0 tel que pour |h | < n, u^(t+h) - x (̂t+h) > 0. Par suite sur l'in-
tervaUe [t- n « t' < t+n] l'écart orienté [ut(t') - x,(f )] est positif. D'autre part t appartenant à I, on 
a : 

Um tuj(t+fc). «t(t-Hi)l - [ut(t), x^t)] ^ [^(t+h) - x t̂-H»)] - [ut(t) - xt(t)j 
h-0 h = h-0 h 

Um Ui(t-Hi) - u,(t) - fx4(t+h) - x,(t)] — _ 
= h , 0 j;—= • = u/.(t) - xj(t) » f̂ ft ; u(t)] - f,ft ; x(t)] 

conformément & l'énoncé de ce lemme. 

2 / Soit t un instant de [t t , tz] tel que u{(t) - Xj(t) < 0. Les fonctions ujft) et ^(t) étant con
tinues, il existe un nombre n > 0 tel que pour |h| « n, u^t+h) - Xj(t+h) < 0. Par suite sur l'intervalle 
Ct—n < t' < t+rj], l'écart orienté [^(f), xt(t'B est nul et par conséquent sa dérivée est nulle con
formément à l'énoncé de ce lemme. 

3 / Considérons l'ensemble pour lequel t € I[u(t), x(t) ; tx, t j et u,(t) = x^t). Sur cet ensemble 
1_ 
h 

l'écart orienté [u^t), xt(t)] est nul et sa dérivée est la limite de l'expression — [ui (t+h), Xi (t+h) ] 

lorsque h tend vers zéro ; soit : 

Um Uj(t+h) - Xt(t-4i) + |u<(t*h> - xt(t-Hi)| = uj(t) - x\(l) + |uj(t) - xj(t)| 
h-0 2h~ " 2 

L'ensemble ainsi considéré se partage en deux nouveaux ensembles : l'un tel que i'(t) = x'(t) eon-

duisant & -g- [u4(t), xi(t)] = 0 conformément a l'énoncé du lemme ; l'a re tel que uj(t) - xj(t) i 0 

et correspondant ft un ensemble sur un intervalle ft1# t,] où il existe une fonction absolument continue 
F(t) = u<(t) - Xj(t) nulle sur cet ensemble et dont la dérivée F'(t) = u|(t) - xj(t) f 0, mais cet ensemble 
est de mesure nulle d'après le lemme 1. Le lemme 2 est donc complètement démontré. 
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LEMME 3 

Etant donné un système différentiel généralisé au sens de Carathéodory : 

dC(t)X.(t) 
(S.D.). d t — - gt(t ; Xj, . . . . X„) {i-1 n) 

l'écart orienté [Û(tj, XÏÏ)] de deux solutions U(t), X(t) de (S. D. )„ est une fonction absolument continue 
de t qui admet presque partout une dérivée égale a : 

±m). XÎtj] - Jm gjt ; U1( . . . . U.) - g.(t X, Xa). 

Démonstration. 

En effet, l'écart orienté [U(t). X(t)J étant la somme de n fonctions absolument continues 
lUiit), X|(t)] (i=l. . . . . n) est une fonction absolument continue de t. Cet écart admet donc une dé-

rivée, A un ensemble de mesure nulle près X = L X+, égale à E -rr [U((t), X t(t)l. Mais d'après 

le lemme 2 lorsque t £ X.: 

d ^ t y f t ) , X,(t)l - 0 pour i € CE(t) et 

d J- lU^t) . Xt(t)l « t^(t ; U) - gt(t ; X) pour i € E(t) 

D'où : 

4 Iû(t). xlît)] - 2 - | tu.(t). x.(t)l 
dt MEiti dt 

= I [g.(t ; U) - g-(t ; X)], C. q. f. d. 

5/ Hypothèse fondamentale (H)i sur la décroissance des fonctions fc(t ; X„ . . . . X.) -

Les fonctions g{(t ; Xj, . . . . XJ étant déjà continues par rapport à l'ensemble des variables 
Xj, . . . . Xa, pour presque toutes les valeurs fixes de t, on admet qu'elles vérifient sur la base « 
et son prolongement, pour presque toutes l es valeurs de t, l'inégalité : 

Wi , _ ? - » , 8J* : U». . . . . U.) - g.(t ; X t. . . . . X„) < 0 

Par la suite on dira que les fonctions g (t ; X) (i=l, . . . . n) vérifient l'hypothèse (H)r 

Propriétés. 

Pour réduire l'écriture dans la justification des propriétés qui suivent, nous conviendrons ici 
que les points de suspension employés dans les fonctions g représentent des composantes du vecteur 
X(Xlt X,, . . . . X.) placées dans l'ordre naturel des indices. 

Moyennant l'inégalité (H^, chaque fonction g (t, £) est décroissante au sens large à droite de 
X puisque pour A > 0 on a : 

g;(t ; . . . . Xm + Am, . . . ) - g.(t ; . . . . X#. . . . ) < 0 ; 

puis, la somme gt(t ; X) + p.(t ; X) avec ifj est décroissante au sens large à droite de l'ensemble 
des variables Xf et X ; . . . . ce qui découle des inégalités : 

g4(t ; . . . . Xt + &t Xj + A}, . . . ) + gj(t ; . . . . Xt + A4 X. + A., . . . ) 

- g>(t ; . . . , X , . . . , X , . . . ) - g (t ; . . . . X , . . . . X , . . . ) < 0 

pour A, > 0 et Aj > 0. etc. 
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De plus lorsque les fonctions gt(t ; X) sont differentiates par rapport aux composantes de X, 
leurs dérivées partielles premières vérifient toutes les inégalités : 

j ^ 2, gli ; X) < 0. E C d n). 

en prenant pour E tous les ensembles d'indices différents contenus au sens large dans (1, . . . . n). 
On le voit en différentiant la suite des inégalités précédentes qui doivent avoir lieu quels que soient 
les accroissements positifs d,, . . . . àm. Evidemment, ces dernières inégalités ne sont pas suffi
santes pour entraîner (H)1 car nous avons supposé tous les accroissements A4(i=l, . . . , rtf positifs 
ou nuls. 

Exemple. 

Les fonctions gj qui composent les systèmes différentiels des usines en mélange binaire vé
rifient (H)i (Voir % III, p. 62 ) et il en est de même pour celles qui se déduisent des systèmes dif
férentiels linéaires que nous avons considérés au chapitre 3. 

6/ Propriétés des solutions des systèmes différentiels soumis à l'hypothèse (H), -

Ces propriétés font l'objet des deux théorèmes suivants : 

THEOitEME 1 

Etant donné le système différentiel généralisé au sens de Carathéodory : 

dCAt\XAt) 
(S.D.). * ̂  f = g.(t ; Xi# . . . . X) (i=l n) 

où les fonctions g.(t ; X„ . . . . X j vérifient l'hypothèse (H^, les écarts orientés et la distance de 
deux solutions U(l) et X(i) de (S. D. )m sont des fonctions de t absolument continues et décroissantes 
au sens large. 

Démonstration. 

Pour l'écart (Ù(tj, X(t)î il suffit d'établir que ^ [Û(t). XÛf] < 0 pour t f- » . S'il en est ainsi, 
le théorème est vrai parce que l'écart orienté de deux solutions de (S. D. ). est une fonction abso
lument contenue de t et par suite est égal a l'intégrale indéfinie de sa dérivée [12] : 

[Ûft). X(tj) = (ÛïT). X(T)] +jft £ fiJÏÎ), X(s» ds 

et que l'intégrale indéfinie d'une fonction non positive est une fonction décroissante an sens large. 
Mais d'après le lemme 4/3 p. 55 et compte teau de l'hypothèse (H), on a bien : 

^[ÛH). X(t5] * J- t l«.(* : «i u.» " C.(* ; Xi» -•-. X.) < 0 

sauf au plus sur un ensemble X de mesure nulle. 

On montrerait de même que l'écart orienté [X(t), U{t>] est une fonction de t absolument con
tinue et décroissante au sens large. 

n en résulte que la distance <»[Û(t). X(t)] de deux solutions de (S. D. )., égale à la somme des 
deux écarts orientés de ces deux solutions, est aussi une fonction de t décroissante au sens large. 
C. q. f. d. 

Corollaire. 

dx, * 
Les systèmes différentiels -=?* - gix. xj. . . . . xj (i«l, . . . . n) où les fonctions g(t.x) véri

fient l'hypothèse (H^ sont uniformément stables à droite. 
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THOREME D'UNICITE A DROITE 

Lorsqu'il existe entre tout couple de solution! absolument continues C(t).X(t), C(t).U(t) d'un 
système différentiel (S. P.) une distanced [X(t), Û(t)] * <»(t) décroissante^ au sens large, (S. D. )„ 
n'admet qu'une solution C(t).X({) a droite issue d'un vecteur initial C(t0).X(tJ donné à l'instant t0 ; 
xTT) peut ne pas être défini su plus sur un ensemble de mesure nulle. 

Démonstration. 
En effet (8), supposons qu'il existe <we autre solution C(t).U(t) telle que C(t.).U(t.) = C(t0)X(tJ. 

On aurait ûXt.) = 0 et il existerait un instant f > t# pour lequel C(l).U(l) / Cff).X(t) d'où (P(t) > 0. 
Désignons alors par t' l'instant le plus éloigné de t. tel que t. < t' < l et C(t').U(t') = C(t').X(tr). 
Par conséquent ûXt') s 0. Mais on aurait la contradiction 0 z (9(f) > (Oit) > 0 puisque la distance 
de deux solutions est une fonction de t décroissante au sens large. C. q. f. d. 

t. t' l t 

7/ Hypothèses complémentaires (Hfc et leurs conséquences. 

Le concept d'usine de séparation incite à introduire deux nouvelles hypothèses sur les fonc
tions du système (S. D. ). qui impliquent pour certaines solutions : l'une, un théorème de minoration, 
l'autre, un théorème de majoration. 

Ces hypothèses s'expriment par les inégalités suivantes vérifiées presque partout : 

1/ «4<t ; 6)> 0 (i=l n) 

(Les fonctions g,(t ; 0, . . . . 0) sont positives ou nulles. ) ; 

2 / g ( t ; î) * ^ j * (i-1. . . . . n) 

(Les fonctions gj(t ; 1 1) sont identiquement inférieures ou égales aux dérivées des fonctions 
Ci(t). ) ; et par la supposition que les fonctions C4(t) sont absolument continues pour utiliser encore 
la. propriété de la décroissance au sens large des écarts orientés. 

Ces nouvelles hypothèses seront désignées par (H^. Elles entraînent les deux théorèmes sui
vants : 

THEOREME 1 

Etant donné le système différentiel généralisé au sens de Carathéodory. 

dC4t)X€(t) 
(S.D.). ^ d t

< » «,(1 ; X , . . . . X.) (i=l n) 

où l'on suppose en outre que : 

1/ Les fonctions g,(t ; \m . . . . XJ satisfont à l'hypothèse (H\ -

2/ Les inégalités g.(t ; 0, . , . . Ci > 0 sont vérifiées presque partout ; les composantes Xj(t) 
de toute solution X(t) de (S. D. )a demeurent supérieures ou égales à 0 lorsqu'elles le sont à l'ins
tant initial t,. 

57 



Démonstration. 

L'écart orienté [0, X(tj] = - ,2 . .. C.(t)Xft) qui est une fonction absolument continue de t 

admet presque partout une dérivée : 

£ [5, xft] - - „2 - ^ » - £ «.(t ; X, X.). 

Mais en vertu de l'hypothèse (H)1 on a l'inégalité : 

I g.(t. 0 0) < £ g.(t, Xx X.) 

qui doit être respectée dans tous procédé de prolongement des fonctions g à l'extérieur de S. Elle 
entraîne : 

£ [0. Xft)] < - I gjt ; 0 0) 

d'où compte tenu de la deuxième condition : 

3f[0 . X(t)] < 0. 

Mais [0, X(t)] étant une fonction absolument continue et nulle à l'instant initial t#t il résulte de 
[12] que : 

[0. X~tj] • / * ^ 10. X(ïflds < 0 pour t > t#. 

D'où nécessairement [0, X(tî] = 0 et X^t) * 0 (i=l, . . . . n) C.q. f.d. 

THEOREME 2 

Etant donné le système différentiel généralisé au sens de Carathéodory : 

<s- D- K — d t * = *» ( t : Xi* * " • ' X J ( i=1* • " * ' n) 

où l'on suppose en outre que : 

1/ Les fonctions g{(t ; X^ . . . . XJ satisfont à l'hypothèse (H)^ 

dC 
2/ Les inégalités g (t ; 1, . . . . 1) « -rr sont satisfaites presque partout ; 

3/ Les fonctions C4(t) sont absolument continues ; les composantes de toute solution X(t) de 
(S. D. ) demeurent inférieures ou égales à 1 lorsqu'elles le sont à l'instant initial t . 

Démonstration. 

L'écart orienté : 

IXM. î] - J L . C M IX (t) - 1], 
i{53, u " • 

en raison de la 3ème condition, est une fonction de t absolument continue qui admet presque partout 
une dérivée : 

dC. £[X(t). î] » S fc(t ; Xt X.) - ^ 
«t{ ï , i ) 
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inférieure ou égale i zéro en vertu de l'hypothèse CH\. Celle-ci s'exprime par l'inégalité : 

Z g,(t ; Xj. . . . . X.) « Z g,(t ; 1, . . . . 1). 

qui doit être aussi respectée dans tout procédé de prolongement des fonctions g à l'extérieur de é. 
Elle entraîne en effet : 

AC 

gj-lxTt>. U < JE g.(t ; 1 1>- -—• 

puis : 

^•[X(t), 15 « 0 

compte tenu de la deuxième condition. 

D'ailleurs (xfô. Î ] étant absolument continu et nul à l'instant initial t„ on a selon [12] : 

[XW. î ] -JT* ^ [ X l t ) . T]ds i 0 pour t > V 

D'où nécessairement : 
[xTtj. î ] - 0 et Xt(t) < 1 (i*l. . . . . n) C.q.f.d. 

Remarque. 
On aurait pu poser les hypothèses (HJj en utilisant deux vecteurs quelconques V et W de R* au 

lieu des vecteur* 5 et T. et on aurait obtenu deux théorèmes analogues ; mais dans les condi
tions précédentes on voit immédiatement que les composantes des solutions de (S.D.^, soumis aux 
hypothèses (H), + (H),, demeurent comprises entre 0 et 1 lorsqu'elles le sont toutes à l'instant ini
tial t s ; ce qui est primordial dans nos applications. Ceci s'exprime encore en disant que les hy
pothèses (H)j + (H)t assurent l'existence et l'unicité à droite des solutions X(t) dans le cylindre : 

efta« t « •<; Q « X^t) < 1 (i»l. . . . . nil. 

H - SYSTEMES DIFFERENTIELS MDCTES (S.M.)^ -

Nous étendons les propriétés des solutions des systèmes différentiels (S.D.), - celles qui restent 
A l'intérieur du cylindre : 

«ft. < t < » ; 0 < X4(t) < 1 (i*l n)] -

a des systèmes différentiels plus généraux dans la mesure où ils se déduisent d'un (S.D. ). en an
nulant identiquement un certain nombre de fonctions CAt). Si n-m est ce nombre, on a de la sorte 
un système mixte (S. M. ) de m équations différentielles et de n-m équations implicites. D'ailleurs 
on peut toujours supposer, en changeant au besoin l'ordre des équations, que les n-m dernières 
fonctions C,(t) (q=m+l, . . . . n) sont identiquement nulles. 

1/ Hypothèses -
Pour parvenir à cette extension nous sommes obligés de faire quelques hypothèses supplémen

taires sur les fonctions g,(t ; X) (i*l, . . . . n). 
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Ainsi, considérons le système mixte (S.M. ).,„ avec m > 1 : 

dC.(t)X.(t) 

0 * £.,(t : x , x » x * . x ) 

" * Sa' » * 1 » * * * » * « » " » » i * • • • » *»aJ 

oft les fonctions gt(t ; Xx, . . . . Xa) (1=1, . - . , n) sont réduites en général par les relations : 

dC, 
C,(t> » 0, — - o. . . . (q*m+l. . . . . n) 

et dans lequel on suppose que : 

1/ Les fonctions Ca(t) (p*l, . . . . m) sont absolument continues de t et positives presque 
partout. 

2 / Les fonctions g (t ; X , . . . . XJ sont définies dans le cylindre : 

Cft. < t < . ; Û < X ( < l ( i -1 . . . . . n)] 

et étendues à tout le domaine : 

D[t. « t < « ; - « < X i < + c B (i*l, . . . . n)] 

par le procédé indiqué au 1.2/p. 5 1 , où elles sont mesurables par rapport à t pour tout système 
de valeurs fixes Xx, . . . . X,, et continues par rapport ft l'ensemble des variables X a , . . . , Xa pour 
presque toutes les valeurs fixes de t. D'autre part el les satisfont à l'hypothèse (H)r 

3 / Les fonctions g,(t. Xa. . . . . X_. Xmtl, . . . . X ) (p*l m) vérifient les hypothèses (H*) 
et sont croissantes au sens large par rapport aux Xa(q*m+1. . . . . n). Il existe aussi une fonc
tion M(t) sommable sur tout intervalle fini positif, telle que : 

|g_(t. Xx. . . . . XJ\ < M(t) <p*l. . . . . m) 

4 / La base A de £ étant considérée comme le produit é \ x s \ _ des deux espaces : 

« \ [0< X,< 1 (p-1, . . . . m)]. * M [0 < X , « 1 (q-m+1 n)J 

il existe presque partout sur % une variété linéaire de 49 telle qu'à tout point de 4Ba correspond un 
seul point de 4I„_ où les fonctions g,(t. X1# . . . . X,) s'annulent et où elles admettent des dérivées 
partielles premières 3g,/dX { (q. lxm+l, . . . . n) continues par rapport à l'ensemble des variables 
X,, . . . . Xa (bien entendu, ces dérivées partielles sont mesurables par rapport à t [7]). Enfla, le 
jacobien ou déterminant fonctionnel J des g,(t, Xl, . . . . Xa) par rapport aux X,(l«m+1, . . . , n) 
n'est pas nul quels que soient X1# . . . . Xa sur 41 pour presque toutes les valeurs de t. 

2 / Propriétés des systèmes mixtes -

Dans les conditions précédentes et pour presque toutes l es valeurs de t on peut déterminer sur 
4BM d'une seule manière les fonctions Xa t l . . . . . Xa à l'aide de X4, . . . . Xa ; fonctions qui sont 
continues en Xx, . . . . X, pour presque toutes les valeurs de t. et mesurables par rapport à t pour 
tout système de valeurs fixes de X l t . . . . Xa. comme étant limites de fonctions mesurables lesquelles 
résultent de la méthode des approximations "successives (9) p. 244. En reportant leurs expressions 
dans les m premières fonctions g (t ; X , . . . . XJ (p"l. . . . . m) on parvient au système différentiel: 
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dC.(t)X.(t) 
d t ' 9^ ; x l# . . . . x j - gt(t ; Xj, . . . . x j 

dCa(t)Xa(t) 
j» * <L' ; X^, 4 à • t X J = 8J* * i ' • • • ' «' 

qui est du type (S.D. )m. Précisément, les fonctions % ft : X , •••• X ) sont définies sur R" où elles 
vérifient les relations de la page 51 et satisfont aux propriétés suivantes : 

1/ Il existe une fonction M(t) somxnable sur tout intervalle fini positif telle que : 

|«,ft ; Xj. . . . . X.)| < M(t) (p-1. . . . . m) 

en raison de l'identité g,(t ; Xx, . . . . X.) • ga(t ; Xx. . . . . XJ et de l'inégalité | g j < M(t). 

2 / Les fonctions §.(t ; X ,, . . . . XJ sont mesurables par rapport à t pour tout système de 
valeurs fixes X1# . . . . Xa en raison du lemme de Carathéodory I. 1/p. 49 appliqué aux fonctions 
g,(t ; Xj, . . . . X., XMl< . . . . XJ dans lesquelles on remplace les X, (q=m+l, . . . . n) par des fonc
tions mesurables de t. Elles sont aussi continues par rapport à l'ensemble des variables X l f . . . . X. 
pour presque toutes les valeurs fixes de t puisqu'on les obtient en remplaçant dans les g (t ; X1# . . . . 
Xa, \ t l . . . . . XJ les X (q=m+l, . . . . n) par des fonctions continues par rapport à l'ensemble des 
variables X . . . . . X . 

3 / Les fonctions S (t. Xj, . . . . XJ (p=l, . . . . m) vérifient l'hypothèse (H ) : 

En effet, en désignant par U„(t) et Xa(t) deux vecteurs de l'espace R" et par Ua(t) et X_(t) leurs 
projections respectives dans RT, on peut considérer à chaque instant t les partitions Ea|Ua(t), X (i)] 
et EjÛJt). JTftl qui donnent lieu aux relations : 

I £ft : U) - &(t ; XJ = £ ga(t ; UJ - gjt ; XJ 

mais E Ç E , et d'autre part les éléments Y de Ea gui n'appartiennent pas à E. correspondent à 
8V(t ; t f j • g , (V XJ « 0 d'où : 

£ S.<t ; U„) - *.(t ; XJ * X g j t ; UJ - g.(t ; XJ < 0 

puisque les fonctions g{(t ; Xv . . . , Xa) (i=l, . . . . n) vérifient l'hypothèse (HJ : laquelle se transmet 
donc aux fonctions S ( t ; Xx, . . . . XJ (p»l, . . . . m) de (S.D.) . 

4 / Les fonctions § (t ; X . . . . . X ) vérifient l'ensemble des hypothèses (HJ : 

En effet, on a d'une part : 

S f̂t ; OJ = gj t ; 0 0. X,^ XJ * g.(t ; uJ > 0 

en raison de la croissance au sens large des fonctions g, (p*l, . - - • m> par rapport aux Xa4l, . . . ,Xa 

et de la dernière inégalité vérifiée par les fonctions g (t ; Q.) qui se transmet ainsi aux fonctions 
S, ft ; OJ (p=l. . . . . m) de (S.D.)a ; et d'autre part : 

%ft ; Î J • g,ft ; 1. . . . 1 ; X ^ , . . . . XJ < g, t ; î . ) « § 

en raison de la croissance au sens large des fonctions g,(p=l, . . . , m) par rapport aux Xa.1# . . . , Xa 

et de la dernière inégalité vérifiée par les fonctions « ( t ; T ) qui se transmet ainsi aux fonctions 
S, ft ; Î J (p-1, . . . . m) de (S.D.). . 

De ces quatre propriétés il résulte qu'entre deux solutions quelconques de (S.D.)a il existe 
deux écarts orientés et une distance qui sont des fonctions de t absolument continues et décroissantes 
au sens large, ce qui entraîne l'unicité à droite des solutions. D'autre part elles demeurent com-
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prises entre 0 et 1 lorsqu'elles le sont à l'instant initial. Quant aux composantes XmtV .... X., «Usa 
sont aussi comprises entre 0 et 1 puisqu'à tout peint de Mm correspond un seul point de * M où les 
fonctions s s'annulent comme il est supposé au 4/ de la page 60. 

m - APPLICATIONS AUX SYSTEMES DIFFERENTIELS DES CONCENTRATIONS DES USDfRS EH 
MELANGE BINAIRE. 

Le UL2/p. 28 du chapitre 2 montre que lea systèmes différentiels des concentrations des 
usines en mélange binaire se ramènent à la forme générale : 

Û ^ p î S + f„(t. V - I f4j<t. N,) - [fM(t. 1) - S tit (t. 1) • § J r > « 0. J-l n) 

où les fonctions CJt). V*(t), f (t. N,) (1, J-l, . . . . n) sont définies dans le cylindree[t.« t < « ; 
0 < N| « 1, (i"l. . . . . n)l, et prolongées à l'extérieur de 6 selon le procédé indiqué p.51. 

1/ Hypothèses. 

Dans ce cylindre 6 on admet que les fonctions du système différentiel précédent vérifient tes 
hypothèses suivantes : 

1/ Les fonctions Q(t) sont absolument continues et positives presque partout. 

2/ Les fonctions x£(t) sont mesurables et données dans l'intervalle ED. 1]. 

3 / Les fonctions f, (t, N.)(L j*l* . . . . n) sont mesurables par rapport à t pour tonte' 
fixe de Nj. continues par rapport à N} pour presque toutes les valeurs fixes de t, 
sens large par rapport à H. et identiquement nulles pour N » 0. 

4/ Lea fonctions d,(t. N,) • f„(t. N,) - J j f^ft. N,) sont croissantes an sens large par 

à N r 

S/ Les dérivées dCjdt satisfont presque partout aux inégalités : 

W- " " l ^ U*1T >0 

«/ Les fonctions f„(t, 1) sont sommablea sur tout intervalle de temps fini positif. 
Ce» hypothèses découlent des observations du chapitre 2 (OL 2/p. 2g ). Toutefois, il 

justifier dans les application* les deux points que nous avons prématurément admis : 

1/ Les fonctions f(J(t. H}) (i. j - l n) sont inesurables par rapport à t ; 

2/ Les fonctions fu(t. 1) (i-1. . . . . n) sont sommablea sur tout intervalle de temps fiai po
sitif. 

Du moins, nous donnerons en temps utile des conditions pour qu'il en soit ainsi. 

1/ Toutes les fonctions f4j(t, Np sont positives ou nulles. En effet, elles «ont nulles 
et croissantes an sens large par rapport à Nj. 

2 / Les fonctions f^ft, N,) sont inférieures à une fonction : 

sommable sur tout intervalle fini positif. Ceci résulte des inégalités : 

0 * f^ft, N,) « f,^. N,) 4 f„tt. 1) « m(t). 
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3/ En désignant par E on eoue-enaemble quelconque de l'enaemble de* indicée (1, . . . , n) 
toutea tea expreaaiona : 

f u < t ' N j , - l J V t ' N j ) 

sont croiaaantea au aena large par rapport à N , . On te voit d'après l'identité : 

y*- v - I ,^- v - di(t- v+1 v*- N,) 
où te second membre eat par hypothèae une somme de fonctions croiaaantea au aena large de N j . 

2/ Propriétée. 
En posant 

gt(t ; N» N.) Jf^ft, 1) - ï f4j(t. 1) + ^JH|(t) - f„(t. N,) + I f4j(t, N,) 

on obeerve que tea fonetiona g,(t# N) (i»l. . . . . a) aatiafont aux propriétée suivantes : 

1/ Les hypothèaea prélimiinairea du L2/p. SO aont remplies-: 

a) Du moine, g^t ; N1# .... M ) est mesurable par rapport à t et continue par rapport 
à l'ensemble des variabtea N1( . . . . Ma. 

b) La condition de Carathéodory est remplie : 

l^tt. 5)| < fa(t. i) - t f4j(t. H • § • fMft. M4) • t f4J(t. i n 

3/ L'hypothèse fH)t est Tériflée : 

f.(t. U) - fjft, X) - -f_(t. O.) • t f^t. U,J + fj(t. X.) - £ f.,(t. X,> 

d«oa an déelgnant par B - KÛft). X(tl| la partition définie au I. 3/p. 52 : 

Jftt.(t. 0 ) - g,(t. xï . E £ gyt u,) - g<t. xpi 

-jjfu*. *U - i . U « . <L>]-[*«&. xj - X W*. 3U]}« ». 
te second membre de cette identité (écrit ear deux lignes) étant bien inférieur ou égal à séro puisque 

tjt, XJ -Z^ f^ft. X.) et tjt. XJ aont dea fonetiona croissantes an aena large de Xa et de X^. 

Laa propriétéa ci-dessus sont vérifiées en prenant f,.ft. x.) * L t , . (t) x. avec AtJ » - 1 
ifl et 1 pour i • j , et oo laa coefficients a..(t) aont aommastes et aatiafont aux inégalitéa : 

a4j(t) > 9 et an(t) - £ a^ft) * 0 • 

, « 



Entre deux solution» quelconques dea systèmes différentiel» linéaire» correspondante il existe doac 
deux écarta orientés et une distance qui sont des fonctions de t absolument continues et décrois
santes au sens large. 

3/ Le système d'hypothès? (H^ eat satisfait : 

a) g,(t ; 0, . . . . 0 ) -

[f„(t, i) - ï f,}<t, n + ~JK(t)> o 
Y** 

M gj(t ; 1, . . . . 1) • 

[ * dCl * 

f„(t, 1) - X ftJ(t. 1) + -jjlNÎft) - fw(t. 1) + I if iJ(t. 1) 

« '*<<*• 1) - ï f4J(t, D • § - f„(t. 1) • t f4j(t. 1) - ^ 

Par consequent, avec cea premières hypothèses exprimées par les 1/, . . . . 8/ , les solution* 
du système proposé sont douées des propriétés faisant l'objet dea théorèmes daa % I. 8/ et I. 7/p. %f 

3 / Suite des hypothèses. 
A présent noua complétons la liste des hypothèses du § HL 1/ p. 62 en posant que les fonctions 

fi, (t. Nj) satisfont aussi aux conditions : 

If f«ft. »«>> « pour N4> 0 (i-l n), soit— feft, M,) > 0 eu* N4€ [0, 1]. 

8/ La matrice dea fonctione jjr- ^(t , N,» est irréductible sur H, € (0, 1] (j«l, . . . . n). 

9/ Les fonctions f„(t. N, ), d,(t. N,) admettent dea dérivées partielles premières ^fàjJH}, 

—&£.—Il continues par rapport à N] et qui août nulles on positives en même temps que laa fsne-

tfcma ^ f„<t. Wj>.-jf d,(t. M,) respectivement 

Remarque. 
Les conditions Tème et Sème ne «oppriment aucune généralité, elles nous permettront d'util ta ar 

le théorème de Taussky. Précisément la condition tème exprime que l'usine eat irréductible (Voir 
chapitre 2. % L 3/p. 22 ) ; la condition Tème, que le point i n'est paa on point unipolaire de aaatJ* 
de l'usine ; de même la condition d'irréductibilité implique qu'un point i de l'usine n'est pas an 
point unipolaire d'entrée de l'usine. Bn somme le système considéré eat limité à aes bottas 
lnires. D'antre part une naine, on an système réductible serait étudié de proche en proche e< 
il a été dit à la fin du Ch. 2. % L 3/p. 22. 

4/ Suite dea propriétés. 

cette suite d'hypothèeea. laa solutions des 
encore les propriétés du y IL 2/p. 60. Pour s'en assurer, a reste à vérifier les 

lea Sème et 4ème du % IL 1/p. 60. 

On remarqua qu'on pourrait noter plus précisément las fonctions g, par g^, ^g* ; N .̂ . . . , i Q 

(i"l. . . . . n). Celles-ci sont manifestement croissantes a» sens large par rapport ans Nk(k/i) M 
même titre qua lea fonctions tjtt, H )̂. ce qui établit la 3 / . Par conséquent, Û reste à établir sa» 
tout système d'équations : 

gjfc. 8 ; Ht MJ - 0 avac « € E J> (i. . . . , ' n ) 
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est résoluble d'une façon unique par rapport aux H0 avec B € C E et que les composantes de cette 
solution sont comprises entre 0 et 1, 

Sans perte de généralité, on suppose pour simplifier l'écriture que ce système résulte de l'an
nulation des m premières fonctions C,(t). Le système à étudier se met donc sous la forme : 

^ V - <M<*' V - — - f i > N.} " *Ui(t' "W • ••• • fx> V 

+ [U*. «- 5,'x.A «]<«• 
- 's.»». NJ + t,fl(t. N,) - . . . - \JX, NJ • fJf^(t. N^J + . . . + f,f„(t. NJ 

+[fJ#,(t. D - i fftj(t. D ] N;( (t) 
Mf 

" ' . . A Nx) - f.(f(t. NJ - . . . • f^Jt. H.) - f ^ t . N„x) + . . . + f.f„<t. NJ 

Le jacobien de ce système : 

M-

J • 

afuft, NJ B^ft, N,) afjt , y j 

aftt(t. NJ Bf^t. H,) MJX, NJ 
BN, ait, • •' 

>f^(t, Nx) 3f«,<t, N,) 

>Mi ' Î N . "î • • « * * 

*N. 
« 

» i j t . N.) 
«H. 

est poaitif comma mineur d'ordre m sur la diagonale principale d'une matrice d'ordre n irréductible 
aa application du critère da régularité (Voir p. 46 ). Par conséquent, si ce système admet une solu
tion Nt. . . . . Na poor un vecteur 5 de composantes Nf, . . . . N*. N , . . . . Na. il ne peut y en 
avoir qu'une dana na certain voisinage de N. Or pour H * 0 les seconds membres de ce système 
sont nuls et le système admet la solution manifeste Nx • . . . "N."0 ; c'est d'ailleurs la seule solu
tion car pour tout autre système de valeurs Ni » 0. . . . . N. > 0 avec M* + . . . + N. > 0. on aurait 
en additionnant las équations « pour lesquelles N. > 0 : 

S [Ut. NJ.J^Wt. Nj]-0 

ce qui eat impossible à cause de l'irréductibilité. De même pour N 1 1 les seconds membres de ce systè
me se réduisent aux premiers pour H%* ... » N. » 1 ce qui correspond à la solution : c'est également 
la saute solution, car pour tout autre solution Nx < 1. . . . . N. « 1 avec N̂  • . . . + N. < m. on 
aurait en additionnant lea équations « pour lesquelles Na < 1 : 

j[ut. HJ - .&. W». *.>]- £[U*. *> - j£_ f~(t- u ] 
ce qvl est impossible puisque le premier membre est une expression toujours croissante de l'un au 
moins des N. sinon le Jacobien J aérait nul. D'autre part, lea composantes Nj. . . . . K. sont dea 
fonctions continues et creiasantaa au sans large dea composantes de N en raison du théorème 1 au 
Ca. 3. v IL 1/p. 33. appliqué au système différentié du système de ces m premières équations. Par 

t. en faisant varier continûment at toujours daaa le même seas lea composantes du vecteur 
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fi de 0 à 1 et de manière à leur donner les valeurs requises V[, . . . , N*t NM1, . . . , Na, les com
posantes N*. ..., N* qui vérifient le système au cours de cette variation sont des fonctions continues, 
croissantes au sens large,variant de 0 à 1 en passant par les valeurs cherchées et uniques N ^ ^ . . , ^ 
C. q, t. é. 

5/ Justification de la aommablllté dea fonctions fij(t, N,) par rapport à t. 

On justifie les deux points précédemment admis au % in. l/p. 62 à savoir que : 

1/ Les fonctions ft.(t, N.) sont mesurables par rapport & t ; 

2/ Les fonctions fH(t, N{) sont sommables sur tout intervalle de temps fini. 

Au chapitre 2. % HI. 2/p. 28 on a vu que : 

*„(t. Nt) » 19^(1 - n'lt) + (1 - 8, a,) (1 - |iJJ)l L, N, (1-1, . . . , n) 

f«,(t. N,) - l e ^ u / + (1 - 9,0,) u»/,] LjN, (i-J-1 n) 

où l'on suppose que tous les coefficients de partage 84, n^, uj] sont des fonctions mesurables de 
t, et les gain» de séparation «{(Ni) des fonctions admettant une dérivée 3a4/3Ni continue. Ainsi 
il reste à établir que les flux L.(i-1, . . . , n) sont mesurables et sommables puisque les crocheta 
sont compris entre 0 et 1. Or les L{ sont les composantes de 1a solution du système d'équations 
linéaires : 

LU . 6 ) . £ 6 L " F * - — -

à coefficients 94.(t) mesurables et bornés» à flux d'alimentation F,(t) mesurables et sommables sur 
tout intervalle fini positif, et où, bien entendu, les dQ/dt sont mesurables [8] et sommables (12] ; 

/
** dC 

.. "sr * •c , ( t i ) * c*(u 

puisque les fonctions Ct(t) sont absolument continues. 

Dana cea conditions, et en ae limitant aux usines Irréductibles, il y a deux cas a envisager 
correspondant à la distinction dea deux types d'usines (Voir Ch. 2, % I. 2/p. 22 ). 

1/ Pour les usines en production : £f fl£ > 0 ; le déterminant D* du système n'eat pas nul 
d'après le théorème de Taussky, et lea composantea L4 de sa solution sont meaurablea. Mils il 
n'est paa prouvé qu'ellea soient sommablea, car O* peut devenir aussi petit qu'on le veut lorsque 
les 8j (t) varient d'une façon quelconque. Néanmoins cette aommabilité aéra aaaurée lorsque l'un des 
ni minorants de D* (Voir Ch, 3. Note II. p.46 ) demeure aupérleur ou égal à une constante positive. 
Il en est bien ainsi pour les systèmes à coefficients de partage indépendants du temps. 

2/ Pour les usines en reflux total : 

la solution du système homogène, définie à un facteur constant près, est sommable ; ses campe* 
sentes étant respectivement proportionnellee aux cofacteura dea éléments d'une même ligne du dé
terminant D* de »em coefficients. Quant à la solution particulière, elle donne lieu aux memea dif
ficultés que dans le cas précédent. Elle s'obtient par la résolution d'un système régulier è n-1 
équations (Ch. 2. § II. 3/p. 26 ). Sa aommabilité aéra aaaurée de mtme lorsqu'il existe pour M» 
des cofacteurs de la diagonale principale de D* un minorant supérieur ou égal à une constante posi
tive. Ceci a lieu pour les usines A coefficienta de partage indépendante du tempe. 

*7 Critère de distinction des usines en production dea usinée en reflux total. 

Le théorème au Ch. 2. % IV. p. 28 permet de distinguer les usinée en production (*• 9t * o ) 

dea uainea en reflux total (*- aj » O \ et conduit au critère suivant : 
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CRITERE 

Lorsque la somme I d^t. N<) • ï |fH(t, Nt) - £ f 4(t. Mf)L pour N. > 0 (l € P), 
wéJ» •>ej* ĵ l e * ™ * » " M 

est positive presque partout au cours du temps, l'usine est en production ; sinon, elle est nulle, 
et l'usine est en reflux total. 

7/ Dégénérescence complète des systèmes différentiels des concentrations en systèmes d'équa
tions implicites. Régimes permanents. 

Lorsqu'on annule identiquement toutes les capacités du système représentatif des concentrations 
de l'usine ; Ci(t) • 0 (1-1, . . . . n), on parvient à un système de n équations implicites (S.I)a : 

+ *u(t. Nt) - fu(t, Nf) - . . . - tjt, W.) " t+ fu(t, 1) - . . . - tjt. 11 N̂  
- f^t, Nx) + tjt, Nf) - . . . - f,„(t, Vm) « I- ^(t , 1) + f„(t. 1) - . . . } N* 

- tjt, Nx) - fpl(t, Nf) - . . . + tjt. N ) • (- tjt, 1) - . . . + f j t . I» V. 

En restant dans le cadre des hypothèses 2/ , . . . . 9/ des § 1/ et 3/ p. 62 et 64 on a les deux 
théorèmes suivants se rapportant aux deux types d'usines et dont les démonstrations sont analogues 
à celle du % 4/ p. 65 • Alors deux corollaires se rapportant aux régimes permanents des concen
trations des usines à coefficients constants en résultent. 

THEOREME 1 

Pour une usine irréductible en production (SA\ admet à chaque instant t une seule solution 
et les composantes de cette solution sont comprises entre zéro et un. 

Démonstration. 
On procède comme au % 4/ en posant m"n ; le jacoblen du système étant positif moyennant 

l'inégalité £ * ^ '* > 0. Toutefois pour justifier que Nt - . . . » N. • 0 est la seule solution 

qui correspond à ft[ « . . . » N* • 0, on procède de même en additionnant les équations a pour les
quelles N.> 0, ce qui conduit à l'impossibilité : 

£ f-it. H.i - £ f .Jt . H.) - 0 pour E f (1, . . . . n) 

en raison de l'irréductibilité, et pour E * (1, . . . . n), puisque l'usine est en production (Critère 
de distinction). 

Corollaire 1. 
Pour une usine irréductible en production à fonctions constantes, le système différentiel 

dN. 
C» - £ - • fvOI,) - . . . - f^JIN.) » l* f^i l ) - . . . - f^Wl Nx 

dN 

oùC, > &%"!. . . . . •»)• admet une et une seule solution constante. Les composantes Nt de cette 
solution N(N*) sont comprises entre séro et un. 
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THEOREME 2 

Le système d'équations (S.I)^ correspondant à une usine irréductible en reflux total, et complété 
par le bilan élémentaire : 

A 

ClHl + . . . + C^N. = ( d + . . . + CJN* avec ^ C , > 0 

admet une seule solution et les composantes de cette solution sont comprises entre zéro et un. 

P émonstration. 

En effet, les n équations (S. I. ) sont linéairement dépendantes, leur somme étant identiquement 
nulle. (Les seconds membres de ces équations sont nuls). On peut donc remplacer l'une quelconque 

d'elles par le bilan élémentaire £• Cjfy = N* JL Ci. Le Jacobien d'ordre n du système ainsi formé 

est positif d'après le théorème 1 du Ch. 3 % II. 2/p. 35 . Par conséquent, il n'y a qu'une solution 
N(N ) dans un voisinage de N. Or pour N* = 0, ce système admet la solution manifeste N • 0 ; c'est 
d'ailleurs la seule solution car, pour tout autre système de valeurs Nx » 0, . . . . N. > 0 avec 
A 

£ . N i>0, on aurait en additionnant les équations a pour lesquelles Na > 0 : 

&[fJt-H.>-.5-w l- N->]=0 

ce qui est impossible pour E j (1, . . . . n) en raison de l'irréductibilité, et pour E * (1, . . . . n) 
car le bilan élémentaire ne serait pas vérifié. De même pour N* = 1 le système admet la solution 
manifeste Nj = . . . * N„ » 1 car pour ces valeurs les premiers membres de (S. l)n s'identifient avec 
les seconds lesquels sont à présent identiquement nuls, et que le bilan élémentaire est vérifié. C'est 
également la seule solution, car, pour tout autre système de valeurs N 1 « 1, . . . . N, « 1 avec 
n 

2 N < n, on aurait en additionnant les équations a pour lesquelles Na < 1 : 

2 K.(t. N.) - 2 fa..(t, NJ1= 2 f Jt. 1) 

ce qui est impossible pour E f (1, . . . . n) puisque le premier membre de cette identité est une ex
pression toujours croissante de l'un au moins des N„ sinon le jacobien de (S.I.)n serait réductible, 
et pour E = (1, , . . , n) puisque le bilan élémentaire ne serait pas vérifié. D'autre part les com
posantes Nj, . . . , N„ sont des fonctions continues et strictement croissantes par rapport à N* en 
raison du corollaire 1 du Ch. 2 % n. 2/p. 36 appliqué au système différentié du système formé 
par le bilan élémentaire et n-1 équations de (S. I. )o. D'après ce qui précède, lorsque N* varie uni
formément de 0 à 1, les fonctions NjfN*} qui vérifient ce système au cours de cette variation sont 
des fonctions continues et qui croissent au sens strict de 0 à 1. Ainsi, à la concentration moyenne 
N* de l'usine correspond une solution unique de concentrations Nx, . . . , Nn comprises entre 0 et 1. 
C. q. f. d. 

Corollaire 2. 

Pour une usine irréductible en reflux total à fonctions constantes, le système différentiel 

dN, 
Ci -JT + 'uPU - . . . - f J N J = 0 

dN 
* dt »i * »« « 
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satisfaisant aux hypothèses du théorème précédent, et accompagné du bilan élémentaire : 

> • • 

I C.N, ' N ' Ï C , OÙ C, > 0 et E C. > 0. 

-* t 
admet une seule solution constante. Les composantes de cette solution N(N } sont comprises entre 
0 et 1. 

8/ Comportement asymptotlque des concentrations des usines à fonctions indépendantes du 
temps. 

En général les problèmes relatifs au comportement asymptotique des solutions de systèmes 
différentiels l iés à l'évolution des concentrations des usines sont difficiles lorsque ces systèmes 
sont à fonctions variables ; pour s'en rendre compte il suffit de se reporter au théorème 1. Ch. 3, 
§1. IV. V. 2/p. 41. Cependant les concentrations des usines & fonctions indépendantes du temps con
vergent asymptotiquement quelles que soient leurs valeurs initiales vers les composantes de la so
lution constante. Cette stabilité dans 6 est due au lemme qui va suivre et à la stabilité asympto
tique à droite de la solution constante. 

LEMME 

Lorsqu'il existe entre deiuc solutions quelconques u(t), d'un système différentiel une dis-
décroissante au sens large, la stabilité asym 

gence de toutes les autres u(t) vers x(t) lorsque t -
tance décroissante au sens large, la stabilité asymptotique de l'une d'elles x(t) entraîne la conver-

û]t) v 

Démonstration. 

||u(t)-x(t}ll représentant la distance <©(t) de deux solutions û(tj, x(t) du système différentiel, 
par hypothèse <D(t) = I u(t)-x(t)ll est une fonction décroissante au sens large qui généralement varie 
detfXtJ à k avec 0 < k < <D(t.) lorsque t varie de t^ à + ». Il suffit donc d'établir que k = 0 ; ou 
que k > 0 est contradictoire. 

k *. 
Pour e » —, p étant un entier très grand, on peut prendre un vecteur initial y(t ) dont les com-

P » 

posantes y^O sont comprises entre u^t ) et xt(to) respectivement et de telle façon que : 

pfi < i^3 - î55i < | . 
En raison de la stabilité asymptotique de x(tî on a donc ||y(t) - "xCt> Il < e - - sur l'intervalle 

*.< * < œ e t £ ™ By<t) - i(t5U - 0. P 

De la façon même dont a été choisi le vecteur initial y(te) on a les inégalités : 

©(t.) - | < lift) - yft̂ H « <*t.) - j i j 

la première résultant de l'inégalité triangulaire, la seconde de la linéarité de la distance. 

D'autre part en faisant varier t de t. à + oo, M û(t) - y(t) || varie de || ûôtj - yttJH a k puisque 

t_^ y(t) * t < w x<t). Mais en choisissant t suffisamment grand pour que 0 < (WtJ - k .< —k
r-r on 

obtiendrait ||u(t.) - yftj || < k et contrairement à ce qui est admis que la distance des deux solu
tions u(t), y(t) est croissante sur ( t , œ). On a donc k * 0. C.q. f.d. 

*t(t.) Vjft.) Uj(t.) 
i 1 ' — • 

En séparant les deux types d'usines, on est conduit aux deux théorèmes suivants : 
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THEOREME 1 

Le système différentiel des concentrations d'une usine irréductible en production à capacités 
et fonctions indépendantes du temps, admet des solutions qui convergent toutes asymptotiquement vers 
la solution permanente. 

Démonstration. 

En vertu du lemme précédent, il suffit d'établir que la solution constante et unique (Nv# . . . . N̂  ) 
du système différentiel : 

rfw n " 

est asymptotiquement stable à droite au sens de Lyapunov. Pour cela, posons : 

Nt(t) * N, + z4(t) (i«l, . . . , n). 

Il en résulte le système d'équations : 

Or, en raison de la dérivabilité des fonctions ^ (N ) ( i , j a l , . . . , n) on a : 

vv^w-^^'vv]-
avec : 

ÏJTo W " ° (i'i=1 n) 

Par suite, en supposant tous l es C4 > 0, on peut se ramener à un système équivalent à : 

^ + U« + u (z)z = 0 avec £ j ||tl(2)|| « 0 

où la matrice constante U vérifie les conditions indiquées dans le théorème 1 au Ch. 3. % in . 1^>. 36. 
Dès lors la démonstration s'achève comme dans la référence (10) p. 95 : 

De : 

zlt) = Y(t)z(0) - / l Y ( t - o ) T)[z(a)] zTôT) do 
o 

puis, en tenant compte de l'inégalité formée à la fin de ce théorème 1 : 

| z T t } | « Ke"" | s lo ) | | + K / **•«*-» Un [«(a)] || | slcftl da 
o 

et en choisissant g z(0)||<d pour que H n [z( a) ] | < c sur 0 < t < t on aura dans l'intervalle [0, f] : 

IMt)l e" < K l s l o i l + K c / ' | s ( 3 l e - da 

et d'après le lemme de Bellman [15] ou (10) p. 35 : 

H^OI e - 4 KH iToîl e««« 

soit : 

\\!{%n < K | i ( 0 ) l e-"-""* 
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Dès lors la solution est prolongable et sa norme tend vers zéro lorsque u-Kc > 0. C.q.f. d. 

THEOREME 2 

Le système différentiel des concentrations d'une usine Irréductible en reflux total à capacités 
et fonctions indépendantes du temps admet des solutions qui convergent toutes asymptotiquement vers 
la solution permanente. 

Démonstration. 

il suffit d'établir que la solution constante est asymptotiquement stable à droite. Comme pré
cédemment, en supposant tous l es Ct > 0, le système différentiel des concentrations se ramène au 
système équivalent : 

H + Uz + ti(z)J » 0 avec S"? |f| (z)|| - 0 et t z4 - 0 
d t zr'O i . i 

et où la matrice constante U vérifie les conditions admises dans le théorème 1 au Ch. 3. § m . 2 /p. 38 , 
tandis que la somme des composantes de T)(Z)Z est identiquement nulle. Dans ces conditions on a 
encore l'inégalité : 

|zlt)A < Ke-^HIIzTo)! + K / * e ^ , - ) Il T, IzTo*)] M 1*7?)I da 

qui entraîne la convergence de z(t) vers 0 lorsque t-»+« dès que | z ( 0 ) | est suffisamment petit. Cq.f.d. 

Remarque. 

Dans lés démonstrations des deux théorèmes précédents nous avons admis que tous les C< 
étaient positifs ; mais ces théorèmes sont vrais lorsque certains des C{ sont nuls. Pour l'établir, 
nous devons montrer que les propriétés de la matrice jacobien du système mixte se transmettent 
à la matrice jacobien du système réduit. 

A titre d'exemple, considérons le système mixte (S. M. ) à fonctions indépendantes du 
temps et douées de dérivées premières continues : ' 

dN, 

dN, 

c, -g- - *„py + «*«> - W»,> - '*W - VN,> • F X 
dN, 

c3 IT " W " W + W - W - W ' *X 
- t%fiXx) - f„(N,) - f,3(N,) + ijSj - fH(N,) » F , X 

" W - V",l - f,»,) - W + f„(Ns) = FJ«N; 

On sait que l'on peut ramener (S. M. ) à un système différentiel (S. D. ) : 
3.9 * 
dN, 

ci i r + *>• °*» N*- N » ) • ° 
dN, 

°» l ï * + *t <Ni« N f Mj> " ° 

dN, 
C î "dt + ^ ( N i ' N*' N î ) * ° 

en éliminant l es concentrations N,. N, au moyen des deux dernières équations de (S. M. ) jâ étant 
donné que le déterminant fonctionnel : 
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3N, 

« M 
3N, 

3N, 

U» 
3 N , 

est positif en raison de l'irréductibilité de la matrice jacobien de (S. M. )a et du critère de régula
rité de la p. 46 . 3.» 

Le jacobien de (S. D. ) ou jacobien réduit est identique à 

3 ^ 3*x ?S\ 

Wx Wt SN", 
3», 3f* 3» , 

âSi âïfj iïî^ 
3*5 3 9 , 3 9 , 

3NX 3 N2 3N, 

3 3 3 

" 3NX
 ( f «*W» + 7 N , ( W f « > ' " 7N }

 ( W V 

et l'on vérifie ses propriétés : 

1/ Les coefficients extérieurs à sa diagonale principale sont en valeur absolue plus grands 
ou égaux aux valeurs absolues des coefficients correspondants du tableau de mêmes dimensions placé 
à l'intersection des équations différentielles et des colonnes relatives (en N . N , N ). Ils sont donc 
négatifs ou nuls. 

2 / Les sommes des éléments de ses colonnes sont > 0 : l'une d'elles au moins est positive 
s'il en existe une dans la matrice jacobien initiale ; elles sont nulles lorsque celles de la matrice 
jacobien initiale le sont aussi. Ceci résulte des observations suivantes : 

3 d , 3d, 
a) Supposons r-rr + -rrr- > 0, on aura pour sa première colonne : 

3 3 3N, 3 3N , 3 
— (fM4f„+f3,) = — ( f M + w — < ^ ( w — = - (f„-f„) 

3 N . 3N. 

^ < V W « I ( W V ai, « Mff W ûÇ" îî t W 
avec le signe d'inégalité au moins une fois en raison de ce qui est admis ; par suite 

et 

• ^ (f -f -f -f -f -f -f -f -f ) > T ^ F (f - f " f -f -f ) > 0. 3NX « " 3i M i» j» « « j» 3 Nx i l 2i 3a %i ji * 

Ainsi, les sommes des colonnes Je la matrice jacobien réduite sont supérieures aux sommes cor
respondantes de la matrice jacobien initiale. Elles sont donc positives. 

3d, 3d, 
b) Supposons ——- +TTT = 0, on en déduit cette fois que les sommes des colonnes de la 

3N, 3Ri, 
matrice jacobien réduite sont égales aux sommes correspondantes de la matrice jacobien initiale. 

3/ Les coefficients de la diagonale principale sont positifs sinon ils seraient nuls d'après le 
2/ et les éléments des colonnes correspondantes seraient nuls, mais alors cette matrice réduite 
serait réductible ce qui est impossible lorsque la matrice initiale est irréductible selon le 4/ suivant . 
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4/ La nullité d'un de ses termes en dehors de la diagonale pri'icipale implique dans la matrice 
jacobien initiale que le terme correspondant est nul et deux éventualités possibles : soit que les 
termes de la ligne correspondante, et situés en dehors de l'espace de la matrice réduite sont nuls ; 
soit que les termes de la colonne correspondante, et situés en dehors de l'espace de la matrice 

réduite sont nuls. - En effet, la relation T-JJ (f1J+'w
+'i,) ~ 0 implique d'une part -^- » 0 et d'autre 

part : 

3f,« 3N, 3 f„ 3N, 
—JS î m A il Z, s A . 

3N, 3N3 * 3N, 3N, w ' 

mais le déterminant fonctionnel J n'étant pas nul, le système d'équations : 

3 f„ 3N, 3 f „ 3Nj 2i»j 
3N.' 3N 3N 3N, " 3N. 

* 3 ? 3 3 

3 f „ 3N„ 3 f „ 3N, 3f,j 

vérifie le théorème 1 au Ch. 3. § U. 1/p. 33 et par suite admet : une solution de composantes aimul-
ïf,3 3 f „ 

tanément nulles lorsque rrj- " T-TT = 0 et dans ces conditions la seconde éventualité est réalisée ; 
3 3 3 3fi« 3f1} 

ou une solution de composantes positives lorsque -^rf (f»3+£,j) > 0, alors on a ^ j j - Z '5JJ * 0 et la 

première éventualité est réalisée. - Il en résulte que la matrice jacobien initiale est réductible 
lorsque la matrice jacobien réduite est réductible ; la réciproque n'étant pas vraie lorsque l'inter
section des termes nuls de la matrice jacobien initiale avec l'espace de la matrice jacobien réduite 
est vide, n en résulte donc que la matrice jacobien réduite est irréductible lorsque la matrice ja
cobien initiale est irréductible. 

On sait aussi que les fonctions 9 t , * 2 , SL, de (S.D. ) } admettent des dérivées partielles pre
mières continues par rapport à N1# N}, NJ# et qu'elles satisfont arjc hypothèses (H)l et (H)r 

Lorsque l'usine est en production, (ftv N2, N}, RM fr}) désignant la solution constante et 
unique de (S. I. ) , on a identiquement : 

et ces trois dernières équations n'admettent que la seule solution (ffx, ftt, S.) puisque leur jacobien 
est positif d'après le théorème de Taussky. Le théorème 1 au Ch. 3. 4 m . 1/p. 36 s'applique au 
système différentiel linéaire dont la matrice des coefficients est celle du jacobien réduit pour les 
valeurs particulières (Nx, N2, N3) des concentrations. Par conséquent, étant donné que les », (Ni, 
N . N ) (j*l, 2, 3) admettent des dérivées partielles premières continues, elles sont différentiables 
d'où en posant z, = Nj-N, (j=l, 2, 3) on a : 

•ifH* N„ N,) - ^ f t . N„ N,) - ( |& + V K + ( ^ + • „ ) ! , 

3 * 

(la, + "J* »vec ££ V^» = ° <*• i'"1- 2- 3) 

et les trois premières équations différentielles de (S. M. ), . se ramènent au système du type : 

- ! j |+ Ui + TJ(?)Z = 0 avec ÏJJ | i | ( s ) | = 0 

pour lequel on a établi que la solution z = 0 est asymptotiquement stable à droite au sens de Lyapunov. 

Pour une usine en reflux total on procéderait de même en adjoignant au système différentiel 
(S.D.K : 
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dN, 
CJ dt + * ) ( N l ' N " N 3 ) " ° W"1» 2 ' 3 ) 

le bilan élémentaire : 

C ^ + C,N, + C,N, * ( d + Ct + C,) N* 

étant donné que les fonctions *fâx, N2, N3) ( j s l , 2, 3) sont manifestement liées par la relation : 

^ ( N , . N,, N,) + «^(Hj, N,, N3) + *j(N1# N„ N,) « 0 

D'autre part, ayant remarqué que le jacobien de * 1 , * t , * } est du type indiqué dans l e théorème 
1 au Ch. 3. § III. 2/p. 38 , le système différentiel considéré se ramènera à un système de la forme 

^ | + U2 + T,(Z)Z * 0 

avec : 

zx + z2 + z , = 0 et £ S |r| (2)|| = 0 

en raison de la différentiabilité des fonctions 9} (Nlt N î f N}) ( j s l , 2, 3) et pour lequel on a établi 
que i = 0 est une solution asymptotiquement stable à droite au sens de Lyapunov. 

IV - PROPRIETES NOTOIRES DES SOLUTIONS DES SYSTEMES DIFFERENTIELS ASSOCIES AUX 
CONCENTRATIONS D'UN MELANGE QUELCONQUE EN TRAITEMENT PAR UNE USINE DE 
SEPARATION - *>' 

Nous nous proposons d'établir que les composantes N*(t) (i=l, . . . , n ; k»l, . . . , s) des so
lutions des systèmes différentiels que nous avons associés à une usine de séparation pour prévoir 

« 

ses concentrations au cours du temps, varient sur 0, 1 et qu'elles satisfont aux relations i, Nj(t) * 1 

pour t > 0 lorsqu'il en est de infime à l'instant initial t = 0. 
Précisément, on considère le système mixte d'équations aux flux principaux : 

dC 

- 2 [u- 9 + u" (1-9)] L = F/ > 0 
\*r-i > 

et les 8-1 système différentiels mixtes k aux concentrations N^(t) : 

dC v.k 

- J p * [(l-Mfi) ei Nik + (1-liJV) (l-9€) N- ] L, 

<H 

»t 

où les m premières capacités Cp(t) (p=l, . . . . m) sont positives presque partout et les n-mjaernièrea 
capacités C (q=m+l, . . . . n) sont identiquement nulles. Dans ces systèmes, les NJ et Ni sont ex
primés en fonction de Nj, . . . . N/"1 physiquement sur un pavé (0, l]"1 où elles satisfont aux impli-
cations de la page 27. Cependant on convient de les prolonger à l'extérieur de ce pavé de façon que 
quel que soit C C (1, . . . . s-1) : 

(p*l, . . . . m) 

(q*m+l, . . . . n) 

(Nj < 0) —• (N;k < 0 

(tf < 0) = * (N;" < 0 

et 

et 

N;'" < 0) 

N;,k < 0) 
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( 

(î - lt MJ < o) —• a - lt N;" < o et i - g t HÏ* < o) 

(1 - Z N* < 0) —»(1 - Z N? < 0 et 1 - Z„ N"" < 0) 
h«t * k«* * « • « * 

Dans ces conditions, on a les résultats suivants : 

1/ Toutes les concentrations N{(t) (i"l, . . . . n ; k»l, . . . , s-1) sont positives au sens large : 

En effet, l'écart orienté [ 0 , Nh(t)]: 

[3. ÎFTt)] - - Z__ C.(t)%Ni(t) 
«c {2, ?w} 

supposé absolument continu, admet presque partout une dérivée : 

£ a, ifît)] • i [a - z t "L. >e- «:"+ <! - zt c > (i -Q. > N:-jL. 

- z ^ Nr + £ |V* % nf + HJL (i - v < ] ^ 
qui est négative au sens large. Il en résulte en suivant le raisonnement de la page 58 que les com
posantes N*(t) de la solution pour lesquelles C#(t) > 0 sont positives au sens large. 

Dès lors les autres composantes de la solution sont positives au sens large. En effet, en dé
signant par Q C (m+1, . . . . n) l'ensemble des indices q pour lesquels N*(t) < 0, on aurait la rela
tion, en additionnant les équations ordinaires correspondantes : 

5, [(1 - & ^ 9« N'«k + (1 - ,£ •*•) (1 - e-) N"k)]L« • 
S fc <+& [•*e< *;+ « t f , ( i - v < ] M 

Elle donne une contradiction puisque son deuxième membre est > 0 tandis que son premier membre 
serait < 0 du moins pour une usine irréductible lorsque Q / (1, . . . , n). Cette contradiction subsiste 
avec Q • (1, . . . . n) pour une usine en production puisque le premier membre serait négatif ; elle 
disparaît pour une usine en reflux total dont la solution du système d'équations correspondant est 
indéterminée puisque l'usine serait dépourvue de capacités ! C. q.f. d. 

2/ Toutes les expressions 1 - Z Mjlt) (i*l, . . . , n) avec A C (1, . . . . s-1), sont positives 
au sens large : "* 

En effet, en retranchant la somme Z des équations (2)k de l'équation (1), on forme l'équation 

i d'un système analogue aux s-1 systèmes k : 

dV[c*{1 - S » N î ) ] + [ < 1 - M 8* (1 - S«NlÉ) + (1 - •*«'(1 - 9i) (1 - a N ' * , ] L « 

-,& [ •* e' (1 - Sx"?*+ ^ (1 - e i > ( 1 - &*p]h - * » - Z,NT) 
(3)« 

et avec lequel on établit comme précédemment, en s'appuyant sur les relations (4)k que 1 - J^ Nj(t) 

est positif au sens large (i"l, . . . . n) pour t > 0. C. q. f. d. 

En particulier, pour * * (1, . . . . s-1) les équations (S), donnent le système différentiel des 
concentrations de l'élément s, en posant : 
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( . 1 f-1 

1 - £ NÏ « rf, i - I : 

11 en résulte alors immédiatement, pour t > 0, 

2 N^t) - 1. ï. N/"(t) -
k « l k'X 

*\" - yj\ i - t si'" ' H;' 

les relations : 

1, ï N'^t) - 1 C.q.f.d. 
k-i * 
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APPENDICE 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES USINES EN CASCADES 

Aux usines de séparation construites en cascades, se rattachent les notions de transports élé-

mentaires <pk des éléments ek composant le mélange traité, et de transport total * = i çk qui per
mettent de substituer au système différentiel des flux une équation aux dérivées partielles et au 
système différentiel des concentrations de chaque élément un système de deux équations aux dérivées 
partielles avec des conditions aux limites lorsque les flux et les concentrations varient peu d'un 
étage à l'autre : 

1/ Pour un mélange binaire les écarts orientés et la distance de deux solutions quelconques 
sont des fonctions non croissantes du temps, ce qui implique un théorème d'unicité à droite des so
lutions. 

2 / Pour un mélange quelconque les solutions représentatives des concentrations demeurent sur 

[0, 1] et satisfont aux relations Z Njk(t) = 1 pour t > 0 lorsqu'il en est de même à l'instant initial 
t - 0. - 1 

I - APPROXIMATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'UNE CASCADE PAR DES EQUATIONS 
AUX DERIVEES PARTIELLES ET DES CONDITIONS AUX LIMITES -

Pour des raisons de simplicité les usines de séparation sont agencées en cascades. Une cas
cade constitue une sorte de chaîne où il apparaît des étages de même structure que l'on peut numé
roter par un entier n variant de 1 à a. Ces étages sont reliés aux voisins par plusieurs canalisa
tions suivant le même processus. Celles-ci transportent les flux de liaison que nous classerons pour 
donner une nouvelle forme aux équations différentielles des flux et des concentrations de ces cas
cades dans l'usine. 

Par suite les équations différentielles des concentrations d'un même élément composant un mé
lange en séparation dans une cascade se ressemblent ; précisément les équations relatives aux ex
trémités de la cascade diffèrent et correspondront aux conditions aux limites tandis que les "équa
tions intermédiaires" comportent le même nombre de termes lesquels sont des fonctions du rang 
d'étage, et donneront naissance aux équations aux dérivées partielles. 

1/ Décomposition des équations différentielles d'une cascade -

Les flux de liaison d'une cascade forment deux classes : la classe des flux ascendants K. 
(i=l, — , g) de concentrations U ^ , par rapport & ek, passant de l'étage n à l'étage n+i ; et la classe 
des flux descendants L . B (j = l, . ' . . , h), de concentrations V*n, passant de l'étage n à l'étage n - j . 
Evidemment, à l'intérieur même de chaque étage, il peut exister des flux de circulation interne en 
boucles J, (1=1, . . . . e). On se rend compte aisément que les deux premières classes ne sont jamais 
vides sinon, en régime permanent, il ne pourrait y avoir progression des concentrations le long de 
la cascade. Par suite on définit : 

Le flux global ascendant : 
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de concentration moyenne : 

t i. 
U- ' KK £1 £, K«,-W "Î.-W ; 

le flux global descendant 

de concentration moyenne : 

L « ï î L, 
, • 1 |M '•"*« 

Les équations de la cascade se condensent alors en introduisant les notions de transports : 

Le transport élémentaire %,* est le îlux molaire d'un élément passant de l'étage n A l'étage 
n+1 à travers une section fictive intermédiaire à ces deux étages. 

Le transport total ff est la somme des transports élémentaires y" relatifs au mélange. 

Ou a donc : 

*B - K„ - L. - Z £ Kt>n.w - I Z L,,.., 

Ainsi, les équations différentielles de la cascade deviennent équivalentes aux équations : 

Ë E Î . « . • (i) 

et : 

dC N* 

dt ?L - < < 2 >* 

dans lesquelles Cn représente la capacité globale de l'étage n et où les transports <p\ et %„ se dé
duisent aisément du schéma de la cascade en fonction des flux, des coefficients de partage, des con
centrations et des lois de séparation. Dès lors on vérifiera l'équivalence des équations générales 
avec cette nouvelle forme pour les cascades. 

2 / Equations aux dérivées partielles des concentrations d'un mélange en séparation dans une 
cascade. 

Lorsque la séparation par étage est faible, on peut faire une théorie valable pour toutes les 
cascades au moyen d'hypothèses qui en définissent et limitent le champ de validité. Ces hypothèses 
sont les suivantes : 

1/ La séparation de chaque étage est infiniment petite autrement dit, on suppose que toutes 
les différences : 

N'k - N* = tffN1, . . . . N-1) (k-1, . . . . s-1) ( l f 

sont des fonctions infiniment petites du premier ordre qui seront soumises aux conditions : 

N" < 0 — • G k = 0 (k=l. . . . . s-1) (2f 

1 - E N ' « 0 — • * ! G" * 0 quel que soit « C (1. . . . . (s-1) (3)f 
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2/ Il existe une régularité dans la variation des flux d'étages : 

K i , » « i _ j L ) , " + i l
 Ji,«*i _ 1 

sont aussi des infiniment petits du premier ordre. 

3/ » /L„ est également un infiniment petit du premier ordre. 

4/ En régime permanent, les transports * et q> sont appropriés aux effets cherchés. 

Les flux et les concentrations variant peu d'un étage a l'autre, on va donc pouvoir substituer 
aux "équations intermédiaires" d'une cascade un système d'équations aux dérivées partielles dont 
les coefficients dépendent de sa structure et qui permettra d'atteindre approximativement les concen
trations du mélange ft des infiniment petits près du second ordre. 

Cette substitution a pour origine de faire correspondre A toute fonction quelconque f(t, n) définie 
sur l'ensemble des entiers n, une fonction f (t, .x) définie sur un intervalle. Dans la correspondance 
établie, on n'aura pas nécessairement f(t, n) • f (t, n) mais on pourra espérer que | f(t, n) - f (t, n)| 
soit assez petit pour que ce nouveau point de vue ait son intérêt. 

Le passage des équations différentielles générales au système d'équations aux dérivées partielles 
s'effectue en changeant n en x et en substituant chaque fonction f(t, n+j) de l'équation de rang n 

3 f j*a*f* 
par un développement limité de Taylor : f (t, x) + j — +— T3", ici limité & trois termes ft titre 
d'exemple. 

Dans la mesure où la fonction f(t, n+j) varie lentement avec n, la série précédente doit con
verger assez vite et le nombre de termes qui la composent n'est pas trop grand pour représenter 
correctement f*(t, x+j). Toutefois pour ne pas avoir un système trop compliqué ft résoudre, on va 
réduire les termes de ces séries au minimum en interprétant les équations. De cette façon on a 
déjà les équations : 

et : 

En effet, en posant : 

C (t) « f C*(t. x) dx 
n-1 

l'équation (1) intégrée de n-1 ft n redonne exactement l'équation (1) du % 1/. De même l'équation: 

3C*(t, x)n'\\, n) a <p*Tt, x) . 
n a x 

intégrée de n-1 ft n, redonne exactement l'équation (2f du § 1/ ; ce qui justifie l'équation (2)* , 
étant donné qu'elle coïncide avec cette dernière pour x = n. 

Au passage on notera que C (t, x) est une densité de capacité. 

Par ailleurs on tire une troisième relation qui relie 9*k au transport total * et ft la concen
tration N*k(t, x) de la façon suivante : 

Des définitions des transports, on déduit les relations : 

t - * . • . • ^M - YT> et 9.T - t * = K„(U*n - VB
k) 

La différence des concentrations Uf, - \k étant vraisemblablement petite on peut prendre N k(t, x) 
entre U* et V,k ; par exemple : 
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.L K U k + L V k 

N "' n ) ' K „ + L n 

donne : 
2K L 

* - N 'k*» = rri (* • v»k) 

Alors il reste à interpréter la différence Uk - V„k en fonction de N*k pour atteindre la relation cher
chée. A cette fin, nous remarquerons que : 

1/ cp"(x) - N ^ M t ' U ) , ou simplement q> - N * pour abréger les notations, est une fonction 
continue de x sauf au plus aux abscisses des points d'alimentation de la cascade. En effet, soit %*(x) 
le flux d'alimentation et N*(x) Ba concentration qui peut être différente de la concentration N(x) de 
la cascade au point x. On a donc : 

®{x+0) = *(x-0) + **(x) 

q>(x-K» ' <p(x-0) + **(x)N*(x) 

N(x-H)) = N(x-0) = N(x) 

d'où : 

qj(x-H)) - N(x)*(x+0) = q>(x-0) - N(x)«(x-0) + **(x)[ N*(x) - N(x)] 

Ct+te discontinuité disparait lorsque N*(x) * N(x). Il en résulte qu'en un point de soutirage ? - N% 
est continu car les relations ci-dessus sont conservées en changeant 9 [x) en - ®1x) ou 9~(x) dési
gne un flux de soutirage. 

2/ <p - N% est nul aux deux extrémités de l'usine. 

3 / Dans une usine de cascades en régime permanent où G* est positif, en général dNk/dx est 
positif (tant pour les cascades d'enrichissement 4 > 0 que pour les cascades d'appauvrissement 
* < 0) du moins sur les deux intervalles limités par une extrémité de l'usine et l'alimentation qui 
en est la moins éloignée. Lorsque sur l'un de ces deux intervalles 9 est positif, <p - N<ï> est une 
fonction décroissante de x et par suite (p - N% > 0 puisqu'elle est nulle pour fini x. De même 
lorsque sur l'un de ces deux intervalles 9 est négatif, <f> - N9 est une fonction croissante de x 
et par suite <J> - N% > 0 puisqu'elle est nulle pour lim x. Il en est donc de mime de U-V > 0 . 

Ceci montre que généralement dans une usine en cascade où les alimentations sont placées 
convenablement suivant les valeurs progressives de leurs concentrations) dNk/dx et Uk(x) - V*(x) sont 
du signe de G . 

Or, cette différence Uk(x) - Vk(x) peut être considérée comme l'effet de deux causes antago
nistes : 

L'une est provoquée par le processus de séparation et se manifeste sur Uk - V* par l'action 
p(t, x)Gk où la fonction Gk = N*k - N* ; 

L'autre est l'inclinaison du profil des concentrations qui interviennent sur la détermination des 
deux concentrations moyennes U (x) et Vk(x) ; celui-ci réduisant globalement U*(x) - Vk(x)deq(t, x) 

ax * 

En définitive, on a : 

U*ft. x) - V*(t, x) = pit, x)Gk- q(t. x) ^-k 

o x 

où pU, x) et q(t, x) sont deux coefficients positifs dépendant de la structure de l'étage. Cette relation 
montre aussi que a N*/ ax est un infiniment petit du premier ordre puisque Uk - V* est généralement 
du signe de G* ; par suite Uk - V* est généralement un infiniment petit du premier ordre. 

Ainsi, en négligeant dans la relation : 
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2K„L„ 
<Pk-N * * = - i fU'-V") 

n n 

les Infiniment petits d'ordre supérieur au premier, on obtient immédiatement : 

, *k , ft (t. x) - N ' ( t , x) g ( t , x)_ w'k ( 3 f 
L.'(tt x ) « p U x)Gk - q*(t, x) TT" 

Les équations ( 1) , (2)* , (3)* constituent les équations fondamentales de la séparation des isotopes. 
(Voir (1). p. 28). 

II - PROPRIETES GENERALES DES SOLUTIONS DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES 
PARTIELLES D'UNE USINE EN CASCADE. 

En se limitant ici au cas d'une usine de cascades reliées bout à bout (et ne formant qu'un seul 
chemin) on est amené à faire l'étude des solutions du système d'équations aux dérivées partielles 

3C(t. x) 3tt(t, x) . 0 . . 
3 t 3 x ' 

iÇNl 3^(t, x) m f 
at 3x K ' 

Ut* x) l«pk(t. x) - N"(t, x)*(t , x)] = p(t, x)Gk - q(t. x ) ^ l k (3p 

et de conditions aux limites, en un ensemble fini de points, exprimant les sauts ôf(x) = ffx+0) - f(x -0) 
des transports : d'une part aux points d'entrée e ou d'alimentation : 

6*(t. e) = F*(t. e) > 0. 6<pk(t. e) = F*(t. e) N**(t, e) > 0. (4) 

et d'autre part aux points de sortie s de soutirage : 

ô*(t. s) = - F i t . s) < 0, Ô9*(t. s) = - F i t . s) Ntt, s) (5) 

Si l'extrémité d'une usine est branchée sur un réservoir infini, les profils des concentrations admet
tent en cette extrémité des valeurs communes égales aux concentrations du réservoir. Par suite 
cette extrémité est toujours un point commun à deux profils quelconques de l'usine et qui sont re 
latifs au même élément e*. (6) 

Nous allons montrer que les solutions de ce système d'équations aux dérivées partielles avec ses 
conditions aux limites ont les mêmes propriétés que celles des systèmes différentiels dont nous 
sommes partis. Pour cela, nous nous inspirerons des méthodes du chapitre 4. 

1/ Terminologie. 

A deux fonctions U(t, x) et X(t, x) on associe deux écarts orientés et une distance de la ma
nière suivante : 

A chaque instant t on effectue une partition de l'intervalle de variation [0, a] de x en deux 
ensembles E{U(t, x). X(t, x)> et CE{U(t. x). X(t, x)]} tels que : 

» a e E {U(t. x). X(t. x )}<=»U(t . a) » x(t. «) 

V fl € CE {U(t, x), X(t. x)} <=-»U(t. P) < X(t. P) 

et on prend pour écarts orientés de U(t, x) et X(t. x) les fonctions : 

[U(t. x), X(t, x)l = / , , C(t. o) [U(t, a) - X(t. a ) ] da 

tX(t. x). U(t. x)l « f CCt. 0) tX(t. 9) - U(t. P)] dP 
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et pour distance <D[U(t, x), X(t, x)] de U(t, x) a X(t, x) la somme de leurs deux écarts orientés, 
soit : 

9[U(t, x), X(t, x)] • lX(t. x), U(t, x)} + [U(t. x), X(t, x)] 

Désormais, nous désignerons plus précisément par <f (t, x) le transport élémentaire correspondant 
à un profil des concentrations X(t, x). 

2 / Lemmes sur les solutions X(t, x) du système d'équations aux dérivées pat ,ielles relatif à 
un mélange binaire. 

LEMME 1 

En un point commun (f, x) à deux profils de concentrations U(t, x), X(t, x) de deux usines 
identiques en mélange binaire où l'on a par conséquent U(t, x) - X(t, x), on a aussi en ce même 
point et à ce même instant : 

j j j j-g [f>(t. i) - ,.ft. i)] - -q(t, i) ( £ - I f ) 
« • • 

Démonstration. 

Cette relation découle manifestement de l'équation (U 

LEMME 2 

Etant donné une fonction f(t, x) admettant une dérivée partielle df/at, les fonctions f(t, x) et 
3f /at étant continues par rapport à l'ensemble des variables t, x ; et deux fonctions a(t), b(t) dé-
rivables (|a'(t)| f a et |b'(t)| f • ) on a la relation (Valiron - Théorie des fonctions p. 147). 

-£•/ «t . x) dx = / — «t, x) dx + b'(t) f(t. b) - a'(t) f(t. a) 
3 t « i t i « i t i o t 

Si en outre la fonction f(t, x) est nulle aux extrémités de l'intervalle [a(t), b(t)] on a simplement : 

£-C nt-x) * = C à *. *>*• *~ ««. »> - *• b>= ° « (£!!!! ' : 
3 / Propriétés déduites de la comparaison de deux solutions -

Considérons deux solutions U(t, x) et X(t, x) du système d'équations aux dérivées partielles 
et des conditions aux limites relatifs a un mélange binaire. Bien entendu on suppose que ces s o 
lutions sont continues par rapport à l'ensemble des variables (t. x) ainsi que leurs dérivées partielles 
premières par rapport à t et & x, ces dernières pouvant être discontinues sur un ensemble fini de 
valeurs de x. Dans ces conditions on se propose d'établir le théorème suivant : 

THEOREME 1 

Les écarts orientés et la distance de deux solutions U(t, x) et X(t, x) du système d'équations 
aux dérivées partielles (1), (2), (3) et de conditions aux limites (4), (5), (6) relatifs a un mélange 
binaire sont des fonctions de t décroissantes au sens large. 

Démonstrations. 

L'intervalle [0, o] s e partage en général en intervalles partiels la^t), hjftH dont les extré
mités a«(t) et bi(t) sont les points communs aux deux solutions U(t, x) et X(t, x), et sur lesquels 
la différence U(t, x) - X(t, x) est de même signe. En général les extrémités ai(t) et b((t) de ces 
intervalles sont animées a l'instant t de vitesses finies ; du moins nous supposerons qu'il en est 
ainsi en écartant le cas exceptionnel d'extrémités pourvues de vitesses infinies à l'instant t. 
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Nous allons établir que sur chacun de ces intervalles, l'écart orienté de ces deux fonctions 
admet une dérivée par rapport au temps qui est négative ou nulle. 

En effet, sur ] a{(t), b|(t)[ on a par exemple U(t, x) > X(t, x} et : 

—-[U(t, x), X(t, »)]** 'Tzf* C(t, x) tU(t. x) - X(t. x)J dx 

mais d'après les hypothèses faites et définitions posées, on a dans tous les cas : 

- £ [U(t, x). X(t, x)]*1'*' - /** '* 4T >c<*. *) ÏU(t, x) - X(t. x)]( dx 
o t »jlt< « ,«t i 3 t 

que les extrémités d'intégration ai(t) et b{(t) soient fixes ou mobiles ; dans ce dernier cas cette re
lation provient du lemme 2 dont les conditions de validité sont remplies. Il en est toujours ainsi 
lorsque les fonctions U(t, x) et X(t, x) n'ont pas de point de contact. En effet, en differ entiant la 
relation U[t, at(t)] = X[t, a<(t)] on déduit : 

da, f r [ u ( t - a*) • x ( t- a i , ] 

dt jg [U(t. a<) - X(t. a^)] 

qui est fini pour : 

-LU i !2£ 
3 a { " 3a , 

L'équation (3) du système entraîne à son tour': 

jr [U(t. x), X(t. x)] » -/**'*' ± . [9 ,(t . x) - qv(t, x)] dx 
a { t t l ô 

= S r 6 I f , (t. e) - 9 (t. e)] + S <j t 1 (t. s) - <f (t. s)] 

+ I9 (t. a ) - <p (t. a )] - [<p (t. b.) - 9 (t. b l ] 

et ce second membre est < 0. En effet : 

1 / £ 61 «p, (*• e> - 9, (*. «>] * ° parce que 
•«]«.,». [ 

6 ?o (t. e) - 6 9K (t. e) = Nlt . e ) . 6 »(t. e). 

•«Ivtf. * * »«]v»<[ 
puisque 6 «(t. s) < 0 et que sur ] a{, b4[ on admet que U(t, x) - X(t, x) > 0. 

3 / Lorsque a4 est un point de ] 0, o[, U(t, a j - X(t, a ) et -— > -— , d'où en conséquence 
aa4 3a. 

du lemme 1 : 

., (t. a,) - 9, (t. «i) - -Ut. V q(t. a,) ( | S . | ï ) « o 

Pour a. = 0, 9 (t, 0) - 9 (t, 0) est indu dans I ou I si 0 correspond à une entrée ou à une sortie. 

Lorsque l'extrémité 0 est branchée sur un réservoir infini et correspond i une extrémité a { d'un 
intervalle, on se retrouve dans les conditions précédentes : 
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U(t. 0) * X(t. 0) et ( | ^ ) > ( f | ) 

4 / Chi montrerait comme au 3 / que - [%(t, b{) - fx(t, b{)}< 0. C. q. f. d. 

De ce qui précède, les écarts orientés de deux profils U(t, x) et X(t, x) se présentent comme 
des sommes finies ou infinies d'intégrales positives ou nulles dont les dérivées par rapport & t sont 
négatives ou nulles ; par suite les écarts orientés et la distance des fonctions U(t, x) et X(t, x) 
sont des fonctions de t décroissantes au sens large. 

Remarques. 

1/ Par hypothèse, la séparation est très faible, aussi N' et N" sont en conséquence des fonc
tions croissantes au sens large de N. Cette conséquence n'intervient pas dans le raisonnement pré
cédent : mais l'hypothèse justifie le système d'équations aux dérivées partielles. 

2/ Le signe de la fonction p(t, x) .G(N) n'intervient pas pour établir le théorème précédent. 
(Voir la dernière remarque de cet appendice). 

THEOREME D'UNICITE A DROITE 

Le système d'équation* aux dérivées partielles (1), (2), (3) et de conditions aux limites (4), 
(5), (6), relatif à un mélange binaire, n'admet qu'une solution N(t, x) pour t > ta issue d'un profil 
initial N(t,( x). 

Démonstration. 

Etant donné qu'entre deux solutions quelconques de ce système aux dérivées partielles il existe 
une distance non croissante de t. on peut refaire le raisonnement du § I-6/Ch. IV, p. 57. 

4 / Propriétés notoires des solutions du système d'équations aux dérivées partielles. 

Le théorème suivant et sa démonstration sont inspirés du § IV-Ch. 4, p. 74. 

THEOREME 

Les solutions Nk(t, x), du système d'équations aux dérivées partielles (1), (2)k, (3)k et de con
ditions aux limites (4), (5), (6) (k=l, . . . , s-1) varient sur [0, 1} et satisfont aux relations : 

£ Nk(t, x) = 1 pour t > 0 

lorsqu'il en est de même à l'instant initial t = 0. 

Démonstration. 

1/ Toutes les concentrations N*tt, x), (k=l, . . . . s-1) sont positives au sens large : 

En effet, considérons l'écart orienté [0, N*(t, x)] ; il serait eh général, a chaque instant t, 
, » k i t i 

formé d'intégrales partielles f * C(t, x ) . [ 0 - N(t, x)]dx étendues & des intervalle ]ak(t).bJ(tX 

sur lesquels Nk(t, x) < 0 et aux extrémités desquels : 

Nk(t, sf.) = N*(t, bk) = 0 avec ~ < 0 et -^L > 0. 

Mais les dérivées par rapport à t de ces intégrales sont négatives ou nulles : 

Dans tous les cas possibles le lemme 2 donne : 

£ [ 0 , Nk(t, x ) ] ' — f ^ - [ C ( t , x) N U x)]dx 
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que les extrémités ak(t) et bk(t) soient fixes ou mobiles. 

D'autre part l'équation (2) entraûie A son tour 

r £ [0, Nk(t. *»'{'*' - P^'^r <P,k(t, x) dx - - £ 6<p,k(t, e) 

I ôqfft. s) + <p,k(t, bi-0) - <fk(t, ai+0) 

et l'on vérifie, d'après les conditions aux limites, que ce second membre est négatif ou nul : 

1/ £ 6qKt. e) = £ N*"(t, e) 6 «{t. e) > 0 car N*"(t, e) > 0 et ô«(t, e) > 0. 

2/ I ôqpïft. s) « Ï N l t , s) 6 *(t, s) >0 car N'tt, s) < 0 et 6*(t. s) < 0. 

3Nk 

3/ Lorsque ak est un point de ]0, a{, Nk(t, ak) »0 et -r-i « 0 ; d'où en conséquence de l'équa-

tion (3)k puisque Gk = 0 pour N" = 0, 

<pk(t. ak) = - Ut. ak) q(t. aj) | ^ » 0. 

Pour ak = 0, (f(t, ak-K)) est inclu dans 2. 6q)k ou £ t̂p* si 0 correspond à une entrée ou à une 
sortie. Lorsque l'extrémité 0 est branchée sur un réservoir infini et correspond à une extrémité ak, 
on se retrouve dans les conditions précédentes : Nk(t, 0) = 0 et f-|— ) < = 0. 

4 / On montrerait comme au 3/ que <pk(t, bk-0) < 0. 

Il en résulte que l'écart orienté [0, Nk(t, x)]. est une fonction non croissante de t. Etant donné 
que cet écart est positif ou nul par construction, et qu'il est pris nul à l'instant initial t = 0, il 
reste nul pour t > 0. Ceci implique Nk(t. x) > 0. C. q. f. d. 

2/ Toutes les expressions 1 - £ N*(t, x) avec I C d , . . . . s-1) sont positives au sens large. 

En effet, on se ramène au problème précédent en formant à partir des équations données un 
nouveau système d'équations aux dérivées partielles et de conditions aux limites qui se déduit du 

premier en changeant directement N* en 1 - £ Nk(t, x) et <pk en % - £ çk. Ce nouveau système 
k « * k « * 

s'obtient d'une part en formant la différence de l'équation (1) avec la somme £ des équations (2)k: 
k « t 

(2) £[«*-£»*)]•£[•-£•']•• 
puis la somme des équations (3)k : 

-M (* - £ ? k) . (i . £ Nk) g \-- . p £ Gk . q ± (i . £ N") (3)" 
*-• L k d h «s J k«fc 3 * kt* 

d'autre part en conservant les conditions aux limites sur le transport total et en prenant les dif

férences de celles-ci avec les sommes £ respectives des conditions aux limites sur les transports 

élémentaires, soit : 

6*(t. e) * F*(t. e) > 0 et 6 

6 5(t. s) » -Ftt. s) < 0 et 6 

* - £ ?*(t. e) 
k € « 

* - £„çk(t. s) 
k*S 

» FKt. e) 

* -Fit, s) 

1 - £ N**(t. e)|> 0 
kcs 'J 

1 - ^Nk(t, s ) ] 

(4) 

(5) 
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En tenant compte de la relation ( 1 - £ N* = OJ ••** V*'**-*'' s ° ) I e raisonnement précédent 

montre que 1 - £ Nk » 0. C. q. f. d. 
ktt 

En particulier, xpour S • (1, . . . . s-1), les équations (2)', (3)', (4)', {5}' s'interprètent en 

changeant *(t, x) - £ x q>"ft, x) en cp'(t, x), 1 - £ Nft, x) en N*(t, x) et - S G" en G', comme 

les équations (2)', (3)*, (4)*, (S)' relatives a l'élément s. Par suite, la différence de (1) entre la 
• • 

somme £ des équations (2)k donne, compte tenu de la relation ® (t, x) = £ <p(t, x) : 

~ C(l - £ N")! = 0 d'où 1 - £ Nk(t, x) - 1 - 2 H\0, X) = 0 
3t L k»l J k»l li-X 

et d'autre part, la somme £ des équations (3) , compte tenu de ce qui précède donne 0 * p(t, x) £ G1 

» k«l k « l 

d'où £ Gk = 0. C.q.f .d. 
k - l 

Remarque. 

La démonstration de ce théorème eut indépendante du signe des fonctions G^kM, . . . . s-1) 

en accord avec la relation £ G = 0 qui montre qu'il existe des G* de signes contraires lorsqu'ils 

ne sont pas tous nuls. 
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NOTE DU CHAPITRE 4 

I - THEOREMES SUR LA THEORIE DE LA MESURE ET DE L'INTEGRALE DE LEBESGUE 

[1] Si une fonction f(p), définie dans un ensemble E, y est mesurable, elle est aussi définie dans 
tout ensemble E ' C E et mesurable. (4), p. 569. 

[2] Si F est une fonction mesurable qui s'annule au plus dans un ensemble de mesure nulle, 1/f est 
une fonction mesurable. (4), p. 568. 

Ù) Si fj(p), ijl'p), tip), . . . est une suite de fonctions mesurables convergeant presque partout vers 
une limite f(p), celle-ci est mesurable. (4), p. 569. 

É* ] Toute fonction mesurable non négative est limite d'une suite monotone croissante au sens large 
de fonctions étagées non négatives et finies. (4), p. 571. 

15] Toute fonction continue est mesurable. (4), p. 571. 

J5 ] Théorème de convergence de Lebesgue. - Lorsqu'une suite fa(p) de fonctions sommables sur un 
ensemble E converge presque partout sur E vers une fonction f(p), et qu'il existe une fonction non 
négative sommable g(p) telle que |f„(p)| <g(p) quelque soit n, la fonction f(p) est sommable, et son 
intégrale sur E est la limite des intégrales des tm. (4), p. 582. 

[7 ] Etant donnée une fonction f(t, h) de deux variables t et h, la première ft valeurs dans un en
semble mesurable E, la seconde ft valeurs sur un intervalle ]p, q[ et telle que pour toute valeur 
h •Je]p. q[ f(t, h) est mesurable par rapport ft t sur E, et,pour toute valeur t dt- E, continue en 
h sur ]p. q[ excepté en un point h# de cet intervalle, les limites d'indétermination de f(t, h) pour 
h—-h# sont des fonctions mesurables. (5), p. 151. 

[8] Les quatre nombres dérivés d'une fonction continue dans un intervalle sont des fonctions mesu
rables. (5), p. 154. 

t9] Si f(x) est croissante au sens large sur ]a. b[, elle a presque partout sur Ja, b[ une dérivée 
f*(x) (6). p. 358 et cette dérivée est sommable. (6). p. 361. 

[10] Une fonction ft variation bornée est la différence de deux fonctions croissantes au sens large. 
(4), p. 226. 

[11] Une fonction absolument continue est ft variation bornée. (6) p. 364. 

[12] Une fonction absolument continue est l'intégrale indéfinie de sa dérivée. (6), p. 366. 

[13] Théorème de Lebesgue. - Une fonction absolument continue est l'intégrale indéfinie de chacun 
de ses quatre nombres dérivés, sa variation totale est l'intégrale indéfinie de la valeur absolue de 
l'un quelconque de ses nombres dérivés. (7), p. 183. 

[14] Théorème d'existence de Carathéodorv. - Etant données n fonctions de n+1 variables f4(t ; x1# . . . 
xa) ( i*l , . . . . n) définies sur un cylindre ô [a < t « b ; c t<x {< dt (i«l, . . . . n)] de hauteur b-a > 0 et 
de base A[c i< xi < dia d i - c i > 0 (i»l , . . . . n)] où elles sont mesurables au sens de Lebesgue par 
rapport à t sur [à, b] pour tout système de valeurs fixes de xl# . . . . »< appartenant ft <B. continues 
sur si par rapport ft l'ensemble des variables (xt . . . . x j pour presque toutes les valeurs fixes t 
de [a. o] , et telles qu'il existe une fonction non négative M(t) sommable sur tout intervalle fini ap
partenant ft ] a, b [ et vérifiant dans « les inégalités : 

|fc(t ; x F . . . . x„)| <M(t) (i»l n) 

il existe n fonctions absolument continues x^t). . . . . xa(t) de la variable indépendante t qui vérifient 
le système d'équations intégrales : 
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x((t) * x t ( t j + f* f4(s; xj.a),... , x^a))da (i = I...., n) 

le point [t ; x^t), . . . . x„(t)] appartenant à C sur tout un intervalle positif de variation de t [t.yt^ 
contenant i0(t.j < t0 < tx) lorsque le point t t 0 ; x ^ ) , . . . . xK(tJ) est choisi à l'intérieur de 6 (en 
dehors de sa frontière). 

Les extrémités de cet intervalle sont déterminées comme suit : l'instant t.jest le plus grands 
des instants a et xml où iwl est défini par la relation : 

/ T ° M(t)dt * minimum \At-xjX), x ^ t j - c ^ d - l , . . . . n) 

De même l'instant tx est le plut petit des instants b et T 1 où T, est défini par la relation : 

Jt
 X M(t)dt » minimum [dj -x / t j . x^t^-c,] (i«l, . . . . n) 
9 

De plus dans les mêmes conditions, ces fonctions x^t), . . . . xn(t) vérifient presque partout le sys
tème d'équations différentielles : 

- J i - f,lt ; xx(t). . . . . x ( t ) ] , (1-1. . . . , n) 
dt " 

sur l'intervalle [t.!. t lJ. 

[15] Lemme de Gronwall (11) p. 15. - Etant donné une fonction \ (t) non négative et sommable sur 
un intervalle It,, t i l et deux fonctions <p(t) et u(t) qui sont des intégrales (ou des fonctions absolu
ment continues), et s i ces trois fonctions sont liées par la relation : 

u(t) e / X(t)u(t)dT • 9(t) pour t0 < t < tx 
e 

alors u(t) satisfait à la nouvelle relation : 

r* » r* 
u(t) © <p(0 e *. +JT ^~e\ dT 

où le signe • peut être remplacé successivement par <, = , >. 

[16] Lorsque <p(t) est constant, le lemme de Gronwall se réduit au lemme de Bellman. 

n - DEFINITIONS DE LA STABILITE D'UN VECTEUR f(t. t., ij - (11), p. 25, et (12), p. 74. 

Soit E un espace vectoriel norme complet défini sur le corps des réels R, et D un domaine 
de l'espace R * E. Le vecteur x(t, t̂ , xj est défini dans D et a valeurs dans E. n est absolu
ment continu de t, continu par rapport au vecteur initial x*, choisi à l'instant t0 dans E, et par con
séquent vérifie l'identité : 

*<*.. V *.) - x. 

Selon le comportement du vecteur xtt, t v x*J sur [t,, +a»]pour des modifications du vecteur initial x , 
on pose les définitions suivantes : 

1/ Définitions de Lyapunov. 

1/ Définition. 

Le vecteur x(t, t^ xm) est stable à droite au sens de Lyapunov ai, à tout e > 0 donné arbi
trairement petit, il correspond un nombre ô (e , to) > 0 tel que : 

| | « t , to. fy - i\t, t#, iJH < e pour t . < t < + • 

pourvu que ||xx - x0 | | < 6. Sinon il est instable. 
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2/ Définition. 
Le vecteur x(t, t^ x„) est asymptotiquement stable à droite au sens de Lyapunov lorsqu'il est 

stable A droite au sens de Lyapunov et que : 

t ^ U II x(t. t„ ÎJ - x(t, t., ÎJII - 0 pour « Î ^ J I < 6 

2/ Stabilité uniforme. 
Dans les définitions précédentes 6 dépend en général de £ et de t0. Cependant, si pour t„ suf

fisamment grand 6 ne dépend pas de te une fois fixé, les cas de stabilité sont uniformes. Ainsi : 

3/ Définition. 

Le vecteur x(t, t , x ) est uniformément stable i droite si, à tout e > o donné arbitrairement 
petit, il correspond un nombre 5(e) > 0 indépendant de tô tel que : 

||x(t. t., xj) - x(t. t., î j y < e pour t.< t < + • 

pourvu que || Xj - xo|| < 6. 

Remarque. 

Un vecteur x(t, te, xa) peut être uniformément stable et asymptotiquement stable à droite au 
sens de Lyapunov. 

4/ Définition. 

Un vecteur x(t, t,, x j est asymptotiquement uniformément stable à droite lorsqu'il est unifor
mément stable à droite et qu'il existe un nombre 6 tel qu'à tout e > 0 donné arbitrairement petit, 
corresponde T(e) > 0 de façon que l'inégalité : 

|| x(t. t^ x\) - x(t, t., xjll < e 

soit vérifiée dans le domaine (t > to + T(e), ||x, - xo|| < 6) 

3 / Stabilité asymptotique sur un domaine. 

5/ Définition. 

Un vecteur x(t, t , xj est asymptotiquement stable à droite sur un domaine d de E(2e€ d) 
lorsque le vecteur x(t, t^ x0) est stable à droite au sens de Lyapunov pour tout vecteur x. de ce do
maine d et que 

quels que soient les vecteurs x 1 et x*o du domaine d. 
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