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Sommaire :

Une combinaison de la méthode variationnelle utilisant des transformations canoniques
spéciales conservant l'impulsion, et de la méthode de resommation infinie des termes domi-
nants & basse densité est utilisée pour étudier I'état fondamenta! d'un systéme a N particules
en interaction forte.

Sous réserve de l'hypotnése que l'énergie d'excitation E, est convexe et partout positive,
nous avons démontré la régularité de la matrice t obtenue en resommant des échelles mon-
tantes une fois effectuée la transformation canonique spéciale qui minimise la valeur
moyenne de !'énergie. Quelques exemples particuliers sont étudiés en détail.
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Summary :

A combination of the variational method using special momentum corserving canonical
transformations and the method of resummation of the infinite series of dominating terms
in the low density limit is used to study a strongly interacting N particle system.

Under the hypothesis that the excitation energy E_ is convex and everywhere positive
after the special canonical transformation minimising the average value of the energy has
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RESUME

La méthode.de Brueckner repose d'une part sur le
développenment de Rayleigh-Schrddinger, et d'autre part sur la
regsommation de la série infinie des termes dominants & 1la
limite des basses densités. La martice ¢{ qui résulte de cette
somnation paut avoir des pdles au voisinage de la surface de
Fermi. Ceux-ci correspondent aux états 1iés de paires découverts
par Cooper. Ils introduisent des divergences dans les intégrales
donnant par exemple l'énergie de 1l'état fondamental, et empé-
chent par conséquent de construire une théorie cohérente A la
linite des basses densités. Le but de ce travail est l'élimina=-

tion de ces singularités.

Les essais antérieurs pour déliminer ces singularités
en resomnmant des classes infinies de plus en plus étendues,

n'ont pas amélioré la situation,

La possibilité qu'il existe un état 1ié de nucléons
d'inpulsion et de spin opposés au voisinage de la surface de
Fermi entraine un étalement important de cette surface. Toute
théorie des perturbations qui ne tient pas compte de cet étale-
nent dés le départ est donc douteuse, La méthode variation-
nelle de Bogoliubov qui consiste & introduiré une transforma-

tion canonique spéciale conservant l'impulsion s'est révélée
trds puissante.

Nous allons montrer gu'on peut obtenir une théorie



cohérente et élégante par une combinaison naturelle des deux
néthodes ; la transformation de Bogoliubov décrit bien
1'étalement de la surface de Fermi, et une sommetion par-
tielle & la Brueckner élimine les difficultés dues au carac-
tdre singulier de l'interaction. Ainsi pour une interaction
entre paires d'impilsion totale nulle, nous avons démontré

que la matrice ¢ , construite en resommant les termes domi-
nants aprés la transformation canbdnique ne peut pas avoir de
singularité quel que soit le potentiel Bi les énergies d'exci-

tation de quasi-paticules sont toutes positives,

Pour une interaction entre paires d'impulsion
totale quelconque, il est nécessaire de reprendre la notion

de potentiel self-consistant,

Moyennant 1'hypothdése que l'énergie d'excitation
des quasi-particules est une fonction convexe de l'impulsion
et bpartout positive, nous avons alors démontré la régularité

de la matrice 't correspondante.

Nous traitons en détail deux formes spéciales
gouvent utilisées : l'interaction séparable et 1l'interaction
doublement séparable 3 nous donnons alors la forme explicite
de la matrice t o llous indiquons enfin les résuitats de quel=-
ques calculs numdériques de la matrice T aprds transformation

cenonique dans le cas d'une interaction séparabdble,



INTRODUCTION

Depuis longtemps 1l'étude expériementale des noyaux
atomiques et particulidrement celle des noyaux lourds a
montré que, mis & part quelques petites variations dues aux
effets de surface et d'énergie coulonbienne, les propriétés
globales telles que la densité, l'énergie de liaison par
particule etc... sont constantes. Ces résultats et d'autres,
par exemple le spin ou le moment magnétique de leur état '
fondamental, peuvent 8tre expliqués par un modsle selon
lequel les particules se propagent & l'intérieur de la ma-
tidre nucléaire presque indépendamment les unes des autres

D'autre part il semble, d'aprés les expériences
de diffusion (2) que l’interaétion des nucléons librss soit
forte ; une répulsion trds forte et pratiquement infinie
pour les phénomenes de basse énergie apparaft lqorsque 1la
distance entre deux nucléons devient inférieure & 0.4 fermi.
Pour les distances un peu plus grandes l'interaction est
attractive, et elle diminue régulidrement, tendant vers zéro
assez vite avec la distance. Donc 4 premidre vue il semble
quelque peu paradoxal d'imaginer que les nucléons se compor-
tent comme des particules libres & l'intérieur des systémes.
nucléaires alors qu'ils interagissent fortement dans une

expérience de diffusion nucléon-nucléon. Le but essentiel

(1)



d'une théorie de la matidre nucléaire est d'expliquer ce

paradoxe.

On pourrait en principe utiliser la théorie des

(3) pour expliquer tout & la fois l'inter-

champs mésiques
(4)

action forte des nucléons lidbres et les propriétés de
noyaux (5) au lieu de dériver l'un de l'autre. Mais en raison
des difficultés de la théorie des mésons m8me pour les cas

les plus simples, il n'est pas encourageant de l'entreprendre.
Les résultats les plus intéressants obtenus ces dernidres
années ont été déduits de théories représentant l'interaction
des particules par des potentiels. Pour expliquer tous les
phénomdnes il a suffi, jusqu'd présent, d'introduire des inter-
actions de particules deux & deux. Il ne semble pas que les
potentiels A& trois particules ou plus prévus par les théories
mésiques jouent un ré8le treds important dans les phénoménes

nucléaires de basse énergie étudiéds jusqu'd préesent.

On obtiendrait toutes les propridétés physiques
d'un systéme si 1l'on pouvait résoudre 1'équation de Schrddinger
correspondante, ce qu'on ne sait pas faire exactement d&s que
le nombre de pafticules dans le systéme devient supérieur
A deux. On ne peut faire alors que des approximations succes-
sives qui sont fournies de fagon systématique par la théorie
des perturbations. Des méthodes variationelles ont aussi
été utilisées avec profit pour obtenir une premidre approxi-
mation de 1'énergie du fondamental. Mais ces méthodes ne nous
donnent aucun renseignement sur les corrections successives
qu'il y a lieu de faire pour améliorer la premidre approxi-

nation.



Euler (6) et Huby (7) avaient déja considéré un
développement en puissances de l'interaction jusqu'au deuxidmne
ordre pour l'énergie de liaison de la matidre nucléaire, mais
la nécessité de prendre une force d'échange trés grande (80% -
90 %) pour avoir la saturation a malheureusement conduit &
écarter ce procédé fendant longtemps. L'introduction d'un
coeur dur répulsif 2) a permis de diminuer la partie d'échange
mais il a rendu cette théorie inutilisable dans sa forme ori-

ginale.

L'application des développements perturbatifs & ce
genre de probldmes & connu, il y a guelquee années, un renou-
(8 {(dads 1954) a pu 1l'adapter

4 une interaction comprenant un coeur dur. Il développe l'éner=-

veau d'intér8t lorsque Brueckner

gle du systéme en puissances non plus d'une interaction Vis »
mais d'une matrice réaction iﬂz « Etudiant ainsi la contribdbu-
tion d'une classe de termes de la série des perturdbations il

a obtenu des résultats quantitatifs pour les propriétés de

la matiére nucldéaire. Il devait cependant se heurter & des
difficultés. La théorie des perturbations de Rayleigh-Schrddinger
qu'il utilisait engendrait apparamment des termes proportionnels
non pas seulement au volume, mais 3 toutes les ‘puissances du
volume ; aux ordres accessibles, cependant, les termes en

j}?’ (ﬂu> L) $g)compensaie?r1?ystérieusement. Goldstone (9)
puis Hugenholtz et Bloch ont alors élaboré la méthode
générale et démontré qu'il ne restait que des termes proportio=-
nels au volume provenant des diagrammes dits "Vide-vide connexes'

Outre cette difficulté maintenant surmontée, d'autres ont surgi



4

(12)

d'états 1iés d'un type particulier, dus A un renforcement de

4 la suite de la découverte par Cooper de la possibilité
l'interaction par un effet de la statistique au voisinage de

le surfac? de F§rmi. Cet effet, qui est 4 1l'origine des théories
13,14 '

(15)

récentes de la superconductivité, donne lieu & des

divergences que nous allons chercher & éliminer,

En faisant les approximations successives dans le
cadre d'une théorie des perturbations, on obtiendra seulement
des états qui ne sont pas trés différents de 1'état -de départ
et qu'on peut atteindre par continuité en augmentant progressi-
vement l'interaction. Si 1l'on part de 1l'état normal non pertﬁrbé
d'un systéme ol les N particules occupent les niveaux les plus
bas jusqu'3 une certaine énergie dite "énergie de Fermi", les
développements perturbatifs ne permettront d'atteindre que des
états pouvant &tre décrits par une superposition d'états non
perturbés ol ne sont excitédes qu'un nombre de particules tris
inférieur &4 N . Mais un état ol une fraction macroscopique
des particules forme des systimes liés ne peut pas 8tre atteint

(12)

par ces néthodes. Apreés la découverte de Cooper , Bardeen~

(13)

les nucléons voisins de la surface de Fermi se groupent par

Cooper et Schrieffer ont construit une fonction d‘'onde ou
pueires d'impulsion et de spin total nul pour former des états
liés. Cette fonction d'onde, qu'on appellera "le fondamental
de B.C.S.", a une énergie moyenne plus basse que l'énergie de
1'état normal atteint par perturbations A& partir de 1l'état
normal non-pertursbé. L'énergie de liaison des nucléonsllibres
disparaft au-dessous d'une valeur finie de l'interaction

(le deutéron n'existerait pas si l'interaction'proton-neutron
était un peu plus faible qu'en réalité). Par contre, la diffé-
rence entre les énergies de ldaison du fondamental de B,C.S. et
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1'état normal non-perturbé tend vers zéro avec l'interaction,
mais elle n'est jamais nulle. L'existence de cet état de B.C.S.
ol existent de fortes corrélations, m8me & la limite des
interactions faibles et des faibles densités, empéche de déve-
lopper une théorie cohérente des perturbations & partir de
1'état normal non-perturbéd.

(13,14) de la supercon-

Dans les théories récentes
ductivité on prend comme état non-perturbé 1'état 1li: de
B.C.S. décrit plus haut. Cet état est séparé des états excités
par un gap qui permet d'expliquer le phénoméne de la super-—
conductivité.

(14) ,

Une méthode équivalente mais m athématiquement
plus efficace, due & Bogoliubov, consiste & effectuer une
transformation canonique linéaire conservant 1l'impulsion sur
les états & une particule, c'est-a~dire A faire un mélange
linédaire des états de particules et de trous et & déterminer
les paramétres de ce mélange par la condition que la valeur
moyenne de l'énergie dans le vide des nouvelles excitations

soit stationnaire.

Dans le cas de la matidre nucléaire il y & aussi
des états 1iés analogues % celui de Cooper pour les électrons
15

ainsi que l'existence d'un pdle de la matrice réaction

de Brueckner le révéle. Il est donc naturel d&¢s le départ

d'en tenir compte explicitement par une transformatiou canu-
nique. La plus simple A utiliser est la transformation linéaire
de Bogoliubov qui a pour effet d'étaler la surface de Fermi

et donne une bonne fonction d'onde de départ. Mais les inter-
actions nucléaires étant trds fortes & courte distance, cela

ne suffit pas, car les termes de la série des perturbations



qu'on obtient en partant de cette fonction d'onde seront tous
trées grands. Cependant, on peut employer le raisonnement de
Brueckner que les nucléons interagissent plusieurs fois avant
de se séparer. Cet argument physique suggdre qu'il faut regrou-
per les termes ayant le mé&me comportement per rapport & la
densité quand celle-ci devient trds faible, ce qui permettra

de former une nouvelle matrice réaction

Les deux méthodes ci-dessus se compldtent d'une fagon
naturelle ; les ennnuis dus & l'existence d'états 1liés du type
de Cooper sont évités en partant de 1'état de B.C.S. et ceux
dus aux interactions fortes en remplagant l'interaction 2 par
une matrice réaction ¥ A la Brueckner. On peut donc s'attendre
4 obtenir de cette fagon une théorie cohérente de la matidre
nucléaire dans la limite des basses densités, quelles que

soient les interactions.

Dans le chapitre I, nous exposons rapidement la

théorie des perturbations de Goldstone (9), Hugenholtz (10),
Bloch (11) et la représentation des divers termes ?ar)les
16

tant de classer les termes suivant leur comportement par

diagrammes. On rappelle un argument de Hugenholtz permet-
rapport & la densitéd quand celle-ci devient faible ; 1l'on

donne les arguments qualitatifs en faveur de la définition de

la natrice 1 de Brueckner. Nous donnons ensuite la transfor-
nation de 1'équation de Brueckner en une équation intégrale (17)
qui est mieux adaptée aux interactions singuliéres. Quelques
autres néthodes pour traiter les interactions singulidres sont
rapidement passées en revue. Nous avons insisté sur l'importance
de la possibilité d'avoir un état 1ié de B.C.S. et les modifi-

cations de la surface de Fermi qui en résultent.L'insuffisance



de la méthode variationelle basée sur ces transformations et
la nécessité d'introduire les potentiels self-consistants
pour traiter les interactions singulitres sont exposées & 1la
fin du chapitre I.

Etant donné qu'une sonnation partielle des termes
contenant la diffusion particule-particule a permis & Brueckner
de renmplacer les interactions singuliéres par des amplitudes
finies, on a pensé tout d'abord qu'une sommation plus compleéte
ferait disparaftre aussi les singularités qui restaient dans
cette théorie. Les essais antérieurs de ce genre sont discutés
brievement au chapitre II. L'introduction des diffusions trou-
trou en plus des diffusions particule-particule dans la défini-
tion de la matrice © rétablit la symétrie entre états de
particule et de trou. Malheureusement, au lieu de faire dispa=-
raftre la eingulﬁrité, ceci a pour effet de faire apparaftre
deux singularités de méme type l'une au-dessous et l'autre
au-dessus de la surface de Fermi, symétriquement par rapport
4 celle-ci.la nouvelle singularité correspond & un état 1lié
de deux trous analogue & 1l'état 1ié de Cooper pour deux phrti-
cules. Des singularités plus graves encore apparaissent dans
la resommation plus vaste des diagrammes dits "en échelle
généralisées". La méthode de resommation de diagrammes généra~
lisant les diagrammes en échelle semble donc aller & l'encontre
du but recherché.

Dans le chapitre III, nous examinons en détail 1la
néthode variationelle utilieﬁnt la transformation canonique
linéaire spéciale qui conserve les impulsions. La théorie des
perturbations est reformulée pour tenir compte des "contractions

anormales" qui deviennent maintenant possidbles. L'hamiltonien
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considéré ne contient que les interactions entre paires d'im-
pulsion totale nulle. On démontre que parmi les transformations
canoniques qui rendent la valeur moyenne (H) stationnaire,

il en existe toujours au moins une pour lagquelle (FD>atteint
son minimum absolu unique. Les énergies E‘k d'excitation des
quasi-particules sont alors aussi uniques. Une fois cette
transformation effectuéde, on peut construire une matrice y
non~-singuliére en resommant,dans la série des perturbations,
les termes ayant le méme comportement par rapport 3 la densité
quand celle-ci devient faible, pourvu que les énergies E{

solent toutes positives.

Mais ces énergies d'excitation E*' ne sont pas
nécess&irement toujours positives. Quelques-unea d'entre elles
sont négatives, si la transformation canonique linéaire qui

rend (H) minimum ne conserve pas d'impulsion.

D'autre part si l'hamiltonien contient une inter-
action stngulidre, disons un coeur dur, la valeur moyenne (H>
est infinie et ceci oblige & reprendre la définition des poten-
tiels self-consistants (Chapitre IV). Les champs i et ka
caractérisant ces potentiels sont déterminés de fagon & tenir
compte des termes de la série des perturbations qui deviennent
dominante & la limite des basses densités. Ainsi pour le champ

bJﬁ. source des paires, on obtient 1l'équation de compensa-
tion des"diagrammes dangereux" tandis que pour le champ normal

Uy, on obtient une équation analogue 4 celle de Brueckner.

La premiére équation introduit une corrélation intrinséque entre
fermions d'impulsion et de spin opposés et fait apparaftre
quelque chose comme un gap dans le spectre des quasi-particules,
tandis que la deuxidme équation renormalise la singularité de
l'interaction.
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Ces deux effets importants étant pris en coansidéra-
tion, nous espédrons obtenir une théorie cohérente de 1'détet
fondamental. Cet espoir est partiellement rempli, Par exemple,
pour une interaction doublement séparable, dont une partie est
attractive et l1l'autre fortement répulsive, la matrice { de
Brueckner a un pdle d&s que la partie attractive dépasse un
certain seuil. Mais dans ce cas, conme nous le verrons (chapi-
tra IV, Section 2.2), la transformation canonique qui rend (H)
minimum est non-triviale et la champ source des paires ldﬁ
différent de zéro. Une fois cette transformation effectuée,
on peut construire une matrice t non-singulidre, groupant
tous les termes de méme comportement & treés basse densité, En
particulier, la contribution des 4ermes dominants & basse
densité est obtenue par un celcul du premier ordre par rapport
A cette matrice § .

Pour une interaction générale on peut démontrer 1la
régulerité de 1o matrice 1 obtenue en resommant les termes
dominants & basse densité, poufvu que les hypothises suivantes
soient vérifides : ‘ ‘

19,~ L'énergie d'excitation Eg d'une quasi-particule
considérée comme une fonction de l'impulsion continue o est

convexe ; c'est-a-dire que

Eakek TE4k-2 2 2By

quelle que soit l'impulsion totale F( °
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20, L'énergie Ek est partout positive.

La premidre hypothese eat vérifide dans tous les cas
étudiés en détail Jjusqu'd présent. Les particules libres et
les excitations élémentaires dans les théories récentes de 1la

superconductivité en sont de bons exemples.

Les énergies Ek sont certainement positives loin de
la surfece de Fermi. On serait sfilr que les Ei sont tous posi=~-
tifs si on pouvait rechercher le ninimum de 1'énergie moyenne
<H> du systime dans l'ensemble des fonctions d'essai obtenues
en effectuant les transformations canoniques lindéaires les plus
générales (19). Si le nmininum de <}£> est alors atteint pour
une transformation qui conserve l'impulsion, et aucun fait
jusqu'd présent n'indique que ce ne soit pas le cas pour les
interactions réelles dans la natidre nucléaire, alors les ¢ner-
gies E‘k obtenues dans la théorie discutée ici seront bien
toutes positives. Dans 14 cas contraire, on ne pourrait obtenir
des énergies E‘k toutes positives qu'en utilisant la transfor-
mation canonique générale qui rend effectivement <H> ninimum,

Au chapitre V, nous indiquerons les résultats de
quelques calculs numériques indiquant les modifications de 1la

matrice 47 introduites par la transformation cancnique.,
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CHAPITRE |

LES METHODES GENERALES
DE TRAITEMENT DES INTERACTIONS SINGULIERES

*
t.- La théorie des perturbations.

Soit une systime dynamique de N fermions dont 1'hamil-

tonien stécrit

N
;{:::;z: ff' + :Z:. VQ? (1.1)

1£<<J<EN

ol ﬁi est 1'énergie cindtique de la particule ¢ et ng
l'ipteraction entre les particules < et } o Nous posons :

$ =2 M =1, M étant la masse d'un fermion. On impose au
systdme d'8tre enfermé dans une grande bofte cubique avec des
conditions aux limites que nous choisirons périodiques, pour
des raisons de commodité.

Le systdme de base est constitué d'ondes planes

* Ici, nous nous inspirons d'un cours sur "1'état fondamental d'un systéme'
de fermions" fait par Monsieur C. BLOCH (Saclay 1960).



telles que :
{
—= & ; — Aam = _
Vo 7 fl = ——l:-'n—, n (n.z/ Ny, n;),
n":n},‘nz =o,tl,+92,... ; ..f2_=-..’l._3 = le volume de la botfte.

On les désignera par ,?2) « Ecrivons 7_{ dans le formalisme

de la seconde guantification (20)

=7 gafay, +12 sV dala,a, e

+—
ol les CL& ou "l sont les opérateurs de création ou
d'annihilation d'un fermion dans l'état ,-k) qui vérifient
les relations usuelles d'anticommutation

[0—&)&&,] ‘ﬁ. +6L,q,& 0)

+
[i,a%’] _a" &+aﬁ’ =9 (1.3)

et

[ 2+, 4«] = ap G+ Q% = P,
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L'élément de matrice de l'interaction est donné

par

d'échange

On devrait dans tout ceci tenir compte des autres
nombres quantiques, par exemple le spin. Les fonctions de
base seraient alors

ol 7(; dépend de ces autres nombres quantiques., Toutefois
cela ne ferait que compliquer l'écriture sans rien ajouter

A la compréhension. On peut donc, dans les raisonnements
généraux, se contenter de "fermions sans spin" en rétablissant
naturellement le formalisme complet pour établir les résulats
finaux.

Si 1'interaction ne dépend que des coordonnées rela-
tives

-lp =y - e d
- J
\/(ﬂT,Yi) - \V ‘ﬁ-*’i
ce qui est le cas usuel,on a conservation des impulsions :

Q&S\\/Y"”ﬁ) = S:(iadkz:JﬁE:ﬁ'{:)‘V245m~n.
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D'autre part, d'aprés la définition méme, on a

—(@S‘VI""‘“) = (Sh,lVl-mn) = "(S)L\VJWM) = ("S/—}LIV)"M/"”)U 5)

la derniére égalité découle de l'invariance de \f par renver-

sement du temps.

(21)

Toute théorie des perturbations repose sur
une séparation de l'hamiltonien en deux parties l4a et }L ’
d'une fagon telle que i1'on sache calculer exactement les
valeurp propres et les fonctions propres de F{, et que l'effet
de H‘ , dit "perturbation" soit suffisamment "petit" dans

les conditions données,

Une fois cette séparation faite, on diagonalise }40 .
On utilise les fonctions propres de l{o comme base, et on
exprime }t en termes des opérateurs de création et d'annihi-
lation appartenant 4 cette base. En 1l'absence de la perturba-
tion l{‘ , tous les états au-dessous d'une certaine énergie
€ , dite 1l'énergie (ou le niveau) de Fermi, sont occupés
par des fermions et tous les états au-dessus de cette énergie

sont vides.

On peut considérer comme "vide" 1l'état du systdme
ou toutes les particules occupent tous les états individuels
jusqu'au niveau de Fermi, aucune ne se trouvant au-dessus. Si
une particule a une énergie supérieure 4 celle de Fermi, on
l'appelle une "particule", et s'il manque une vraie particule
pour que la mer de Fermi soit pleine, on dit qu'on a un "trou".

Quand on introduit la perturbation Ft 'y les vraies particules
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effectuent des transitions vers des états d'énergie plus grande
que g, ce que 1'on exprime en disant que des "particules"

et des "trous" sont 'oréés". Ainsi on peut adopter le langage

et toutes les méthodes de la théorie des champs. Goldstone (9),
puies Hugenholtsz (10) et Bloch (11) ont ainsi donné une théorie
cohérente des perturbations que nous ne répéterons pas ici.
Essentiellement ils développent 1l'effet de |, sur les grandeurs
physiques du systdme en puissances de H, et représentent

chaque terme de cette série par un diagramme de Feynman (22).

On tracera les diagranmes & la manidre de Goldstone(g)
et Bloch (11). Les divers 4tats sont représentés par des lignes
continues verticales 3 les "particules" par des lignes montantes
et les "trous" par des lignes descendantes. L'interaction V

est représentée par des lignes pointillées horizontales.

Comme dans la théorie des champs on peut d'abdbord
tracer les divers diagrammes et on obtient leur contrihution
d'aprts des rdgles bien définies. Par exemple, la contridution
au développement de

BHy —A(H4H) <
e e = Z (—'f d.ﬁ, .- dp,, H.(@l) H.(@z)a-- H'<Bk) (1.6)
p=e B2 26, Y0

avec

_ BH. . —pH,
Hl(p) =€ Hl € (1.7)
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associde & chaque diagramme s'obtient en formant le produit

de plusieurs facteurs (9'11):

1)= 4 chaque interaction est associdé un élément de la matrice
de perturbation H, et un facteur exponentiel exp.(B: DE)
oh P, est l'instant auquel se produit l'interaction et

DE; 1'énergie d'excitation & cet instant, c'est-h-dire
la différence entre les énergies du systdme apres et avant
1'instaent R, -
+4

2)~ chauge terme est affecté du signe (——) ou f est le

nombre de lignes intérieures descendantes et £ le nombre

de boucles fermées.

On n'oubliera pas non plus le signe (=) qui figure
devant chaque terme du développement (1.6).

I1 faut enfin effectuer l1l'intégration ordonnée des
temps P. d'interaction dems l'intervalle o0, 8 et la somma-
tion sur l'ensemble permis des valeurs des états associés &

chacune des lignes du diagramme.

A titre d'exemple, la contribution du diagramme de

la figure 1.1 est donnée par

e O 5 (| HUl R o) (R R L&, B, ) (R, R, B)

j -ept (£m+ 8*"" E"&s+ s’"is) + p’- (- E*l+ E*.!-f 2.*:‘ 8*“)

BBz 2R 20
S0 —S0 —& En
;EFB( &4 &z &%*- '> dp,dpzdﬁ% ?
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Fig.: 1]

Un diagrenne contribuant au propagateur a une
particule dans la théorie de Goldstone.
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oh &4 est 1'énergie d'une particule dans 1'état l'ﬁ) et —eﬁ
est 1l'énergie d'un trou dans 1'état tﬁ). La sommation sur les
indices f; et *q est effectuéde en dehors de la mer de Fermi

et lo sommation sur les indices &, , +k, et &g & 1'intérieur.

La différence entre l'énergie de 1'état fondamental

vrai et celle de 1'édtat fondamental non-perturbé est donnde

par l'expresseion suivante (9'10’11)

) BHO "'5(Ho+Hl)
oe, ==L el e & o),

l

: (1.8)
= (o\ H,+ H, = LH H, +H E,—H,,H' r—:,—-HoH"L"']")c

ol ‘é> désigne "le vide" c'est-a-dire 1'état le plus bas de
Ho , E, son énergie et 1'indice ¢ indique que seuls les
diegrammes "vide-vide connexes" doivent &tre pris en considéra-

tion.

2.~ Les termes dominants & basse densité.

Les diagrammes qui interviennent dans la théorie
comprennent deux types de lignes, les lignes montantes et les
lignes descendantes représentant respectivement la propagation
d'une particule et d'un trou. Dans le calcul de la contridbution
d'un diagramme particulier, les impulsions des lignes montantes
sont sommées 3 l'extérieur et celles des trous A& l'intérieur

de la mer de Fermi.
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D'autre part, le principe de Pauli relie le niveau
de Fermi & la densité. En mettant une particule dans chaque
état individuel au-dessous de ce niveau, on voit que le volume
de la mer de Fermi est proportionnel & la densité spatiale des

*
fermions :

:Ei — C?th; 3 ‘kF>

Donc A& basse densité, lorsque l'impulsion de Fermi
est trés petite, les termes dominants de la série des perturba-
tions sont ceux qui proviennent des diagreammes comprenant un
nombre minimum de trous. Ces diagrammes sont des échelles
montantes ol deux paires particule-trou sont créées, les trous
se propageant librement tandis que les particules interagissent
plusieurs fois avant 4'8tre annihilées avec leur propres

trous (figure 1.2).

A basse densité les collisions des nucléons sont
relativement rares. Mais quand deux nucléons se rencontrent,
leur interaction est forte et avant qu'ils ne se séparent, ils
ont le temps d'échanger un nombre considérable de mésons.
Autrement dit, les nucléons interagissent un grand nombre de

fois pendant une collision et avant que l'un des deux rencontre

*¥ Pour les fermions réel? ayant un spin 1/2 et un isospin 1/2, le facteur
de proportionnalité z_,,__5_3est remplacé par 4(27T ) =3,
2T
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Fig.1-2
Un diagramme contribuant 34 l1l'énergie de liaison
dans l'approximation des échelles montantes.

e s — ——— ———— — — —— ——

e . s — e —— — —— —— ———

Fig. 1-3

Lt'échelle montante de Brueckner.
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un troisiéme nucléon. D'autre part, le principe d'exclusion

(23o24'25). L'interaction entre

joue un r8le trés important
deux nucléons est considérablement modifiée par la simple
présence des autres nucléons, car les deux nucléons qui inter-
agissent ne peuvent pas 8tre diffusés dans les états déjd occu-

pés par les autres.

Cette diminution des états intermédiaires possibles
dans une diffusion produit un affaiblisseent considérable
de l'interaction de deux nucléons dans la matiédre nucléaire,

qui facilite beaucoup la convergence des développements.

En suivant ces idées physiques, le progranme de
Brueckner et de ses collaborateurs 8 était alors de remplacer
une interaction particule-particule par 1l'échelle montante
(figure 1.3) dans tous les diagramnmnes, et de faire apparaftre
ainsi leur interaction effective. Dans le développement pertur—
batif en fonction de cette interaction effective ou amplitude
de diffusion, les seuls diagrammes qui interviennent sont ceux
qui ne contiennent plus d'échelles montantes (celles-ci étant
déji comptées dans les amplitudes de diffusion), et ol ces
amplitudes de diffusion remplacent partout les éléments de
matrice du potentiel. Cette transformation consiste en un
réarrangenent de la série des perturbations et en une sommation
partielle des termes ayant le méme comportement & la limite
des faibles densités. Le diagramme d'ordre un par rapport A
la matrice It donne le terme le plus important, les diagrammes
‘d'ordre deux, trois, etc... donnent des termes de moins en
moins importants. Comme les rencontres simultanées de trois,
quatre, ... nucléons ont une fréquence décroissante, leurs

effets sur l'énergie de liaison du systime doit &tre de moins
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en moins importants, et on s'attend & une convergence rapide

de la série correspondante.

Pour faire une analyse plus détaillée, divers auteurs
ont considéré un développement perturbatif plus simple.lLevinger
et al.(26) ont étudié la validité de la théorie des perturba-
tions appliquée & la matidre nucléaire & la densité observée.
Ils considérent d'abord une interaction tout A fait régulidre

(27)'115 développent l'énergie de

et suivant Biedenharn et al.
liaison en puissances de l'interaction. Ce calcul est, en
principe, identique & celui d'Euler (6) sauf pour un terme
tensoriel introduit dans l'interaction et les valeurs plus
récentes adoptéer pour les paramdtres. Ils trouvent que 1la
contribution & 1'énergie au deuxidme ordre est d'environ 10 MeV
par particule (la contribution du premier ordre étant d'environ
60 MeV) et devient encore Plus grande si l'on enploie une inter-
action dont la partie tensorielle est plus grande. Dans 1la

suite de leur travail, Levinger et al. considérent les inter-
actions singuliéres : un coeur dur, ou bien un coeur dur plus
une attraction régulidre - A& longue portée. Le coeur dur de
rayon O. est remplacéd par une amplitude de diffusion des
rarticules libres et l'énergie de liaison est développée simul-
tanément en puissances de Q&,a& et de 2+ . On obtient =au
deuxitme ordre deux termes de signe opposé ; l'un provient du
coeur dur et l'autre de l'attraction réguliére U . Leurs
contributions & 1l'énergie par particule sont de l'ordre de

20 MeV en valeur absolue pour chacune des trois formes exponen-
tielles,de Yukawa et Guassienne de 1l'interaction. Leurs signes

étant opposés, la contribution totale n'est que de quelques MeV,



23

Le résultat final au deuxidme ordre étant la différence de
deux termes grands, la convergence du calcul ne paraft pas

trés satisfaisante.

(17)

Je= L'éguation de Bethe~Goldstone.

En fait,la méthode de Brueckner consiste & remplacer
un potentiel par une amplitude de diffsuion (ou une matrice

réaction) de deux particules, qui vérifie 1'équation intégrale 1

t= H‘+H'E%T—{—ot (1.9)

ou Q est 1l'opérateur de projection en dehors de la mer de
Fermi. Si 1l'interaction est d'un type conventionnel, c'est-a-
dire partout attractive et d'intensité modérée, cectte équation
peut étre résolue par itération et le solution est trés proche
de l'approximation de Born (24). Pour de telles interactions on
peut obtenir des résultats satisfaisants en employant la théorie
des perturbations ordinaires jusqu'au deuxiéme (ou peut-8&tre
jusqu'au troisi®me) ordre. Le calcul de Swiatecki (28) fournit
un tel exemple. Mais pour des interactions singuliéres, dont

le traitement était 1l'objet essentiel des travaux de Brueckner
et al. (8), le fait d'introduire une matrice réaction est trés
important. Dans ce cas il est commode de transformer 1l'équation
intégrale (1.9) de Brueckner en une équation intégro-différen=-

(17)

tielle obtenue pour la premidre fois par Bethe et Goldstone
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Ils définissent une fonction d'onde spatiale par sa transformée
de Fourier de telle sorte qu'elle s'annule dans la région ol
le potentiel est singulier et que le produit du potentiel et
de cette fonction d'onde reste fini. Cette dquation s'écrit :

(He +@QH,) ¥ =EY (1.10)

b

ol H, est l'hamiltonien non-perturbvé, H, l'interaction,
W} 1la fonction d'onde 3 deux particules et @ 1'opérateur
de projection & 1l'extérieur de la mer de Fermi.

L'équation (1.10) ressemble & celle de Schr8dinger,
cependant la présence de () ne permet pas la séparation habi-
tuelle du problime & deux corps, en un mouvenent relatif et

un mouvement du centre de masse. .

4,~ La méthode des pseudo-potentiels.

Il existe une autre méthode pou: traiter les potentiels
singuliers. L'idée générale est de remplacer l'interaction A
deux particules par une condition aux limites convenable imposée
4 la fonction d'onde 29)
peut &8tre remplacée par un potentiel fictif & l'intérieur de
(30). Breit (31)et Blatt et

. Ces auteurs s'étaient limités aux problémes

« A son tour cette condition aux limites

la zone singuliére suivant Fermi

Weisskopf (32)

de diffusion A l'approximation de basse énergie dans 1'état S .

33)

Huang, Lee et Yang ont étendu cette méthode aux ondes de
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nonment cinétique quelconque. Ils l'ont appliquée & un systéme
de N sphdres dures (fermions ou bosons) pour calculer les
valeurs propres et les fonctions propres au moyen de développe-
ments dont chaque terme est représenté par une classe de dia-

granmes.

Par exemple, leur calcul de l'énergie par particule
pour un systdme de N fermions donne

S=%g+ zvrw%_{w 6 (41-2 2w1>@s“)(35">-’} t...

ou A désigne le rayon des sphdres dures, ir l'impulsion de
Ferni et Jf)L 1le volume de la botte.

La nature de la convergence de ces développements

(34) (35)

n'est pas connue . On peut espérer que ce sont des
développements asymptotiques valables & la limite des faibles
densités, mais ceci n'a pas été prouvé rigoureusement. Si en
plus du coeur dur le potentiel posstde une partie attrective,
méme faible, le calcul devient considérablement plus difficile,

et seuls des résultats qualitatifs ont pu 8tre obtenus (36).

5.~ Les développements en fonction d'intégrales de "Cluster",

(37)

Jastrow a proposé une méthode variationnelle
pour traiter en particulier les interactions fortes & courte

portée. Il prend comme fonction d'essai

W“"C‘DTT.&G":;)

lsi,qu
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ol ¢> est une fonction convenablement symétrisée (symétrique
pour des bosons et antisymétrique pour des fermions). Le fac=-

teur t(?&) décrit les corrélations & courte portée requises

par l'interaction et il tend vers l'unité pour des grandes

distances.

La valeur moyenne de l'hamiltonien

 JETTEGH & TT 4G
J | I TT | $G))°

est ensuite dédveloppée en intégrales de "cluster" en posant
—» | |2
5@ =1+ fi(?’aj)

(38)

conne dans la théorie classique des gag imparfaits

Jastrow a appliqué cette méthode avec succds & un
gaz de sphitres dures (bosons ou fermions) et a obtenu un déve-
loppement de l'énergie de liaison du fondamental en fonction
de la densité 5931. Il a2 utilisé plusieurs formes pour la

fonction d'essai t et a trouvé que la forme

b(#) =0 , IFl=r%0;

§(F)=1-% . gP- °’> Sy
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est meilleure que la forme exponentielle ou gaussienne. Les

premiers termes de son développement sont en puissances de

liéfl et de (ﬁbﬁ)}yq

Cen résultats ont été obtenus par un calcul numérique,
le calcul analytique étant trés difficile, méme pour des sphéres
dures, contrairement 4 la méthode des collisions binaires de

(33). Pour les potentiels attractifs A

Huang, Lee et Yang
longue portée, on peut faire la méme remarque que précédemment,
& savoir gque le calcul devient considérablement plus difficile

et 1'on ne connait que des résultats qualitatifs,

6.~ Une méthoded'élimination du potentiel singulier.

Villars (39) introduit une transformation canonique

de la forme

-2
=R +<i[#,s]+&[ms], §)+---

et démo&tre formellement gqu'on peut toujours, pour chaque
hamiltonien }{ comprenant méme des interactions singulidres,
trouver un opéreteur S tel que i: ne contienne plus de
parties singulidres & deux corps 3 et que par conséquent la
méthode de Hartree~Fock devienne applicable. Bien entendu,'

?T contiendra des forces & plusieurs corps contrairement

~J

a H . Le spectre de HH étant le méme que celuil de H , une
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preniére approximation consiste A& ne conserver que les termes

d
4 un et & deux corps de H et & considérer les autres turmes

comme une perturbation.

7.~ Leg états 1iés & deux fermions d'impulsions opposées.

Cooper (12) a jeté un doute sur la validité de 1la
théorie des periurbations pour décrire 1'état fondamental d'un

systéme de fermions en interaction attractive, aussi faible

soit-elle, en construisant un état formé de paires d'impulsion
(et éventuellement de spin) totale nulle, dont l'énergie est
inférieure & celle de 1'état normal ou les fermions occupent
tous les états jusqu'au niveau de Fermi. Un tel état 1ié d'une
paire de nucléons d'impulsion (et de spin) total nul, qu'on
appellera une "paire de Cooper", existe toujours, méme pour

des attractions arbitrairement petites. Tous les nucléons se
trouvant au voisinage du niveau de Fermi se groupent dans des
peires de Cooper et la surface de Fermi est donc modifiée tou-
Jours d'une fagon importante. De nombreux auteurs 15) ont
remarqué que l'approximation de Brueckner présentait une singu-
larité pour des impulsions se trouvant légdrement au-dessous

de la surface de Fermi ; indiquant lui aussi une forte modifica-~
tion du spectre & une particule au voisinage de la surface de

Fermi, qu'il faut prendre en considération dds le départ.

On trouve une situation semblable dans le probdldme
des électrons dans les métaux. Les paires de Cooper des élec-
trons modifient d'une fagon considérable la distribution des

états & une particule dans le voisinage du niveau de Fermi.
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Ils introduisent un gap dans le spectre du systéme dans ce
voisinage, tandis que lcin de la surface de Fermil le spectre
n'est pas sensiblement changd. Pour tenir compte de cet effet,

1
"on effectue alors la transformation canonique (14)

4 +
a,h':'- 'u.'kc(&‘}' v,kd__,k (1.11)

et 1l'on détermine les paramdtres ZL* ,1zk par la méthode
variationnelle ol la fonction d'onde d'essai est le vide des
opérateurs o . Cette transformation se réduit presgue 2 1la
transformation unité loin du niveau de Fermi, mais dans son
voisinage et 1A seulement elle est importante. La surface de
Fermi cesse d'&tre une séparation brutale entre les états

vides et les états occupés, la transition se faisant progressi-

vement. Bogoliubov (40)

a montré que dans le ces d'une inter-
action séparable, cette méthode variationnelle donne pour
l'énergie du fondamental une expression asymptotiquement exacte

& la limite d'un trés grand volume.

Ces transformations décrivent de manidre trés satisfai.

sante la modification importante de la surface de Fermi due

aux paires de Cooper. Malheureusement si l'interaction a un
coeur dur, la valeur moyenne (H) dans le vide des quasi-par-
ticules ¢{ est divergente, ot ces transformations ne peuvent
plus &tre utilisées directement. Dans le cas des interactions
singuliéres, 1l est indispensable d'utiliser 1l'une des méthodes
décrites plus haut,une sommation partiélle & la Brueckner par

exemple.
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En résumé, le probléme de l'état fondamental dans
le cas des interactions fortes est donc dominé par les deux

faits suivants :

1)- 11 y a formation d'états liés de paires de particules
prés du niveau de Fermi, ce qui modifie la surface de

Fermi 3
2)- l'interaction nucléaire est trés forte.

Ces deux effets sont bien décrits, le premier par
la transformation canonique de Bogoliubov, le second par la
sonnation des échelles & la Brueckner. Comme la transformation
de Bogoliubov n'agit que dans le voisinage de 1la surface de
Fermi, ou la méthode de Brueckner rencontre précisément des
difficultés, les deux méthodes se combinent tout naturellement,
et on doit s'attendre & obtenir de leur combinaison une théorie

tout & fait cohérente dans la limite des basses densités.

On verra dans ce qui suit que cet espoir est partiel-
lement rempli par la transformation canonique (1.11). Par
exemple, pour une interaction doublement séparable, dont une
partie est attractive et l'zutre fortement répulsive, la matrice
{ de Brueckner a un p8le dbds que la partie attractive dépasse
un certain seuil. Mais dans ce cas, comme nous le verrons, le
ninimum de (o(Hlo) est obtenu avec une transformation canonique
non=-triviale et le champ source de paires\J*'différant de zéro.
Une fois cette transformation effectuée, on peut construire
une matrice t; non-ginguliére, groupant tous les termes de

n8me comportement & trés basse densité. En particulier, 1la
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contribution des termes dominants & basse densité est obtenue

par un calcul du premier ordre par rapport & cette matrice t .
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CHAPITRE It

LES ECHELLES GENERALISEES. LES ESSAIS ANTERIEURS

1e= Les échelles mixtes.

La sommation partielle de Brueckner des diagrannes
dits en "échelles montantes" (fig. 2.1) a permis de résoudre
la difficulté due au coeur dur. Il était donc naturel de penser
qu'une sonmation plus compléte éliminerait la difficulté de

divergence.

Quand deux péires particule-trou sont crédes, l'appro-
ximetion de Brueckner admet gque seules les particules interagis-
sent plusieurs fois avant d'étre séparées, tandis que les trous
se propagent librement. Une meilleure approximation consiste &
supposer que les trous eux aussi interagissent plusieurs fois
avant d'8tre séparés. Cela revient & remplacer l'interaction
simple, non plus par la matrice t’ de la figure 1.3, mais par
la matrice 4, mixte de la figure 2.1. Deux paires particule-trou

P ’ &v sont créées 3} les trous interagissent plusieurs fois
avant d'8tre annihilés avec les particules P’ qui se propagent
librement, tandis que les particules f: aprds avoir interagi
plusieurs fois se séparent et continuent 2 se propager. Fukuda(41)

(42) ont mentionné l'importance de ce mécanisme

et Klein et Prange
de diffusion trou-trou. Par exemple, la variation de l'énergie

du fondamental au premier ordre par rapport & la matrice t mixte
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L'échelle mixte

— —— — —— — S——— —

— S — —— S—— —— S——

D e — C— — A A— — — ——— — —

Fig. 2.2
Un dlagremme contriduant A l'énergie de

liaison dans l'approximation des échelles
mixtes.,
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est la contribution du diagranme 2.2.

(43) a cherché & modifier 1'équation de Bethe-

Iwamoto
Goldstone (17)

(1.10) i1 remplace C{ , l'opérateur de projection en dehors

pour tenir compte de ce mécanisme., Dans l'équation

de ia mer de Fermi, par @—P ol P est le projecteur sur la
mer de Fermi. On pouvait espérer améliorer ainsi la solution

(44) ont utilisé

d'une fagon importante. Chisholm et Squires
la théorie des perturbations indépendante du temps et essayé

de construire des solutions non-singulidres de 1l'équation inté-
(45) qu'il

n'existait aucune solution régulitre. L'inclusion des interactions

grale ainsi obtenue. Pourtant on a pu démontrer

trou-trou en méme temps que celles du type particule-particule
rétablit la symétrie par rapport & la surface de Fermi ; 1les
valeurs de la constante de couplage, rendant l'énergie de liaison
singuliére sont légeérement décalées de sorte que l'ensemble des
valeurs singuliéres devient dense partout lorsque le volume aug-
mente indéfiniment. De plus cette méthode introduit deux singula-
rités du m8me type qu'auparavant, placées symétriquement par
rapport & la surface de Fermi. La nouvelle singularité qui eppa-
rait au-dessus de la surface de Fermi correspond maintenant &

une paire de deux trous formant un état 1ié analogue & celui de

Cooper pour les particules.

2.~ Les échelles généralisées.

L'approximation suivante consiste & sonmmexr tous les

diagramnes & deux boucles de fermions possédant la symétrie
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gauche-droite (figure 2.3). Cette approximation est appelée
celle des déchelles géndéralisées. On peut écrire systématiquement
une équation intégrale pour cette classe de diagrammes comne
auparavant et la résoudre exactement. La raison de cette sim-
plicité réside dans l'existence d'un probléme équivalent & une

particule.

(46) ont observé que le probléme

Plusieurs auteurs
d'un fermion dans un champ extérieur est formellement semblable
au probléme des fermions qui interagissent deux & deux. En fait
les deux problemes sont exactement éyuivalents & l'approximation
des échelles généralisdées. Il y a une correspondance bi-univoque
entre les diagrammes qui interviennent dans 1les decux problémes.
Par exemple, le diagramme de la figure 2.4 du probléme d'un
fermion dans un champ extérieur correspond au diagramme de la
figure 2.3 du probléme des fermions en interaction. Pour une
particule dans un champ extérieur, ce sont tous les diagrammes
possibles dont le somme doit donner le résultat exact déterminé
directement, ce qu'on peut vérifier aisément. Le probléme des
fermions en interaction oblige, cependant, & considérer d'autres
diagrammes., Ceux de la figure 2.5,par exemple, qui n'ont pas

dtéquivaient dans le cas d'un champ extérieur.

Nous écrirons 1'hamiltonien d'un systéme de fermions

dans un chanp extérieur donné par ses éléments de matrice

(k\V\ &') sous la forme (47)‘

H=Hot H o+ Hy =(HO+ HO) + (W04 1) 41, (21



Fig.2-3
Un diagranme contribuant & l'énergle de liaison dans
l'approximation des échelles généralisées.

Le diagramme dans le cas d'un potentiel extériour
qui correspond au diagramme 2.3.
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Les diagrammes contribuant : 1%énergie de liocison des fermions
en interaction qui ne correspondent & aucun diagramme pour des

fermions dana un potentiel extdédrieur.
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en nmettant en évidence les termes relatifs aux états situés
au-dsssus ou au-dessous de la surface de Fermi. Dans le langage

de la ssconde quantification, on a 3

®_ + g
He Zn' EKEKEK > ‘(’):Z Em T [

*
H7==) (IVIK)ESS ,  HO=—5" (miv|m) the . (2.2)

K, k’ oy
Hy==2 HOOA SRV DES N

ol: les opérateurs de création et d'annihilation '§+ ’ '§ ’
vérifient les relations d'anticommutation usuelles, et ol on a
fait la convention que Kk>kg et m< kg si  Kg est

l'impulsion de Fernmi.

Dans le cas des diagrannes ayant une synétrie droite=-
gauche; il est ﬁossible de simuler le probleéme des particules
en interaction deux & deux par un probldme A& un corps dans un
champ extérieur choisi de manidére appropriée. La raison de ce
fait tient & ce qu'en ne considérant que la partie droite (par
exsmple) des diagrammes (la partie gauche s'obtenant automati-
queaoeat par synétrie), on obtient précisément des diagrammes du
type de ceux qui interviennent dans 1'étude du mouvement d'une
particule dans un chdmp extérieur fixe.

L'approximation des échelles montantes s'obtient en

prenant

H =Ho+ H?-) (2.3)



39

et une interaction & chague bout de 1l'échelle, qui diffuse un
état de particule dans un état de trou ou réciproquement. L'ap-
proximation des échelles mixtes s'obtient en englobant Lﬂa

aussi

H = H,+H, (2.4)

et une interaction & chaque bout de 1l'échelle comme dans le
cas des échelles montantes. On aura l'approximation des échelles

généralisées si 1l'on prend l'hamiltonien complet

H= H,+H +H, (2.5)

Pour simplifier le calcul nous prendrons un potentiel
séparable et ne considérerons que les états d'impulsion totale

nulle :

{v]e) = VO V) (2.6)

Comme (Hg').{- H(‘+))et (H?—!—-H,(-))sont disjoints, on peut
conmencer par les diagonaliser séparément. La résolution des

équations correspondantes de Schrddinger est immédiate et on a

+) + — Bt
(H7+ Hft)) TLau,) = 8 L e-1
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+
ol les valeurs propres 6&) de H?).]- H(“L) sont données par

(2.8)

W(E@)) EZ vl<k) =1
K Kk

et les 2 , les valeurs propres de © © , sont donnés
4 o I

par
2
Gy V()
$(e7) = 5 =1
) . 2,
) Zw\: €.— & (2.9)
En termes des fonctions propres Yz:'— on a
@)

_ © O nt |
H,+ H, —-ZL{EL Q.’,@)YL;_G.)_i' £ 7-:‘.(—)7«: -)} (2.10)

L + +
Hy, = %V a; bj. (VLLG)YJ(.)'i- Yl‘j(_)y(.w_)) (2.1 1)

ou les Qet b,‘-’ sont les inverses des dérivées des fonctions

- @)
Iy et d) aux points 84'. 1

oG =y (e =(ﬂ,‘> (2.12)
)= ¢%
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et

= $) = (3,

£ (2.13)

On peuf résoudre l'équation de Schr&dinger

(H0+H1+H2> t: = E,ng (2.14)

tout aussi facilement. Les valeurs propres EfL sont les

racines de 1l'équation

Y(E) +PE) =1. (2.15)

3e= Quelgues remarques sur les diverses approximations.

Dans les approximations ol, soit quelques~uns soit
l'ensemble des diagrammes & deux boucles de fermioﬁs possdtdant
une symétrie gauche-droite sont:considérés, c'est-a-dire dans
les approximations des échelles (i) montantes, (ii) mixtes

ou (iii) généralisées, 11 y a une correspondance bi-univoque
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entre les diagrammes qui interviennent dans le calcul de

1'énergie du fondamental des deux systimes suivants

i)- les fermions dans un champ extérieur,

ii)~les fermions qui interagissent deux & deux.

Au signe prés, les contributions attachées aux diagrammes
correspondants sont égales. Ce signe vient de la différence
dans le nombre des lignes de trous ainsi que dans le nombre
des boucles fermées. Ces signes seront correctement donnés

si on impose au potentiel de devenir imaginaire dans certains

ét&tﬂo

Posons

V) = A, (2.16)

avec 121 réels.

Si on prend alors
) A =< V. (2.17)

on obtient les termes de l'énergie du systeme des fermions

correspondant & une interaction & deux corps attiractive ;
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tandis que si on prend

(2.18)

on obtient les termes correspondant & une interaction & deux

corps répulsive. La situation

correspond au probléme d'un potentiel réel extérieur, respec-
tivement répulsif ou atiractif. Dans ce cas, l'hamiltonien
est en fait toujours hermitique, alors qu'il ne 1l'est pas dans
les deux cas indiqués plus haut, ol le potentiel extérieur

introduit a pour but de simuler une interaction & deux corps.

La fonction W(E)-l— C,>(E) est tracée sur les figures
2.6 et 2.7 pour les cas (2.,17) et (2.19). Pour le cas (2.18)
il suffit de renverser la figure 2.4. Les intersections de ces

courbes avec l'abscisge + 1 donnent les racines Eh_ de 1l'équa-
tion (2.15). ‘

On peut démontrer sans difficulté que dans l'approxi-
mation des échelles généralisées, la série des perturbations
pour 1l'énergie du fondamental aura un comportement régulier
sl et seulement si les racines E, de l'équation (2.15) sont
toutes réelles.



|

Fig.2-6

I(Jezx.:;"c;x;c:tion WLE) + (ﬁ(E) pour le cas de 1l'équation
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-

Dans le cas de fermions dans un champ extérieur, on
voit sur la figure 2.7 que les racines Eﬁ_ sont toutes réelles

pour une constante de couplage arbitraire.

Pour des fermions en interaction répulsive, on voit,
en renversant la figure 2.6, que les racines Eh. sont toutes

réelles pour une constante de couplage arbitraire.

Par contre, dans le cas de fermions en interaction
attractive la figure 2.6 montre que toutes les racines E@_ sont
positives sauf les deux qui se trouvent prés de la surface de
Fermi, et qui deviennent éventuellement complexes si 1l'on
augmente la constante de couplage au-deld d'une certaine valeur
critique 3L « Coette valeur critique 3b tend vers zéro au
fur et & mesure que les niveaux proches de la surface de Fermi

deviennent plus denses.

On peut donc énoncer les conclusions suivantes (47) s

1)= Pour le prodbldme des fermions dans un champ extérieur :

a)= l'approximation des échelles montantes ou des échelles
mixtes ne suffit pas, car dans certains cas 1l'énergie
obtenue est singulidre quelle que soit l'intensité du

champ extérieur ;

b)- l'approximation des échelles généralisées, qui contient
tous les diagrammes possibles dans le cas (1) donne un
reyon de convergence fini pour le développement de
1'énergie, la somme formelle de la série donnant 1le

résultaet exacte.
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2)- Pour les fermions en interaction 3

a)-

b)-

en ce qui concerne l'approximation des échelles mon-
tantes ou des échelles mixtes la conclusion est la

méme que pour le probléme ci~dessus ;

l'approximation des échelles généralisées a un rayon

de convergence gui tend vers géro au fur et & mesure
qu'on augmente le volume du systdme c'est-a-dire la
densité des niveaux au voisinage de la surface de Fermi.
En effet, le probldme équivaut & celui des fermions

dans un potentiel extérieur non-hermitique et bien que
l'on pﬁisse résoudre le problime exactement, la série
des perturbations diverge & cause dse l'aﬁparition de

veleurs propres complexses.
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CHAPITRE 1l

LA TRANSFORMATION CANONIQUE DANS LE CAS DE L'INTERACTION
DES PAIRES D'IMPULSION TOTALE NULLE

1e= 12 notion de guasi-particule.

Pour un systéme quantigque général 3 un grand nombre
de degrés de liberté, il est empiriquement bien connu que
1'état fondamental et les états excités les plus bas peuvent
étre décrits par un petit nombre d'excitations élémentaires
presque indépendantes ou guasi-particules. En réalité ces
excitations élémentaires ne sont pas tout A fait indépendantes,
c'est-3~dire qu'il existe une interaction, en principe faidle,
entre les quasi-particules. lLa validité de cette description
est alors affectée d'autant plus que 1l'on considire des états

plus fortement excités,

Par exemple, le champ électromagnétique, ddcrit
classiquement par les vecteurs électrique E? et magnétique I? ’
est trds convenablement décrit dans la théorie quantique par
des photons. Les photons n'interagissent pratiquement pas et
la description est alors valable pour tous les états excités,
tandis que la description par des phonons d'un réséau cristal-
lin n'est valable que pour les états dont l'excitation n'est
pas trop forte. Nous trouverons un exemple analogue dans notre

systéme de fermions.
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self-consistants.

Il sera
nonbre variable de

a N, L'hamiltonien

connode de considérer un systéme avec un
particules et d'en fixer le nombre noyen

du nouveau systéme s'écrit :

+
HEH-AN=) T, oo, +5 > (as)VImm) 4 A5, R (5.1)

avec

T{L= ’&2—-%, (3.2)

D'apres

tonien non-perturbé

(14,40)

Bogoliubov nous prenons comne hanil-

He » la forme quadratique générale en @

et df qui conserve les impulsions (propriété de l'invariance

par translation)

H=H, +H, , (3.3)

Ho = Zpalop +35 2 (Ua“%“fk"’wz Aply), (3.4)

et par conséquent

+ ot +
H=E 2 GslVimdhalaf., -5 afa,

. |
'52(“ﬁai%+ﬁ+u&.a4a&> % (3.5)
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avec

*
W_k:——“W& 5 “}&’—:“,-'k 5 (3.6)

ou l'on a posé

_ g2
Zk::T&"l‘u"_&—-{%-?\'f‘ “"_k ) (3.7)

La diagonalisation de FL est immédiate. On introduit 1les
nouveaux opérateurs o , xf définis par la relation lindaire

qui conserve les im ulsions

+

Pour que les ol et d? soient aussi des opérateurs de fermions,
c'est-3-dire qu'ils vérifient les mémes relations (1,3 )
d'anti-conmutation que les Q& , at , 11 faut st il suffit

que les 1L*', 1}£ vérifient les relations suivantes :

Wy Lty + Wetp=0,

iu&lz—H"}Ui =1; (3.9)
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d'ou 1'on déduit aussi que

gy U =0,
L"‘fk\='u£\ s I"}—-félziv'k_l . (3.10)

Puis on exprime ‘40 en fonction des nouveaux opérateurs :

U +Z E‘k o(% ZZQT °(+°( Ezoé-‘kp(ﬁ))b.”)

et 1'on impose la condition que les termes non-diagonaux soient

uuls ¢

(3.12)

Le vide des quasi-particules est défini par les relations

0(&‘0)—__:: O sy quel que soit ﬁ . (3.13)

Il est trds commode de calculer les quantités Uo , E& et ¥

Y

en employant le théoréme de Wick (48) ce qui donne
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U= (ol Hifo) = Z_.}LZ&% +2(Wa“+“& + g %y 4)}

=2 {Z'ﬁ l%\ +5 (Wil s + W &”ﬁ)},

(5.14)
= (ol &y Hooh 10) —(elHil0) (5.15)

et
= (ol 4%y, Hal ©) (5.16)

(|
ol la contraction ab désigne la valeur moyenne de a,b dans

le vide des d{ H
= (o\a—blo> . (3.17)

En faisant l'hypothése simplificatrice que

(3.18)
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on a

E o= Eg= 2 (= 1) P8+ WE e g | o)
L'égquation (3.12) s'éerit
_ * *x % K
F"t: 2Zku&’l}ﬁ+wku& u_&’f‘wi ’L}‘k'\.{_k:‘-o) (3.20)

ce qui donne aprés quelques manipulations

UV Wi

) . .
|1Lk\3'-——l’l)kll Zf( (3.21)
htk qui ‘
2U, V., — — € / ’
Rk ﬂ/ZZ‘HWkI’" (3.22)
A
[otg) % lv&\ & &R, g
‘\/;-3;*‘ | W2

et donc

Ek == [ﬁ-’_“‘/k! J (3.24)
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rmais [uklz , ‘1},&‘2 et Zk étant réels, 5.&': 0 ou IT

Si 1'on veut retrouver le mer de Fermi comme vide dans le cas
ol \Jﬁ_ serait nul, il faut choisir &k= 0 sauf dans le voisi-
nage de z_k= 0O 3 on a donc, loin de Zk= 0 :

z
P —)
SN 4/2;7-{-‘1«/.&]2 7

| L{ g
W= \I ‘\/Zi""wﬁlz) °

‘uﬁ\z =

(3.25)

3.~ La théorie des perturbations.

Il serait possible d'exprimer la perturbation l{, en
fonction des opérateurs O(,tir. Mais nous trouverons plus conmode

+

de garder les opérateurs A, & dans Fh et d'employer le

théoreme de Wick. Les seules contractions non-nulles sont alors

+ 1 o
oy g =010 oy [ =V By,

a.kaj-/ __(o[a.*ll, , o) _u‘ku_&, s

a?&l_—:.(o\a,ka,&,]o)—:_ukv ’Xﬁ,“kl ,

% %
afy dg. = (o] X% 0%10) =Vt Y o4~k 5

(3.26)
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et elles seront représentées respectivement par les graphiques

sur la figure 3.1.

Les deux premitres contractions sont les contractions
nornales habituelles, les deux autres sont les contractions

"anormales" introduites par la transformation de Bogoliubov.

Le développement de Goldstone (9), Hugenholtz (10)
et Bloch (11) pour le changement de 1'énergie de liaison ainsi
que pour le propagateur & une particule & la température nulle

peut &tre établi comme .'habitude mais en tenant compte des

contractions "anormales"™ supplémentaires. Dans cette description

chaque ligne intérieure doit &@tre munie de deux fléches, une
a4 chaque extrémité (fig. 3.1). Tout terme de la série des per-
turbations peut encore &tre représenté par un diagramme : la

figure 3.2 montre ceux de Fh , qui seront appelés interaction
v-’ LI."- ou W" .

Comme dans la formulation habituelle, le changement
de 1'énergie de liaison de 1'état fondamental de H, , 40 & H,
est la somme des contributions assocides & tous les diagranmes
vide-vide connexes. De la méme fagon, le propagateur & une
particule est la somme des contributions associdées & tous les
diagrammes connexes, ayant deux lignes extérieures, 1l'une
entrant par le bas et l'autre sortant par le haut. La contribu-
tion associée & un diagramme se calcule en formant le produit

de plusieurs facteurs selon les régles suivantes :

1)=- & chaque interaction est associé ou bien 1'élément de 1la

natrice Q?-Sivl"""") ou bien les facteurs correspondants L&'fi’. ’

Wy
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kl

Fig.3-1

La ‘représentation graphique des contractions.

r S k
— e —X
m n K’
/

(rsfvV/mn) ~Wy Ok’
\k_ _______ / \k _______ /
~Wi Ok & Wy Ok -1
Fig.3-2

La représentation graphique de la perturbation
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les dénominateurs d'énergie, c'est-a-dire les inverses des
énergies d'excitation changés de signe figurant entre

chagque paire d'interactions consécutives 3

les facteurs 1L ou 1 pour chaque fléche comme indiqués

sur la figure 3.3 ;

une fonction S‘ pour chaque ligne (conservation des
impulsions), indiquée dans la liste des contractions non-

nulles (relations 3.26 et figure 3.1) ;

les opérateurs de création 0<f & gauche pour les lignes
sortant du haut et les opérateurs d'annihilation « A droite

pour les lignes entrant par le bas j

un signe (—)? o P est la parité de la permutation qu'il
faut effectuer pour amener cOte & cdte les opérateurs con-
tractés. Pour déterminer ce signe, imaginons que l'on inverse
la direction de toute fléche & droite d'une interaction tJ-
et que les deux extrémités de \d— soient confondues.

Soit 2, le nombre des boucles fermédes ainsi obtenues et i

le nombre de paires de fléches dont il faut dinverser 1la
direction pour qu'il devienne possiblé de parcourir chaque
boucle fermée ou chagque ligne ouverte dans un sens corres-
pondant continuellement & l'orientation des lignes ; dési-
gnons par—k le nombre des paires de fléches dirigées vers

le bas une fois ces opérations effectuées. Le terme associé

3 un diagramme est alors affecté du signe (_)4’.4-&'{-5 .

Les diegrammes des figures 4.4 (c),-(d) et (e)

donnent un signe plus parce qu'ils comprenrent une boucle



fFig.3-3

Les facteurs de poids correspondant aux diverses
fleches.
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fermée et une paire de fliches dirigées vers le bas.

Enfin, i1 faut effectuer la sommation sur l'ensemble
des valeurs des états associds & chacune des lignes du

diagramrne.

*
4.~ L'interaction entre paires d'impulsion totale nulle.

Le procédé consistant & introduire les potentiels aﬁa
et \,J,k(aection2) n'est pas trés commode pour discuter de
l'existence des singularités de la théorie des perturbations
qui en découle (section3). Cependant, il est possible de mettre

le probléme sous une forme un peu différente.

Effectuons la transformation (3.8) et supposons que
les paramétres LL&', qu soient déterminés en minimisant la
valeur moyenne de H dans le vide (°IH|‘9 avec les restrictions
(3.9) ou le vide o) est défini par 1'équation (3.13). On obtient
ainsi 1'équaticn

Fg = (ol&-k“iH‘o):O ) (3.27)

D e Sy GRSt G D S @S TSI G RO S G WD SED SN SED SIR I G AED P TS GED G AR Gy b Gmn S D GRS G S WP G QNS G SND G WD Gun WS G LG I Gu Gub B GUD GEP ) GEE O Gun Gmt S GE I GED T WD Guv AR G= G GO S T

* Le contenu de cette section et des sections 5 et 6 résulte d'un tra-
vail fait en collaboration avec Monsieur R. BALIAN (49).
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qui exprime la compensation des "diagrommes dangereux". Les

énergies d'excitation & une quasi-particule sont données par
‘ )
= —_ o
Eg= (ol % Heglo) — (olHle) . (5.20)

Prenons comme hamiltonien non perturbdé ‘7{6 la partie quadra=-

tique en o , o(+ 3
'JvCo=(o\H\o> +ZE1°(I°('¢ (3.29)
et par conséquent

%. =‘H ’"“J‘eo (3.30)

Puis dans le développement en puissances de 7£| de l'énergie
de liaison de 1'état fondamental de |{ regroupons les termes
qui ont le méme comportement & la limite des trés faibles den-
sités, ce gui nous conduit & la matrice t . Le probléme est
alors de savoir si cette matrice n'a plus de singularité et,
si c'est le cas, 81 le développement perturbatif en fonction
de cette matrice 1; converge. Nous trouverons dans la section

5 la réponse & la premiire partie de la question.

Dans cette section et la suivante, nous considérons

une interaction entre les paires d'impulsion totale nulle
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(o =V %=7) 5 Vowm, (5.31)

les autres @-S\Vl""") sont nuls. L'hamiltonien s'écrit
+
H = ZT @' A+ 0m a'n>+22_-v AL, -wa""‘(B 32)

Par raison de commodité, les sommes sont effectuées sur 1la
moitié des états & une particule ; nous ferons de mé&me dans cette

section et la suivante.

La wvaleur moyenhe de H dans le vide des o est

donnée par le théordéme de VWick
QlH \O) =2'Z:m-(_r"“+ v"‘"‘l ]) ,'U,,J’-f- ZZ' vnn -ty m -wvn.( )

On introduit les varisbles W, définies par

Low = 22U V. (3.34)

de sorte que l'on ait

unlt = (14 11 F)
li (i _em‘dl'—'lx?uF) p (3:%)
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avec

€E.=*1.

" : (3.36)

On peut alors écrire :

2.
6119 = Z § .1 - ol Tma) b Vo F2nl']
+5 V, Aom Xon. (3.37)
2-2§;%’ mn ')
ol nous avons posé
.

~§m = Tm+vm-m"" m —A +V.,,m, (3.38)

Les valeurs de Mo (avec ]ln‘ &S1) et de €, dféter-
minent coﬁplétement la transformation canonique et par conséquent
les opéreateurs des quasi-particules, A un facteur de phase trivial
preés. Les conditions (3.9) impliquent en outre que les r ey
sont anti-symétriques

x—m — —-7‘.,“

(3739)

La minimisation de (3.37) par rapport & €,, est
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imnédiate, et donne

(S ::-JSZL_ )
Sw (3.40)
(eIHI) =T {‘gm—l‘gh\./l—lxml —Lv. |x,,ﬁ}
+£Z:%mxixn. (3.41)

Pour un point stationnaire de (o'HIO) , ]xn\ est
inférieur & 1 pour toutes les valeurs de ™ tel que ‘g”v est
différent de zéro, et les dérivées partielles correspondantes

sont nulles :

5| . _
arye *@\HID) r——“i ”"+Z,;‘ mn Yo =0 (3.42)

L'équation (3.28) s'éerit
= (o] Het[0) — (oIHlo)
_—_—;‘CNEM /l_,x_h'l. —_ R&Z anxmx'm (3.43)

naé‘m
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Soit, compte tenu des équations (3.40) et (3.42)

LE,,,-%—\/,‘,,,)N—]&.J" = lt"‘l 2 (3.44)

Ew X+ z Vown Xn= 0. (3.45)

Ces équations sont vérifiées méme pour les valeurs de m qui
annulent ”gm y» et n'expriment que la stationnarité de (o|H0>

En tenant compte des équations (3.44) et (3.45) on
peut écrire

CLIDENS) E—LQ:?;_@"‘W”"_ I

EmtViem (3.46)

Nous ferons icl les remarques suivantes :

i)= la transformation "triviale"

2=, En= 1Sl Voum , U= (3=1%1)

(3.47)

est toujours solution des équations (3.44) et (3.45)

ii)- la variation du premier ordre du spectre des quasi-particules
est nulle dans l'approximation de Hartree-Fock
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2

w‘h&:—z vmnxn 3 (3-48)

SEn= (oftuHoi—H|0) = (o] &, Hetint—Ho | ) =0, (5.49)

cﬁ11{° est donné par les équations (3.4), (3.7) et (3.48) ;

141)- la théorie des perturbations (sections 2 et 3) est compldte-
ment équivalente au procédé ci-dessus, si l'on fait le choix
(3.48) pour les potentiels X, et kﬂw .

4,1.- Une représentation géométrigue.

Pour rendre la démonstration plus intuitive, nous
considérons l'espece des points de coordonnées (E,). L'ensemble
des points (FN) correspondant aux solutions non-~triviales de
1'équation (3.45) sera situé sur la surface

DE.)=dL M =0,

(3.50)

ol la matrice Tﬂ est définie par 1'égalité suivante

M = [M‘wn,] =‘-[ E,.,gmn"' vhn\.]

(3.51)
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Cette surface est le lieu géométrique des points (Em)tels que
la matrice P4 alt au moins une valeur propre nulle 3 elle a
donc plusieurs nappes divisant 1'espace en régions dans lesquelles

M & un nombre fixe de valeurs propres de chague signe (fig.
3.4 et 3.5).

Considérons maintenant la famille des surfaces & un

paramdtre (C

Un) = - ;(E"‘W"‘“ - Qu‘;(&;—ltnl)

(3.52)

= - Z gm"' Vo™ :“)2

(3.53)

Intuitivement on voit que pour chaque solution CEM) l.‘) des
équgtions (3.44), (3.45), le point (\E,,) est un point de contact
de la surface ) = O avec une surface de la famille (3.53) et
inversement & chaque point de contact (E,‘) de la surface P = 0
avec une gquelconque des surfaces de la famille (3.53) on peut
associer au moins un ensemble Xm tel que (E..)‘X,.J soit ﬁne
solution des équations (3.44), (3.45). Pour démontrer le résultat
noyennant quelques restrictions qui seront précisées plus tard,
Nous utiliserons un espace plus vaste.que le précédent, complété

par les variables Xy, (section 4.,2).

La valeur de Q,H‘O) pour une solution de (70), (71)
est la constante (( qui correspond & la surface U(En) =
tangente A ]) = 0 3 la valeur la plus basse de (0|H|¢9 correspond
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Fg. 3-4
Une représentation schématique des équations variationnelles;
la surface )= 0 est représentée par les traits épais, la famille
U—_.-c_ par les traits fins. le paramétre C diminue lorsqu'on
vo de 1la solution triviale 5 vers l'extérieur La solution 1 donne
1'énergie la plus basse, parce qu'elle se trouve aur lea nappe M=0O
Les points 6 et 7 ne correspondent & aucune solution,
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Fig-3-5

Le cas ou le maximum de (J dans la région M(E”Q?/a a lieu
en un point singulier de J) = 0.
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& la surface U-‘:C qul se trouve le plus loin possible de
l'origine <Em=l”§h‘-—v““). On peut penser gque cette solution
se trouve sur la nappe de T) = O ayant les plus grandes valeurs
des coordonnées (E*J, c'est-A-dire la nappe sur laquelle la
matrice [¥] est positive semi-définie. Cette intuition est
justifiée, comme nous le montrerons (sections4.3, 4.4 et4.5) :
la valeur maximale de la fonction T(E.),dans la région oh M
est positive semi-définie, est le minimum absolu de (pl}”g) .
De plus ce maximum n'est atteint qu'en un point unique Q;")
(section 4.3), bien qu'il puisse exixter, cependant, plusieurs

solutions pour l'ensemble des variables - X,, (section 4.5).

4.2.- Existence d'une solution des équations (3.44) (3.45) pour
uyn_point de contact (E,‘,’D de la surface D = 0 avec une
gurface UU=C , et réciprogue.

Nous distinguerons deux cas dans la discussion, suivant

que le point (E,‘:)) est un point régulier ou non de la surface

:D:O.

.1°.- Supposons que (E&? soit un point régulier de = 0,

alors les quantités

32
Er e

.
ne sont pas toutes nulles. La quantité j)yb(gﬂ)est le uineur

I
O
33

(=)

(3.54)
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d'ordre (ﬁ.—l) de la matrice M d'ordre 4 , associé & 1'élément
M i le nonbre de dimensions de l'espace des (Em) est supposé
fini et égal &4 9 . L'ensemble des X, , qui vérifie 1l'équation

(3.45), est donc unique et donné par les relations

Xm  _ X
D!:‘_ :D:L , quel que soit P . (3.55)

D'autre part, la propriété d'hermiticité de M permet d'écrire

™
= f[)# 4 (3.56)

On déduit des équations (3.55) et (3.56) que

2
lxm|” o€ D,

(3.57)

Soit alors (Em,x“ une solution des équations (3.44),
(3.45), ou (E ) est un point régulier de D= 0 j les équations
(5.54), (3.57), (3.44) et (3.52) nous donnent

2D D e |8t S 2=-23
B Em () ™ ESHVoum)” "35°°)

Donc (E(;)))_eat un point de contact de D= 0 avec U(E,.)’—:C:U(E?%)o
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Inversenment si le point (E,(.:)) supposé régulier de]) = O
est un point de contact de P = O avec une surface U=¢Cc , ona

(3.59)

2U D — D™ (g
’bEN>(E(2) °<: %EN (E(:{ . (EW) [

Puisque (E,.(S) est un point régulier de D = 0, le rang de M est
Q-1 , et la solution unique (Iu) de 1'équation (3.45) avec
En=EY véririe la relation (3.57). On peut donc choisir 1la
constante arbitraire qui nmuntiplie les X,, , de fagon & vérifier
1'équation (3.44).

2°,.- Supposons maintenant que (E,(:))soit un point singu-
lier de la surface ]) = O,

: , )
En ce cas, toutes les dérivées du premier ordre R Em

s'annulent en (E(,z) et le reisonnement précédent est en défaut.

Au lieu de D=0et JU=¢€ , considérons la surface

_ _ *
M, N

ainsi que la famille de cylindres

(’:(ﬁi*»:zﬂw>'55 I;I<F3“> ;= c,

(3.61)
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dans l'espace plus vaste des variables Em ,Re Xy ot l_-m, Ko,
La surface (3.60) n'a aucune singularité sauf les singularités

triviales X,.= 0.

Les projections des surfaces (3.60) et (3.61) sur le
sous-espace des variables (E, ) sont les surfaces D= 0 et U=C .
A chaque point de contact de D, = 0 avec | = € dans 1l'espace
des variables (En)x,.‘) correspond un point de contact de P= 0
et [J = C dans le sous-espace des variables (Em). Mais D =
peut avoir des points singuliers bien que 'D‘= O n'en ait pas.

Si donc (E&?)xg:p east une solution des équations (3.44),
(3.45), alors

2V, L - =[x8? rB'D)
JEnm LE‘(:),(@) ( “ V) (O Em/(ee © x?),(3.62)

il

et

(3.63)

9__ [ 0D

! ao:-.E M. (EQ)xT = ')
m ’bxm (o) (o
= ":‘)@sa ) €222

ce qui démontre bien que (ES),XSD est un point de contact de

la surface D, = O avec U C o

Inversement si (EU x"’)

de D, = 0 avec 'Uln , On a

2
2Dy, = K- A u—i*——)z) =0
BEm ArbE"‘)g() | Q <E‘(':')+v""" ? (3.64)

0))

est un point de contact



et
2U, N
@%“Afﬁ) =) M.E)R=o0.
" TE9x®) ™ (3.65)

)

4 3) a2
1'ensemble KE.(:.), 15-.?"\ )est donc bien une solution de (3.44),
(3.45), pourvu que A soit positif c'est-i-dire que E,(_? soit

plus grand que \fﬂ\—-vh“_ pour au moins une valeur de m .

4.3.,~ Les valeurs relatives de (o“-”o) aux divers points station-
naires.

Dans l'espace des variabdles (Em) , (0“"”0) est égal
a U(E,(:’) en un point stationnaire LE,(:’).. I1 suffit donc de
comparer les valeurs correspondantes de U e On démontre faci-
lement (appendice A) 1l'énoncé suivant :

Si (ES:%:%&) est une solution des équations (3.44),
(3.45) et si M(ES:) est positive définie, alors

U(E,(f?) > U(Efli) 5 (3.66)

et 8l M(E(,?.) est positive semi-définie

®
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1'égalité peut avoir lieu si et seulement si

Ef.?EE.(.',’

quel que soit w . (3.68)

D'ou les conséquences suivantes
. : (0 _© .
S'il y a une solution (Eps,1w~) des équations (3.44),

(3.45) telle que IW(;ED soit positive semi-définie,

1)- [f(ﬁﬁ?) est la valeur maximum de [f(E»Q quand le point (Em)
varie dans le domaine oth(Ew) est positive semi~définie ;
ii)=- cette valeur dse Ij est le minimum absolu unique de (9|H,q) ’
car si ce mininum est atteint par une autre solution (ES))OCS) ’

on & nécessairement ES?E.Efy quel que soit m, bien que

les solutions en Xx,, puissent 8tre différentes.

4.4.- Maximum de la fonction T dans la régiom ol la matrice
est positive semi-définie.

La région ou M est positive semi-définie est entiére-

ment inclue dans la région définie par les indégalités

Em ?’—me ' » pour tous m, , (3.69)

et dans laquelle la fonction continue t}(EnQ(éqgation (3.52))
est bornée supérieurement par ./ —1€ | « D'autre part
) P Z;.\‘,ﬂ |'§n]:) utre p ,
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U tends vera —©0 quand une des valeurs E,, au moins devient
infinie. Donc la région oW M est positive semi-définie (dénotée
par M Z0) possdde, i distance finie de 1l'origine, au moins

un point (E_,(,?) ol U(E,.}) atteint son maximum. Maintenant nous
démontrons qu'on peut choisir au moins un ensemble (DCS:.)) tel

que (Ef:))xs) soit une solution des équations (3.44), (3.45).
Nous ferons les remarques suivantes

1°,~ Ce point maximum (E,(:’) est tel que
Elefm,—VMm quel que soit m , (3.70)

car sinon il y aurait au moins une valeur de m , soit M, pour

laquelie

EQ <)%,

-_VL%*“Q

Posons par définition Efu‘)‘,:,rmol—‘vm,m, et E;(.") = E,(:)
pour toutes les valeurs de m autres que 7o . Alors U(E(,?,)
serait plus grande que U(E,(:) , et M(ES‘)) resterait positive
semi-définie 3 U(E.,(.? ne serait donc pas la valeur maximum
de U(E,‘) dans la région o M est positive semi-définie ce
qui contredit l'hypothése que @3’) est le point maximum de U

. : 0
29,«~ On peut supposer d'autre part que E,i) soit
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supérieur a |3,..I—V,‘m pour au moins une valeur de m. , soit
™M, . Car si 1l'on avait ES?:)‘(_]_ lw POUT tout wm , alors
M(]g‘“\-— V-,..-.) serait positive semi-définie et d'apreés un

(50)

critére de Bogoliubov les équations (3.44) (3.45) n'auraient

que la solution triviale qui maximise |J et mininise (o]H[o)
(o
30,- Ce point maxinum E'm. est nécessairement sur
la frontidtre définie comme la partie de la surface TD(E~)=0 qui
linite la région M(E,..)Z.O (positive semi-définie). En effet,
si '_D(E,Sf) était différent de zéro, toutes les valeurs prores
de M(E,():Z) seralent positives et en diminuant un peu la coordonnée
©)
E‘"o
ce qui permettrait d'augmenter la valeur de [J .

pour wm, quelconque, on resterait dans la région M(Eh)ao

(0 0) .,
4.5.- Existence d'une solution (Ew],xﬁ,\ des équations (3.44),

(3.45) ob U(E,(,“’)) est le veleur maximum de [J dans la

région M0 -

Pour cette démonstration on peut encore supposer que
E.S:) >_me' quel que soit ™M , En effet, si sl);_: m M,
(ce qui implique que ‘(‘:m,= 0), le caractire positif semi-défini
L

de ™M entraine que
\/Mi,‘n ::vwm;_ =0 , quel que soit M . (3.71)

Pour ces états M¢, les équations (3.44), (3:45) sont vérifides
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avec Em;_: Effli et n'importe quels Am; - La quantité (o]HIo)
ne dépend pas de la transformation faite sur ces états 1A, Une
fois mis & part ces états ™ , & la fois dans la fonction [J
et dans la matrice M , le probldéme d'existence A démontrer

reste le méne.

19,- Soit (E,(z) un point régulier de la surface
’D(EN).: O (figure 3.4). Alors les équations qui déterminent (ES:)) )
le point maximum de 1] avec la restriction D = 0, s'obtiennent
par la méthode de Lagrange. Ces dernidres équations expriment
en fait que les surfaces D=0et U= C = U(E(z) sont tan-
gentes au point (E_(:)‘) .

Le résultat de la section 4.2 (1°) nous assure de
l'existence d'un ensenble (x,‘i?) tel que (ES),XS:) vérifie
les équations (3.44), (3.45). Cette solution est unique & une
phase triviale pres

L6
x8 —> x® e
iNB  -iNG
Aw—2 € &, e (3.72)

qui ne change ni les valeurs moyennes dans le vide hﬁ des
quantités tclles que H , qui commutent avec N , ni les
contributions des diagrammes connexes intervenant ensuite dans

le calcul de l'énergie du fondamental,

. ()
2°,~ Soit (Ee.‘)) s+ un point singulier de la surface
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D=0 (fig. 3.5). Afin d'utiliser le résultat de la section

4.2 (2°), nous démontrons maintenant que dans l'espace des
variables (EM) x,.\) la surface Dl(EM‘xM):'—' 0 (équation (3.60)) et

le cylindre U‘l(EM)xm);-_-c—_:_U(E‘,‘:‘))(équation (3.61)) sont tangents
en un point (ES), x&)) .

Considérons le plan

2
] (EM) EZMLEM—ES?) Q -g?;—\/';j{> =0 (3.73)

tangent au cylindre U'(Em,x,.\)=U(E§‘.’Z le long de la généra-

trice EM:—_ ES) , et les deux plans voisins (figure 3.5) :
TT+(EM>ETF<EW«> +t € =0, £ >o, (3.74)

Il existe un voisinage de (ES:)) tel que M(EM)>O, et qui ne con-
tient aucun point de 1l'interaction du plan T[_= 0 et D,= 0
(avec les coordonnées xmnon-nulles). Par contre, le plan ﬂ;: 0
n'a pas une telle propriété., 3i l'intersection de T[ = O avec
Dy = 0 n'avait aucun point singulier (les Xwm n'étant pas tous.
nuls), alors les intersections de [ = 0 et P,= 0 seraient
symétriques pour § assez petit. Comme ce n'est pas le cas, on

©

peut conclure qu'il existe au moins un point singulier E,. =

()
et des x,‘..’
C'est, par conséquent, le point de contact cherché de D, = o

avec U|=U(E(-n La constante A dans 1'équation (3.64) est

non-nuls, sur l'intersection de T = O avec D, = 0.



79

positive (section 4.4 - remarque 20),

Si QES?) est un point singulier d'ordre /4 de la

surface P = 0, il semble qu'on ait A solutions distinctes

st‘) ’ (1.9'3 Joeesraceny (x,(i'-’) linéairement indépendantes
qui donnent le mé&me (PlHlo) , mis & part l'arbitraire des
phases (l'équation 3.72 plus haut). Par exemple, pour un systdme
de trois paires avec les éléments de la matrice d'interaction

\ﬁ“n, réels, D = O posséde un point singulier d'ordre 2 qui
peut, dans certains cas 8tre le maximum de [J (figure 3.5).
Alors les équations (3.44), (3.45) n'ont pas de solution avec
les ¥X,, réels ; mais elles ont deux solutions distinctes (déter-
mindes & une phase triviale pres),- qui sont les complexes conju=-
gués l'une de l'autre.

5.- La matrice 1} aprds transformation canonigue sur les opérateurs
- de paires. '

ﬁne fois résolues les équations (3.44) et (3.45) qui
spécifient la transformation canonique et rendent (p“{k? ninimum,
on écrit l'hamiltonien sous la forme

H=H,+H,
= (0|Hlo) +ZEm€(,t,°(m+"<_:°(_m)+ H,  (5.15)

ol 1ﬁ est la perturbation écrite sous la forme du produit
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normal suivant :
i— .
. .. ...
j{ E Jﬂ/ L& Loy Lep, An

Comme dans la théorie de Goldstone habituelle, on développe
l'énergie de liaison du fondamental de H en puissances de 7{‘
et 1'on représente les divers termes par les diagranmes vide-

vide connexes (section 3). C'est-a-dire

£ =, +(lrtggg, ) + 617 55 u%'a—?f i),
o

avec

£.=ClH.]o) =(|Hlo).

(3.77)

les contractions & l1l'intérieur de 7{. n'étant pas admises.

Suivant notre programme de regrouper les termes qui
ont le m8me conportement par rapport a4 la densité quand celle-ci
devient faible, nous définissons une matrice 1: par la sonme
des échelles montantes (figure 3.6). Cette matrice 4 vérifie

donc 1l'équation intégrale

t. 9=\, + Z Wy 1" (e8)

"(7-Ep1"“5) P (3.78)




Fg- 3-6

Représentation graphique de la matrice t aprés la transformation
canonique des paires.

18
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ou sous une forme légdrement différente :

4 4, 68
%:i@"-*é“)x’"#"'v’“klu”l] ZPEP-I—AE =3Vn . (o)

L'énergie d'excitation AE du reste du diagramme est suppose’é
positive ou nulle. En particulier, la contribution des échelles
mor:tantes & 1l'énergie du fondamental de | , qui domine & basse

densité, est donnée par

Zm: {t(zs,..) — Vm} ! (5.80)

Il est facile & voir que la matrice t' de l'équation
(3.79) n'a aucune singularité pour AE DO , si la transforma-
tion a été choisie de fagon A4 rdéaliser le minimum absolu de QIHIO) ,
pourvu que tous les Ent soient positifs ou nuls. De fait ces
singularités correspondent aux valeurs de ODE telles que la
matrice qui intervient comme coefficient dans 1'équation (3.79)

soit singulidre. Son déterminant doit donc 8tre nul :

det [ (Bt 32 Som + Vo ll"] 2 it [, ] =o,

M. = Ent £ 8E) 8 Vi 1l ]
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D'autre part, pour un ensemble quelconque de variables !iny ’

l'expression suivante

“‘Zn g M;n§n=zn(§m'lunlz) ) Mo (zn | Un Iz) t38 E; 5.1

+2 3 e 5" (- 1)

est positive pour AE >0 , si tous les E,, sont positifs ou
nuls et si la matrice M est positive semi-~définie (section 4
plus haut). La matrice (M’ est donc positive définie et son

déterminant ne peut pas €tre nul.

6.~ Succts et limitations de la méthode variastionnelle utilisant
la transformation de paires.

Dans le caes d'une interaction entre paires de moment
total nul, nous avons pris c&mme fonction dtessal le vide des
quasi-particules ol . La transformation canonique de paires qui
définit les £ est déterminde par la stationnarité de la valeur
moyenne de (plk{ld) + On a pris comme hamiltonien non-perturbdé
‘1L° la partie gquadratique en o et o(f de l'hamiltonien complet
ot la différence I =H—-H,conne perturbation. Ensuite, on a
sommé les échelles montantes pour rendre compte des termes domi-

nants 34 basse densité,
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Il peut arriver qu'il y ait plusieurs transformations
qui correspondent aux divers points stationnaires 3 -la bonne
transformation 2 choisir est celle qui donne l'énergie moyenne
la plus basse, On a démontré l'existence d'au moins une trans-
formation qui donne un minimum absolu unique de (0|H|Q> et un
spectre unique des énergies d'excitation Ewm , telle qu'une

cortaine matrice M soit positive semi-définie.

De plus, si les E,., sont tous positifs, le regroupe=-
ment des termes de m8me comportement en fonction du volume 2
basse densité, nous conduit & une matrice t non-singulisdre.

Pourtant les Ey, ne sont restreints que par 1'inéga-
1ité

E;“ 2}“;MJ—-\h~%¢

et donc 8i l'interaction est répulsive avec des éléments diago-
naux importants, les énergies E,. pourront &tre négatives pour
certaines valeurs de m. , et les développements (3.76) et (3.80)
n'auront pas de sens. Par exemple, pour une interaction purement
répulsive au voisinage de la surface de Fermi CT,,-——'- O) , la
transformation triviale (3.47) minimise (6lHlo) , et certaines
valeurs E;m sont négatives. On peut se heurter aussi A la méme
difficulté dans la théorie habituelle de Goldstone, guand on
effectue la somme partielle des boucles passives.

D'autre part, on ne peut évidemment pas calculer

(o] & H L | 0)
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pour l'hamiltonien complet Fl » car cela n'a pas de sens si
l'intexraction est singulidre (coeur dur). Selon toute vraisem-
blance, les interactions nucléaires comportent une répulsion
seingulidre & courte portée et une attraction plus faidle A
longue portée. Pour traiter de telles interactions, nous repre-

nons la notion des potentiels self-consistants dans le chapitre
suivant .
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CHAPITRE IV

APPROXIMATION DES BASSES DENSITES

L)

1.- Définition des champs self-consistants.

Nous voulons choisir les chanps Wp et hki de fagon
4 tenir compte des termes dominants dans la limite de basgse
densité, de telle sorte que les divergences usuelles de la
méthode de Brueckner soient éliminées. Les effets de H, seront

donec “petits" et pourront &tre considérés comme des perturbations.

A basse densité, la région dans laquelle Zg est
négatif, et donc {vzj appréciable, est en gros limitée & 1l'in-
térieur de la mer de Fermi. La région ol W*_N'LL&‘\%& est impor-
tant, c'est-a-dire ou zlk.et 12k sont simultanément non-négligea-
bles est le voisinage de la surface de Fermi, Ces deux régions
sont petites par rapport & la région ol Zk est positif et
l'interaction appréciable,

Dans la limite de la densité nulle, les termes domi-
nants sont alors ceux qui contiennent le minimum de facteurs
[vkl" et u_&'!)_,k ou LJA o L'importance relative de ces facteurs
n'est pas connue & priori. Cependant, aprés la sommation sur
la variabdble ﬁ s on peut espérer que la contribution due &
Ilqkﬁ‘ qui garde un signe constant sera plus importante que
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celle de 1Lk11&_qui change de signe.

(14)

Suivant Bogoliubov , nous compensons donc le
champ w& par une contraction anornale & l'intérieur de V et
suivant Brueckner 8‘, nous compensons agkjpar une échelle
nmontante. Autrement dit, nous écrivons les équations pour les
champs cda et Ldﬁ'en compensant leurs contributions par celles
des termes les plus importants & basse densité. Ces termes sont
associés aux diagrammes contenant le minimum de fldches dirigées
vers le bas, et parmli eux, & ceux contenant le maximum de fac-
teurs l"’ifz' Graphiquenent, ces conditions sont exprimées sur

*
les figures 4.1 et 4.2. Soit en termes algébriques :

o= I_{ BRI RR)—~RRIEIRD] P " e

et

* On pourrait penser obtenir de meilleurs résultats en remplagant (4.2 )

soit par
\/Jk:Z @,] t/,'&,.) 'I-L_&.‘I}ﬁ (4.3)
soit par '
4 .
aZUU kk Z ZE*+SE (4.4)

)= (ke lV] ) 45~ @ RIVIE-R) (815 [4g [
(ﬁlt”{) G‘, fe'V,‘f!, ﬁ)"'; _(25*'_‘_55) L1 (4.5)
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+ les termes d échanges

Fig.&-1

La définition graphique du potentiel «qk .

Fig. b2

La définition graphique du potentiel ‘Jﬁ‘o
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ol la matrice ¥ vérifie 1'équation intégrale

(zH;IBZ;) (z\v|34) +Z:(zlvls-a)(§el t134) lu;lz]uslz (4.5)

(Egt+E4+DE)

Cette définition assure la compensation approchée

de toutes les interactions uqket th avec toutes les échelles
montantes et les parties des types indiquées sur la figure 4.3
de tous les diagrammes (sauf ceux de la figure 4.4), La compen-
sation est approchde parce que, dans la définition de la matrice

t , nous n'avons tenu compte qu'approximativement de 1l'énergie
d'excitation du reste du diagranme au niveau de l'interaction
Wrg ou LJk . Cette difficulté est la méme qué celle de la
théorie de Brueckner-Goldstone et comme les calculs numériques
montrent que cette dépendance de l'énergie d'excitation n'est
‘pas trop forte, on peut introduire une valeur noyenne L dans
le dénominateur de (4.6). Il n'en résultera pas de nouvelles
difficultés si l'énergie d'excitation est toujours positive
ou nulle (ce que nous supposerons) ; 1les dénominateurs ne pour-

ront Jjamais devenir arbitrairement petits.

Les équations (3.24), (3.9), (3.23), (4.1), (4.2) et

(4.6) définissent complétement le probliéme self-consistant.

La contribution des diagrammes (4.4a) et (4.4Db)

Mais il est facile de voir que l'équation (4.3) est inacceptable, 40
car elle conduit & un résultat en désaccord avec celui de Bogoliubo$
asynptotiquement exact, dans le cas particulier d'un potentiel sépa-
rable entre paires d'impulsion totale nulle ; tandis que (4.4) est
équivalent & (4.2) ce que nous montrons dans l'appendice B,



Fig.4-3

Les parties correspondant aux boucles passives,

k //// X k///{/// ko
o O

k, |
(@) ch) (C)
e memiem——n  k
(d) (e) ()

Fig. b-4

Les diagrammes contribuant & 1l'énergie de
liaison au premier ordre.
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est

524 Galtlhn) — GRISIRD] I Pl 5

calle de (4.44) et (4.40) est
* X *

—2Z<wku“kqj'k+wﬁu-iv‘h) ; (4.8) -

les .contributions respectives de (4.4c) et (4.4f) sont

— Zw" |vg, |2‘

’ (4.9)

et

| XV
—z—:Z (&,"'&IVI&“—*;) %-ﬁvhu—ﬁlvﬁ‘ v (4010)

L'énergie de liaison de 1l'état fondamental est donc au prenmier
ordre

U=Unt U = 2§ zglval™+§ (g +1g “—a”ﬁ)}
-52_ {“’& o+ (W % + Wy w V) "”&%’Zﬁ}

A [ TR VAT S
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ol 1'on & utilisé les relations (4.1) et (4.2) quli définissent

2.~ Représentation de l'interaction par une somme de termes

gséparesles.

La théorie mathématique des équations intégrales
fait appel & deux types de raisonnements reposant respective-

ment sur les méthodes d'approximations successives suivantes

19, On divise l'intervalle d'intdgration en n parties
égales ou non, n étant fini ; on remplace ainsi d'une manidre
approchéde l'équation intégrale par un systéme de n équations
.algébriques simultanées. Le comportement de la solution du
systéeme est étudiéd pour n tendant vers 1'infini. La démonstra-
tion originale des théorémes de Fredholm, par exemple, est

basée sur cette méthode.

Dans notre cas cela revient A prendre un nombre g
d'états, q étant fini, comme nous l'avons fait dans les sections
3.4, 3.5 et 3.6 plus haut, et & rechercher la limite de 1la

solution du systéme quand q tend vers 1l'infini.

2°,- On prend comme approximation du noyau de 1l'équa-
tion intégrale, une série de Fourier tranquée

K(v9) = 3 ¢ %)
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n étant fini. Le systéme de n équations algédbriques simultanées
qui en résulte est résolu et 1l'on étudie le comportement de

la solution dans la limite oW n tend vers 1l'infini. Goursat

a justifié la méthode lorsque certaines conditions de conver-
gence sont vérifides, et en employant cette méthode il a retrou-

vé les théortmes de Fredholm.

Cela revient, dans notre cas, & développer toute
interaction entre paires de particules d'impulsion totale }(

en une somme de termes séparables :
(hx+k, sK-# | Viske &, 1K) = (& -k 1V|%,- %)

Ei\gtk’ 25'3%122;-LL ti(ﬁ)t&(§£> )

(4.12)

en supposant que les fonctions ﬁiﬁk) forment une base complete.
Et i1 faudrait, en principe, prendre la limite pour n tendent
vers 1'infini.

Si 1'on ne garde qu'un petit nombre de termes, le
probléme devient mathématiquement trets simple et on peut faire
les calculs explicitement. Les cas physiques gqu'on peut résoudre
exactement étant trets limités, il est intérescant de feire des

modtles, méme s8'll ne représentent pas exactement le réalité.

A cause de leur simplicité mathématique, ces inter-
actions, sommes de termes séparables, ont été proposées
par Wigner et étudiée? pour la premidtre fois en détail par
51

Yamaguchi et Yamuguchi 4 Plusieurs auteurs (52) les ont uti-

lisées depuis dans les cas simples ol tous les B; sauf un
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(ou quelquefois deux) sont nuls.

2.1.- L'interaction séparable.

En particulier, on a considére dans les théories

(13,14)

récentes de la superconductivité le cas ol un seul

terme h est non-nul, L'interaction est alors exclusivement
soit répulsive, soit attractive, et 1l'on a suivant le signe de
b\<j%'07 , une transformation triviale ou non, mais toujours

unique, qui rend minimum (o]p{|é>. Si le potentiel s'éerit
' b ’ .
V‘h‘k’—;—ﬂ_— ﬁ&ﬁ) 6'(ﬁ) (4.13)

on doit donc distinguer les deux cas suivants
i)- b>o , alors \,,Jﬁ::o ,

11)- beo , alors W_&_—' % {y(ﬁ), ol la constante S,est

donnée par l'équation

F(k) | |
1==_§__
2 (2 % ﬁ;_f.%‘*-b?-(ﬁ) (4.14)

(40)

et 11 a montré d'une fagon rigoureuse que le minimum unique

Bogoliubov n'a pas tenu compte de uﬁk dans cette équation
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<9[Hc>.ainsi obtenu tend asyptotiquement vers l'énergie
exacte du fondamental de H quand le volume du systéme augmente

indéfiniment,

2.2.~ L'interaction doublement séparable.

Le cas d'une interaction doublement séparable, c'est-
a-dire ol deux termes de (4.12) b, et bz sont seuls non-nuls,
est un peu plus réaliste puisque les deux parametres nous
pernettent de décrire qualitativement & la fois l'attraction
4 longue portée et la répulsion & courte portée. Le modele
d'une couche dure, utilisée par divers auteurs, en particulier
par Monsieur De Dominicis (18), s'obtient en posant b|=:°° .
Par exemple b{ﬁ) a,§=:ﬁ5= , oU @ est le rayon de la couche
dure, rend compte de 1' onde S , et la fonction d'onde de spin

assure l'antisymétrisation,

Il est instructif de considérer plus en détail 1le

cas

b|—’=b >0, bzz-—ﬂ,éo) 3=B"=..-=O.

L'équation (4.2) s'écrit alors

= b B ®) e T 60 e A 3 KO
A t“(‘k> ——'PB &2(_&) 7 (4.15)
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A= 2;&@)“—&“’& )
_ | (4.16)
= = Z;_ b, W Ve .

En utilisant les relations (3.22) et (3.24), on obtient

b5 AR A - &)

2-0-4,_

(4.17)
_ L Z(ﬁ).{ %) — B H®
B=—35 2o AEW B I,
ou encore si A et B ne sont pas identiquement nuls
_f%; Fe E;z”;iz .
= 5 _
2URAE T R (419
(&) 0:(%
Fy = g 2 W EQ
242 T Eg (4.19)

Des relations (4.18) on peut déduire la condition nécessaire
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pour que le minimum de <p|}1|d>» ait lieu pour ure transforma-
tion non~triviale. En fait, apr®s quelques manipulations

1'équation (4.18) nous donne"

{ stﬂ@) &@F)} <F..+,,){QZ SOPNAC m.;}

4 20)

ol nous avons posé

L&) = bR b,Ge) — L, §, (&)

(4.21)

l1*impulsion %F étant définie par 1'égalité Z&F_—_—_o « On voit
sur la relation (4.20), que pour avoir une transformation cano-
nique non-triviale, f& doit 8tre assez grand pour rendre posi-

tive l'expression

&R, Bl (ke
A — M, 2 \''F | F,
20 g— |z + b Iz ) (4.22)

0 Sy em T Wmp 42 SR @ I TR G SIS G G S PP GRS D IR S W G GED IS GP I D G I} GE G S G G s S GAS G G GEh G S G D MM SR S S A WD S e G S b P Bt S W T O e A S e G G Gn 8 U8

® Je suils reconnaissant & Monsieur R. BALIAN de m'avoir indiqué cette
fagon d'établir la condition nécessaire.
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On peut aussi établir le caractdre nécessaire et suffisant

de la condition (4.22) & partir d'un critdre énoncé par Bogoliubov

que l'on trouve en référence (50).

I1 rest A vérifier maintenant que la matrice { définie
par 1'équation (4.6) n'a aucune singularité. En substituant
l'interaction doublement séparable ( et @.&\V]ﬂ;fﬁu)-—-a 8i

®,+k, 720 ) on voit que la matrice en question est de la

forme
(& -4I5] & %) = &1 5]4) = § @ 3&) — b,& &
(4.23)
ol %‘ et ‘3—2 vérifient les équations
(Ri+3) 3 &) — 4 F 3,00 = ()
(4.24)

Fa {0+ (-~ FL) 3,0 =5

avec

¢ b.(&) §; (%) 4
K Aoy Z;— zsiffz 44

Pour que ces équations aient une solution non singulidre,

11 faut et il suffit que la quantité suivante

(fuz+’%f)<J-/‘F;;) + M Fﬁ%

(4.25)
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soit non-nulle., En fait, elle toujours positive, parce que

e | J_
Fu-l-—g Fu, + b
=M (4.26)

+

1

(voir l'appendice C et 1'équation (4.18) ),
/
F;L:>.O J

et

| 4

/ Vi / 'u*’ I

G. E.z."'ﬁ?—z):"i_lﬁ" Z .2.Ek+EE 2E, +SE {b@)b‘w ~5) b(&)} 7o.
R

La formulation ci-dessus est bien adaptée au cas
d*une couche dure L-_—-_.l—oo . Les quantités A et %({)restent
finies, la condition (4.22) et les autres équations ci-dessus

conservent un sens,

On peut dire en résumé gue pour une interaction
doublement séparable, dont une partie est répulsive, m&me infinie,
et l'autre attractive, les équations de la transformation cano-
nique ont une solution unique qui est non-triviale si et seule-
ment si la partie atitractive dépasse un certain seuil. Une fois
cette transformation effectuée, on peut définir une matrice

non singulisre, unique qui regroupe tous les termes ayant le
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m8me comportement en fonction du volume j la contribution de tous
les termes dominants & basse densité A& l'énergie de 1'état

fondamental de H est comprise dans le terme du premier ordre

en .t .

3,=- La régularité de la matrice 1: pour une interaction générale.

Les $léments Q'leV]'m.'n) de la matrice de l'interaction
sont indépendants de l'impulsion totale de la paire, sauf la
restriction évidente qu'elle doit &tre conservée. On peut alors
adopter la méthode utilisée dans le cas de l'impulsion totale
nulle (Chapitre III, Section 5) pour démontrer la rdégularité
de la matrice t construite en resonmant les termes de la série
des perturbations associés aux diagrammes en échelles montantes
(équation (4.6)), pourvu que les hypothises suivantes soient
vérifides.,

12,- L'énergie Ek d'excitation d'une quasi-particule
considérée comme fonction de l'impulsion continue ‘ﬁ est convexe

c'est-a~dire que

+E E + E

LK-k  RHLK | R-Lk zthy

E
LK+4
quelle que soit l'impulsion totale '( .
2°,~ L'énergie [Z%.est partout positive.

La premiére de ces hypothises est vérifide dans tous
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les cas €étudiés en détail jusqu'd présent. Elle exprime que 1les
énergies de particules indépendantes sont telles qu'on ne puisse
pas diminuer l'énergie totale d'une paire de particules ayant

une impulsion relative donnée et une impulsion totale nulle,

en leur donnant une vitesse d'ensemble supplémentaire. Pour des
particules libres l'énergie du mouvement du centre de masse
s'ajoute simplement & l'énergie du mouvement relatif et la
propriété devient évidente., Pour une interaction ayant une valeur
constante négative dans le voisinage de la surface de Fermi et
nulle en dehors de ce voisinage, on a un gap (13'14) dans 1le

spectre des excitations & une particule

B = (R k) + L2

et 1'hypoth2se de la convexité de Ef! reste encore vérifide.

La situation n'est pas aussi claire en ce qui concerne
la deuxidme hypothése. Loin de la surface de Fermi, 1les E* sont
certainement toujours positifs. Si on considédre les transfor-
mations canoniques linéaires en général, et si on cherche & mini-
miser l'édnergie moyenne (HD» du systéme, il peut arriver que
la transformation donnant ce minimum soit une transformation
qui mélange tous les a.& et ai'* sans respecter la conservation
de l'impulsion, c'est-d-dire que les qussi-particules obtenues
n'auront pas une impulsion bien déterminée. Ceci résulte de 1la
propriété plus générale que méme si un hamiltonien commute avec
une suite d'opérateurs, il n'est pas nécessaire que la fonction
d'onde qui le minimise & 1'intérieur d'un certain ensemble de

fonctions d'eseai soit une fonction propre de ces opérateurs.
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Ainsi 1'hamiltonien décrivant un noyau est invariant par rapport
aux rotations, mais 1l'état fondamental donné par le théorie

de Hartree~Fock pour un noyau ayant une couche incompléte peut
posséder une déformation permanente (53). L'haniltonien décrivant
les mouvements des dlectrons dans les métaux commute avec
l'opérateur du nombre total des électrons, mais l'état fonda-
mental de la théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer pour ce
systéme qui est 1'état superconducteur, n'a pas un nombre bien
défini d'électrons (13,14 « On peut multiplier ces exemples,

et on voit qu'il n'y a aucune raison mathématique pour que le
nininmum de (H) soit obtenu avec une transformation conservant
les impulsions. Bien que l'on puisse imaginer des situations

(54)

hypothétiques contraires , on peut espérer que cela ne se

produise pas dans les cas phyesiques.

Il existe toujours une transformation cancniqﬁe liné-
aire du type général telle que le nouveau vide soit un état & une
particule O(I|> o Donc si la valeur moyenne de H est minimum
par rapport aux états du vide correspondant & la transformation
canonique générale pour l'état |>> y elle sera forcément supé-
risure pour l1l'état D(‘;l> :

(R 1> > CHD

ce qul montre que la minimisation de <H> avec une transformation
canonique linéaire gdénérale rend toujours positives les énergies

d'excitation élémentaires,

Dans le cas des systdmes finis, l'existence des noyaux
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déformés monire clairement qu'il existe des cas réels ou le
minimum n'est pas atteint pour une transformation du type spé-
cial. Dans le cas de la matitre nucléaire infinie, Overhauser(ss)
a suggéré l'existence possible d'un phénomébne sembladble, se
traduisant par des oscillations de la densité (qui est cons-
tente dans 1le cas des transformeticns spéciales). Overhauser,
cependant, n'aveit pas tenu compte de la formation des paires
de Bardeen, Cooper et(?g?rieffer ordinaires. Une étude tenant

comnpte de ces effets e montré que le gain en énergie de
liaison de la fonction d'onde de Bardeen, Cooper et Schrieffer
est toujours supérieur & celul que donne 1la fonction d'onde
d'Overhauser sauf peut-@tre dans le cas purement académique

d'un systéme & une dimension. On peut donc dire qu'il n'y a
actuellement aucun fait montrant l'existence de cas ou le mini-
mum pour un systéme infini serait atteint pour une transforma-
tion qui ne soit pas du type spécial. Il n'y a malheureusenent
non plus aucune démonstration que cela ne puisse pas se produire

pour certaines interactions.



104

CHAPITRE V

COMPARAISON NUMERIQUE DE LA MATRICE t DE BRUECKNFR
AVEC CELLE OBTENUE APRES LA TRANSFORMATION CANONIQUE

En utilisant les résultats analytiques du chapitre
précédent, on peut calculer la nmartice T apr2s la transforma-
tion canonique.' Il est intéressant de la comparer avec la
matrice § de Brueckner. Nous ferons cette comparaison pour le

cas d'une interaction séparable.

Nous avons pris l'interaction séparable de Yamaguchi
et Yamaguchi, qui est en accord avec l'énergie de liaison du
deutéron et les déphasages de la diffusion nucléon-nucléon &

basse énergies

_ A A
Vewr = — o 1 02 g

|
R*4 B~

b, =
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et les paramdtres sont donnés par

A=S8T fs(-u-a),",

o = 0.2316 x 10'° em™',

et

2= 1.4488 x 10'2 em-t.

La matrice t' s'écrit alors, avec ou sans transfor-

mation canonique sous la forme :

2 -]
U =~ ﬁ\M’ A Y _iN U")}

Pour la matrice 1; ordinaire de Brueckner on a,

2
AU | by
Np, (k) = 1 - 2 j Ty

l{'l>ﬁ=

— £+ 8
=1- (|+z”) I(_ ‘&a, a,;l-x’

(o) (E- are tamte) = (43Y) ToEg
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ol on a introduit les variables sans dimension :

tandis que pour la matrice II aprés la transformation canonique,
la fonction N est donnée par

)
Nee 1k (4B l‘“-z.l
N U‘ ! ( )LJW I+ 2% [,.__QF)Q,H'_)-}-C + () PR

ol l'étalement de la surface de Fermi est décrit par la fonction

lszjz suivante

2= (1+¢) (€= 2% )
2] (.+ TS

La constante £ est déterminée par l'équation

00
2 |
* (% J7 e w2+

La fonction P(ﬁ? s'exprime au moyen de la variable réduite «’

-d,
|
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yar

P ) =—L—5 S a (e + &

|+ x'%

Les fonctions PJBerQ et PLE£39 ont é+é calculées
par intégration numérique et leurs inverses sont représentées
sur la figure 5.1. La fonction I‘N.,Jz (figure 5.2) donne une
iddée de 1'étalement de la surface de Fermi.

_. Comme on le savait, VN‘B{(*? devient infini pour
une valeur de X’ légérement inférieure & Qf .
On remarque que bien que le p8le de la maetrice { soit extréme-
ment voisin de la surface de Fermi (énergie de liaison de 1la
paire de Cooper extr8mement faible) son effet sur la matrice
est cependant trés important pratiquement dans tout l'intérieur
de la sphdre de Fermi., L'effet de régularisation de la transfor-
mation canonique se traduit alors par une trés grande différence
entre la matrice non régularisée et la matrice régularisée. On
voit méme que la matrice L régularisde différe assez peu du
potentiel lui-méue. |

Pour les éléments de matrice de { correspondant aux
paires d'impulsion totale non nulle, la géométrie rend les
calculs beaucoup plus compliqués. Dans une toute premidre appro-
ximation on peut tenir compte de l'impulsion totale P( de 1la
paire en remplagant k(" par ‘f!'z'—-iK’W On voit alors que 1le
p8le de la matrice t de Brueckner sort du domaine d'intégration
lorsque I(z devient de l1iordre de grandeur de i'énergie de
liaison de la paire de Cooper. Dans l'exemple considéré, cette
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