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RÉSUME

La méthode de Brueckner repose d'une part sur le

développement de Rayleigh-Schrb'dinger t et d'au.tre part aur la

resommation de la série infinie des ternes dominants à la

limite des basses densités. La martice f qui résulte de cette

sommation paut avoir des pôles au voisinage de la surface de

Formi. Ceux-ci correspondent aux états liés de paires découverts

par Cooper* lia introduisent des divergences dans les intégrales

donnant par exemple 1*énergie de l'état fondamental, et empê-

chent par conséquent de construire une théorie cohérente à la

limite des basses densités* Le but de ce travail est l'élimina-

tion de ces singularités.

Les essais antérieurs pour éliminer ces singularités

on resommant des classes infinies de plus on plus étendues,

n'ont pas amélioré la situation.

La possibilité qu'il existe un état lié de nucléons

d'impulsion et de spin opposés au voisinage de la surface de

Fernii entraine un étalement important de cette surface. Toute

théorie des perturbations qui ne tient pas compte de cet étale-

ment dès le départ est donc douteuse. La méthode variation-

nelle de Bogoliubov qui consiste à introduire une transforma-

tion canonique spéciale conservant l'impulsion s'est révélée

très puissante.

Nous allons montrer qu'on peut obtenir une théorie



cohérente et élégante par une combinaison naturelle des deux

méthodes ; la transformation de Bogoliubov décrit bien

l'étalenent de la surface de Ferai, et une sommation par-

tielle à la Brueckner élimine les difficultés dues au carac-

tère singulier de l'interaction, Ainsi pour une interaction

entre paires d'impilsion totale nulle, nous avons démontré

que la matrice fc , construite en résonnant leG ternes domi-

nants après la transformation canonique ne peut pas avoir de

singularité quel que soit le potentiel si les énergies d'exci-

tation de quaBi-paticules sont toutes positives.

Pour une interaction entre paires d'impulsion

totale quelconque# il est nécessaire de reprendre la notion

de potentiel self-consistant0

Moyennant l'hypothèse que l'énergie d'excitation

des quasi-particules est une fonction convexe de l'impulsion

et partout positive, nous avons alora démontré la régularité

de la matrice X» correspondante.

Nous traitons en détail deux formes spéciales

souvent utilisées : l'interaction separable et l'interaction

doublement separable ; nous donnons alors la forme explicite

de la matrice "t • Hous indiquons enfin les résultats de quel-

ques calculs numériques de la matrice f après transformation

canonique dans le cas d'une interaction separable.



INTRODUCTION

Depuis longtemps l'étude expériementale des noyaux

atomiques et particulièrement celle des noyaux lourds a

montré que, mis à part quelques petites variations dues aux

effets de surface et d'énergie coulonbienne, les propriétés

globales telles que la densité, l'énergie de liaison par

particule etc.. aont constantes. Ces résultats et d'autres,

par exemple le spin ou le moment magnétique de leur état

fondamental, peuvent ôtre expliqués par un modèle selon

lequel les particules se propagent à l'intérieur de la raa-

tiëre nucléaire presque indépendamment les unes des autres

D'autre part il semble, d'après les expériences
(2 )

de diffusion N ' que l'interaction des nucléons libres soit

forte ; une répulsion très forte et pratiquement infinie

pour les phénomènes de basse énergie apparaît lQrsque la

distance entre deux nucléons devient inférieure à 0,4 fermi.

Pour les distances un peu plus grandes l'interaction est

attractive, et elle diminue régulièrement, tendant vers zéro

assez vite avec la distance. Donc à première vue il semble

quelque peu paradoxal d'imaginer que les nucléons se compor-

tent comme des particules libres à l'intérieur des systèmes

nucléaires alors qu'ils interagissent fortement dans une

expérience de diffusion nucléon-nucléon. Le but essentiel



d'une théorie de la matière nucléaire est d'expliquer ce

paradoxe.

On pourrait en principe utiliser la théorie des

champs mésiques ' pour expliquer tout à la fois l'inter-
(4 )action forte des nucléons libres et les propriétés de

noyaux au lieu de dériver l'un de l'autre. Mais en raison

des difficultés de la théorie des mesons môme pour les cas

les plus simples, il n'est pas encourageant de l'entreprendre.

Lee résultats les plus intéressants obtenus ces dernières

années ont été déduits de théories représentant l'interaction

des particules par des potentiels. Pour expliquer tous les

phénomènes il a suffi, jusqu'à présent, d'introduire des inter-

actions de particules deux à deux* II ne semble pas que les

potentiels à trois particules ou plus prévus par les théories

mésiques jouent un rôle très important dans les phénomènes

nucléaires de basse énergie étudiés jusqu'à présent.

On obtiendrait toutes les propriétés physiques

d'un système si l'on pouvait résoudre l'équation de Schrb'dinger

correspondante, ce qu'on ne sait pas faire exactement dès que

le nombre de particules dans le système devient supérieur

à deux. On ne peut faire alors que des approximations succes-

sives qui sont fournies de façon systématique par la théorie

des perturbations. Des méthodes variationelles ont aussi

été utilisées avec profit pour obtenir une première approxi-

mation de l'énergie du fondamental. Mais ces méthodes ne nous

donnent aucun renseignement sur les corrections successives

qu'il y a lieu de faire pour améliorer la première approxi-

mation.



Euler et Huby avaient déjà considéré un

développement en puissances de l'interaction jusqu'au deuxième

ordre pour l'énergie de liaison de la matière nucléaire, mais

la nécessité de prendre une force d'échange très grande (80$ -

90 °/o) pour avoir la saturation a malheureusement conduit à

écarter ce procédé pendant longtemps. L'introduction d'un

coeur dur répulsif v ' a permis dé diminuer la partie d'échange

mais il a rendu cette théorie inutilisable dans sa forme ori-

ginale.

L'application des développements perturbatifs à ce

genre de problèmes a connu, il y a quelques années, un renou-

veau d'intérêt lorsque Brueckner (dès 1954) a pu l'adapter

à une interaction comprenant un coeur dur. Il développe l'éner-

gie du système en puissances non plus d'une interaction i*« »

mais d'une matrice réaction H/iaL • Etudiant ainBi la contribu-

tion d'une classe de termes de la série des perturbations il

a obtenu des résultats quantitatifs pour les propriétés de

la matière nucléaire. Il devait cependant se heurter à des

difficultés. La théorie des perturbations de Rayleigh-Schrodinger

qu'il utilisait engendrait apparamment des termes proportionnels

non pas seulement au volume, mais à toutes les puissances du

volume ; aux ordres accessibles, cependant, les termes en
( 9 )

_Q/ (vt > 0 s e c o m P e n 8 a i e n * mystérieusement. Goldstone

puis Hugenholtz et Bloch ont alors élaboré la méthode

générale et démontré qu'il ne restait que des termes proportio-

nels au volume provenant des diagrammes dits "Vide-vide connexes".

Outre cette difficulté maintenant surmontée, d'autres ont surgi



02)
à la suite de la découverte par Cooper v ' de la possibilité

d'états liée d'un type particulier, dus à un renforcement de

l'interaction par un effet de la statistique au voisinage de

la surface de Permi. Cet effet, qui est a l'origine des théories

récentes * ' de la superconductivité, donne lieu à des
(15)divergences que nous allons cher_cher à éliminer.

En faisant les approximations successives dans le

cadre d'une théorie des perturbations, on obtiendra seulement

des états qui ne sont pas très différents de l'état de départ

et qu'on peut atteindre par continuité en augmentant progressi-

vement l1interaction. Si l'on part de l'état normal non perturbé

d'un système où les N particules occupent les niveaux les plue

bas jusqu'à une certaine énergie dite "énergie de Permi", les

développements perturbatifs ne permettront d'atteindre que des

états pouvant être décrits par une superposition d'états non

perturbés où ne sont excitées qu'un nombre de particules très

inférieur à N . Mais un état où une fraction macroscopique

des particules forme des systèmes liés ne peut pas être atteint
( 1 2 )par ces méthodes. Après la découverte de Cooper , Bardeen-

(13)
Cooper et Schrieffer ont construit une fonction d'onde où

les nucléons voisins de la surface de Permi se groupent par

paires d'impulsion et de spin total nul pour farmer des états

liés. Cette fonction d'onde, qu'on appellera "le fondamental

de B.C.S.", a une énergie moyenne plus basse que l'énergie de

l'état normal atteint par perturbations à partir de l'état

normal non-pertux*bé. L'énergie de liaison des nucléons libres

disparaît au-degsous d'une valeur finie de l'interaction

(le deutéron n'existerait pas si l'interaction proton-neutron

était un peu plus faible qu'en réalité). Par contre, la diffé-

rence entre les énergies de liaison du fondamental de B.C.S. et



l'état normal non-perturbé tend vers zéro avec l'interaction,

mais elle n'est jamais nulle» L'existence de cet état de B.C.S.

où existent de fortes corrélations, môme à la limite des

interactions faibles et des faibles densités, empêche de déve-

lopper une théorie cohérente des perturbations à partir de

l'état normal non-perturbé.

Dans les théories récentes ' de la supercon-

ductivité on prend comme état non-perturbé lfétat 1J. 1 de

B.C.S. décrit plus haut. Cet état est séparé des états excités

par un gap qui permet d'expliquer le phénomène de la super-

conductivité.

Une méthode ' équivalente mais m athematiquement

plus efficace, due à Bogoliubov, consiste à effectuer une

transformation canonique linéaire conservant l'impulsion sur

les états à une particule, c'est-à-dire à faire un mélange

linéaire des états de particules et de trous et à déterminer

les paramètres de ce mélange par la condition que la valeur

moyenne de l'énergie dans le vide des nouvelles excitations

soit stationnaire.

Dans le cas de la matière nucléaire il y a aussi

des états liés analogues à celui de Cooper pour les électrons
(15)ainsi que l'existence d'un pôle de la matrice réaction

de Brueckner le révêle. Il est donc naturel dès le départ

d'en tenir compte explicitement par une transformation cano-

nique. La plus simple a utiliser est la transformation linéaire

de Bogoliubov qui a pour effet d'étaler la surface de Fermi

et donne une bonne fonction d'onde de départ. Mais les inter-

actions nucléaires étant très fortes à courte distance, cela

ne suffit pas, car les termes de la série des perturbations



qu'on obtient en partant de cette fonction d'onde seront tous

très grands. Cependant, on peut employer le raisonnement de

Brueckner que les nucléons intcragissent plusieurs fois avant

de se séparer. Cet argument physique 9uggère qu'il faut regrou-

per les termes ayant le même comportement par rapport à la

densité quand celle-ci devient très faible, ce qui permettra

de former une nouvelle matrice réaction

Les deux méthodes ci-dessus se complètent d'une façon

naturelle ; les ennnuis dus à l'existence d'états liés du type

de Cooper sont évités en partant de l'état de B.C.S. et ceux

dus aux interactions fortes en remplaçant l'interaction v- par

une matrice réaction t à la Brueckner. On peut donc s'attendre

à obtenir de cette façon une théorie cohérente de la matière

nucléaire dans la limite des basses densités, quelles que

soient les interactions.

Dans le chapitre I, nous exposons rapidement la

théorie des perturbations de Goldstone , Hugenholtz * ,

Bloch et la représentation des diver3 ternes par les

diagrammes. On rappelle un argument de Hugenholtz ' permet-

tant de classer les termes suivant leur comportement par

rapport à la densité quand celle-ci devient faible j l'on

donne les arguments qualitatifs en faveur de la définition de

la matrice Z de Brueckner. Nous donnons ensuite la transfor-
(17)mation de l'équation de Brueckner en une équation intégrale v '

qui est mieux adaptée aux interactions singulières. Quelques

autres néthodes pour traiter les interactions singulières sont

rapidement passées en revue. Noua avons insisté sur l'importance

de la possibilité d'avoir un état lié de B.C.S, et les modifi-

cations de la surface de Fermi qui en résultent.L1insuffisance



de la méthode variationelle basée sur ces transformations et

la nécessité d'introduire les potentiels self-consistants

pour traiter les interactions singulières sont exposées a la

fin du chapitre I.

Etant donné qu'une sonnation partielle des termes

contenant la diffusion particule-particule a permis a Brueckner

de remplacer les interactions singulières par de3 amplitudes

finies, on a pensé tout d'abord qu'une sommation plus complète

ferait disparaître aussi les singularités qui restaient dans

cette théorie. Les essais antérieurs de ce genre sont discutés

brièvement au chapitre II. L'introduction des diffusions trou-

trou en plus des diffusions particule-particule dans la défini-

tion de la matrice V rétablit la symétrie entre états de

particule et de trou. Malheureusement, au lieu de faire dispa-

raître la singularité, ceci a pour effet de faire apparaître

deux singularités de même type l'une au-dessous et l'autre

au-dessus de la surface de Fermi, symétriquement par rapport

à celle-ci.La nouvelle singularité correspond à un état lié

de deux trous analogue à l'état lié de Cooper pour deux parti-

cules. Des singularités plus graves encore apparaissent dans

la resommation plus vaste des diagrammes dits "en échelle

généralisées". La méthode de resommation de diagrammes généra-

lisant les diagrammes en échelle semble donc aller à l'encontre

du but recherché.

Dans le chapitre III, nous examinons en détail la

méthode variationelle utilisant la transformation canonique

linéaire spéciale qui conserve les impulsions. La théorie des

perturbations est reformulée pour tenir compte des "contractions

anormales" qui deviennent maintenant possibles. L'hamiltonien
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considéré ne contient que les interactions entre paires d'im-

pulsion totale nulle. On démontre que parmi les transformations

canoniques qui rendent la valeur moyenne (jj\ stationnaire,

il en existe toujours au moins une pour laquelle Qrï) atteint

son minimum absolu unique. Les énergies B-L d'excitation des

quasi-particules son-t alors aussi uniques. Une fois cette

transformation effectuée, on peut construire une matrice Aj

non-singulière en resomnant,dans la série des perturbations,

les termes ayant le même comportement par rapport à la densité

quand celle-ci devient faible, pourvu que les énergies ET#

soient toutes positives.

Mais ces énergies d'excitation £• ne sont pas

nécessairement toujours positives. Quelques-unes d'entre elles

sont négatives, si la transformation canonique linéaire qui

rend Ly^y minimum ne conserve pas d'impulsion.

D'autre part si 1'hamiltonien contient une inter-

action singulière, disons un coeur dur, la valeur moyenne (H^

est infinie et ceci oblige à reprendre la définition des poten-

tiels self-consistants (Chapitre IV). Les champs •<**.£ e* IA/̂ ,

caractérisant ces potentiels sont déterminés de façon à tenir

compte des ter*mes de la série des perturbations qui deviennent

dominants à la limite des basses densités. Ainsi pour le champ

hJj source des paires, on obtient l'équation de compensa-

tion des"diagrammes dangereux" tandis que pour le champ normal

4A>"J> on obtient une équation analogue à celle de Brueckner.

La première équation introduit une corrélation intrinsèque entre

fermions d'impulsion et de spin opposés et fait apparaître

quelque chose comme un gap dans le spectre des quasi-particules,

tandis que la deuxième équation renormalise la singularité de

1'interaction.



Ces deux effets importants étant pris en considéra-

tion, nous espérons obtenir une théorie cohérente de l'état

fondamental. Cet espoir est partiellement rempli. Par exemple,

pour une interaction doublement separable, dont une partie est

attractive et l'autre fortement répulsive, la matrice £ de

Brueckner a un pôle dès que la partie attractive dépasse un

certain seuil. Mais dans ce cas, conne nous le verrons (chapi-

tra IV, Section 2.2), la transformation canonique qui rend ^H^

minimum est non-tri\'iale et la champ source des paires t\/#

différent do zéro. Une fois cette transformation effectuée,

on peut construire une matrice t» non-singulière, groupant

tous les termes de même comportement à très basse densité0 En

particulier, la contribution des fermes dominants à basse

densité est obtenue par un calcul du premier ordre par rapport

& cette matrice Z ©

Pour une interaction générale on peut démontrer la

régularité de la matrice X obtenue en resoramant les termes

dominants à basse densité, pourvu que les hypothèses suivantes

soient vérifiées :

I0,- L'énergie d'excitation E ^ d'une quasi-particule

considérée comme une fonction de l'impulsion continue -£ est

convexe ; c'est-à-dire que

quelle que soit l'impulsion totale
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2°.- L'énergie E A est partout po3itiveo

La première hypothèse est vérifiée dans tous les cas

étudiés en détail jusqu'à présent. Les particules libres et

les excitations élémentaires dans les théories récentes de la

euperco.nductivité en sont de bons exemples.

Le3 énergies E^ sont certainement positives loin de

la surfaco de Fermi. On serait sûr que les S± sont tous posi-

tifs si on pouvait rechercher le ninimum de l'énergie moyenne

du système dans l'ensemble dec fonctions d'essai obtenues

en effectuant les transformations canoniques linéaires les plus

générales ^ . Si le minimum de ^M^ ©st alors atteint pour

une transformation qui conserve l'impulsion, et aucun fait

jusqu'à présent n'indique que ce ne soit pas le cas pour les

interactions réelles dans la natière nucléaire, alors les éner-

gies £JL obtenues dans la théorie discutée ici seront bien

toutes positivese Dans 1* cas contraire, on ne pourrait obtenir

des énergies EJL toutes positives qu'en utilisant la transfor-

mation canonique générale qui rend effectivement ()-|) minimum»

Au chapitre V, nous indiquerons les résultats de

quelques calculs numériques indiquant les modifications de la

matrice t" introduites par la transformation canonique*
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CHAPITRE I

LES MÉTHODES GÉNÉRALES
DE TRAITEMENT DES INTERACTIONS SINGULIÈRES

1.- La théorie des perturbations.

Soît une système dynamique de N fermions dont l'hamil

tonien s 'écri t

où b; est l'énergie cinétique de la particule <* et V^J

l ' interaction entre les particules -c et } . Nous posons :

•ft = 2 M = 1 , M étant la masse d'un fermion. On impose au

système d'être enfermé dans une grande boîte cubique avec des

conditions aux limites que nous choisirons périodiques, pour

des raisons de oommodité.-

Le système de base est constitué d'ondes planes

*• Ic i , nous nous inspirons d'un cours sur " l ' é t a t fondamental d'un système
de fermions" fait par Monsieur C. BLOCH (Saclay I960).
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telles que :

le volume de la boîte.

On les désignera par I -fe.̂  . Ecrivons j££ dans le formalisme
( 20 )de la seconde quantification N

a

où les CLfa ou Ĉ l, sont les operateurs de création ou

d'annihilation d'un fermion dans l'état \ilj Q.u^ vérifient

les relations usuelles d*anticommutation :

et
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L'élément de matrice de l'interaction est donné

par

d'échange

On devrait dans tout ceci tenir compte des autres

nombres quantiques, par exemple le spin* Les fonctions de

base seraient alors

où Y- dépend de ces autres nombres quantiques. Toutefois

cela ne ferait que compliquer l'écriture sans rien ajouter

à la compréhension. On peut donc, dans les raisonnements

généraux, se contenter de "fermions sans spin" en rétablissant

naturellement le formalisme complet pour établir les résulats

finaux.

Si l'interaction ne dépend que des coordonnées rela-

tives

ce qui est le cas uBuel,on a conservation des impulsions :
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D'autre part, d'après la définition mène, on a

(1.5)

la dernière égalité découle de l'invariance de "\f par renver-

sement du temps.

(21 )Toute théorie des perturbations v repose sur

une séparation de 1 ' hamiltonien en deux parties H o et J-j. ,

d'une façon telle que l'on sache calculer exactement les

valeurp propres et les fonctions propres de H o
 e* Q.ue l'effet

de J-| , dit "perturbation" soit suffisamment "petit" dans

les conditions données.

Une fois cette séparation faite, on diagonalise H o •

On utilise les fonctions propres de |-{o comme base, et on

exprime \-\ en termes des opérateurs de création et d'annihi-

lation appartenant a cette base. En l'absence de la perturba-

tion f-f. , tous les états au-dessous d'une certaine énergie

Ê- , dite l'énergie (ou le niveau) de Fermi, sont occupés

par des fermions et tous les états au-dessus de cette énergie

sont vides.

On peut considérer comme "vide" l'état du système

où toutes les particules occupent tous les états individuels

jusqu'au niveau de Permi, aucune ne se trouvant au-dessus. Si

une particule a une énergie supérieure à celle de Fermi, on

l'appelle une "particule", et s'il manque une vraie particule

pour que la mer de Fermi soit pleine, on dit qu'on a un "trou".

Quand on introduit la perturbation \-\ t les. vraies particules
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effectuent des transitions vers des états d'énergie plus grande

que £ f ce que l'on exprime en disant que des "particules"

et des "trous" sont 'bréésM. Ainsi on peut adopter le langage
(g)

et toutes les méthodes de la théorie des champs. Goldstone ,

puis Hugenholtz * et Bloch ont ainsi donné une théorie

cohérente des perturbations que nous ne répéterons pas ici.

Essentiellement ils développent l'effet de Hj s u* les grandeurs

physiques du système en puissances de Hi e* représentent
(22)chaque terme de cette série par un diagramme de Feynman .

(9)On tracera les diagrammes à la manière de Goldstone '

et Bloch . Les divers états sont représentés par des lignes

continues verticales } les "particules" par des lignes montantes

et les "trous" par des lignes descendantes. L'Interaction "\f

est représentée par des lignes pointillées horizontales.

Comme dans la théorie des champs on peut d'abord

tracer les divers diagrammes et on obtient leur contribution

d'après des règles bien définies* Par exemple, la contribution

au développement de

(,.6)

avec

H, £
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associée à chaque diagramme B'obtient en formant le produit

de plusieurs facteurs :

1)- à chaque interaction est associé un élément de la matrice

de perturbation H, et un facteur exponentiel e.xj>.(|5,; A EL) »

où Â  est l'inBtant auquel se produit l'interaction et

AEc l'énergie dfexcitation à cet instant-, c'est-à-dire

la différence entre les énergies du système après et avant

1'instant

2)- chauqe terme est affecté du signe (~) où •&. est le

nombre de lignes intérieures descendantes et £ le nombre

de boucles fermées.

On n'oubliera pas non plus le signe (~) qui figure

devant chaque terme du développement (1.6).

Il faut enfin effectuer l'intégration ordonnée des

temps /2>c d'interaction dans l'intervalle 0, /3 et la somma-

tion sur l'ensemble permis des valeurs des états associés à

chacune des lignes du diagramme.

A titre d'exemple, la contribution du diagramme de

la figure 1.1 eBt donnée par

t 21 Ht I *., K,)(K *»

J + fc C- £*,+ £fcj+ £ v

.e
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Fig. : /. /

Un diagramme contribuant au propagateur à une
particule dans la théorie de Goldatone*
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où LJL est l'énergie d'une particule dans l'état H ^ et —

est l'énergie d'un trou danc l'état \fk) • La sommation sur les

indices -fc, et \, est effectuée en dehors de la ner de Permi

et la sommation sur les indices •&, , -ft̂  et "Kg- à l'intérieur.

La différence entre l'énergie de l'état fondamental

vrai et celle de l'état fondamental non-perturbé est donnée
-, . ^ • *. (9,10,11 )par 1»expresseion suivante ' ' i

où \ch désigne "le vide" c'est-à-dire l'état le plus bas de

H© » E 6 son énergie et l'indice c indique que seuls les

diagrammes "vide-vide connexes" doivent être pris en considéra

tion.

2.- Les termes dominants à basse densité»

Les diagrammes qui interviennent dans la théorie

comprennent deux types de lignes, les lignes montantes et les

lignes descendantes représentant respectivement la propagation

d'une particule et d'un trou* Dans le calcul de la contribution

d'un diagramme particulier, les impulsions des lignes montantes

sont sommées à l'extérieur et celles des troue à l'intérieur

de la mer de Fermi.
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D'autre part, le principe de Pauli relie le niveau

de Fermi a la densité. En mettant une particule dans chaque

état individuel au-dessous de ce niveau, on voit que le volume

de la nier de Fermi est proportionnel à la densité spatiale des

fermions

Donc à basse densité, lorsque l'impulsion de Fermi

est très petite, les termes dominants de la série des perturba-

tions sont ceux qui proviennent des diagrammes comprenant un

nombre minimum de trous. Ces diagrammes sont des échelles

montantes où deux paires particule-trou sont créées, les trous

se propageant librement tandis que les particules interagissent

plusieurs fois avant d'ôtre annihilées avec leur propres

trous (figure 1.2).

À basse densité les collisions des nucléons sont

relativement rares. Mais quand deux nucléons se rencontrent,

leur interaction est forte et avant qu'ils ne se séparent, ils

ont le temps d'échanger un nombre considérable de mesons.

Autrement dit, les nucléons interagissent un grand nombre de

fois pendant une collision et avant que l'un des deux rencontre

* Pour les fermions réels ayant un spin 1/2 et un isospin 1/2, le facteur
de proportionnalité ' eat remplacé par 4(2 7T ) "5.

(2TT) 3
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Fig. 1-2
Un diagramme contribuant à l'énergie de liaison
dans l'approximation des échelles montantes»

Fig. 1-3
L'échelle montante de Brueckner.
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un troisième nucléon. D'autre part, le principe d'exclusion
(23 24 25)joue un rôle très important v ' * . L'interaction entre

deux nucléons est considérablement modifiée par la simple

présence des autres nucléons, car les deux nucléons qui inter-

agissent ne peuvent pas être diffusés dans les états déjà occu-

pés par les autres.

Cette diminution des états intermédiaires possibles

dans une diffusion produit un affaiblissenent considérable

de l'interaction de deux nucléons dans la matière nucléaire,

qui facilite beaucoup la convergence des développements.

En suivant ces idées physiques, le programme de

Brueckner et de ses collaborateurs était alors de remplacer

une interaction particule-particule par l'échelle montante

(figure 1.3) dans tous les diagrammes, et de faire apparaître

ainsi leur interaction effective. Dans le développement pertur-

batif en fonction de cette interaction effective ou amplitude

de diffusion, les seuls diagrammes qui interviennent sont ceux

qui ne contiennent plus d'échelles montantes (celles-ci étant

déjà comptées dans les amplitudes de diffusion), et où ces

amplitudes de diffusion remplacent partout les éléments de

matrice du potentiel. Cette transformation consiste en un

réarrangement de la série des perturbations et en une sommation

partielle des termes ayant le même comportement à la limite

des faibles densités. Le diagramme d'ordre un par rapport à

la matrice % donne le terme le plus important, les diagrammes

d'ordre deux, trois, etc... donnent des termes de moins en

moins importants. Comme les rencontres simultanées de trois,

quatre, ... nucléons ont une fréquence décroissante, leurs

effets sur l'énergie de liaison du système doit être de moins
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en moins importants, et on s'attend à une convergence rapide

de la série correspondante.

Pour faire une analyse plus détaillée, divers auteurs

ont considéré un développement perturbatif plus simple.Levinger
( ^( 2 6 ̂

et al. ont étudié la validité de la théorie des perturba-

tions appliquée à la matière nucléaire à la densité observée.

Ils considèrent d'abord une interaction tout à fait régulière
(27)et suivant Biedenharn et al. ils développent l'énergie de

liaison en puissances de l'interaction. Ce calcul est, en

principe, identique à celui d'Euler ' sauf pour un terme

tensoriel introduit dans l'interaction et les valeurs plus

récentes adoptéep pour les paramètres. Ils trouvent que la

contribution à l'énergie au deuxième ordre est d1environ 10 MeV

par particule (la contribution du premier ordre étant d'environ

60 MeV) et devient encore plus grande si l'on emploie une inter-

action dont la partie tensorielle est plus grande. Dans la

suite de leur travail, Levinger et al. considèrent les inter-

actions singulières : un coeur dur, ou bien un coeur dur plus

une attraction régulière yj- à longue portée. Le coeur dur de

rayon CL. est remplacé par une amplitude de diffusion des

particules libres et l'énergie de liaison est développée simul-

tanément en puissances de (jtFâ-) et de iy- . On obtient au

deuxième ordre deux termes de signe opposé ; l'un provient du

coeur dur et l'autre de l'attraction régulière 1> • Leurs

contributions à l'énergie par particule sont de l'ordre de

20 MeV en valeur absolue pour chacune des trois formes exponen-

tielles,de Yukawa et Guassienne de l'interaction. Leurs signes

étant opposés, la contribution totale n'est que de quelques MeV.
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Le résultat final au deuxième ordre étant la différence de

deux ternies grands, la convergence du calcul ne paraît pas

très satisfaisante.

5.- L'équation de Bethe-Goldstone.

En fait,lu méthode de Brueckner consiste à remplacer

un potentiel par une amplitude de diffsuion (ou une matrice

réaction) de deux particules, qui vérifie l'équation intégrale t

Ï

ou Q est l'opérateur de projection en dehors de la mer de

Permi. Si l'interaction est d'un type conventionnel, c'est-a-

dire partout attractive et d'intensité modérée, cette équation

peut être résolue par itération et la solution e.st très proche
(24)

de l'approximation de Born v . Pour de telles interactions on

peut obtenir des résultats satisfaisants en employant la théorie

des perturbations ordinaires jusqu'au deuxième (ou peut-être

jusqu'au troisième) ordre. Le calcul de Swiatecki fournit

un tel exemple. Mais pour des interactions singulières, dont

le traitement était l'objet essentiel des travaux de Brueckner

et al. ^ , le fait d'introduire une matrice réaction est très

important. Dans ce cas il est commode de transformer l'équation

intégrale (1 .9) de Brueckner en une équation intégro-différen-
(17)tielle obtenue pour la première fois par Bethe et Goldstone x ,
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Ils définissent une fonction d'onde spatiale par sa transformée

de Fourier de telle sorte qu'elle s'annule dans la région où

le potentiel est singulier et que le produit du potentiel et

de cette fonction d'onde reste fini. Cette équation s'écrit :

(1.10)

où \-\Q est l'hamiltonien non-perturbé, ^, l'interaction,

1p la fonction d'onde à deux particules et Q^ l'opérateur

de projection à l'extérieur de la mer de Fermi.

L'équation (1.1O) ressemble à celle de Schrôdinger,

cependant la présence de Q ne permet pas la séparation habi-

tuelle du problème a deux corps, en un mouvement relatif et

un mouvement du centre de masse.

4.- La méthode des pseudo-potentiels.

Il existe une autre méthode pou:: traiter les potentiels

singuliers. L'idée générale est de remplacer l'interaction à

deux particules par une condition aux limites convenable imposée
( 29)à la fonction d'onde v . A son tour cette condition aux limites

peut être remplacée par un potentiel fictif à l'intérieur de

la zone singulière suivant Permi^ ', Breit ^5 'et Blatt et
(32 )V/eisskopf w . Ces auteurs s'étaient limités aux problèmes

de diffusion à l'approximation de basse énergie dans l'état S •
(33)Huang, Lee et Yang w*/y ont étendu cette méthode aux ondes de
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moment cinétique quelconque. Ils l'ont appliquée à un système

de N sphèrea dures (fermions ou bosons) pour calculer les

valeurs propres et les fonctions propres au moyen de développe

ments dont chaque terme est représenté par une classe de dia-

grammes •

Par exemple, leur calcul de l'énergie par particule

pour un système de N fermions donne

où CL désigne le rayon des sphères dures, ^ F l'impulsion de

Fermi et JTl le volume de la boîte.

La nature de la convergence de ces développements

n'est pas connue '• On peut espérer que ce sont des

développements asymptotiques valables à la limite des faibles

densités, mais ceci n'a pas été prouvé rigoureusement. Si en

plus du coeur dur le potentiel possède une partie attractive,

même faible, le calcul devient considérablement plus difficile,

et seuls des résultats qualitatifs ont pu être obtenus * .

5»— Le3 développements en fonction d'intégrales de "Cluster".

(37)Jastrow w ' ' a proposé une méthode variationnelle

pour traiter en particulier les interactions fortes à courte

portée. Il prend comme fonction d'essai
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où <£> est une fonction convenablement symétrisée (symétrique

pour des bosons et antisymétrique pour des fermions). Le fac-

teur ffC^M1) décrit les corrélations à courte portée requises

par l'interaction et il tend vers l'unité pour des grandes

distances.

H =

La valeur moyenne de l1hamiltonien

J 4? TT ÊCfy H 4> TT
M2.

est ensuite développée en intégrales de "cluster" en posant

(38)
comme dans la théorie classique des gaz imparfaits

Jastrow a appliqué cette méthode avec succès à un

gaz de sphères dureo (bosons ou fermions) et a obtenu un déve-

loppement de l'énergie d'à liaison du fondamental en fonction

de la densité tyjQ, • H a utilisé plusieurs formes pour la

fonction df essai ir et a trouvé que la forme
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est meilleure que la forme exponentielle ou gaussienne. Les

premiers termes de son développement sont en puissances de

e t d e

Ceo résultats ont été obtenus par un calcul numérique,

le calcul analytique étant très difficile, môme pour des sphères

dures, contrairement a la méthode .des collisions binaires de
(33)Huang, Lee et Yang . Pour les potentiels attractifs à

longue portée, on peut faire la môme remarque que précédemment,

à savoir que le calcul devient considérablement plus difficile

et l'on ne connait que des résultats qualitatifs.

6.- Une méthodedfélimination du potentiel singulier.

(39)Villars x ' introduit une transformation canonique

de la forme

H « e
:2

, S] + if [DM,sl S]
et dénontre formellement qu'on peut toujours, pour chaque

hamiltonien J-t comprenant même des interactions singulières,

trouver un opérateur S tel que H ne contienne plus de

parties singulières à deux corps % et que par conséquent la

méthode de Hartree-Pock devienne applicable. Bien entendu,

\-{ contiendra des forces à plusieurs corps contrairement

à *J^ . Le spectre de jt étant le même que celui de y , une
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prenière approximation consiste a ne conserver que les ternies

à un et à deux corps de H et à considérer les autres termes

comme une perturbation.

7. - Les états liés à deux fermions d'impulsions opposées.

(12)
Cooper a jeté un doute sur la validité de la

théorie des perturbations pour décrire l'état fondamental d'un

syatëme de fermions en interaction attractive, aussi faible

aoit-olle. en construisant un état formé de paires d'impulsion

(et éventuellement de spin) totale nulle, dont l'énergie est

inférieure à celle de l'état normal où les fermions occupent

tous les états jusqu'au niveau de Permi. Un tel état lié d'une

paire de nucléons d'impulsion (et de spin) total nul, qu'on

appellera une "paire de Cooper", existe toujours, même pour

des attractions arbitrairement petites. Tous les nucléons se

trouvant au voisinage du niveau de Permi se groupent dans des

paires de Cooper et la surface de Permi est donc modifiée tou-

jours d'une façon importante. De nombreux auteurs ont

remarqué que l'approximation de Brueckner présentait une singu-

larité pour des impulsions se trouvant légèrement au-dessous

de la surface de Permi ? indiquant lui aussi une forte modifica-

tion du spectre à une particule au voisinage de la surface de

Permi, qu'il faut prendre en considération dès le départ.

On trouve une situation semblable dans le problème

des électrons dans les métaux. Les paires de Cooper des élec-

trons modifient d'une façon considérable la distribution des

états à une particule dans le voisinage du niveau de Permi,
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Ils introduisent un gap dans le spectre du système dans ce

voisinage, tandis que loin de la surface de Fermi le spectre

n'est pas sensiblement changé. Pour tenir compte de cet effet,
()on effectue alors la transformation canonique

et l'on détermine les paramètres U,JL $ IÏJL par la méthode

variationnelle où la fonction d'onde d'essai est le vide des

opérateurs o( . Cette transformation se réduit presque à la

transformation unité loin du niveau de Fermi, mais dans son

voisinage et la seulement elle est importante. La surface de

Ferni cesse d'être une séparation brutale entre les états

vides et les états occupés, la transition se faisant progressi-

vement. Bogoliubov * a montré que dans le cas d'une inter-

action separable, cette méthode variationnelle donne pour

l'énergie du fondamental une expression asymptotiquement exacte

à la limite d'un très grand volume.

Ces transformations décrivent de manière très satisfai-

sante la modification importante de la surface de Fermi due

aux paires de Cooper. Malheureusement si l'interaction a un

coeur dur, la valeur moyenne ^ H ^ dans le vide des quasi-par-

ticules ci, est divergente, et ces transformations ne peuvent

plus être utilisées directement. Dans le cas des interactions

singulières, il est indispensable d'utiliser l'une des méthodes

décrites plus haut,une sommation partielle à la Brueckner par

exemple.
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En résumé, le problème de l'état fondamental dans

le ca3 des interactions fortes est donc domine par les deux

faits suivants :

1)- il y a formation d'états liés de paires de particules

près du niveau de Fermi, ce qui modifie la surface de

Ferini ;

2)- l'interaction nucléaire est très forte.

Ces deux effets sont "bien décrits, le premier par

la transformation canonique de Bogoliubov, le second par la

sommation des échelles à la Brueckner. Comme la transformation

de Bogoliubov n*agit que dans le voiBinage de la surface de

Fermi, où la méthode de Brueckner rencontre précisément deB

difficultés, les deux méthodes se combinent tout naturellement,

et on doit s'attendre à obtenir de leur combinaison une théorie

tout à fait cohérente dans la limite des basses densités.

On verra dans ce qui suit que cet espoir est partiel-

lement rempli par la transformation canonique (1.11). Par

exemple, pour une interaction doublement separable, dont une

partie est attractive et l'autre fortement répulsive, la matrice

t de Brueckner a un pôle dès que la partie attractive dépasse

un certain seuil. Mais dans ce cas, comme nous le verrons, le

minimum de^p[H|û^ est obtenu avec une transformation canonique

non-triviale et le champ source de paires iji différant de zéro.

Une fois cette transformation effectuée, on peut construire

une matrice £ non-singulière, groupant tous les termes de

môme comportement à très basse densité* En particulier, la
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contribution des termes dominants à basse densité e3t obtenue

par un calcul du premier ordre par rapport a cette matrice ^
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CHAPITRE 11

LES ÉCHELLES GÉNÉRALISÉES. LES ESSAIS ANTERIEURS

1.- Les échelles mixtes»

La sommation partielle de Brueckner des diagrammes

dits en "échelles montantes" (fig. 2.1) a permis de résoudre

la difficulté due au coeur dur. Il était donc naturel de penser

qu'une sommation plus complète éliminerait la difficulté de

divergence.

Quand deux paires particule-trou sont créées, l'appro-

ximation de Brueckner admet que seules les particules interagis-

sent plusieurs fois avant d'être séparées, tandis que les trous

se propagent librement. Une meilleure approximation consiste à

supposer que les trous eux aussi interagissent plusieurs fois

avant d'être séparés. Cela revient à remplacer l'interaction

simple, non plus par la matrice 1Ç de la figure 1.3, mais par

la matrice X» mixte de la figure 2.1. Deux paires particule-trou

Y , K- sont créées ; les trous interagissent plusieurs fois

avant d'être annihilés avec les particules ^' qui se propagent

librement, tandis que les particules jb après avoir interagi

plusieurs fois se séparent et continuent à se propager. Fukudav '

et Klein et Prange ^ ' ont mentionné l'importance de ce mécanisme

de diffusion trou-trou. Par exemple, la variation de l'énergie

du fondamental au premier ordre par rapport à la matrice t mixte
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ci r?

Fis- 2./
L'échelle mixte

. 2.2
Un dlagranae contribuant a l'énergie de
liaison dans l'approximation des éohelles
mixtes*
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est la contribution du diagramme 2.2.

Iwamoto a cherché à modifier liquation de Bethe-
(17)GoldBtone pour tenir compte de ce mécanisme• Dans l'équation

(1.1O) il remplace G^ , l'opérateur de projection en dehors

de la mer de Fermi, par Qj— V où *p est le projecteur sur la

mer de Fermi. On pouvait espérer améliorer ainsi la solution

d'une façon importante. Chisholm et Squires ont utilisé

la théorie des perturbations indépendante du temps et essayé

de construire des solutions non-singulières de l'équation inté-

grale ainsi obtenue. Pourtant on a pu démontrer qu'il

n'existait aucune solution régulière. L'inclusion des interactions

trou-trou en même temps que celles du type particule-particule

rétablit la symétrie par rapport à la surface de Fermi ; les

valeurs de la constante de couplage, rendant l'énergie de liaison

singulière sont légèrement décalées de sorte que l'ensemble des

valeurs singulières devient dense partout lorsque le volume aug-

mente indéfiniment. De plus cette méthode introduit deux singula-

rités du mène type qu'auparavant, placées symétriquement par

rapport à la surface de Fermi. La nouvelle singularité qui appa-

rait au-dessus de la surface de Fermi correspond maintenant à

une paire de deux trous formant un état lié analogue à celui de

Cooper pour les particules.

2.- Les échelles généralisées.

L'approximation suivante consiste à sommer tous les

diagrammes à deux boucles de fermions possédant la symétrie
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gauche-droite (figure 2.3). Cette approximation est appelée

celle des échelles généralisées. On peut écrire systématiquement

une équation intégrale pour cette classe de diagrammes comme

auparavant et la résoudre exactement. La raison de cette sim-

plicité réside dans l'existence d'un problème équivalent à une

particule.

Plusieurs auteurs ont observé que le problème

d'un fermion dans un champ extérieur est formellement semblable

au problème des fermions qui interagissent deux a deux. En fait

les deux, problèmes sont exactement équivalents à l'approximation

des échelles généralisées. Il y a une correspondance bi-univoque

entre les diagrammes qui interviennent dans les deux problèmes.

Par exemple, le diagramme de la figure 2.4 du problème d'un

fermion dans un champ extérieur correspond au diagramme de la

figure 2.3 du problème des fermions en interaction. Pour une

particule dans un champ extérieur, ce sont tous les diagrammes

possibles dont la somme doit donner le résultat exact déterminé

directement, ce qu'on peut vérifier aisément. Le problème des

fermions en interaction oblige, cependant, à considérer d'autres

diagrammes. Ceux de la figure 2.5,par exemple, qui n'ont pas

d'équivalent dans le cas d'un champ extérieur.

Nous écrirons 1'hamiltonien d'un système de fermions

dans un champ extérieur donné par ses éléments de matrice

s o u s l a

(2'°
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'.2-3
Un diagranae contribuant à l'énergie de liaison dans
1 * approximation des échelles généralisées.

*

Fig.2-k
le diagramme dans le cas d'un potentiel extérieur
qui correspond au diagramme 2.3*
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Fig.2-5
Les diagraianeo contribuant à l'énergie de liaison deo fernions
en interaction qui ne correspondent & aucun diagramme pour des
fermions dana un potentiel extérieur»
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en mettant en évidence les termes relatifs aux états situés

au-dessus ou au-dessous de la surface de Fermi. Dans le langage

de la seconde quantification, on a :

H* —

(2.2)

où les opérateurs de création et d'annihilation "2, ,

vérifient les relations d'anticommutation usuelles, et où on a

fait la convention que k ̂  kp et >* ̂  kp si Kp est

l'impulsion de Fermi.

Dans le cas des diagrammes ayant une symétrie droite-

gauche, il est possible de simuler le problème des particules

en interaction deux à deux par un problème à un corps dans un

champ extérieur choisi de manière appropriée. La raison de ce

fait tient à ce qu'en ne considérant que la partie droite (par

exemple) des diagrammes (la partie gauche s1obtenant automati-

queaotit par symétrie), on obtient précisément des diagrammes du

typa do ceux qui interviennent dans l'étude du mouvement d'une

particule dans un champ extérieur fixe.

L'approximation des échelles montantes s'obtient en

prenant

H «H.4-H? (2.3)
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et une interaction à chaque bout de l'échelle, qui diffuse un

état de particule dans un état de trou ou réciproquement. L'ap

proximation des échelles mixtes s'obtient en englobant H,

aus3i

( 2 > 4 )

et une interaction à chaque bout de l'échelle comme dans le

cas des échelles montantes. On aura l'approximation des échelles

généralisées si l'on prend l'hamiltonien complet

H- H.+ H.+H,. (2.5)

Pour simplifier le calcul nous prendrons un potentiel

separable et ne considérerons que les états d'impulsion totale

nulle :

(2.6)

Comme (H«VH|f))et (H^+H^sont disjoints, on peut
commencer par les diagonaliser séparément. La résolution des

équations correspondantes de Schrôdinger est immédiate et on a
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où les valeurs propres &<, de )-|^y^- J_|̂/ sont données par

(2.8)

et les £• , les valeurs propres de Ho "f" H ' s o n* donnés

par

(2.9)

En termes des fonctions propres "H .... on a

(2.10)

(2.11)

où les d- et by sont les inverses des dérivées des fonctions

et ĉ> aux points £^M *

T
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et

On peut résoudre l'équation de Schrôdinger

(2.13)

( 2 . u )

tout aussi facilement. Les valeurs propres E ^ sont les

racines de l'équation

-h <KE) = 1 • (2., 5)

3«- Quelques remarques sur les diverses approximations.

Dans les approximations oïl, soit quelques-uns soit

l'ensemble des diagrammes à deux boucles de fermions possédant

une symétrie gauche-droite sont considérés, c'est-à-dire dans

les approximations des échelles (i) montantes, (ii) mixtes

ou (iii) généralisées, il y a une correspondance bi-univoque
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entre les diagrammes qui interviennent dans le calcul de

l'énergie du fondamental des deux systèmes suivants :

i)- les fermions dans un champ extérieur,

ii)~les fermions qui interagissent deux à deux.

Au signe près, les contributions attachées aux diagrammes

correspondants sont égales. Ce signe vient de la différence

dans le nombre des lignes de trous ainsi que dans le nombre

des boucles fermées. Ces signes seront correctement donnés

si on impose au potentiel de devenir imaginaire dans certains

états.

Posons

avec T̂ h réels.

Si on prend alors

(2.17)

on obtient les ternes de l'énergie du système des fermions

correspondant à une interaction à deux corps attractive ;
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tandis que si on prend

(2.10)

on obtient les ternes correspondant à une interaction à deux

corps répulsive. La situation

(2.19)

correspond au problème d'un potentiel réel extérieur, respec-

tivement répulsif ou attractif. Dans ce cas, l'hamiltonien

est en fait toujours hernitique, alors qu'il ne l'est pas dans

les deux cas indiqués plus haut, où le potentiel extérieur

introduit a pour but de simuler une interaction à deux corps»

La fonction tytë) + $>CS) es-fc "tracée sur les figures
2.6 et 2.7 pour les cas (2.17) et (2.19). Pour le cas (2.18)

il suffit de renverser la figure 2.4. Les intersections de ces

courbes avec l'abscisse + 1 donnent les racines E ^ de l'équa-

tion (2.15).

On peut démontrer sans difficulté que dans l1approxi-

mation des échelles généralisées,, la série des perturbations

pour l'énergie du fondamental aura un comportement régulier

ei et seulement si les racines Ex de l'équation (2.15) sont

toutes réelles.
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La fonction
(2 . Î7) .

Fig.2-6
• (L(c') pour le cas de
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• I

La fonction U>(E
(2.19) . T^

Fig. 2-7
P o u r l e c a s d e
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Dans le cas de fermions dans un champ extérieur, on

voit sur la figure 2.7 que les racines E ^ sont toutes réelles

pour une constante de couplage arbitraire.

Pour des fermions en interaction répulsive, on voit,

en renversant la figure 2,6, que les racines E^, sont toutes

réelles pour une constante de couplage arbitraire.

Par contre, dans le cas de fermions en interaction

attractive la figure 2.6 montre que toutes les racines E ^ sont

positives sauf les deux qui se trouvent près de la surface de

Parmi, et qui deviennent éventuellement complexes si l'on

augmente la constante de couplage au-delà d'une certaine valeur

critique ^ • Cette valeur critique fy tend vers zéro au

fur et à mesure que les niveaux proches de la surface de Permi

deviennent plus denses*

On peut donc énoncer les conclusions suivantes * ' :

1)- Pour le problème des fermions dans un champ extérieur :

a)- l'approximation des échelles montantes ou des échelles

mixtes ne suffit pas, car dans certains .cas l'énergie

obtenue est singulière quelle que soit l'intensité du

champ extérieur ;

b)- l'approximation des échelles généralisées, qui contient

tous les diagrammes possibles dans le cas (t) donne un

rayon de convergence fini pour le développement de

l'énergie, la somme formelle de la série donnant le

résultat exact.
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2)- Pour les fermions en interaction t

a)- en ce qui concerne 1*approximation des échelles mon-

tantes ou des échelles mixtes la conclusion est la

môme que pour le problème ci-dessus ;

b)- l'approximation des échelles généralisées a un rayon

de convergence qui tend vers zéro au fur et à mesure

qu'on augmente le volume du système c'est-à-dire la

densité des niveaux au voisinage de la surface de Fermi*

En effet, le problème équivaut à celui des fermions

dans un potentiel extérieur non-hermitique et bien que

l'on puisse résoudre le problème exactement, la série

des perturbations diverge à cause de l'apparition de

valeurs propres complexes.
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CHAPITRE III

LA TRANSFORMATION CANONIQUE DANS LE CAS DE L'INTERACTION
DES PAIRES D'IMPULSION TOTALE NULLE

1•- La notion de quasi-particule.

Pour un système quantique général à. un grand nombre

de degrés de liberté, il est empiriquement bien connu que

l'état fondamental et les états excités les plus bas peuvent

être décrits par un petit nombre d'excitations élémentaires

presque indépendantes ou quasi-particules. En réalité ces

excitations élémentaires ne sont pas tout à fait indépendantes,

c'est-à-dire qu'il existe une interaction, en principe faible,

entre les quasi-particules. La validité de cette description

est alors affectée d'autant plus que l'on considère des états

plus fortement excités.

Par exemple, le champ électromagnétique, décrit
—* —y

classiquement par les vecteurs électrique £ et magnétique M ,

est très convenablement décrit dans la théorie quantique par

des photons. Les photons n1interagissent pratiquement pas et

la description est alors valable pour tous les états excités,

tandis que la description par des phonons d'un réseau cristal-

lin n'est valable que pour les états dont l'excitation n'est

pas trop forte. Nous trouverons un exemple analogue dans notre

système de fermions.
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2. - Les potentiels self-consistants.

Il sera connode de considérer un système avec un

nombre variable de particules et d'en fixer le nombre noyen

à N. L1hamiltonien du nouveau système s'écrit :

H=H-'XU = T" T. ci. a.. H Z M
k—* it *fe *fe

avec

(3.2)

D'après Bogoliubov f nous prenons comme hamil-

tonien non-perturbé Ho t la forme quadratique générale en d
e"k Ou Q^i conserve les impulsions (propriété de l'invariance

par translation) :

H = H.-J-H, , (3.3)

( 3- 4 )

et par conséquent



50

avec

> ** = **. , ( 3 . 6 )

où l ' o n a posé

zk - V *** = **"•"* + ^ • ( 3 -7 )

La diag'onalisation de n o est immédiate. On introduit les

nouveaux operateurs e( , ̂  définis par la relation linéaire

qui conserve les impulsions :

<

Pour que les oC et oC soient aussi des opérateurs de fermions,

c'est-à-dire qu'ils vérifient les mêmes relations (t.3 )

d'anti-commutation que les £L* , CC t il faut 9t il suffit

que les iLê , I^JL vérifient les relations suivantes î

{ 3. 9)
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d'où l'on déduit aussi que

Puis on exprime j-j en fonction des nouveaux opérateurs :

T^/ 5

et l'on impose la condition que les ternes non-diagonaux soient

uuls :

(,.,2)

Le vide de3 quasi-particules est défini par les relations

* |o) = O » quel que soit j^ . (3.13)

II est très comnode de calculer les quantités X5Q * G, e^ à̂

en employant le théorème de Wick ce qui donne
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(3..5)

et

(3.16)

où la contraction Ou D désigne la valeur moyenne de Cc\> dans

le vide des oC *

=• (pia b I °) . (5.17)

En faisant l'hypothèse simplificatrice que

(3.18)



53

on a

L'équation (3.12) s'écrit

(3.20)

ce qui donne après quelques manipulations

(3.20

ou encore

(3.22)

V5H
(31.23)

et donc

(3.24)
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2. I .1
r^ais I^»J t l̂ -fel e^ "̂fe étant reels, &f>- 0 ou TT
Si l'on veut retrouver la mer de Fermi comme vide dans le cas

où WL serait nul, il faut choisir Q* = 0 sauf dans le voisi-

nage de 2-* = 0 J on a donc, loin de Zp- 0 :

(3.25)

3.- La théorie des perturbations.

Il serait possible d'exprimer la perturbation H| e n

fonction de3 opérateurs 0̂  , o(, . Mais nous trouverons plus conmode

de garder les operateurs OL, Ou dans H| e* d'employer le

théorème de Wick, Le3 seules contractions non-nulles sont alors

(3.26)
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et elles seront représentées respectivement par les graphiques

sur la figure 3.1 .

Les deux premières contractions sont les contractions

normales habituelles, les deux autres sont les contractions

"anormales" introduites par la transformation de Bogoliubov.

Le développement de Goldstone , Hugenholtz

et Bloch ' pour le changement de l'énergie de liaison ainsi

que pour le propagateur à une particule à la température nulle

peut être établi comme ^'habitude mais en tenant compte des

contractions "anormales" supplémentaires. Dans cette description

chaque ligne intérieure doit être munie de deux flèches, une

à chaque extrémité (fig. 3.1). Tout terme de la série des per-

turbations peut encore être représenté par un diagramme : la

figure 3.2 montre ceux de \-\. , qui seront appelés interaction

V- » u>- ou VJ- •
Comme dans la formulation habituelle, le changement

de l'énergie de liaison de l'état fondamental de HD , dû à Hj

est la somme des contributions associées à tous IGG diagrammes

vide-vide connexes. De la même façon, le propagateur à une

particule est la somme des contributions associées à tous les

diagrammes connexes, ayant deux lignes extérieures, l'une

entrant par le bas et l'autre sortant par le haut. La contribu-

tion associée à un diagramme se calcule en formant le produit

de plusieurs facteurs selon les règles suivantes :

1)— à chaque interaction est associé ou bien l'élénent de la

matrice (/ts\ VlwQ o u tien les facteurs correspondants
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k' k' k'

Fig.3-1
La "représentation graphique des contractions

fm

(rs/V/mn)

— — — ^ — y

-W

Fig. 3-2
La représentation graphique de la perturbation
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2)- les dénominateurs d'énergie, c'est-à-dire les inverses des

énergies d'excitation changés de signe figurant entre

chaque paire d'interactions consécutives ;

3)- les facteurs IL ou T> pour chaque flèche comme indiqués

sur la figure 3.3 ;

4-)- une fonction o pour chaque ligne (conservation des

impulsions), indiquée dans la liste des contractions non-

nulles (relations 3.26 et figure 3.1) ;

5)- les opérateurs de création o<, à gauche pour les lignes

sortant du haut et les opérateurs d'annihilation c< adroite

pour les lignes entrant par le bas ;

6)- un signe (7) où P est la parité de la permutation qu'il

faut effectuer pour amener côte à côte les opérateurs con-

tractés. Pour déterminer ce signe, imaginons que l'on inverse

la direction de toute flèche à droite d'une interaction W-

et que les deux extrémités de W- soient confondues.

Soit JC le nombre des boucles fermées ainsi obtenues et i,
m

le nombre de paires de flèches dont il faut inverser la

direction pour qu'il devienne possible de parcourir chaque

boucle fermée ou chaque ligne ouverte dans un sens corres-

pondant continuellement à l'orientation des lignes ; dési-

gnons par -&, le nombre "des paires de flèches dirigées vers

le bas une fois ces opérations effectuées. Le torne associé

à un diagramme est alors affecté du signe (7")*** .

Les diagrammes des figures 4«4 (c), (d) et (e)

donnent un signe plus parce qu'ils comprennent une boucle
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VI

Fig. 3-3
Les facteurs de poids correspondant aux diverses
flèches.



59

fermée et une paire de flèches dirigées vers le bas.

Enfin, il faut effectuer la sommation sur l'ensemble

des valeurs des états associés à chacune des lignes du

diagramme.

4•- L'interaction entre paires d'impulsion totale nulle.

Le procédé consistant à introduire les potentiels

et VJJL (section2) n'est pas très commode pour discuter de

l'existence des singularités de la théorie des perturbations

qui en découle (section3). Cependant, il est possible de mettre

le problème sous une forme un peu différente.

Effectuons la transformation (3.8) et supposons que

les paramètres tLo , tfo soient déterminés en minimisant la

valeur moyenne de H dans le vide (Û|H|Ç) a v e c Ie"6 restrictions

(3.9) où le vide |o) est défini par l'équation (3.13). On obtient

ainsi l'équation

(3.27)

Le contenu de cette section et des Bections 5 et 6 résulte d'un tra-
vail fait en .collaboration avec Monsieur R. BALIAN (49).



60

qui exprime la compensation des "diagrammes dangereux". Les

énergies d'excitation à une quasi-particule sont données par

Prenons comme hamiltonien non perturbé rJ^tù la partie quadra-

tique en «(, , e£ :

et par conséquent

- H - (3.30)

Puis dans le développement en puissances de 7*£| de l'énergie

de liaison de l'état fondamental de \-\ regroupons les termeB

qui ont le même comportement à la limite des très faibles den-

sités, ce qui nous conduit à la matrice £ • Le problème est

alors de savoir si cette matrice n'a plus de singularité et,

si c'est le cas, si le développement perturbatif en fonction

de cette matrice £ converge. Nous trouverons dans la section

5 la réponse à la première partie de la question.

Dans cette section et la suivante, nous considérons

une interaction entre les paires d'impulsion totale nulle :
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—ivK*) «V,^, (331)

les autres (A.SIVI'***/
 s o n t n u l s % L ' hainiltonien s 'écr i t

= Z. T^C<a-.+ û ^ ^

Par raison de commodité, les sommes sont effectuées sur la

moitié des états à une particule ; nous ferons de même dans cette

section et la suivante.

La valeur moyenne de H dans le vide des oC

donnée par le théorème de Wick

On introduit les variables X-** définies par

(3.34)

de sorte que l'on ait
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avec

(3.36)

On peut alors écrire :

où nous avons posé

(3.38)

Les valeurs de X>v (avec ]*->*l ̂ 1 ) et de é M déter-

minent complètement la transformation canonique et par conséquent

les opérateurs des quasi-particules, à un facteur de phase trivial

près. Les conditions (3.9) impliquent en outre que les 3C»v

sont anti-symétriques :

(3.39)

La minimisation de (3.37) par rapport à
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immed ia t e , e t donne

r —

d»où

H ZI (3.41)

Pour un point stationnaire de ^û|Ml^y »

inférieur à 1 pour toutes les valeurs de nv tel que *̂  est

différent de zéro, et les dérivées partielles correspondantes

sont nulles :

Inéquation (3.28) sfécrit :
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Soit, compte tenu des équations (3.40) et (3.42) :

{3.44)
(,.„,

Ces équations sont vérifiées môme pour les valeurs de Vvw qui

annulent tf » et n'expriment que la stationnarité de (plH

En tenant compte des équations (3,44) et (3.45) on

peut écrire

(3.46)

Nous ferons ici les remarques suivantes :

i)- la transformation "triviale"

(3.47)

est toujours solution des équations (3.44) et (3.45) I

ii)- la variation du premier ordre du spectre des quasi-particules

est nulle dans l'approximation de Hartree-Pock :
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,2.

(3-48)

= 0> (3.49)

oùjxo est donné par les équations (3.4), (3.7) et (3.48) ;

iii)- la théorie des perturbations (sections 2 et 3) est complète-

ment équivalente au procédé ci-dessus, si l'on fait le choix

(3.48) pour les potentiels u^. et

4.1.- Une représentation géométrique.

Pour rendre la démonstration plus intuitive, nous

considérons l'espace des points de coordonnées (JE*,}. L'ensemble

des points \£m) correspondant aux solutions non-triviales de

l'équation (3.45) sera situé sur la surface

1 ' (3.50)

ou la matrice T^[ est définie par l'égalité suivante :

(3.51)
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Cette surface est le lieu géométrique des points QEM^tels que

la matrice Ĵ| ait au moins une valeur propre nulle ; elle a

donc plusieurs nappes divisant l'espace en régions dans lesquelles

1**} a un nombre fixe de valeurs propres de chaque signe (fig.

3.4 et 3.5).

Considérons maintenant la famille des surfaces à un

paramètre C i

fc-t" V *^T v ' (3.52

z
Intuitivement on voit que pour chaque solution (E W ; X ^ des

équations (3.44), (3.45), le point (Ew) est un point de contact

de la surface J = 0 avec une surface de la famille (3.53) et

inversement à chaque point de contact (E^ de la surface ^ =» 0

avec une quelconque des surfaoes de la famille (3.53) on peut

associer au moins un ensemble X*v tel que (£9h)%'*J soit une

solution des équations (3.44), (3.45). Pour démontrer le résultat

moyennant quelques restrictions qui seront précisées plus tard,

Nous utiliserons un espace plus vaste que le précédent, complété

par les variables X>n, (section 4.2).

La valeur de (o|H|û) pour une oolution de (70)f (71)

est la constante £ qui correspond à la surface U \E>*) sz ^

tangente à J a 0 j la valeur la plus basse de (p|H|û) correspond
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lznl-iv,

777

Une représentation schématique des équations variationnellea;
la surface D = 0 est représentée par les traits épais, la famille
\J =r £ Par l e e traits fins» Le paramètre G diminue lorsqu'on
va de la solution triviale 5 vers l'extérieur La solution 1 donne
l'énergi» la plus basse, parce qu'elle se trouve sur la nappe M ^
Lea pointa 6 et 7 ne correspondent h aucune solution*
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•n

m

Fig.3-5

Le cao où le maximum de U dano la région
en un point singulier de ^ = 0.



69

à la surface \J ~ C qui se trouve le plus loin possible de

l'origine (E*l
s={>£>»,|"-U*i»v) • ̂ n Peu^ penser que cette solution

se trouve sur la nappe de ]) = 0 ayant les plus grandes valeurs

des coordonnées Of^*)* c'est-à-dire la nappe sur laquelle la

matrice [^\ est positive semi-définie. Cette intuition est

justifiée, comme nous le montrerons (sections4.3, 4.4 et4.5) s

la valeur maximale de la fonction U^E^idans la région ou

est positive semi-définie, est le minimum absolu de (p

De plus ce maximum n'est atteint qu'en un point unique

(section. 4.3)i bien qu'il puisse exixter, cependant, plusieurs

solutions pour l'ensemble des variables X>^ (section 4.5).

4,2.- Existence d'une solution des équations (3.44) (3.45) pour

un point de contact (jÊ JO de la surface D = 0 avec une

surface \J=. CL » et réciproque.

Nous distinguerons deux cas dans la discussion, suivant

que le point (£$") est un point régulier ou non de la surface

« 0.

1°.- Supposons que (jEŷ y soit un point régulier de = 0,

alors les quantités

(3.54)

ne sont pas toutes nulles. La quantité J^y^O-W est le uij
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d'ordre (l'O de la natrice TA d'ordre 9. , associé à l'élément

Mnt-rv » ^e nonbre L̂e dimensions de l1 espace des (£>*) e st supposé

fini et égal à 9. • L'ensemble des Xy^ » qui vérifie l'équation

(3.45)i est donc unique et donné par les relations

, quel que soit jb • (3.55)

D'autre part, la propriété d'hermiticité de M pernet d'écrire

)> (3.56)

On déduit des équations (3.55) et (3.56) que

Soit alors (jE.!^)Xyï!j\ine solution des équations (3.44),

(5.45)» où (JûvSv es<fc u n Poin-t régulier de J) » 0 ; les équations

(2,54), (3.57), (3.44) et (3.52) nous donnent

T nC i ^

Donc un Point de contact de D = 0 avec U(c>J =-C=-
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Inversement si le point (jEôn/ supposé régulier de 2) = 0

est un point de contact de 3) ~ 0 avec une surface \J •=• C t on a

( 3. 5 9 )

Puisque (Ew) est un point régulier de D =* 0, le rang de t^\ est

8.^1 » e<t l a solution unique (x»y ^e l'équation (3.45) avec

£^ss E S vérifie la relation (3.57). On peut donc choisir la

constante arbitraire qui multiplie les X>w » ̂ e façon à vérifier

l'équation (3.44).

2°.- Supposons maintenant que yÊ J')soit un point singu-

lier de la surface

En ce cas, toutes lès dérivées du premier ordre

s'annulent en (E^,) ©"t ̂ e raisonnement précédent est en défaut.

Au lieu de P = 0 et \j~- C* $ considérons la surface

(3.60)

ainsi que la famille de cylindres

(3.61)
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dans l'espace plus vaste des variables E>* , He. 3 ^ et

La surface (3.60) n'a aucune singularité sauf les singularités

triviales Xvw- °«

Les projections des surfaces (3.60) et (3.61) sur le

sous-espace des variables (E^J sont les surfaces 2) - 0 et 1/= C

A chaque point de contact de ]), s 0 avec \Jt = C dans l'espace

des variables (E^X^) correspond un point de contact de P = 0

et XJ a C dans le sous-espace des variables Uï**.) • Mais J) - 0

peut avoir des points singuliers bien que Dj =* 0 n'en ait pas.

Si donc (Ew 5Cw) eo"k u n e solution des équations (3»44)t

(3.45), alors

,2-

)

et

ce qui démontre bien que (̂ ET̂ jX̂ y est un point de contaot de

la surface 'd « 0 avec JJ a Ç^ •

Inversement ei Q£vn.yXmy est un point de contact

de D, s 0 avec XJ a C » on a

(3.6O
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et

l1 ensem.'blfî (̂ Ê ,, "X».» n y est donc bien une solution de (3.44),

(3,45), pourvu que f\ soit positif c'est-à-dire que £ ^ soit

pl\is grand que If J — V ^ w P o u r a^ moins une valeur de yn. .

4.3«- Les valeurs relatives de (5>|H)°) aux divers points station-

Dans l'espace des variables (E>n,) , CÔIH|^) est égal

à U ( ^ M ^ en un point stationnaire ( E £ } ) • II suffit donc de

comparer les valeurs correspondantes de \J • On démontre faci-

lement (appendice A) l'énoncé suivant :

si ( E S ? , % ^ ) est une solution des équations (3.44),

(3,45) et si |v| (£^) est positive définie, alors

et si t̂ (E*l;) est positive semi-définie
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l'égalité peut avoir lieu si et seulement si

quel que soit «wv* . (3.68)

D'où les conséquences suivantes :

S'il y a une solution

(3.45) telle que M(E^j soit positive semi-définie,

S'il y a une solution CE^^X^J des équations (3.44),

i)- U (ĵ wv/ est la valeur maximum de {/(EH*) quand le point (£**

varie dans le domaine où PM (J=**/ est positive semi-définie ;

ii)- cette valeur de \J est le minimum absolu unique de

car si ce minimum est atteint par une autre solution

on a nécessairement E*J =• B.^ quel que soit -m. , bien que

les solutions en x ^ puissent être différentes.

4.4.- Maximum de la fonction TJ dans la région où la matrice

est positive semi-définie.

La région où M est positive semi-déjfinie est entière-

ment inclue dans la région définie par les inégalités

* <* ~" VWKW- t pour tous yfo , (3.69)

et dans laquelle la fonction continue \J\E.-m) (équation (3.52))

est bornée supérieurement par ~̂~ /*Ç —- j ""Ç ] ̂ • D'autre part,
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U tends vers —°O quand une des valeurs Ewu au moins devient

infinie. Donc la région où f̂  est positive semi-définie (dénotée

par M^-0) possède, à distance finie de l'origine, au moins

un point (E^ ) où U(£•**) atteint son maximum. Maintenant nous

démontrons qu'on peut choisir au moins un ensemble (x>* ̂ tel

que (Ej£ %*?) soi<t une solution des équations (3.44), (3.45).

Nous ferons les remarques suivantes :

1°.- Ce point maximum (JEM) est tel que

quel que soit Tu, 9 (3.70)

car sinon il y aurait au moins une valeur de m, , soit V*\.o pour

laquelle

(?;

HI — l̂ *no|~" V**.>»i© et E ^ — E>^Posons par définition EHI 0 — l̂ *no|~" V**.>»i© et

pour toutes les valeurs de yn, autres que T^O . Alors

eerait plus grande que \J (Ey* ) , et /V| (̂ Ê ) resterait positive

semi-définie ; JJ \JE.^/ ne serait donc pas la valeur maximum

de U(E*H) dans la région ou î̂l est positive semi-définie ce

qui contredit lfhypothèse que (EyJ) «st Ie point maximum de \J

2°.- On peut supposer d'autre part que E^. soit
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supérieur à l)n»I—V^v^, pour au moins une valeur de yru , soit

Yflp . Car si l'on avait E ^ = )?,J-V*o* P o u r "tout ->*v , alors

[V̂  M •£ l_ Vy^raj serait positive semi-définie et d'après un

critère de Bogoliubov les équations (3.44) (3.45) n'auraient

que la solution triviale qui maximise \J et minimise (o\HlôJ

3°.- Ce point maximum u-m est nécessairement sur

la frontière définie conne la partie de la surface j)(E>̂ ) = £) qui

limite la région fv̂  (jëLy*) ̂  O (positive semi-définie). En effet,

si T)(E>?) était différent de zéro, toutes les valeurs prores

de M(E£!) seraient positives et en diminuant un peu la coordonnée

£>no pour m^ quelconque, on resterait dans la région

ce qui permettrait d'augnenter la valeur de \J .

4.5.- Existence d'une solution (̂ Em j X ^ y des équations (3.44).

(3.45) où \J (jEçï?) est la valeur maximum de \J dans la

région

Pour cette démonstration on peut encore supposer que

>""VYw>nt quel que soit vu 0 En effet, si

(ce qui implique que ^ .= 0 ) , le caractère positif semi-défini

de \^\ entraine que

— Vow*. — O t quel que soit -VL . (3.71 )

Pour ces états TVlJ,, les équations (3.44), (3;45) sont vérifiées
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avec Env:= ̂ **-l e* n'importe quels X ^ • La quantité

ne dépend pas de la transformation faite sur ces états là. Une

fois mis à part ces états w>i , à la fois dans la fonction \J

et dans la matrice JVJ , le problème d'existence à démontrer

reste le même.

1°.- Soit (EÏLl un point régulier de la surface

T>\EJj = 0 (figure 3.4). Alors les équations qui déterminent (Env;

le point maximum de \J avec la restriction J) = 0, s'obtiennent

par la méthode de Lagrange. Ces dernières équations expriment

en fait que les surfaces I = 0 et If - C = L/(EC2) sont tan-

gentes au point (.E**) •

Le résultat de la section 4.2 (1°) nous assure de

l'existence d'un ensemble \X-**J tel que (t^ ; 3Cy? j vérifie

les équations (3.44), (3.45). Cette solution est unique à une

phase triviale près

oo i19

qui ne change ni les valeurs moyennes dans le vide (û) des

quantités telles que H » q.ui commutent avec N » ni les

contributions des diagrammes connexes intervenant ensuite dans

le calcul de l'énergie du fondamental,,

2°.- Soit \By^J , un point singulier de la surface
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X) = 0 (fig. 3.5). Afin d'utili3er le résultat de la section

4.2 (2°), nous démontrons maintenant que dans l'espace des

variables (EW, X K ) ̂ a surface P,(EÎ aĉ ) = 0 (équation (3.60)) et

le cylindre TT (c y- ")—r =.TJYE£?)( équation (3.61 )) sont tangents

en un point

Considérons le plan

(5.73)

tangent au cylindre U, vFm^m/— U\p>\/ le long de la généra-

trice EL^ — Ey? » et les deux plans voisins (figure 3.5) :

TT+ (EW) = TT

II existe un voisinage de \E>*v/ tel que n(E/n/>0f et qui ne con-

tient aucun point de l'interaction du plan "JX. = 0 et D| = 0

(avec Ie3 coordonnées X^ non-nulles). Par contre, le plan T71= ̂

n'a pas une telle propriété. Si l'intersection de "j"J"= 0 avec

1)| = 0 n'avait aucun point singulier (les X>* n'étant pac tous

nuls), alors les intersections de TTV*3 0 e* *Di= ̂  seraient

symétriques pour £ assez petit. Conme ce n'est pas le cas, on
(peut conclure qu'il existe au moins un point singulier Ey*35" *

et des X w non-nuls, sur l'intersection de 11= 0 avec ^. - 0,

C'est, par conséquent, le point de contact cherché de D. = 0

avec IT— T X ( E W ° ^a cons^an'';e A dans l'équation (3.64) est
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positive (section 4.4 - remarque 2°).

Si (H**) est un point singulier d'ordre >fc. de la

surface ^ = 0, il semble qu'on ait ̂  solutions distinctes

(*£?) » (x£2) / /(•*&*) linéairement indépendantes

qui donnent le même C°lHl°) » nis a part l'arbitraire des

phases (l'équation 3,72 plus haut). Par exemple, pour un système

de trois paires avec les éléments de la matrice d'interaction

VVATV réels, D = 0 possède un point singulier d'ordre 2 qui

peut, dans certains cas être le maximum de \J (figure 3.5).

Alors les équations (3.44), (3.45) n'ont pas de solution avec

les X-m réels ; mais elles ont deux solutions distinctes (déter-

minées à une phase triviale près),-qui sont les complexes conju-

guée l'une de l'autre.

5«— La matrice X après transformation canonique sur les opérateurs

de paires.

Une fois résolues les équations (3.44) et (3.45) qui

spécifient la transformation canonique et rendent (p]Hl°) minimum,

on écrit l'hamiltonien sous la forme

YA '" ̂  ""

perturbation écrite sous la for'me du produit
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normal suivant :

Comme dans la théorie de Goldstone habituelle, on développe

l'énergie de liaison du fondamental de H en puissances de

et l'on représente les divers termes par les diagrammes vide-

vide connexes (section 3)« C'est-à-dire

avec

(3.77)

les contractions à l'intérieur de /-£. n'étant pas admises.

Suivant notre programme de regrouper les termes qui

ont le môme comportement par rapport à la densité quand celle-ci

devient faible, nous définissons une matrice f Pa** 1& somme

des échelles montantes (figure 3.6). Cette matrice % vérifie

donc l'équation intégral©

(3.78)
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ou sous une forme légèrement différente :

{ 3. 7 9 )

L'énergie d'excitation /^E du reste du diagramme est supposée

positive ou nulle. En particulier, la contribution des échelles

montantes à l1 énergie du fondamental de |-j , qui domine à basse

densité, est donnée par

Z [ (3.80)

II est facile à voir que la matrice <T de l'équation

(3.79) n'a aucune singularité pour & E > O » si la transforma-

tion a été choisie de façon à réaliser le minimum absolu de (û|H|cO

pourvu que tous les E*^ soient positifs ou nuls» De fait ces

singularités correspondent aux valeurs de & E telles que la

matrice qui intervient comme coefficient dans r'équation (3.79)

soit singulière. Son déterminant doit donc être nul :

où
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D'autre part, pour un ensemble quelconque de variables

l'expression suivante

Z.

m.

est positive pour A H > û , si tous les JE*, sont positifs ou

nuls et si la matrice M est positive semi-définie (section 4

plus haut). La matrice fl est donc positive définie et son

déterminant ne peut pas être nul.

6.- Succës et limitations de la méthode variationnelle utilisant

la transformation de paires.

Dans le cas d'une interaction entre paires de moment
i

total nul, nous avons pris comme fonction d'essai le vide des

quasi-particules e< . La transformation canonique de paires qui

définit les c/ est déterminée par la stationnarité de la valeur

moyenne de ^û)H(û^) • On a pris comme hamiltonien non-perturbé

^ £ 0 la partie quadratique en oC et o(T de l'hamiltonien complet

et la différence J-£,-5s.|-|—Ĵ ftcomme perturbation. Ensuite, on a

sommé les échelles montantes pour rendre compte des ternes domi-

nants à basse densité,,
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II peut arriver qufil y ait plusieurs transformations

qui correspondent aux divers points stationnaires ; la bonne

transformation à choisir est celle qui donne l'énergie moyenne

la plus basse. On a démontré l'existence d'au moins une trans-

formation qui donne un minimum absolu unique de C°|H|o) et un

spectre unique des énergies d'excitation E>n , telle qu'une

certaine matrice M soit positive Bemi-définie.

De plus, si les E*v sont tous positifs, le regroupe-

ment des termes de môme comportement en fonction du volume à

basse densité, nous conduit à une matrice t non-singulière.

Pourtant les Eyn ne sont restreinte que par l'inéga-

lité

* * i ' *

et donc si l'interaction est répulsive avec des éléments diago-

naux importants, les énergies E-m pourront être négatives pour

certaines valeurs de -yw » et les développements (5*76) et (3.80)

n'auront pas de sens. Par exemple, pour une interaction purement

répulsive au voisinage de la surface de Permi (T^ =• O) , la

transformation triviale (3.47) minimise (ô|H|û) » et certaines

valeurs E-y^, sont négatives. On peut se heurter aussi à la même

difficulté dans la théorie habituelle de Goldstone, quand on

effectue la sonne partielle des boucles passives*

D'autre part, on ne peut évidemment pas calculer
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pour l'hamiltonien complet ri f car cela n
fa pas de sens si

l'interaction est oingulière (coeur dur). Selon toute vraisem-

blance, les interactions nucléaires comportent une répulsion

singulière à courte portée et une attraotion plus faible à

longue portée. Pour traiter de telles interactions « nous repre-

nons la notion des potentiels self-consistants dans le chapitre

suivant •
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CHAPITRE IV

APPROXIMATION DES BASSES DENSITÉS

1.- Définition des champs self-consistants»

Nous voulons choisir les champs «**. et

à tenir compte des termes dominants dans la limite de basse

densité, de telle sorte que les divergences usuelles de la

méthode de Brueckner soient éliminées. Les effets de H| seront

donc "petite" et pourront être considérés comme des perturbations.

A basse densité, la région dans laquelle Z^ est

négatif, et donc \VÊA appréciable, est en gros limitée à l'in-

térieur de la mer de Permi, La région où V\/& ̂ ^JL*1^ es't impor-

tant, c^st-à-dire où Ui, et i?* sont simultanément non-négligea-

bles est le voisinage de la surface de Fermi. Ces deux régions

sont petites par rapport à la région où Zo est positif et

l'interaction appréciable,

Dans la limite de la densité nulle, les termes domi-

nants sont alors ceux qui contiennent le minimum de facteurs

1 e t
 ^"SL^IL O U -̂fc ° ̂ importance relative de ces facteurs

nTest pas connue à priorio Cependant, après la sommation sur

la variable \ , on peut espérer que la contribution due à

garde un Bigne constant sera plus importante que
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celle de ^ • A ' ^ A 1U^ change de signe.

Suivant Bogoliubov v ', nous compensons donc le

champ w & par une contraction anormale à l'intérieur de V
( ^( 8 ̂suivant Brueckner , nous compensons ufrn par une échelle

montante. Autrement dit, nous écrivons les équations pour les

champs u>-a et Vv*4 e n compensant leurs contributions par celles

des termes les plus importants à basse densité. Ces termes sont

associés aux diagrammes contenant le minimum de flèches dirigées

vers le bas, et parmi eux, à ceux contenant le maximum de fac-

teurs |Vfc|» Graphiquement, ces conditions sont exprimées sur

les figures 4,1 et 4.2. Soit en termes algébriques :

et

(4.2)

* On pourrait penser obtenir de meilleurs résultats en renplaçant (4.2 )
soit par

soit par

ZE^ +- SE:
avec

(4.5)
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f les termes d échanges

Fig. H
La définition graphique du potentiel <&£.

fig.k-2

La définition graphique du potentiel k'
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où la natrice T̂ vérifie l'équation intégrale

C 4 - 6 )

Cette définition assure la compensation approchée

de toutes les interactions t£>et |JA avec toutes les échelles

montantes et les parties des types indiquées sur la figure 4.3

de tous les diagrammes (sauf ceux de la figure 4.4) . La compen-

sation est approchée parce que, dans la définition de la natrice

% , nous n'avons tenu compte qu1approximativement de l 'énergie

d'excitation du reûte du diagramme au niveau de l ' interact ion

UJ-r ou [Ji • Cette difficulté est la môme que celle de la

théorie de Brueckner-Goldstone et comme les calculs numériques

montrent que cette dépendance de l 'énergie d'excitation n 'est

pas trop forte, on peut introduire une valeur moyenne £C dans

le dénominateur de (4.6), I I n'en résultera pas de nouvelles

difficultés si l 'énergie d'excitation est toujours positive

ou nulle (ce que nous supposerons) ; les dénominateurs ne pour-

ront jamais devenir arbitrairement pe t i t s .

Les équations (3.24), (3.9), (3.23), (4.1), (4.2) et

(4-6) définissent complètement le problème self-consistant.

La contribution des diagrammes (4,4a) et (4.4b)

Mais i l est facile de voir que l 'équation (4.3) est inacceptable, /._
car e l le conduit à un résul ta t en désaccord avec celui de Bogoliubov
asymptotiquement exact, dans le cas par t icul ier d'un potentiel sepa-
rable entre paires d'impulsion totale nulle ; tandis que (^4.4) est
équivalent a (4.2) ce que nous montrons dans l'appendice B.
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FigA-3
Les parties correspondant aux boucles passives.

(a) (h) (C)

(d) (e)

Les diagrammes contribuant à l'énergie de
liaison au premier ordre.
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est

colle de (4.4d) et (4.4e) est

(4.8)

les contributions respectives de (4.4c) et (4.4f) sont

; (4.9)

et

(4.10)

L'énergie de liaison de l'état fondamental est donc au premier

ordre
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où l'on a utilisé les relations (4.1 ) et (4.2) qui définissent

les i«?i ©t U/£, •

2. - Représentation de l'interaction par une somme de termes

séparc oies .

La théorie mathématique des équations intégrales

fait appel à deux types de raisonnements reposant respective-

ment sur les méthodes d'approximations successives suivantes i

1°.- On divise l'intervalle d'intégration en n parties,

égales ou non» n étant fini ; on remplace ainsi d'une manière

approchée l'équation intégrale par un système de n équations

algébriques simultanées. Le comportement de la solution du

système est étudié pour n tendant vers l'infini» La démonstra-

tion originale des théorèmes de Fredhola, par exemple, est

"basée sur cette méthode.

Dans notre cas cela revient à prendre un nombre q

d'états, q étant fini, comme nous l'avons fait dans les sections

3.4, 3.5 et 3.6 plus haut, et à rechercher la limite de la

solution du système quand q tend vers l'infini.

2°.- On prend comme approximation du noyau de l'équa-

tion intégrale, une série de Fourier tranquée
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n étant fini. Le système de n équations algébriques simultanées

qui en résulte est résolu et l'on étudie le comportement de

la solution dans la limite où n tend vers l'infini. Goursat

a justifié la méthode lorsque certaines conditions de conver-

gence sont vérifiées, et en employant cette méthode il a retrou

vé les théorèmes de Fredholm.

Cela revient, dans notre cas, à développer toute

interaction entre paires de particules d'impulsion totale

en une somme de termes séparables :

si ÎLktoW
en supposant que les fonctions ïï-ijkï) forment une base complète.

Et il faudrait, en principe, prendre la limite pour n tendant

vers l'infini.

Si l'on ne garde qu'un petit nombre de termes, le

problème devient mathématiquement trbs simple et on peut faire

les calculs explicitement. Les cas physiques qu'on peut résoudre

exactement étant très limités, il est intéressant de faire des

modèles, même s'il ne représentent pas exactement la réalité.

A cause de leur simplicité mathématique, ces inter-

actions, sonmes de termes séparablee, ont été proposées

par Wigner et étudiées pour la première foiB en détail par

Yamaguchi et Yamuguchi^ ; Plusieurs auteurs ^ ' les ont uti-

lisées depuis dans les cas simples où tous les O^ sauf un
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(ou quelquefois deux) sont nuls.

2.1.- L'interaction separable»

En particulier, on a considéré dans les théories

récentes de la superconductivite * ' 'le cas où un seul

terme t, est non-nul. L'interaction est alors exclusivement

coit répulsive, soit attractive, et l'on a suivant le signe de

b (•=£• o") » u n e transformation triviale ou non, mais toujours

unique, qui rend minimum l^p ) j_J J Q\ • Si le potentiel s'écrit

on doit donc distinguer les deux cas suivants :

- k >0 » alors

\> CO » alors VVJ

donnée par l 'équation

k(JO » oh. la constante est

(4.14)

Bogoliubov n'a pas tenu compte de u£& dans cette équation

et il a montré d'une façon rigoureuse que le minimum unique
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de ^plH©^1 ainsi obtenu tend asyptotiquenent vers l'énergie

exacte du fondanental de f-/ quand le volume du système augmente

indéfiniment.

2.2.- L'interaction doublement separable.

Le cas d'une interaction doublement separable, c'est-

à-dire où deux termes de (4.12) fc>j et b^ sont seuls non-nuls,

est un peu plus réaliste puisque les deux paramètres nous

permettent de décrire qualitativement à la fois l'attraction

à, longu'e portée et la répulsion à courte portée. Le modèle

d'une couche dure, utilisée par divers auteurs, en particulier
( 1 R ")

par Monsieur De Dominicis , s'obtient en posant

Par exemple A-(4) = CL ̂~/*"***• » o u ^ es<k ^e rayon de la couche

dure, rend compte de l'onde S , et la fonction d'onde de spin

assure 1'antisymétrisationo

II e3t instructif de considérer plus en détail le

cas 1

L'équation (4.2) s'écrit alors
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où

En utilisant les relations (3.22) et (3.24), on obtient

(4.17)

ou encore ai /̂  et 33 n e sont pas identiquement nuls

F (4.18)

avec

w—- •

(4.19)

Des relations (4.18) on peut déduire la condition nécessaire
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pour que le minimum de ^p|Hl^V a i t l i e u Pour UIie transforma

tion non-triviale. En fait, aprës quelques manipulations

l'équation (4.18) nous donne

il nous avons posé

. 2 1 ;

l'impulsion "$p étant définie par l 'égalité Zj> =. O • O n voit

sur la relation (4.20), que pour avoir une transformation cano-

nique non-triviale, Lu doit être assez grand pour rendre posi-

tive ^expression

t (4.22)

* Je suis reconnaissant à Monsieur R. BALIAN de m1avoir indiqué cette

façon d'établir la condition nécessaire.
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On peut aussi établir le caractère nécessaire et suffisant

de la condition (4.22) à partir d*un critère énoncé par Bogoliubov

que l'on trouve en référence * •

II rest à vérifier maintenant que la matrice tT définie

par l'équation (4*6) n'a aucune singularité. En substituant

l'interaction doublement separable ( et (£,fĉ Wl %$'hli)~o si

"ft-î -fĉ Ô ) on voit que la matrice en question est de la

forme

(4.23)

où ^ et <%• vérifient les équations

avec

Pour que ces équations aient une solution non singulière^

il faut et il suffit que la quantité suivante

(4.25)



99

aoit non-nulle*» En fait, elle toujours positive, parce que

i-

(voir l'appendice C et l'équation (4.1fî) )

(4o26)

et

La formulation ci-dessus est bien adaptée au cas

d'une couche dure D -rs-f-po • Les quantités A ©t %($£) restent

finies, la condition (4.22) et les autres équations ci-dessus

conservent un sens.

On peut dire en résumé que pour une interaction

doublement separable, dont une partie est répulsive, même infinie,

et l'autre attractive, les équations de la transformation cano-

nique ont une solution unique qui est non-triviale si et seule-

ment si la partie attractive dépasse un certain seuil. Une fois

cette transformation effectuée, on peut définir une matrice

non singuliore, unique qui regroupe tous leo ternes ayant le
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môme comportement en fonction du volume j la contribution de tous

les termes dominants à basse densité à l'énergie de l'état

fondamental de H est comprise dans le terme du premier ordre

en

3o- La régularité de la matrice jj pour une interaction générale.

Les éléments (̂ .sJV)7n->9 ^e ^a ma"lrice de l'interaction

sont indépendants de l'impulsion totale de la paire, sauf la

restriction évidente qu'elle doit être conservée. On peut alors

adopter la méthode utilisée danB le cas de l'impulsion totale

nulle (Chapitre III, Section 5) pour démontrer la régularité

de la matrice £ construite en resonmant les termes de la série

des perturbations associés aux diagrammes en échelles montantes

(équation (4.6)), pourvu que les hypothèses suivantes soient

vérifiées o

1°.- L'énergie Bf^ d'excitation d'une quasi-particule

considérée comme fonction de l'impulsion continue "rç, est convexe

c'est-à-dire que

quelle que soit l'impulsion totale [\ .

2°.- L'énergie E-A est partout positive.

La première de ces hypothèses est vérifiée dans tous
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les cas étudiée en détail jusqu'à présent. Elle exprime que les

énergies de particules indépendantes sont telles qu'on ne puisse

pas diminuer l'énergie totale d'une paire de particules ayant

une impulsion relative donnée et une impulsion totale nulle,

en leur donnant une vitesse d'ensemble supplémentaire. Pour des

particules libres l'énergie du mouvement du centre de masse

s'ajoute simplement à l'énergie du mouvement relatif et la

propriété devient évidente» Pour une interaction ayant une valeur

constante négative dans le voisinage de la surface de Perni et

nulle en dehors de ce voisinage, on a un gap * ' ' dans le

spectre des excitations à une particule

et l'hypothèse de la convexité de E-ĵ  reste encore vérifiée.

La situation n'est pas aussi claire en ce qui concerne

la deuxième hypothèse. Loin de la surface de Fermi, les E± sont

certainement toujours positifs. Si on considère les transfor-

matione canoniques linéaires en général, et si on cherche à mini-

miser l'énergie moyenne 0"0 du système, il peut arriver que

la transformation donnant ce minimum soit une transformation

qui mélange tous les ÛLê et OJV sans respecter la conservation

de l'impulsion, c'est-à-dire que les qussi-particules obtenues

n'auront pas une impulsion bien déterminée. Ceci résulte de la

propriété plus générale que même si un hamiltonien commute avec

une suite d'opérateurs, il n'est pas nécessaire que la fonction

d'onde qui le minimise à l'intérieur d'un certain ensemble de

fonctions d'essai soit une fonction propre de ces opérateurs •
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Ainsi l1hamiltonien décrivant un noyau est invariant par rapport

aux rotations, mais l'état fondamental donné par la théorie

de Hartree-Fock pour un noyau ayant une couche incomplète peut
(53)posséder une déformation permanente . L'hamiltonien décrivant

les mouvements des électrons dans les métaux commute avec

l'opérateur du nombre total des électrons, mais l'état fonda-

mental de la théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer pour ce

système qui est l'état superconducteur, n'a pas un nombre bien

défini d'électrons ' .On peut multiplier ces exemples,

et on voit qu'il n'y a aucune raison mathématique pour que le

minimum de ̂ H} soit obtenu avec une transformation conservant

les impulsions. Bien que l'on puisse imaginer des situations
(54)hypothétiques contraires , on peut espérer que cela ne se

produise pas dans les cas physiques.

Il existe toujours une transformation canonique liné-

aire du type général telle que le nouveau vide soit un état à une

particule °^x|^ • Donc si la valeur moyenne de H est minimum

par rapport aux états du vide correspondant à la transformation

canonique générale pour l'état |^ , elle sera forcément supé-

rieure pour l'état oit

ce qui montre que la minimisation de \H^ aveo une transformation

canonique linéaire générale rend toujours positives les énergies

d'excitation élémentaires»

Dans le cas des systèmes finis, l'existence des noyaux
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déformés montre clairement qu'il existe des cas réels où le

minimum n'est pas atteint pour une transformation du type spé-
(55)cial. Dans le cas de la matière nucléaire infinie, Overhaucer '

a suggéré l'exiDtence possible d'un phénomène semblable, 6e

traduisant par des oscillations de la densité (qui est cons-

tante dans le cas des transformations spéciales). Overhauser,

cependant, n'avait pas tenu compte de la formation des paires

de Bardeen, Cooper et Schrieffer ordinaires. Une étude tenant

compte de ces effets a montré que le gain en énergie de

liaison de la fonction d'onde de Bardeen, Cooper et Schrieffer

est toujours supérieur à celui que donne la fonction d'onde

d'Overhauser sauf peut-êtro dans le cas purenent académique

d'un système à une dimension. On peut donc dire qu'il n'y a

actuellement aucun fait montrant l'existence de cas où le mini-

mum pour un système infini serait atteint pour une transforma-

tion qui ne soit pas du type spécial. Il n'y a malheureusement

non plus aucune démonstration que cela ne puisse pas se produire

pour certaines interactions.
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CHAPITRE V

COMPARAISON NUMÉRIQUE DE LA MATRICE t DE BRUECKNFR
AVEC CELLE OBTENUE APRÈS LA TRANSFORMATION CANONIQUE

En utilisant les résultats analytiques du chapitre

précédent, on peut calculer la ciartice X après la transforma-

tion canonique.1 Il est intéressant de la comparer avec la

matrice X de Brueckner. Nous ferons cette comparaison pour le

cas d'une interaction separable.

Nous avons pris l'interaction separable de Yamaguchi

et Yamaguchi, qui est en accord avec l'énergie de liaison du

deutéron et les déphasages de la diffusion nucléon-nucléon à

basse énergies

£ A
M SI

où
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e t l e s paramètres sont donnés par

= 0 .2316 x 1 0 1 3 cm"1 ,

et

= 1.4488 x 1013 cm"1.

La matrice X s*écrit alors, avec ou sans transfor-

mation canonique sous la forme :

Pour la matrice % ordinaire de Brueckner on a,
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où on a introduit les variables sans dimension :

tandis que pour la matrice £" après la transformation canonique,

la fonction N est donnée par

où l'étalement de la surface de Fermi est décrit par la fonction

suivante s

cV

La constante C est déterminée par l'équation

La fonction s1 exprime au moyen de la variable réduite X?
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par

Les fonctions |\Ig^Cx^ e* ^T*(?V ont été calculées
par intégration numérique et leurs inverses sont représentées

sur la figure 5.1. La fonction |*ix) (figure 5.2) donne une

idée de 1*étalement de la surface de Fermi.

Comme on le savait, /N-R (*-0 devient infini pour

une valeur de xS légèrement inférieure à £Lp

On remarque que bien que le pôle de la matrice £ soit extrême-

ment voisin de la surface de Fermi (énergie de liaison de la

paire de Cooper extrêmement faible) son effet sur la matrice

est cependant très important pratiquement dans tout l'intérieur

de la sphère de Fermi. Lfeffet de régularisation de la transfor-

mation canonique se traduit alors par une très grande différence

entre la matrice non régularisée et la matrice régularisée. On

voit mémo que la matrice t régularisée diffère assez peu du

potentiel lui-mêne.

Pour les éléments de matrice de C correspondant aux

paires d'impulsion totale non nulle, la géométrie rend les

calculs beaucoup plus compliqués» Dans une toute première appro-

ximation on peut tenir compte de l'impulsion totale K de la

paire en remplaçant £' par A'2*— i K * ° O n voi'b a l o r s ÇLue l e

pôle de la matrice fc de Brueckner sort du domaine d'intégration

lorsque Ĵ * devient de lj^ordre de grandeur de l'énergie de

liaison de la paire de Cooper, Dans l'exemple considéré, cette
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valeur est très petite, niais on peut s'attendre à ce que l'in*

fluence du pôle se fasse sentir dans un domaine beaucoup plus

grand de valeurs de K •
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APPENDICE A

Soit ( Ê w } oLy^ ) une so lu t ion des équations

(3 .44) , (3.45) :

(A.1)

et

( A # 2 )

D'autre part

ce qui donne, en utilisant les équations (A.t) et (A.2) :

( A > 3 )
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Si la matrice |̂ | (SyL ) es'fc positive définie, ses

éléments diagonaux £ ^ +Vr«.-~- sont aussi positifs et l'équation

(A.j) entraîne l'équation (3,66)»

Si la matrice M Ĉ -vU/ es^ positive semi-définie,

l'équation (A.3) entraîne l'équation (3«67) » l'égalité n'ayant

lieu que si

"—° , pour tout w,, (A.4)77;
E ' 4- V

et que si \X^;j est une fonction propre de rj QElm

( A > 5 )

Les équations (A.1) et (A.5) donnent

»*2f-=O, pour tout
( A > 6 )

Le3 équations (A.4) et (A,6) impliquent que

f pour tout
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APPENDICE B

L'EQUIVALENCE DES EQUATIONS (4.2) ET (4.4)

En remplaçant (ftj't'l'ft̂  dans la prenière somme du

deuxième, membre de (4.4) par sa définition (4.5), on peut écrire

l»équation (4.4)

avec

ce qui montre bien que l'équation (4.2) entraine (4.4). La

réciproque est un peu plus compliquée à démontrer. Supposons

que WL est une Bomme de N fonctions séparables :

(3.1)
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Avec l'équation (4.5 ) on voit que (fc\t'j^y e s t d e l a forme

(B .a>

oùù les t'ifiJ vér i f ient les équations simultanées :

I j j t ) fti(/t (B.3)
avec

D 'au t re p a r t , en s u b s t i t u a n t — « ^ • pour *%̂
( équa t i ons ( 3 . 9 ) , (3 .22) e t ( 3 . 2 4 ) ) , on peut é c r i r e l ' é q u a t i o n
( 4 , 4 ) sous la forme :

(B.5)

où les <L. vérifient les équations simultanées :

~° 7 (B.6)
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avec

tandis qu'avec la même forme de l'interaction, l'équation (4.2 )

s'écrit

( B t 8 )

où

(B.9)

avec

Pour déduire (B.9) de (B.6), il suffit de voir que
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Donc pour des interactions V^Jt/ ayant la forme (B.1)

étant quelconque mais fini, l'équation (4.4) entraine (4.2)«
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APPENDICE C

DEMONSTRATION DE L'EQUATION (4.26)

on a évidemment

Avec les quantités F̂ ; et p£* définies dans lo texte,

(0.2)

et aussi

avec

(C4)
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Pour démontrer que u? yytc » ou que

0+»»F.'

il suffit de démontrer que

et que l'on a au moins une des inégalités suivantes

(C.6)

y- o , ( c. 7 )

— < F , ^ F X Î . - F | | f î . l + O î i ^ r " F i y ""CFii fiV-F|L ) f > O . ( c . 8 )
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L'inégalité (C.6) est évidente. Pour montrer (C.5),

remplaçons F̂ - partout par p/. _j_p.*. On obtient :

^ F,f + F; F;,1 -a^lFiiiF»

Maintenant il faut montrer qu'au moins une des deux

inégalités (C.7) et (C.8) est vraie. Après quelques simplifica-

tions, le premier membre de (C.8) s'écrit :

' ̂ F/,1 - Cf." Fi - Fi

On voit que de ces quatre facteurs les trois premiers sont
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poBitifs. En effet, pour le deuxième, on a

>0

Donc si (C.8) n'était pas vérifiée, on aurait

T-" C" l_ r-/2- r-2. I _ ' 1 /

ce qui implique que (C«7) est vrai.
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