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Sommaire. - Les emballages qui servent au transport de pro-
duits fortement radioactifs, tels que des barreaux irradiés
dans les piles, doivent satisfaire a des normes de sécurité.
assez strictes, Ils doivent, en particulier, résister au feu
sans que la protection contre le rayonnement goit sensible-
ment entamée,

Ltéchauffement, par seul rayonnement thermique sup-
posé obéir A la loi de STEFAN, d'un chfiteau de transport
plongé dans un feu a été calculé par les méthodes habituel-
les du calcul automatique. Parallélement a été tentée l'ap-
proche purement analythue que voici ¢ , . /:
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HEATING OF LEADS CASKS., AN ANALYTICAL SOLUTION
TO THE HEAT EQUATION MADE UP OF A SERIES OF '
LAGUERRE FUNCTIONS o A o

Summary. - The packing used for the transport of highly ra-
dioactive materials such as in-pile irradiated rods have tc
comply to fairly strict safety standards, They -should in par-
ticular res:st to fire- without the radioactive protectmn being
senously affected, .

. The heating of a: transport cask ylaced in. a. fire ‘has

f been ¢alculated by normal automatic computatmn ‘fnethods
- | assuming that only thermal radiation is responsible for the

© ] heating and that this obeys STEFAN'S law, Simultaneously,
- »L ‘s purely analytical treatment has been attempted as follows.-.
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Une solution simple, du type forctiéon de LAGUERRE,
a l'équation de la chaleur est mise en évidence. La super-
position, en nombre infini, de solutions simples, permet de
fabriquer une solution assez générale dépendant de para-
metres, satisfaisant 3 1'état initial et aux conditions aux li-
‘mites, Les paramétres peuvent &tre ajustés de fagom que la
température et le flux engendrés sur la coque par cette so-
lution satisfassent de fagon approchée 3 la relation de '
STEFAN,

1968 28 p.
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The existence of a simple solution, of the LAGUERRE
function type, to the heat equation has been demonstrated,.
By superposing an infinite number of simple solutions, it is
possible to produce a fairly general solution, depending on
parameters, which satisfies the initial state and the limiting
conditions. The parameters can be adjusted so that the tem-
~ perature and the flux produced on the shell by this solution
-gatisfy approximately STEFAN'S relationship,
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ECHAUFFEMENT DES CHATEAUX DE PLOMB

UNE SOLUTION ANALYTIQUE A L'EQUATION DE LA CHALEUR
CONSTITUEE PAR UNE SERIE DE FONCTIONS DE LAGUERRE

INTRODUCTION,

Les emballages qui servent au transport des matiéres forternent radioactives, com-
me par exemple les combustibles irradiés sont régis par des régles d=z sécurité assez strictes,
Ils doivent entre autres supporter d'étre plongés dans un ieu @ 800° supposé uniquement rayor.-
nant pendant trente minutes «ans réduction trop notable de la protection contre le rayonnement,

On utilise couramment en France des ensembles composés de deux cogues d'acier
entre lesquelles on coule du plomb - Le probléme est de garantir que la fusion du plomb - si
fusion il y a - n'affecte pas la protection au deld de ce que le réglement admet,

Ce probléme de chaleur peut 2tre traité numériquement par un ordinateur gui décou-
pe en tranches l'équation aux dérivées partielles. S'il est ainsi parfaitement résolu pous un
cas particulier on ne dispose pas d'éléments d'appréciation sur l'influence des différents para-
metres,

Aussi nous avons cherché a donner a cette question une solution purement analytique,
La méthode exposée prend en compte un modeéle déja assez élaberé puisqu'elle envisage un sys-
téme a deux milieux (plomb et acier) avec raccordement des flux et décrochement des tempéra-
tures au contact. Elle est toutetois impuissante - au point ol nous sommes - a traiter v probleé-
me des cylindres creux qu'elle assimile, compte tenu d'un coefficient de correction, a des parocis
planes, L'étude a une dimension d'un systéeme quelconque est légitime dans la mesure ou les
parois peuvent @tre considérées comme ''minces'' c'est-a-dire a grand rayon de courbure vis-a-
vis de l'épaisseur,

Prendre la condition aux limit2s telle que 1'énonce la lol de STEFAN, conduit a une
relation inextricable., Nous avons cherché a tourner la difficulté en choisissant a priori une
solution A 1'équation de la chaleur - satisfaisant & la condition initiale et aux condiiions aux limi-
tes, hormis la relation. de STFFAN sur la coque - et dépendant de parametres. Ceux-ci sont
ensuite déterminés de fagon que la relation flux-température engendrée sur la coque par la solu-

tion avancée coincide de fagon approchée avec la loi de STEFAN.




Aprés plusieurs essals décevauts, nous sonnnes tombés sur une solution assez gén-
rale s'exprimant par une série de fonctions de LAGUERRKE,  flle nous i paru rendre assez bien

compte du phénomeéne,

Voici lancés de fagon abrupte, les résultats auxquels nous 4 mend un long et sinueux

chemin,

I. UNE "'SOLUTION SIMPLE' DE L'EQUATION DI LA CHALFUR N MIIEU ISOTROPE A UN
NOMBRE QUELCONQUI DE DIMENSIONS,

Le nombre de dimensions de l'espace est désigné par 2 ¥ , r est le rayon vecteur :

Partant de cette idée que la solution élémentaire d'une telle équation est
2
r

Ve 4t

nous nous proposons de définir les solutions de (1) du tvpe

2
r
4

f(r, t) =g (t) G( )

g et G étant des fonctions que 1'on cherche a déterminer.

® | x’ e P
Af='gt— 4_tG”(Tl_t_)+YG'(4t)\
2 2 2 2 2
of gy r ., T r L ,x g' (t) r
Af-a_ - a7 © (4t)+(7+4t)c(———“)-tg(t)G(“)

Pour que G puisse &tre déterminé, 1'expression dans l'accolade ne doit dépendre que

2
du groupement 411-._— , ce qui impose la constance du coefficient de G,

a

g )=t 4 une constante multiplicative prés,

et G (u) solution d'une équation de GAUSS dégénérée - appelée équation de LAGUERRE :




x G (x) Pyt x) G (x) 1R G(s) 0 (2)

La solution générale de cette équation est ;

n
+

G (x)=A

(4

sin (A K ) Z [ (®+n) (-x)

sin (YR ) f(y+rn) n!
n=0

+

[~
1 -y sin (@K -y &) Posa-y+rm  (-x°
Bx 7Y sin (yn ) L M (2-y+n) n!
n=0

Conclusion : 9

est solution de 1'équation de la chaleur (1),

En particulier pour A = B = 1 G (x) est la fonction de LAGUERRE de secoxade

espéce, notée L (A . 7, x).

Pour A = B =1 Gx=L(a,Y, x)

Elle admet pour représentations intégrales :

o
L(Cl,‘(.x)=r.+“_—a—)- / e 1% 4 &-1 (u-l)v_“_1 du valable pour y>@
1 (5)
1-Y o
L(&,y, x)= T:{-(l-_(l_) / e U XY o)y Qg valable pour @ < 1 (6)

1

Espace & une d.mension Y = % ]

Le rayon vecteur r est remplacé par 1'abscisse x, Nous nous limiterons a la ''solu-
tion'' simple'' constituée par la fonction de LAGUERRE de seconde espéce L (&, 1; , X). Pour

alléger les notations, une fonction S g (z) sera introduite :

1

Su(Z) = V—_u-

L, L, %4 ()

o=



D'aprés la premiére représentation intégrale :

1
< 2 -Q - 5
1 - -
Sa(z)= 11 / euz/4 ual(u-l) 2du
ﬁ r (-2'-(1) 1
1
a < 3
1
[ -0 - =
S (2 = 1 11 %/ -uzf4 u®@u-1) 2 4u
VTR n (E-af' ]
c'est-a-dire selon la seconde représentation intégrale en y faisant @ —= & + % .
1 1 2
1 = _ il ol
S'q (z) = - S (z) (9)
a a + %

En réalité la relation (9) a été obtenue dans le domaine de validité des représentations
intégrales c'est-a-dire pour @ < % .
La théorie des prolongements analytiques permet toutefois d'affirmer qu'elle a une

valeur générale quel que soit & .

De (9) 1

i g

2
£t =t S'e X

)= -t S (—=—) (10)

VT «l VR

Le flux relatif A la solution simple est égal - au signe prés - a3 la solution simple pour

l'indice®& + % .

- Sq (z) s'exprime par des fonctions élémentaires pour des valeurs entiéres c_n_l_clemi—entiéres deQ

I1 est commode d'adopter les notations qui ont cours dans les tables de PEARSON,




2
% 2
1 -z7/2
Z(X) : —— Q (X) 2 ———— /e ¢ 4z
V 2n Vo2n

X

(11)

R (X) = Z2 (X) - XQ (X)
De la relation assez classique
1 -Y -X
L (1, Y X) = x e

2 2

N

Sl(z) = L (1,

5 TV T Ve Ve

on déduit, en particulier, 3 l'aide de la formule (9) la séquence :

0| —
.

s, =2 V2R (Z=) S (z) = 2Q (—=—) S, (2= V2z (=)
-1/2 o) 1/2
2 \/ 2 2
(12
z z
S (z) = Z )
1 2 V 2
- Déve_eloppement asymptotique de S g (z).
En développant le bindme de la représentation intégrale, on obtient aisément :
1l -« 2@ -1 n
. 2 z z (2n+1 - 20Q)(-1)
Sq 2) <> (—) z(—) Y
al - !
Pa-2a) V‘E \/'; - n'! ZZn
n=0
(13)

- Développement en série de Sq (z)

A partir de (3) :



-6 -
2 4 6
(11) Sq2) 7 == | 1 -@ 2-+@ (&+ 1) Z_a@(a+1) (@+2) Z + C—
a ra-a) 27 7y 6r - 1
F(E-a)
3 5 7
Lz g+l 3, z 1 3 5, z
% Z - (a+2) Z:+.‘d+2 ) («+-2—) E[- - (G+§—) (X + E) (C+5) 7—!-+ e (
- Equation différentielle a laquelle satisfait S q (2)
2
Par le changement de variable x = 54— effectué sur l'équation (2) :
Stg (2)+3 S'q(2)+&Sg() = 0 (15)

II. SOLUTION DE LA CHALEUR OBTENUE PAR COMPOSITION DE '"'SOLUTIONS SIMPLES!*!
(PROBLEME A UNE DIMENSION)

Sif (x, t) est solution de 1'équation de la chaleur A un2 dimension :

4 BRELE SR
§x2 L

c étant une constante, on note que :
fc+x,t) (16)

est également solution de la chaleur, Ceci posé on considére 1'expression supposée uniformé-
ment convergente en x et t :
e )
U= ) f@k+a+x,t) + Y f(2k+ta-x,t
k=0 k=1

elie est également solution de la chaleur. Il lui est associé un flux :
o0 oo

YU
= Y f'o@k+atx, t)- Y £ (@k+a-x, t)
k=0 k=1




enx =1

-0
)U - [ o]
(S5 L @kri+a ). Yoo @k-1+a,t)
k=0 k=1
ou oo
(§S)1= Z ' 2k +1 +a, t) - Z f'x(2k+1+a,t) =0 (17)
k=0 k=0
enx =0
2 U, _
( DX)O_ frolat) (18)

N

Ainsi 1'expression U est une solution de la chaleur dont le flux : E s'annule

sur la face x = 1, est égal a f'X (a, t) sur la face x = 0,

Notons que la méthode échoue dans un espace a plus d'une dimension car la pro-

priété de translation et de syméirie (16) ne vaut qu'ad une dimension,

Application 4 la solution simple, dont le flux est :

Fix, 0=t Tsg (=—) (ct. 8}
Vi
Y G
f' (x,t)=-1t 2 SG+1/2 (—XV:) (cf. 10)
T

L'expression

8

(=]
1]
-
[~}
T ™M
Jomd
7
=
1
<

(19)

dont le o 1 " oo
flux est AU _ T2 2k + a - 2k +a + x
>x ¢ ) L sq w12 ! - L Sz | )
k=1 Vi k=0 V i




od
_ . .-a . a , \ 2k + a
en x = 0 U, -t Sq t)w 2 Sql )
V k=1 V1
(20)
1
2 % i} t-a_E S a
V x ) a+1/2(v—t- )
& o 2k + 1
- - - 2K+ 1 +a
enx = 1 U =2t Y su(———t )
k=0 v
(20 bis)
» Y -0
d x

L'’expression (19) est donc solution de la chaleur, son flux s'annule en x = 1, il

-a-1/2 a

Sa+1/2( VT

(13) nous garantit sa convergence uniforme en x et en t pour tout intervalle de x et de t - cette

est égala -t ) enx=0, Ajoutons que la formule asymptotique

convergence est mé&me exceptionnellement rapide - Il en résulte que U tend vers zéro lorsque

t tend vers zéro : U (x, o) est identiquement nul quel que soit x, ce qui satisfait & 1'équilibre

initial,
- 2
Nota : Les propriétés reconnues a t-aSa ( x’_) =t — L (&, % . Z)it—) découlent en réalité
Vi Vn
. o VP
de ce que sa transformée de LAPLACE par rapport au temps est T Ta Nous avons
p

abandonné le mode d'exposition & partir de cette idée, pour l'exposé actuel, moins naturel mais

plus rapide et plus synthétique, peut-etre,

1I1. PROBLENME DE [LA CHALEUR A DEUX MILIEUX

On se propose de trouver la répartition des températures dans deux milieux - nom-

mons les plomb et acier - jointifs, On s'impese la nullité du flux sur la face externe du plomb -

le raccordement des flux au contact plomb-acier et un décalage de température proportionne. au

contact - la nullité des températures a 1'instant initial,
I1 est possible de faire des changements de variables, longueurs et temps, de fagon
que 1'équation de la chaleur soit 1a m@&me et sous forme canonique dans les deux milieux. On

désigne par U (x, t) la température dans le plomb , par V (x, t) celle dans l'acier, L'origine des



coordonnées réduites est prise au contact, 'axe des x orienté vers la gauche dans le plomb et

vers la droite dans l'acier, Les conditions imposées sont :

2.,
- satisfaire a 1'équation de la chaleur - 0 2I - _g t =0 Plomb * Acier
X
U (x, t) V (x, t)
- nullité a l'instant initial U (x, o) = V (x, o) = 0
-t
x 1 0 x

- conditions aux limites :

ouU, .

(b <) 70

PV, 2 U
- - IRY

\/O'UO—'E(DX)O

- La répartition des températures dans le plomb est donnée par les formules (19) et (20).

- La répartition des températures et du flux dans l'acier est donnée par :

1
1+ Y Q, a-x a+x S -a-= a-x a+x
V-Us—]———1 )Sq(——)-Sa( )(+—-t 2>S +—) +S ( )
2 -_ 2 1 1
Vi Vit ‘1+5 Vit a+§ Vit
a- L (22)
DV dU_1+Y - —2) a-x a+x ¢ -a-1
- = t S ( )+ S ( Y+ =-t
9x dx 2 I+ = \/t a+1 Vot 2
)Sa (a';f-)-sa e — (
+ = t *Z vt

En effet 1'expression donnant V satisfait & 1'équation de la chaleur - est nulle a

l'instant initial - quant aux conditions limites (21) :

—a-l‘ N .
2V, . 3U 2 a )., 22U YU, . 3
et (3t AT S )T e ) (55007 Y ),
2
1

Q- = )

V -U = & t 2 S 1( 2 ;=-5(3—U)0

o o a+§ Vt bx

En conclusion , les formules (19) et (20) pour le plomb, (21) pour l'acier, donnent la réparti-

tion des températures satisfaisant a& 1'équation de la chaleur dans chaque milieu, a la condition

de nullité initiale, aux conditions aux limites,
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Si l'on connaft le flux dans le plomb au contact des deux milieux et que celui-ci

1
“a-3 a
peut 8tre représenté par une Jonction du type A t S ) {

G+§ \/T

températures sera approximativement donnée par AU et AV,

) , la répartition des

11 arrive toutefois que l'on ne connaisse pas le flux au contact mais une certaine
relation entre température et flux sur une section, par exemple sur la coque externe de l'acier,
On se trouve alors devant un probleme d'ajustement de la solution donnée par les formules (19)

et (22) que nous allons caercher 3 résoudre de fagon approchée.
IV, PROBLEME DE L'AJUSTEMENT - SOLUTION STANDARD,

Nous nous plagons sur la coque externe de l'acier d'abscisse Xg- La température
et le flux - cupposant le probléme résolu - sont donnés par les ‘ormules (19) et (22) A savoir -

on supposera nul 1'écart de température au contact ( 6 = 0).

“ - -
t_u’ Su‘2k+a xe)+1+1 S“(a X )
k=1 V t 2 V t
V =
e
b +a+ +
t_a Z . (Zk a xe)+1-j s (a x)
a V-—- 2 a \/’—
k=1 t t
(23)
1 - -
t-u—é— Z S (2k+a-xe)+1+J S (_a_ie_)
| - a+1/2 V¢t 2 Q+1/2 Vi
k=1
AV |
*e
l. o -
t-d-z Z s (2k+a+xe)+1_1 Sa (a xe)
- +
- Q+1/2 \/—t- 2 1/2 v-t-
Comme la fonction Sg (z) décroft vite, les '"harmoniques'' k ¢ 0 ont une faible
répercussion sur le résultat, par ailleurs les termes en —1-;2L sont faibles vis A vis des
termes en 1—:?21— du fait de la valeur du coefficient et de ce que a + X, est plus grand - et

souvent de fagon notable - que a - X, I1 en résulte que l'essentiel de la solution se réduit aux

termes en -lizL , d'ou :

- X
1+ Y X ! €
t
) (24)
-a - = a-x
2V ~ LA i t 2 S ( £ )
Dxe 2 x4 = V t
C'est-a-dire, en posant comme plus haut :
a-x
e
Z o —
Vt
1+ Y . y-2a 2a ,
Vef\, 5 (a xe) z S(I ()
AV 1+ ] -2d - 2+
3 A L @) 281 2@ (2)
e 1
e a+ -
On est conduit 3 introduire les courbes paramétriques, ne dépendant que de @ -
que nous appellerons ''Solution Standard'! :
2K
X (z) =2 Sq(2)
- (Ha ) (25)
Y (2) - z2(14» 1 S , )
o+~ (z
2
Ve'\’K (a - xe)X (z)
(28)

%%'\/KY(Z)
e

- Les courbes obtenues en portant en abscisses les températures Ve et en ordonnées
\Y . .
les flux %x_ , Sur une section xe de l'acier, se déduisent, de fagon grossiere, de la Solution

3
Standard par des changements d'échelle sur les coordonnées,

Allure de la Solution Standard.

Elle est donnée par le »éseau ci-dessous. Elles ont une tangente verticale a l'ori-

gine,




- 12 .
) 'l > *
|
i !
| |
\ i
1 |
| I
| |
| !
[ |
|‘ I
I
i |
| | -—
\‘ | /7
|
\ l yd
\ ! /
\ | /
\ | V4
\ | //
T \ | ’
'g ) | //
<] ) | /
()
3 mt’ §\ Y /’
0 =\ | 6 /
=} 0 8 \ | Qo 7/
—l S 2 \ | 0o
45 & | e /
— 3 \ /
ol o O /
=lwm O || //
1 /’
—_ ! V;
3 \ ’
T \ /
\;/ \ /
\ //
\
\ /
v\ —{uw,
-------- A °
- \ Yy >~
i \ /1 \ ~
~
i \ \ ~
// ’ \ \ \\
’/N l‘ \\ \‘ ™
- \ \
\J | N\ \
\ \ v\ \
\ \ ANRN \
\\ \ \\ \ \
\\ \\ \ \ .
~ \ NN \
. \ N\
N~ \ AN \
N AN
-~ AN \\\ “
\\\ \\ \\\ ‘
~ N\
— \\ \\{\
\‘\\ \\\ \\\
\\\\ \\ \\t\
- 0 o
o

y* Courbes g
.
~~~~~ o IR
- d:’é Al T
g \\' (Hu) e d:’&
/! i -
[4 [} -
/ _-
! .~
y’ L
T T T ——
2y T el - -
a’/—:“:— /I s\\d\' ol3
,//, 7\‘ -~
1,57 / S =~
I/’/ / S~
l,//, / dlo‘\\ ~ e~
’ ~
s ~
y P ~
o - 4’
o' 1 X

Ces courbes sont tracées avec exactitude sur la figure 1, Elles admettent OX

1
pour asymptote lorsque - 3 < QA <9,

Comportement de la Solution Standard a 1l'infini (t —= 0 z — 0)

D'aprés le développement en série (14) et les formules (25) :

1

Sq (z) —= T )

—;-(T- log [(XP (1 -a)] = logz+¢;1 (z)

Cl(z)—b 0 z—> 0
1 1
— - - = {
50T 1 log[Yl"(2 a)l logz+¢;2 (z) 52(2)—* 0 z—» 0
1 2 + 1 .
log[Yp(E—G)]= X log[Xr‘(l —(I)]+53 (z) 62(2)—* 0 z—> 0

La solution Standard admet, en coordonnées bilogarithmiques une asymptote .

a+1

iog[Yr‘(%-a )]:Z—ZE— log[Xf’(l -a)] 29+ 1 l

de pente p = S soit @ =

s p-1

[\
-
~—
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Application a 1'ajustement de la Solution Théorique,

Nous supposons counnue la y*
relation ''flux-température'' réelle sur
la coque de l'acier, Cette relation
entre la température et sa dérivée par
rapport & x se traduit par une courbe
(S) que nous tragons en coordonnées
bilogarithmiques,

Par ailleurs, a condition

d'incorporer au coefficient K des équa-

tions (26) un facteur de proportionnalité

supplémentaire, Ve et Vv ont le sens d'une température et d'un flux en vraie grandeur, dont

ox

il convient d'ajuster le lieuvec (S). Or ce lieu se confond pour des valeurs de t un peu grandes

avec une droite (A ) dont 1'équation se déduit de (26) et (27).

Pil/2-a) 9V , _ 2«+1 fa-«a)
log [ X aKe] T Sa log[(a———————-_ xe)K .Ve] (A)

Cette droite (A ) doit 8tre tangente a (S). Exprimer cette condition, c'est former
une relation entre a - X K et & , que l'on peut mettre en clair en coupant (A) par une horizon-

. . g 4 . . .
tale de cote Yx qui donne l'abscisse X  du point d'intersection.

1
On prend Yx =———51———
F(E-G)
(28)
*
d'ou : a—x=———-———P(1-a)X*=p(1-«) X
¢ K rPi-a) v*

- On prend pour valeur de K le rapport du maximum de la courbe (S) a celui de la

courbe (H) correspondant a la valeur Q

_ valeur maxima du flux réel sur S)
valeur du maximum de la courbe Hqg

(29)

- Choixde® : Quant a la valeur de @ , on se la donnera a priori aprés examen de la forme
des courbes Hg . Le chcixde @ donne la direction de la tangente (A) 2 mener 3 (S) et par
suite définit a - X, c'est-a-dire a, La valeur de @ doit &tre telle, qu'aprés affinité horizontale

de module a - Xq effectuée sur la courbe Hgq , on retrouve approximativement la courbe (S)
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(tracée en coordonnées ordinaires). En particulier si la courbe (S) a un départ horizontal A
partir d'une ordonnée non nulle, & doit etre choisi de fagon telle qu'il confé¢re 2 a - X, une va-
leur suffisamment petite pour tasser la courbe affine de (1 a ) contre l'axe des Y. On recher-
chera l'accord surtout dans l'intervalle de temps utile,

En pratique, il nous semble que (@ ait intérét & &tre pris entre 0 et - -;-, peut étre

1 . - .
plus proche de - 5 que de 0. On pourrait choisir et de fa¢on assez universelle, par exemple :

& =-0,25 ce qui donne une pente & (4) p:zTaaf_l_=_ 1
(30)
a-=_.9,30 ce qui donne une pente 2 (4A) p=-2£2é—1—=_%

Le couple de courbes S (z) et son associée dans le calcul S (z) sont tracées

-0,30 0,2

sur la figure 2,

Ajustement définitif,

I1 faut se rappeler que les expressions (26) donnent des valeurs grossiéres de la

température et du flux,

I1 convient donc - une fois choisi et déduit a - de calculer correctement

par les formules (23), tracer la courbe flux-température qui en résulte, évaluer
e

un nouveau coefficient de proportionnalité K' :

valeurs maxima du flux réel lu sur la courbe (S) (31)

par exemple : K* =
valeur du maximum de _Da% selon la formule (23)
e

et comparer la courbe rlux-température (K' Ve’ K %—X—) avec la courbe proposée (S).

Les températures en un point quelconque du plomb, ou de 1'acier sont alors données
par les formules (19) (20) et (22), relatives aux valeurs et a des parameétres et du coefficient

de proportionnalité K',
K'U et K'V.

V. APPLICATION AU CALCUL DE LA MONTEE EN TEMPERATURE D'UN CHATEAU DE
PLOMB.

1° Les chfteaux de tra.asport des matiéres treés irradiées sont des récipients, usuellement de la

forme d'un cylindre tronqué, en plomb maintenu entre deux coques d'acier 4 l'intérieur et a




-1

l'extérieur., On cherche & connaftre le comportement d'un tel chfteau plongé brutalement dans
un feu supposé uniquement rayonnant, c¢'est-a-dire que ie flux de chaleur, qui y pénttre, est
donné en fonction de la temp¢rature prise par la coque par la loi de STEFAN, 11 zst admis que
la face interne du chafeau ne laisse pas passer la chaleur, la coque interne d'acier est négli-
gée,

La description de la montée en température est susceptible de la théorie précé-
dente A conditions de remplacer le chiteau, dont la forme est hakituellement celle d'un cylin-
dre tronqué, par un systéme a paroi plane thermiquement '‘équivalent'’, En toute rigueur c'est
impossible ; l'approximation semble toutefois acceptable dans la mesure ou 1'on peut négliger
dans 1'équation de la chaleur le terme en Z—I—rj—]— c'est-a-dire si la courbure de la paroi est
faible, en tous points, vis a4 vis de son épaisseur, autrement dit, si les normales peuvent &tre
tenues pour équidistantes dans toute 1'épaisseur du milieu,

Voici maintenant les caractéristiques du chiteau destiné a transporter les éléments

irradiés du réacteur PEGASE :

rayon extérieur du cylindre de plomb Re = 0,635 m
rayon intérieur du cylindre de plomb Ri=0,400 m
épaisseur de l'enveloppe d'acier e=0,02m
coefficient de conductibilité du plomb k = 34,2
coefficient de conductibilité de l'acier k' =16,7
capac:té calorifique du plomb C = cp C =1,417.500
capacité calorifique de 1'acier C'=3.945,.725
résistance au contact plomb-acier supposée nulle d-=0

Nous prendrons - puisqu'il s'agit de convertir un probléme cylindrique en probléme
plan - une épaisseur équivalente h du mur de plomb 1'épaisseur qui respecte le volume de plomb,

4 égalité de surface du contact plomb - acier.
2Mh Re = R (Re” - Ri%)

h=20,1915
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2“ Normation du systéme, Systeme brut
l.a transformation du systéme ,
Plomb Acier
brut :
k,C ktC'
sV k YU
Plomb ~. " C SN¥2 0 - et
I— ot '3 % A ol e |7
\ k' 2V
Acier I - ~——>5 -0
. dT C'" dn2

en le systéme normé utilisé pour construire la théorie

2
Plomb et Acier })f .2 = =0
0 x
demande quelque minutie : Systéme normé
Plomb Acier
Plomb
- ! — -
On fait les changements de x 0 Le by
variakles :
€ -hx
2
t=—£—f:———t jci T =1520t
A une demi-heure (1 800 '') correspondt = 1,184,
Acier
T = _ELZ_ t
k on conserve la m&me unité de temps que dans le plomb,

11 en résulte que la coque de l'acier a pour abscisse réduite :

soit ici —_ = 2,39

xe= 2,39 pour e = 0,02 h=0,1915 xe=0,25.

Tl
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Calcul du coefficient y

I1 résulte de 1'égalisation des flux au contact plomb-acier

effectuant les changements de variables indiqués

}?—_ = \/ ——E gq d'ou :
V 0,8
Expression du flux réel entrant dans l'acier par la coque.
\4
d =k ( 2V,
on M
d'apreés le changement de variable :
k'C
M - h
kc' ¥
= l 1 g u 104 1 g_ =
(6] 0 kk' = %, ici kk' == 40

=Y
1]
:r|g
Y
™| <

(1

Loi de STEFAN,

On considére que Ve est une température centésimale, mesurée sur la coque de
l'acier, comptée & partir de la température initiale supposée égale & 20°, On suppose que le
flux réel pénétrant dans l'acier par la coque est lié A la température de celle-ci par la loi de

STEFAN, appliquée a un milieu rayonnant de 800° ayant un coefficient de :

o 6 =5,661 1078
J - N T [ (800 + 273)4 -(V +20+ 273)4] avec € =09 @ (V =0)-54.825
A, -1 e o e
[ A o) Ql 61 = 0,8
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Détermination du parameétre a

correspondant 3 a = - 0,3

8)
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rayonnc.nent Co = 0,9 et un coefficient d'absorption cl des surfaces de 1'emballage égal a 0,8,

1
:Xe = 21% gb , Sa valeur maxima est 4—]0 54,825 =1 371 h,
AV

La courbe donnant 3 x en fonction de Ve est tracée en coordonnées bilogarithmi-

ques pour la valeur h = 0,1915 (cf. fig(? 3 (courbe (S) ).
3° Parametres d'ajustement,

Nous adoptons les notations et la méthode de détermination des parameétres par le

biais de la '"'Solution Standard'' du paragraphe IV, La consiruection graphique est exécutée sur

la figure 3,
Nous choisissons @ = - 0,30 , on lit sur les tabies P % -a) =M0,8) = 1,16423
valeur a laquelle correspond la pente p = - %pour (A)P(1 -a) =[(1,3) = 0,89747
_ Valeur maxima du flux réel _ 1.371h _ - -
K Maximum de la courbe H—O 3 0,515 2660 h pour 2 = 0,1915  K=509.
. x K _ _ x
cote de 1'horizontale Y Fe— 2290 h pour h = 0,1915 Y =439
P o) -a)
% %
a-x PG -a) X =337.1o'6 X
e 1 % h

Niz-a) Y

On méne 2 la courbe (S) la tangente (A) de pente - -g— et on prend l'intersection de
(A) avec 1'horizontale H de cote 439. On lit i'abscisse cu poirt d’intersection Xx = 142,

Or on note que cette abscisse Xx ne dépend pas de h, car une modification de h

se traduit par une translation générale du systéme { courbe (S), droite (A ), horizontale H )

ce qui n'affecte pas l'abscisse X du point d'intersection, d'ou :

7,9
2-Xe” Tooon
A 1a valeur - 0,3 du parametre ®doit &tre associée la valeur %—ﬁ%—%}i—ﬁ du parameétre a

Les coefficients de la liaison (@& , a) ne dépendent que des caractéristiques thermi-
ques du chiteau (chaleur spécifique, conductibilité),

I1 se peut toutefois que la modification de 1'épaisseur du plomb, qui réagit sur le
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temps réduit conduise & modifier te cholx du purametre @ lul m@ie, I faudrait alors former
les normes de la nouvelle associatlon,

En particulier pour les dimensions du chteau PREGASE b - 0,115 e - 0,02 ona

a--9,3 s a=20,50

4° Relation ''température flux'' sur la coque obtenue a partir de la solution théorique -

Montée en température,

. V o s
A partir des valeurs (@ = - 0,30, a = 0,50), Ve et g—x , relatifs a la coque

X, = 0,25, sont calculés par les formules complétes (23), Les fonctions (z) et SO (z)

S
-0.3 ,2

utiles au calculs sont tracées sur la figure 2. Un nouveau coefficient de proportionnalité

K' Valeur maxima du flux lu sur la courbe (S) _1371h _ 262,63

rr rd
Valeur du maximum de ﬁ% selon la formule (23) 0,783 0,783
e

= 335,4

permet de réajuster la solution théorique a la courbe (3). La relation ''température flux''
obtenue, & la coque, a partir de la solution théorique (T) - & comparer avec la loi de STEFAN

(S) - est donnée paramétriquement en fonction du temps par :

X:K'Ve s Y = K!

(S} et (T) sont portées sur la figure (4), le temps réel T = 1 520 t est indiqué entre parenthéses.
L'accord des deux courbes nous semble excellent jusqu'a une quarantaine de minutes (2 100'"),

I.a discordance graphique aux environs de l'instant initial ne doit pas faire illusion, elle ne se

maintient qu'un trés courts instant - de une & deux minutes - son incidence est tres faible, On
peut d'ailleurs se demander si une mortée en flux, telie que la décrit la solution théorique n'est
pas plus réalist e qu'un flux situé d'emblée a valeur maxima,

Satisfait de l'accord de la courbe flux-température ghtenue par voie thiorigque sur

la coque avec la loi de STEFAN, jusqu'et aprés la demi-heure fatidique, nous avons poursuivi

le calcul des températures et joint a la courbe de montée en température sur la coque

K'V (0,25 ;1) = K! \"e formule (23)
celles relatives au contact

plomb-acier K'U (0;t) = K" U0 formule (20)
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celles relatives a8 l'abscisse
n,25 dans le plomb K'U (4,25 ;1) foriule (1Y ou (22) (e exploitant les caiculs

(( déju fuits pour la coque

celles relatives a la face

interne du plomb K'U (1 ;t) =K' U1 formule (20 his)

Ces courbes sonttracces sur la figure 5, les points cerclés indiquent les tempé-
ratures trouvées par un calcul sur ordinateur (résolution numérique de 1'équations aux dérivées
partielles). L'accord nous paraft honorable., Toutefois les divergences s'accusent sur la face
irterne du plomb., Riend'étonnant & cela puisque le milieu '"plan équivalent'' du milieu cylin-
drique original a été ajusté au contact. Il est naturel qu'une légeére distorsion se produise a

proximité de la face interne.

Remarque - Comportement de la température et du flux aux extrémités,

I1 est intéressant de préciser ces points, afin d'8ter toute appréhension lors du

tracé des courbes., Nous nous placons sur une section d'abscisse x dans l'acier par exemple,

1° Au voisinage de l'instant iritial.

Selon le premier terme du développement asymptotique (13) :

2
] (@ - x)
a a-x 5-2(1 a xza_l e_ 4t
t Sq ()M (=X &
a
vVt 2 Ve
, 2
1 1 -la - )
-Q -z -— - 24 2Q 1t
2 a-x 2 a-x
t S (——— )t { 5 ) e
a+- \ t
d'ou
1 oV a-x
t— 0 \Y be 2t e

I1 en résulte que la courbe température-flux a une tangente verticale a l'origine,
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2° Pour un temps infini,

R e I

-

o0 1 -0 1

a 2k 7~ @ 5 -

Va, 2t > Sq (‘F) t Se (z) dz = t S , (O

k=1 t 0 a’?

1 oo 1 1 ™

Y o Q= a-= -X-=
Bl-\-[m-zx < 2 Z 5 1(2k ) +Y t 25 (0) = - xt J S! 1(z)olz
* oyt e %ty Vit «+1/2 , €43

-a- =
+Yt Sa+l(0)
2
1
> - P
VAo t S 1 = n 3
a- 30 (‘2‘-0)
t —o8
1
1 ---Q
,f—Vw(xw)t-a-E 5 (0= (x+Y) t—zl———
X &+ reg-a)

On en conclut que la courbe température-flux admet 1'axe des abscisses pour

asymptote lorsque L <qQ < % , en coordonnées bilogarithmiques une asymptote oblique de

a +
pente -1-& .

a-1/2

Manuserit regu le 13 septembre 1967
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