CEA-R-3151 - CHAKO Nijcholas
CONTRIBUTION A LA THEORIE DE LA DIFFRACTION

Sommaire, - Dans une premidre partie nous présentons un
exposé général de la théorie moderne de la diffraction. La
théorie rigoureuse est fo.mulée A partir de 1'équation d'onde
scalaire et aussi des 4quations de Maxwell, comme un pro-
bléme aux valeurs limites, Cependant, un tel programme n'a
pas encore été réalisé jusqu'a présent, mé&me pour les plus
simples des systdmes optiques, A cause de la complexité

de ces conditions aux limites, Les développements récents
montrent clairement le caractdre approximatif des théories
classiques de Fresnel et Young, formulées rigoureusement
par Kircnhoff et Rubinowicz, Elles montrent aussi l'insuffi-
sance de ces théories, pour expliquer un certain nombre de
phénomenes de diffraction, Nous avons fait 1'étude de ces
différentes théories approximatives, y compris une tentative /
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Summary, - In a first part, we have given a general and de-
tailea treatment of the modern theory of diffraction, The ri-
goreus theory is formulated as a boundary value problem of
the wave equation or Maxwell equations, However, up to the
present time, such a program of treating diffraction by opti-
cal systems, even for simple optical instruments, has not
been realized due to the complicated character of the boun-
dary conditions, The recent developments show clearly the
nature of the approximation of the classical theories origi-
nally due to Fresnel and Young, later formulated in a rigo-
rous manner by Kirchhoff and Rubinowicz, respectively and,
at the same time the insufficiency of these theories in
explaining a number of diffraction phenomena, Furthermore,
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mites.

La deuxiéme partie contient une analyse mathématique
générale de la diffraction des aberrations.

Aprés un exposé des aberrations géométriques et ondu-
latoires selon les développements classiques et modernes
{Nijboer), les intégrales représentant le champ dans 1l'espace
image, ont été évaluées. Les formules obtenues généralisent
tous les résultats des chercheurs antérieurs. Pour la com-.
parer avec la théorie de Zernike-Nijboer, nous avons dévelop-
pé et généralisé notre théorie dans le cas des ouvertures non-
circulaires et pour des systémes optiques qui ne sont pas de
révolution, La fonction d'aberration est développée en poly-
ndmes orthogonaux sur l'ouverture de la pupille de sortie,

La fonction d'image a été calculée, pour des ouvertures
triangulaires et elliptiques, dans le cas d'une seule aberra-
tion du troisiéme ordre. ole

we have made a study of the limitations of the approximate
theories and the recent attempts to improve these,

The second part is devoted to a general mathematical
treatment of the theory of diffraction of optical systems in-
cluding aberrations,

After a general and specific analysis of geometrical
and wave aberrations along classical and modern (Nijboer)
lines, we have been able to evaluate the diffraction integrals
representing the image field at any point in image space
explicitly, when the aberratipns are small. Our formulas
are the generalisations of all anterior results obtained by
previous investigators, Moreover, we have discussed the
Zernike-Nijboer theory of aberration and generalised it not
only for rotational systems. but also for non-symmetric
gystems as well, including the case of non circular apertu-
res, The extension to non-circu;lar aperturep is done by







Tous ces résultats sont valables, quand les aberra-
tions sont trés petites, c'est-a-dire quand la déformation de
'onde réelle est inférieure a la longueur d'onde. Mais nous
avons étudié le probléme de la diffraction, quand les aberra-
tions sont plus grandes que la longueur d'onde, par l'appli-
cation de la méthode de phase stationnaire qui permet 1'éva-
luation des inégrales multiples A grand paramétre et qui a
été développée en détail dans notre deuxiéme thése,

Enfin, les méthodes ont été appliquées au probléme de
la diffraction par des ondes corpusculaires, dans un systéme
d'optique électrorique, ol elles satisfont A 1'équation de
Schrbdinger.,
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introducing orthogonal functions or polynomials over such
aperture shapes,

So far the results are valid for small aberrations, that
is to say, where the deformation of the real wave front
emerging from the optical system is less than a wave length
of light or of the electromagnetic wave from the ideal wave
front, If the aberrations are large, then one must employ
the method of stationary phase, A ccmplete mathematical
treatment of this method of evaluating multiple intcgrals con-
taining a large parameter will be found in our second thesis,
including applications,

Finally, we have given a detailed development of the
diffraction theory of corpuscular waves by an electron apti-
cal system, satisfaging a Schrbddinger equation,
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

La théorie de la diffraction, fondée sur la conception ondulatoire de la lumiére est dle & Tho-
mas YOUNG (1801) et & Augustin FRESNEL (1818). Ils ont basé leurs idées sur le principe de Huygens
qui assimile la propagation de la lumiére i celle @'un mouvement ondulatoire. Les deux savants ont
approché le problédme de diffraction de la lumiére, de points de vue différents. Young a remarqué,
comme Newton avant lui, quelesbordsd'undisque oud'un écran et en général ceux d'un obstacle placé
en face d'une source de lumilre, sont brillants et illuminés, m&me quand 1'observateur ne peut pas
voir directement la source de la lumitre.

En d'autres termes, les bords agissent comme une nouvelle source de vibrations lumineuses,

A la suite de ses observations et de ses expériences sur les trous, Young pouvait inférer que
le bord d'un écran et, en régle générale, celui d'un obstacle quelconque, placé dans un faisceau lumi-
neux devient une source secondaire, émettant des ondes secondaires divergentes en diverses direc-
tions. I1 a expliqué la diffraction de la lumiére par l'interférence de deux ondes, soit deux ondes se-
condaires divergeant de points divers sur le bord de 1'écran ou de 1'obstacle, soit 'interférence d'une
onde directe de la source et une onde gsecondaire provenant du bord de 1'obstacle diffractant.

Le rayon direct {(onde primaire) est prégent en tous les points de 1'espace illuminé directement
par la source et se propage selon les principes de 1'optique géométrique.

11 est représenté par la forme mathématique de 1'onde incidente imperturbée. Un autre nom
pour l'onde primaire est 1'onde géométrique,

Selon les principes de 1'optique géométrique, 1'onde primaire ou géométrique est limitée a la
région de 1'espace, qui regoit 1'illumination directe du rayon de la source de lumi2re. Alors la lumi&-
re ne peut s'étendre jusqu'a la région obscurcie par 1'obstacle et par conséquent, la fonction d'onde
dans la région d'ombre disparait complétement,

La fonciion d'onde qui représente la distribution de la lumidre, de 1'onde géométrique, présen-
te une discontinuité sur le bord de 1'ombre ; en d'autres termes, il y a une obscurité totale dans la
région d'ombre créée par 1'obstacle diffractant.

D'autre part, 1'onde secondaire ou 1'onde diffractante, divergeant des bords de 1'obstacle pro-
duit une vibration lumineuse non seulement dans la partie illuminée par 1'onde primaire, mais aussi
dans la région de l'ombre, de sorte qu'il y a une illumination dans tout 1'espace. Ainsi, la vibration
lumineuse résultante est en chaque point de 1'espace la Buperpositior de 1'onde primaire ou géométri-
que et de 1'onde secondaire diffractée, Puisque 1'onde géométrique est discontinue au bord de 1'ombre,
il faut que 1'onde de diffraction comprenne une partie, qui compense la discontinuité de 1'onde géo-
métrique, parce que la vibraticn lumineuse est continue dans tout l'espace,

Selon Young, la diffraction se présente,quand on fait interférer deux ondes., De cette manidre,
il pouvait rendre compte de la présence des franges d'interférence dans la région de 1'ombre, produi-
te par les trous, La décomposition mentionnée ci-dessus d'une onde lumineuse en une,onde géométri-
que et une onde de diffraction, ressemble 2 la théorie de 1a diffraction de la lumiére de Newton, qui
1'a formulée A partir de 1'idée que la propagation de lumiére est de nature corpusculaire. Ainsi, 1'on-
de ou le rayon primaire est dQ a l'arrivée directe des corpuscules lumineux venant de la source, qui
8'éloignent 2 une certaine distance des bords de 1'obstacle diffractant. Cette partie s'accorde avec les
lois de la mécanique classique, A présent, nous savons que la description des corpuscules lumineux
par la mécanique classique et la description de 1'onde primaire par 1'optique géométrique, donnent un
résultat identique pour l'intensité lumineuse dans 1a région illuminée. En effet, les propagations des
corpuscules et des rayons lumineux (1'onde primaire) sont soumises 2 des équations de méme genre,
les équations de Hamilton,




Afin d'expliquer les effets de la diffraction, Newton supposait que les corpuscules lumineux,
en passant tout prés des bords de l'obstacle présentaient une déflexion ou changement de direction,
dfle 2 l'influence du bord et par conséquent, quelques corpuscules lumineux passaient dans la région
d'ombre, Cependant, la théorie corpusculaire de Newton n'est pas arrivée a expliquer la présence
des franges d'interférence, dans la région illuminée et dans 1'ombre.

D'autre part, 1'hypothé¢se des corpuscules de lumie¢re de Newton est celle qui s'approche le
plus du concept moderne de la lumitre, c'est-a-dire le photon et la propagation de lumiére par un
intermédiaire, qui est le photon sans charge électrique. On sait aujourd'hui qu'a tout corpuscule en
mouvement, il faut associer un mouvement ondulatoire onla longueur d'onde est donnée par la formule
de M. de Broglie.

Dans 1l'espace libre, un tel corpuscule est représenté par une 'onde plane. Mais afin d'expli-
quer la diffraction, il faut introduire une espéce de masse pour le photon, qui sera sous l'influence
de 1'obstacle. Jusqu'a présent, cette hypothése n'est pas encore vérifiée par les expériences,

Fresnel a fondé sa théorie de la diffraction de la lumiére sur le principe de Huygens (ondes
enveloppes) et le principe des interférences. Suivant cette théorie, chaque point de la surface de 1'ou-
verture, devient la source d'ondes secondaires (ondelettes) divergentes qui interférent,

Plus tard la théorie de Fresnel a été mise en forme mathématique rigoureuse par Helmholtz
et Kirchhoff, & partir de 1'équation des ondes scalaires. Du point de vue de la théorie de Fresnel, la
vibration lumineuse est continue en tout point de 1'espace et se trouve singuliédre seulement aux sour-
ces propres. En conséquence, il n'y a aucune discontinuité de lumiére ou du champ de 1'onde, lors-
qu'on traverse le bord de 1'ombre, du c8té illuminé au c8té de 1'ombre, comme c'est le cas pour la
théorie de Young. La théorie de Fresnel, vérifiée par des expériences a prévalu, depuis longtemps,
dans le domaine des phénomenes de diffraction. Young lui-méme, acceptait 1'explication de la diffrac-
tion par Fresnel, comme supérieure a la sienne, Cependant les idées de Young ne furent jamais aban-
données et 2 la fin du dernier siécle et spécialement pendant le premier quart du ndtre, elles se trou-
vérent mises de plus en plus en valeur par les travaux théoriques et expérimentaux de nombre de
physiciens. A présent nous savons que la discontinuité de la lumitre a la traversée du bord d'ombre,
n'existe qu'en apparence. La séparation de la fonction d'onde en une onde géométrique et une onde de
diffraction, est un artifice mathématique pour simplifier 1'expression intégrale, représentant le champ
total dans la formulation de Kirchhoff pour le probléme de diffraction.

L'expression mathématique du champ total, donnée par 1'intégrale de Kirchhoff sur la surface
des obstacles diffractants ou ouvertures dans un écran, peut &tre transformée de telle fagon, qu'une
partie corresponde A l'onde géométrique et 1'autre partie & 1'onde de diffraction, qui est donnée par
une intégrale de contour prise sur le bord de 1'obstacle ou de l'ouverture. De plus, lfintégrale de
contour posséde une discontinuité a travers le bord d'ombre, dont 1a grandeur est la moyenne de celle
del'onde géométrique. Sa phase change tout & coup deX lorsqu'on passe du cdté illuminé au c6té som-
bre, Ce changement soudain de phase dans 1'intégrale de contour compense la discontinuité de 1'onde
géométrique. Le champ total est continu en tout point de 1'espace. Cette décomposition dé 1'intégrale
de diffraction de Kirchhoff, sur toute 1'étendue de la surface d'ouverture en une onde géométrique et
une onde de diffraction, a été réalisée par Maggi et surtout par Rubinowicz. Elle a été plus tard géné-
ralisée par d'autres pour expliquer la diffraction électromagnétique.

Du point de vue de la formulation mathématique, les deux théses de Fresnel et Young s'accor-
dent bien, pourvu qu'on interpréte correctement les résultats mathématiques obtenus, & savoir, d'une
part, les expressions obtenues pour les intégrales doubles de Kirchhoff et, d'autre part, la transfor-
mation Maggi-Rubinowicz de 1'intégrale double,

En effet, quand la longueur d'onde de la lumidre est courte comparée A la dimension des obs-
tacles diffractants et 1a distance au point d'observation, 1'évaluationde l'intégrale double de Kirchhoff,
par la méthode de la phase stationnaire, donne un terme, qui correspond 2 1'onde géométrique ; en
plus, il y a une contribution provenant du bord de 1'obstacle, qui correspond A 1'onde diffractée de
Young. Ces points, situés au bord de 1'obstacle, sont placés de fagon que la somme du chemin optique
de 1a source, jusqu'ad ces points et de ces points au point d'observation obéissent au principe généra -
lisé de Fermat. Cela veut dire que les points sur le bord sont des points stationnaires de 1a fonction
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de phase, qui apparaft dans l'intégrale de diffraction de Kirchhoff. Les résultats s'accordent avec la
formulation de Rubinowicz du principe de Young.

Néanmoins, il faut dire que les deux théories, celle de Fresnel formulée par Kirchhoff et ses
extensions et celle de Young ‘ormulée par Rubinowicz et son extension, sont des théories seulement
approximatives. Une théorie exacte de la diffraction de la lumiére ou des ondes électromagnétiques,
devrait étre fondée sur la solution de 1'équation d'onde scalaire ou des équations de Maxwell, remplis-
sant les conditions de limite et de régularité, C'est-a-dire qu'il faudrait formuler la théorie, comme
un probldme de valeur aux limites et de valeur initiale de 1'équation d'onde scalaire ou des équations
de Maxwell.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons une formulation rigoureuse de la théorie de la
diffraction de la lumiére et des ondes électromagnétiques, fondée sur les équations d'onde et celles de
Maxwell. En plus nous montreronsle caractére approximatif desdeux théoriesde Young et de Fresnel,
telles qu'elles ont été formulées par Rubinowicz et Kirchhoff, et leurs extensions modernes.

Du point de vue moderne, une théorie rigoureuse de la diffraction et la formulation des phéno-
menes optiques en général, doit prendre en considération la double nature de la lumiére, comme onde
et comme corpuscule. Dans toute théorie de la diffraction, il faut introduire le concept de photon de
lumiére. Parce que les idées fondamentales de la théorie classique de la diffraction, sont basées sur
le caractére ondulatoire de la lumiére ou du champ électromagnétique classique, cette théorie ne don-
ne qu'une description incompléte de la diffraction et des autres phénomeénes optiques. En effet, toute
théorie de rayonnement et de son interaction avec la matiére, y compris la diffraction et 1a formation
d'image par des systémes optiques devrait étre formulée selcn les principes de lathéorie des quanta et
non selon les principes classiques du rayonnement. Ces derniers donnent seulement une description
approximative des phénomenes physiques réels. I1 est nécessaire d'introduire la thécrie des quanta de
lumiére, pour donner 1'explication d'un certain nombre d'expériences optiques, y compris les effets
de diffraction et la formation d'images, comme le montrent des travaux récents, par exemple, les
expériences d'interférence evecdes rayons lumineux d'intensité faible; les expériences de corrélation
pour la détection coincidente de photons, spécialement A propos des sources stellaires (radio-astrono
mie) et la production de champs cohérents d'une stabilité et d'une intensité élevés. Donc, une théorie
correcte des phénoméne= lumineux, comprenant la diffraction et 1'interférence devrait inclure le
caractére d'onde et le caractére corpusculaire de la lumiere. Les concepts classiques du champ élec-
tromagnétique et de son interaction avec la mati¢re, ne donnent pas une descripticn véritable et une
explication des phénoménes optiques.

Ces effets sont hors du domaine de la mécanique classique et de 1'électrodynamique classique,
Pour arriver 2 une description complete et correcte, il faudrait formuler une théorie, basée sur les
vrincipes de 1'électrodynamique quantique.
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CHAPITRE 11

THEORIE EXACTE DE LA DIFFRACTION

I. EQUATIONS FONDAMENTALES

La théorie rigoureuse de la diffraction de la lumiére est fondée sur les équations du champ
€électromagnétique de Maxwell, qui s'écrivent :

dD

3:="

(1a) VAH-

) v, Es 2B .5

vt
avec les conditions supplémentaires :
(2a) divD = P
(2b) divB = F

Les quantités £, J, représentent la densité de charge etde courant électrique et £ , J' repré-
sentent la densité de charge et de courant magnétique, quantités fictives, qui n'ont aucune signification
physique, mais qu'on fait entrer dans les équations du champ, afin d'obtenir une symétrie. En outre,
nous avons les équations de continuité, ou de conservation de 1a charge électrique :

2P,

(3a) divJ + 2t 0

et 1'équation analogue, pour la conservation de 1a charge magnétique fictive :
(Y4

] —

(3b) divJ' + 2t 0

On peut tirer les équations de conservation des charges (3), des équations (1) et (2), en prenant
1a divergence de (1) et la dérivée par rapport au temps de (2).

Dans divers problémes de diffraction, particulidrement en optique physique et instrumentale,
i1 est fait usage de champs monochromatiques, A savoir, de champs sinusoidaux de fréquence w . En
ce cas, on peut écrire les champs sous la forme :

-t

@ Fx;, 0= e @gx (i=1,2,3)

od F et g correspondent aux champs E, H, D et B, Les quantités J, J' et £, P peuvent également s'é-
crire sous la méme forme.

Portons (4) dans (1), on arrive a :

(5a) VAH+iweE = J
(5b) VAE-iwpH =-J'

ol les champs D, B gont liés & E, H par :

(6a) D = €EE
() B = p H

et pour les corps conducteurs, on a :

(7a) J =6 E
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(b) J* = &8'H
ol d , ' représentent 1a conductibilité électrique et la conductibilité magnétique.

Les équations (5a, b) sont les équations de Maxwell pour un régime stationnaire,

En général, les quantités & , ) dépendent des coordonnces (xi) «t du tempse t et dans les mi-
lieux anisotropes € , | sont représentés par des tenseurs du second ordre.

Mais dans ce travail, nous supposons, que ces quantilés sont des scalaires constants, indép.n-
dant de (xi) et de t.

Considérons un espace, rempli par un milieu homcgene et isotrope, défini par une permittivité
électrique £ et par une perméabilité magnétique ]}t - Les champs sont continus dans tout cet espace
(espace de champ), par exemple, 1'espace vide.

Si nous introduisons un corps conducteur, les champs E, H se modifient au voisinage du corps,
et d'une fagon, qui dépend de la forme du corps conducteur. Quand le corps est un conducteur parfait,
(conductivité o »®), les champs I" et H s'évanouissent A 1'intérieur du conducteur et satisfont A cer-
taines conditions sur la surface de celui-ci, et le courant est nuil A 1'intérieus du corps,

On dit, qu'un conducteur parfait est un réflecteur parfait pour les ondes. Sur les perties dites
réguliéres de la surface d'un tel conducteur parfait, les vecteurs électriques et magnétiques E, H sa-
tisfont a certaines conditions aux limites : plus précisément E reste toujours normal & cette surface et
H est tangent,

Nous avons donc, pour le champ électrique, la premiére condition aux limites suivante :

8) nL E =0 sur I

od I est la surface totale ou la partie réguliere de cette surface du conducteur parfait et n la normale
extérieure de £ , (fig. la).

Quand € =@ et p =0, on dit que le corps est un corps conducteur électrique parfait,
De méme, quand p -w, € =0, on dit que le corps est un corps conducteur magnétique parfait,
Ceux-ci sont des corps fictifs, car ce sont des abstractior.s qui n'existent pas en physique. Ils sont

introduits simplement afin de mettre la théorie des champs sous une forme symétrique,

Dans cette hypothése, on obtient une condition pour le champ magnétique H, sur la surface du
corps magnétique parfait :

(99 nAH =0 sur &'

od X'est la surface (régulidre) du conducteur magnétique. {voir fig. 1b).

Fig, 1

a) Corpe électrique parfait : b} Corps magnétique parfait :
E est paralleéle a n, H est parallele a n,
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II. DISCONTINUITES DES CHAMPS ELECTROMAGNETIQUES

Prenone une surface régulidre quelconque I et sa normale extérieure n. Cette surface peut-
&tre la surface d'un corps conducteur, qui div.se 1'espace de champ en deux parties. Les composantes
tangentielles des champs, s'écrivent alors :

(10) nAE ='J's

nAH =Js

ol Jg et J'g sont des vecteurs arbitraires, mais continus et se trouvent toujours sur lé plan tangent a
chaque point de la surface XL , oi ils sont définies. Par suite, nous avons pour les composantes nor
males des champs, les relations :

i i
(11a) (n.E} =55 VAH =75 V (np H)
™\
= - jidiv. J
tw
s
(11b) (n. H) =i div, J*
'L

Les relations (11a, b) se calculent en appliquant les équations de Maxwell (5) et la relation:

(12) 9A T =0 sur ¥

en supposant que ¥. est une surface lisse., Les relations {11a) et (11b) ne seront pas valables en cas
de discontinuités du plan tangent, c'est-a-dire, quand il peut exister plus d'un plan tangent (aréte,
sommet, point conique de L, ,etc...).

La divergence ER, apparaissant dans (11a) et (115), agit sur un vecteur de la surface X et se
définit d'une fagon semblable A 1'opérateur tri-dimensionnel.

Supposons, que les vecteurs du champ prennent des valeurs différentes, suivant que 1'on 8'ap-
proche de L d'un cOté ou de 1'autre (fig. 1), Représentons par E+, H+ et E_, H_ les valeurs de E et
H du c6té de la normale extérieure 2 I et par E., H_ les valeurs du c0té opposé. Alors, la disconti-
nuité du champ électrique, A travers ¥ s'écrit : E4 - E- et celle du champ magnétique H+ -H . Les
discontinuités des composantes tangentielles de E et H sont données par : (fig. 2), N

(13) mnAE -E))= T
(nAMH_-H))=1J

fig, 2
a) Surface électrique mince b) Surface magnétique mince
et celles des composantes normales par :

o

(148) (n.(E, - E)) =55

P
divJ
"]
i~
(14b) (n.(l-l+ - H-)) =£wdiv J'.

Quand ¥ est la surface d'un conducteur électrique parfait, ona E.= H.= 0 et :
(15) (na H+) . J'
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puisque pour lee conducteurs parfaits (n a E+) = 0 du fait de la condition (8),

La quantité J_ est maintenant le courant électrique superficiel, engendré par le champ magné-
tique H, sous la forme d'un tourbillon de surface.

De méme, la composante normale du champ magnétique est continue A travers £ , mais le
cha:ap électrique subit une discontinuité, donnée par :

i~
(16) (n.E’) = -wdw Js

Soit &, la charge électrique superficielle sur & , nous tirons de (3a) 1'équation de continuité
pour la charge de surface, c'est-a-dire :
~N g
amn div JS “fwo oW
D'autre part, si la surfaceXl est la surface d'un corps magnétique parfait, les discontinuités
des composantes tangentielles et normales des champs, s'écrivent sous la forme suivante :

(18) (n A E'+) =‘J's

. S - i 6,Ww
(18»)  (n.H)) l’“‘)dw I i%y
JC', étant définie comme la charge magnétique (fictive) superficielle d'un conducteur magnétique par-
fait,

Supposons maintenant, que I soit la surface d'un écran, fait d'une matiére conductrice excel-
lente, -comme le cuivre, 1'épaisseur de cet écran étant plus petite que la longueur d'onde de 1'onde 1lu-
mineuse, ou électromagnétique. En ce cas, la condition aux limites (n A £) = 0 sur chaque cdté de
1'écran, ou de la feuille de métal, sera presque satisfaite, Et, si I'est la surface d'une ouverture
dans un tel écran (écran conducteur parfait), alorssur L’ on aura approximativement (n A H) = 0,

En général, il faut remplacer les conditions aux limites mentionnées plus haut, par une rela-
tion linéaire - (ou une autre encore plus compliquée), entre les composantes targentielles de E et H,
Parfois, ce genre de relation est appelé : relation d'impédance. quand le nombre d'onde k, définie
par k2 =w2t:y, n'est plus réel, mais contient un petit terme imaginaire, Ce point de vue permet de
définir un soi-disant "écran noir", (en fait un "écran gri qui a joué un grand rdle dans le passé,
dans la théorie de la diffraction de la lumiére et des ondes électromagnétiques,

Introduisons, par exemple, sur les surfaces L etZ'des polarisations électriques et magnéti-
ques pe et pm. Les discontinuités des champs a travers I et %' g'écrivent alors :

(19a) nA (E_-E) = ipmw

(19) na(H_-H) = -ipw

et 8'ajoutent aux conditions aux limites (14a) et (14b), De telles conditions aux limites sont satisfaites
par les surfaces de corps semi-conducteurs,

11I. DERIVATION RIGOUREUSE DU PRINCIPE DE HUYGENS
Formulation du Principe de Huyger.s pour 1'équation d'onde scalaire,

La propagation les ondes lumineuses, non-polarisées monochromatiques, obéit a 1'équation
scalaire de Helmholtz :

"
=

(20) Au+t k2u
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Soit u et v des solutions de (20), réguliéres dans un domaii.e fini K de 1'espace de champ, limité
par la surface & , régulitre et fermée (Fig. 3). Le théor2me de Green novs donne :

3 dV
{ - * =f - . 4 \
(21) vaAu u A v)dr . (vbn u’bn) dr
K-
e AN
/(- K-i’ )
\ " t
1o =
t .
\ R 4 ¥
LY
PRy IR
z
fig. 3
a) Région sans source fermée par X b) Région K ou les corps sont bien A l'intérieur del

(ainsi que les sources)

Supposcns que K contienne les sources, ainsi queles corps diffractants. Soit v(r) une solution
réguliere de (20) et u la fonction de Green g _(r/r'), pour 1'espace non-borné. La fonction de Green
est yine fonction symétrique de la distance entre les points r et r', c'est-A-dire :

(22) g, (r/r") = g, (r'/r)

Dans l'espace libre, on peut écrire g, (r/r"), sous la forme explicite suivante :
ik|jr-ry
e

(23) g, (r/rY) = : |
r-r

oulr-r| =R = V(x-x')2+(y-y')2+(z- 'z')2
Elle satisfait 1'équation suivante :

(24) (B +kPg (c/r) =-8 (r-r)

o & (r) est la distribution de Dirac tri-dimensionnelle et ol g,est régulidre, saufau pointr=r'; g,
représente une source unité, parce que :

(25) ‘/;grad' g, (r/r)yndf = -1

siT€ELetr'ekl

En désignant 1'intégrale du second membre de (21) par W(T/f') :
(28)  W(F/T) = v(P) V' g (F/F') - 9" (v(r")) g (r/r')

Sa divergence s'écrit :

(27) div W(r/r') =vA'go -~ go &'V
=-v(r)g(r-r"
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d'aprés (24) A' étant le laplacien pris par rapport a '

Alors, par l'intégration de (27) dans le volume K, on obtient :

(28) v(r) = i'ﬁfx V' W(r/r') df = ﬁjﬂ W(r/r') ndS

1 a2 dv(r) £1) i
T v{v(r)bn'_’On' } go(r/r)dr

"

lorsque r est i 'intérieur du dumaine K, limité par Z. et 'intégrale s‘annule pour r¢ K+ DK, c'est-
aA-direr # r'audehorsdeZ.

Cette expression nous donne la formulation exacte du Principe de Huygens®. La formule nous
dit qu'en chaque point intérieur A la surface, 1'onde lumineuse, ou le champ peut s'exprimer par
ikR
une superposition d'ondes sphériques £
av(r')

engendrées par des charges superficielles de densité

o et d'ondes di-polaires go(r/r') de densité superficielle v(r').

Cette formule reprégente sous une forme plus compliquée, la formulation par Fresnel du
Principe de Huygens, Pour les points en dehors de la surface, on remarquera que seuls subsistent
les ondes secondaires.

Notons que le choix de £ est en un certain sens arbitraire, La surface L peul se diviser en
deux surfaces, 21 et 22, 22 étant la surface extérieure et ):l, la surface intérieure, contenant

toutes les sources et tous les corps diffractants ou obstacles (fig. 3 et 4). Quand ¥ , tend vers l'infi-
ni, on peut prendre pour X 2 une sphere de rayon Rn et alors les contributions de 2{; A v(r), dispa-
raissent, A condition que nous posions une condition sur le comportement de v(r) 2 1'infini.

» 82'

"---‘.-——-f-p———— -~ -

'] *gjvn
*x £ '
£y Q)
" .""" ;“g ! ©0
' ‘4 P /
\\\ ~‘.... -.—a}:‘: p)
‘\____ . ,'\w
I;-—-—,..-O
fig. 4

Mais dans le cas ou un chamg d'ondes est engendré par une source P (x,y,z), il satisfait 1'é-
quation d'ondes non-homogénes de Helmholtz,

{20)Au + k2u = - -e {x,v,2)

Dans ce cas, la fonction u est donnée par l'intégrale de surface (28) complétée par une
intégraie de volume, de 1a forme :

f'K Py g, (r/8) dpe

qui apporte 4 ta fonction d'onde v(r) les contributions de toutes les sources contenues dans Je volume
K.

"
- Voir les livres de Born et Wolf (1959) Stratton (1941) Sommerfeld (1954, 1965) Copson et Baker
(1950) et 1'article sur la théorie de la diffraction dans Handbuch der Physik (1961),
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La formule (28) doane :

(28)  v(r) -——fP(r')g (r/r") df* +—-f (VP o - Juir), g, (r/r") o

Les généralisations du Principe de Huygens aux ondes non - stationnaires et dans diverses
dimensions d'espaces Euclidiens ou dans les espaces de Riemann sont possibles. Dans le cas de 1'es -
pace ordinaire (espace-temps) une bonne démonstration est donnée par Jores (1964) et aussi dans
Stratton (1941, 1961) Baker et Copson (1950), On remarque ici que proprement un Principe de Huygens
existe seulement pour un nombre impair de dimensions spatiales.

Mais au sens large, on peut associer chaque équation aux dérivées partielles hyperboliques 2
une sorte de Principe de Huygens généralisé, pour un nombre pair de dimensions - {Courant-Hilbert)
(1962).

La condition que nous posons pour v(r) et -—‘# quand 22 s'en va A 1'infini est la condition de

rayonnement de Sommerfeld, dont nous parlerons plus loin.

Dans ce cas, la formule (28) prise sur X |+ hous donne la valeur de v(r), quand r € K, reE

L'intégrale s'évanouit, quand r est dehors de Z , T ¢ K, ré Z Le vecteur n est dirigé a l'mténeur

de Z
Prenons pour ):l cette surface L , qui divise 'espace du champ en deux parties :

a) Une partie 2 l'extérieur de £ , dans laquelle aucune source ou corps diffractant ne se
trouve : on dénote cet espace par K+ ;

b) L'autre partie de 1'espace, contenant toutes les sources et tous les corps diffractants,
qu'on dénote par K-,

La frontiére ou bord de L , au c6té de 1'espace K, est dénotée parz et 'autre cbté vers K-
par £ _, (comme indiqué dans la hgure 3).

En franchissant la surface du domaine K, au domaine K_ nous verrons, que l'intégrale saute de

la valeur v(r') du cOtéE , a la valeur zéro, du c6té L ., La dérivée normale Bbm fait un saut de
]
bbv:lr) , quand on prend l'intégrale sur L + 2 la valeur zéro, quand l'intégrale est prise surl -,

IV. RELATIONS INTEGRALES ENTRE LES VALEURS AUX LIMITES

Considérons v(r) comme une solution réguliére de 1'éauation scalaire d'onde (20) dans un do-

*dvir)

maine K, limité par la surface Z . Lorsque v(r), ou sa dérivée normale 3n
rement sur L la solution est unique.

sont données arbitrai-

, . ) Ddv(r' .
Donc, il doit exister une relation entre v(r’) et .6vt(1r) pris sur la surface L , Pour trouver

cette relation, prenons 1'équation (28) et supposons que v(r) s'approche de la surface de 1'un ou de
l'autre cOté, Z + ouX -, r—»r'+0 sur le cOtéL + et r —~r' - 0 sur le c6té L -. Comme l'intégrale
(28) satisfait (20) dans le domaine K, celle-ci ne peut s'annuler que si, et seulement 8i v(r) et aussi

? v(r) v(r)

. , ?
> n s'évanouissent simultanément, quelles que soient les valeurs que v(r) et ¥ n prennent dans

K., quand r s'approche de la surface L. +, r —F' + 0, parce que pour r € K la valeur de l'intégrale
reste égale a v(r),

Si nous introduisons les deux fonctions (') et ¢ (T') données par :

(29) @ () = v* (f)
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v = (R,

o) T' est la valeur de r sur L +, r —r' + 0 l'intégrale (28) s'écrit alors :

| (30) vir) = = {‘f(r ) 2—-- @ (r')} g, (r/7') df*

pour r € K- et est égale A 2zéros8ir € K,
Consgidérons maintenant la valeur de la premi2re intégrale quand r —=7' + 0 :

(31)  lim j;:{(f(r') ‘::T } g, (r/8 df

r—r+0
od r' est la valeur de r sur £,

L'intégrale a'écrit alors :
1 ~ ~, ~ oy
(32)  v(r) =fﬁz{q 3= - @@ | g, /7 o
si r€K,

et:

1 ~
(3 0 = Imﬂ?'%-' P} g, /e are
\ sl r¢K,

Pour trouver la valeur de 1'intégrale (30) quand r —» r* +0:

lim
r—et' + o_/;: ¢ () ;bn, g, (r/T') dT.

Nous prenons un élément de surface deZ (Iyg) au voisinage de r, r€En. Dans ce voisinage, 1la
fonction de Green peut s'écrire de 1a maniére suivante :

kir-# ;
1] = 2 e——
(34) go (!’/l‘ ) 4m r-?.l 4“ lr'-?'l+ ........

Alors 2 la limite, quand r - ' , nous avons :
l
]

(35) g (/) "oz

47 |r-r
Par suite :
(36)  lim of ¢ () D g 7/
r-r+ 0y In’

--i?'- lim f § (r) — dr
r—T' 1 0Vp, Ir -7

“1_‘__ ] ]
+ lim ‘/;_,Zn ¢ )5 8, (F/F) dF

r—r'$+0
Dans 1a deuxidme intégnle .‘: g (r/r') est continue et bornée, De plus, nous avons :
_—— E 4
(37) —"—h, s 9 —r,rf- dw(r,)

ol dw est l'angle solide sous tendu par 1'élément de surface Zn au point r. Done, 3 la limite
r-er + 0, nous obtenons :

(38) lim f"(”bn- T d?-' =+ 2‘"?(?0)

r-rt0

ol ?o es(tl )un point sur £a. Quand on diminue X Q jusqu'au point ', on obtient pour (38) 1'expression

suivante .

(39) lim fq(i')%; g, (F/FP) di' = +Q(r)

s—+T+0L
’ by oY1 ]
f @ (T )-—n, g, (r/T) df
ol f est la valeur principale d'intégrale, quard 1'él1ément de surface L, tend vers le point r+0.

De la méme fagon, nous obtenons, pour la deuxiéme intégrale :

(40)  lim f‘f(r,) g (/i) a¥ = + 9 &)

r-'r+0

y D £/ df
+-f£ P (r") > g, (*/T) df

si § (') est une fonction continue dans L .

De la formule (39) et Y{40) nous tirons l'expression suivante, pour la valeur limite de 1'inté-
grale (32) :

i Ay D S /o) dR
@) lm (,J;[‘?"’zn- - g @] g, G/ o

r-—-r+

1 [ F< ? fod A IP1) An?
=ty @ tf,;{‘t(r'o’ 3 -‘P"o’} g, (F/F') aF

et pour la dérivée normale !%ﬁl , nous obtenons une formule analogue :

(42) 1im -—f {"(r.) '3 ‘P(r') } g(r/r.) d]"

r-r +0 L
ey o f lqe 2 (P(v')} g (F/%) df*

En nous souvenant que v(T) et %‘_rl, s'évanouissent sur L -, mais sont égales A v(T) + et

(__(_J%‘avnr ) + sur Z +; nous obtenons des relations (41) et (42), les expressions suivantes :
an  +ae -Sf{ne 3 -wr')} o (/3 4B

"?() n ‘bn {tp( -(y(f")}go(?/?')d?-'

(1) Une analyse détaillée est donnée par C, Miiller dans son livre important : Grundprobleme der
mathematischen Theorie elektromagnetischer Schwingungen, Berlin 1957,
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dv(t)

relations, qui doivent &tre satisfaites par les fonctions v (#) et sa dérivée normale ¥n c'est-a-dire,
les valeurs limites sur la surface & .

Le symbolef reprégente la partie finie ou valeur principale (au sens de Cauchy) de 1'intégrale.

Les relations (43) entre § (') et ¢ (') forment un systéme de deux équations intégrales, pour
les valeurs aux limites inconnues de la solution de 1'équation scalaire d'onde {20) et sa dérivée norma-
le. C'est I'intégration de ces équations, qui déterminera complétement la golution de 1'équation d'onde,
donnée par 1'expression intégrale (28).

Cette intéprale est la fondation rigoureuse de la diffraction pour les ondes scalaires de la théo-
rie de Fresnei-Helmholtz-Kirchhoff. Nous en discuterons dans les paragraphes suivants.

Malheureusement, il est bien difficile d'obtenir des solutions exactes pour {43), méme dans le
cas le plus simple, ol % eat une surface géométrique, non sphérique (Fock, 1965).

Cependant, on sait que 1'on peut attribuer des valeurs arbitraires sur Z:.(p(r) ou W(P). ou

bien, soit A v(f), soit a 31(1:—)
dn

Si on donne v(f) = v, (t) sur ¥ (probleme de Dirichlet), la normale 'b}w:) se calcule A partir de

l'une ou de l'autre équation de (43). Lorsque la dérivée ¢ ( rYy = q.!o (#) est donnée (probldme de
Neumann ), alors (f(f") = v+(f) se détermine en résolvant l'équation intégrale non-homogeéne de

Fredholm, de la seconde espéce, qui se tire de la premiere équation de (43):
1] - > 3 ] ol
(44) Qr) = () + 2f2 + §ENVS g (/e dF
o f (T') est une fonction connue de #, venant de :
~y = . 29 ~ Ay Ay
(45) € thtpo(r) g (F /7" of

d(¥)

De la seconde équation se déduit '€quation intégrodifférentielle suivante : pour 3T

%

an D 2 120 4
+§ ‘Po(r)ﬁ go(r/r)dr
Ly
La présence de la dérivée normale précédant le signe intégrale, rend 1'expression singuliére
quand f — ¢!, et 1'intégrale elle-méme n'est pas bornée, Afin d'éviter cette difficul*é, on faft une inté-

gration par partie, qui introduit une dérivée dans la fonction § () : Bouwkamp (1953, 1954) Baker et
Copson (1950),

)

00| =
—_—

ue) > f& Q(F) g (F/F)ar-

En somme, on peut conclure que le principe de Huygens est 1i¢ principalement a la solution
d'un des deux problémes de valeur aux limites, représentées par les équoations intégrales (44) ou (46).

Pour les probldmes de diffraction par un écran, la surface I est toute la surface de 1'écran,
c'est-A-dire les deux faces de 1'écran et on suppose que, soit le champ, soit sa dérivée normale, dis-
paraissent surune des surfacesde 1'écran, Dans ce cas, les singularités se trouvent A la source(d'on-
de incidente) ou sur les surfaces de 1'écran.

Dans 1a théorie de Kirchhoff, dont on parlera plus loin, on peut assigner des vnleur‘n arbitrai-
resd Y () et ¢ (7) sur la surface L . Lorsque celles- ci sont dénotées par @ _(F)et ¢, T) linte-
grale (28) s'écrit : ° °

1 a
4N vir) =— j ( (£ D . (#)) g (r/MdF
4TJE ¢ ) In’ Wo °
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Ceci estl'intégrale de diffractionde Kirchhoff qu'on emploie parfois dars la théorie dela diffrac-
tion, en particulier pour étudier la formation de 1'image en optique instrumentale.D'aprég 1'analyse

précedente ¥y, (#) et ¥, (#) ne sont pas les valeurs aux limites de v(r) et dvir) , obtenues sur la

dn
surface 2, + de l'obstacle diffractant , le champ v(r) ne s'évanouit pas, quand r est dans la région
K -, puisqu'il faudra que les valeurs aux limites v(r) et 1_?—';—) . quand r—sf soient liées par 1'équa-

tion (43), oubien(44) et (46). En général, \f (P et 7‘«0( #) ne satisferont pas simultanément les équations (44)
et (46)

Mais on peut rattacher ‘Po (T) et (Po (T ) A des valeurs limites sur L, en introduisant des dis-

continuités de la solution v(r) et sa dérivée normale 3 travers 2.,

Les valeurs de ¢ o (T) et q)o (T), se définissent directement avec 1'aide des équations (44) et
(46) qui donnent les valeurs limites de la solution v(r) et de sa dérivée normale 3V sur 1a sur-
face. Si v _(r) et (%T‘:—(r) ); , sont des valeurs limites de v(r) et._;% surD + et v (r) et 2

sur}, (fig. 5), alors nous prenons :

@ (F) = v, (F) - v (F)
(A)

(=]
—~
(o]
'
]
-
o
=
-
'
—
I

Si v(r) est régulidre et satisfait la condition de rayonnement, alors, pour les valeurs des dis-
continuités quelconques données (A), une intégration de fonction (26) sur tout 1'espace, bornée par la
surface de discontiruité £ , peut &tre prise sur la surface de tout le domaine lorsque la contribu-
tinn de la région infinie, limitée par une grande sphére, disparait, 4 cause de la condition de rayonne-
ment, l'application du théoréme de Greer (26) donne directement (47) ; de plus v(r) est une solution
de 1'équation d'onde régulidre dans tout le domaine et est uniquement déterminée par les valeurs don-

nées des discontinuités de v(r) et %ﬂ sur L .,

Nous remarquons ici, que dans la formule (47), la surface n'est pas nécessairement fermée:
elle peut étre un morceau de surface.

Pour montrer 1'unicité, prenons deux solutions de 1'équation d'onde A et vz ayant les mémes

valeurs de discontinuité (A) et satisfaisant la condition de rayonnement, alors la différence w = vy - Vg

est régulidre dans tout 1'espace et satisfera la condition de rayonnement. En appliquant le théoréme de
Green A (28), l'intégrale disparait, ce que veut direw = o.

C'est 1'un des avantages du probléme de 1a valeur discontinue d'étre beaucoup plus facile A ré-
soudre que le problé¢me des valeurs aux limites correspondant.

Quand les valeurs discontinues de la fonction et de sa dérivée normale surZ ou bien sur une sur-
face quelconque, sont simultanément données (voir 1'équation (A) ), nous obtenons 1'intégrale de
Kirchhoff (47) :
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' -1l D '
(47" v(r) = “J;: ( qo(r') M,-&pom 2, (#/f) dr

D'autre part, afin de représenter la solution de 1'équation d'onde v(r) par les valeurs aux limi-

tes v(#)ou bien aaV:‘?) surl . il nous faut connaftre les fonctions de Green correspondantes. Cela veut

dire, la fonction de Green de premiére et seconde espéce respectivement, pour la surface 2, , qui
gera singuliére, comme dans le cas de la fonction de Green dans 1'espace vide (Sommerfeld 1954,
1965).

Dans ces problémes, les conditions aux limites sont homogénes. L'expression explicite de
fonction de Green donne la solution du probléme de diffraction,

V- CONNEE€TION ENTRE LE PROBLEME DES VALEURS AUX LIMITES ET LE PROBLEME
DES VALEURS DISCONTINUES.

De ce que nous avons dit ci-dessus, résulte, qu'il doit exister une connection entre le problé-
me des valeurs aux limites et celui des valéurs discontinues,

Soit v(r) une solution de ''équation d'onde :

(28A)  (A+K2) v{r) = - S(r- r)

setisfaisant la condition aux limites de deuxidme espéce, —g—: = 0 (probléme de Neumann) sur le c6-
té de L +, d'une surface fermée et réguliére ¥ , ainsi que la condition de rayonnement. Le point r, est
un point quelconque au dehors de I . La singularité de la solution v(r) A r = ro. r, ¢ K+ est die A la

fonction de Green de deuxidme espéce pour l'espace libre; celle-ci est une onde sphérique et nous
écrivons : v(r) = Vo (r).

En isolant le point r, par une petite sphére S0 de rayon P , nous trouvons la contribution de
1'intégrale de surface sur Sg; elle est égale, d'apres la fonction (30) & : -4 T Yo (r) quand r —» r, ou

(P-'O) parce que ¢ (7) =Ebl(ni)=o' Donc on a :

= .l- _b__ o]
(48)  wv(r) = vo(r) + 4ﬂfg ¢ (*) 20 Rér/l") df

ol n' est la normale extérieure AL,

La fonction (f (t) = v, (#) est obtenue par 1'équation intégrale non-homogéne de méme forme
que (44) :
49 Lod) -1 g FVXs g (F/Ear = v (9
2 4N Zq dn' "o o

Quand le point r est hien a 1'intérieur de L (se trouve en K-), le champ s'annule identiquement,
v(r) = 0, et alors ¢ ( T ) eet 1a discontinuité de v(r) quand on franchit la surface de K. 4 K , Pour trou-
ver la fonction inconnue @ (), on peut résoudre 1'équation intégrale (49) par une méthode d'approxi-
mation successive (Franz.1949, 1950, Tricomi, 1956).

Nous commengons premidrement par ignorer 1'intégrale dans (49), ainsi qo (r) =2 Yo {r}). On
ajoute cette valeur de (P o (r) a (49) et on calcule v(r) d'aprés (48), ce qul donne 1'approximation d'or-
dre un, de la valeur exacte de v(r) pour le probléme de valeur discontinue, Cette approximation nous
donne une solution du probl2me de 1a diffraction d'aprés Kirchhoff.

Pour les approximations élevées, on suit la méthode d'itération (procédés de Neumann)
Tricomi 1956 Hamel, 1939),
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Cette méthode donne les approximations successives, de différents ordres, pour v(r), et la so-
lution est donnée par une série de Neumann, le terme principai étant 1'intégrale de Kirchhoff pour la
théorie de la diffraction.

Cependant, une telle solution ne méne pas a un probléme de valeur aux limites parce qu'on n'a
pas fait la preuve que la sériede Neumann converge vers une solution exacte de 1'équation d'onde et sa-

(1)

tisfait en méme temps les conditions aux limites . En effet le terme principal de la série de Neu-
mann, c'est-a-dir>, la solution de Kirchhoff (intégrale), n'est pas 1'approxima.ion d'ordre un du pro-
blédme des valeurs aux limites, mais celle du probléme des valeurs discontinues,

Nous avons vu, que dans la formulation originale de la théorie de Kirchhoff, le problé¢me des

valeurs aux limites était remplacé par le probléme des valeurs discontinues, avec vo(ﬂ = v () - v(t),
av
ano = (-é—v),+ - (%—:)_- quand on franchissait la surfaceZ . En plus, ces valeurs discontinues

n ~
f A Vv (r) ' . .
\A (r) et _SQtT“ ne s'étendent pas A toute la surface fermée de L , mais seulement A lapartie Zo,

accessible directement A 1'onde incidente de la sourc:, dans le scns de 1'optique géométrique. Alors,
la solution de Kirchhoff est donnée par :

= L— ‘! B BV (f") -~ ~y
(50) Yk (r) = Yo (r)+41'!fzo (vo (r") >0 Bon' ) }Zo(r/r‘)dr

D'autre part, ¥ o peut se déformer d'une maniere continue, en une surface quelconque %L T
pourvu que Zl ait les mémes bords que Zo, et qu'd chaque point r des bords d'un domaine K, limité

par o ¥ ., nous écrivions:

ll
v'o (r) = Yo (r)

Si r est bien dans ce domaine r € Ko, Vo (r) =0. La valeur de Yo (r) est donnée par une for-

mule de méme espéce que (50) prise sur Eo + I, avec la normale dirigée A l'intérieur de Ko. Alors,

l ’
1'intégrale sur L o + L 1 donne une partie qui remplace 1'intégrale sur % o de (50) due A 1a direction

opposgée de la normale a Zo et seule 1'intégrale sur 81 , reste . Cela sg'écrit:

] 1 D el 5y g
(51) VK(r) VO (r)+4“‘l‘21 (Vo (’s -bn, 'T ) g“r/r‘)dr
La solutionvy, (r) donnée par (50) ou (51) n'a plus de connection avec le probléme de valeur

aux limites, original, défini par les équations (48) et (49). On peut cependant 1'adapter a la limite des
ondes géométriques, parce qu'on peut choisir comme surface L 1’ la frontiére de 1'ombre géométri-
que,

Dans ce cas v o (r) décrit 1a distribution du champ optique géométrique.

L'intégrale de surface dans (51) donne ensuite, une correction A 1'optique géométrique, c'est-

d-dire un champ diffractant au sens de 1'optique ondulatoire, od 1# discontinuité du champ, due 2 v'o(r)
{onde géométrique) est compensée et la solution de 1'équation d'onde reste continue, comme nous

1'avons remarqué dans le chapitre I,

(1) Voir les travaux de Franz 1, c¢. ; Schelkunoff (1851)
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De plus, l'intégrale (51) subit A une diconstinuité, en franchissant le bord d'ombre qui, d'apres

y g4 dv, (F)
(A) est donné parvo(r)et —SQ————n .

Nous discuterons ce point autre part.

VI - FORMULATION VECTORIELLE DU PRINCIPE DE HUYGENS

Dans les paragraphes précédents, nous avons formulé d'une fagon rigoureuse le principe de
Huyrens, pour 1'équation d'onde scalaire. Maintenant, nous donnerons une formule analogue, fondée
sur les équations de Maxwell ou des équations vectorieiles du champ électromagnétique. L.a dériva-
tion de cette formule est fondée sur les équations de Maxwell (5a), misges sous la forme (1),

J

(1) VAH+iWEE

VAE -iWpH=-J'

ou bien des équations vectorielles du champ EOH :

(2) VAVAH-KE

VAVAE - k’E

{iWEJ + VAT

iwpJ - VA J!
et les équations auxiliaires :

(3) divH = B:—
divE = -B—

De plus on a les équations de continuité :

(4) divJ =i wP

divd' = iwfr

Pour trouver la forme correspondante du Principe de Huygens, il est né~essaire de construire
une fonction analogue 3 la fonction scalaire de Green (22), c'est-a-dire, une fonction de Green pour
les champs vectoriels F et H de 1'espace libre. Cette fonction qu'on peut écrire I' (r/r') est une fonc-
tion tensorielle, ou dyadique, symétrique par rapport aux deux points r et r' dans 1'espacelibre,
T (r:r') =T (r'/r) et elle satisfait, en outre, A 1'équation vectorielle suivante :

2
(5) GAVAT(r/r") - k° T (r/r") =-1§ (r-r)

o0 le symbole I est le tenseur unité. Alors I' (r/r') représente une source unité placée au point r = r!

Avant de donner la forme de I" (r/r'), appelons & un vecteur constant quelconque et supposons
qu'un vecteur g{r/r') soit défini par la relation :

(6) g (r/r") =3go (r/r")

ol g, {r/r') est 1a fonction scalaire de Green de 1'espace libre, donnée explicitement par 1'expression

(23), Nous obtenons immédiatement les propriétés suivantes pour g(r/r') :

(1) Nous supposons que £ , b sont des scalaires constants et W une constante,
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(N v, glr/r')
(8) w,vA&(r/rY)

(Vgo;\a) = . (AT go)
'a'V(Vgo) - ’a‘Ago

VOVg°+'3 k2g°+?; § (r-r
(Vo v+ k2 ) go(r/r') +88(r-r

-
a
-
a

parce que g (r/r') satisfait 1'équation scalaire d'onde :
(a) (A + k2) go(r/r') =-&8tr-r
Puisque a est un vecteur constant, nous avons :
b (B+kP) ge/r) = -2E (r - r)

Le tenseur de Green [ (r/r') satisfait 1'équation (5) et pour les points trés 4loignés d'une sour-
ce, il décrit une onde sphérique divergente., Pour trouver la forme explicite de " (r/r') on prendra la
divergence de I" (r/r'). D'apres (5), cette divergence est donnée par l'expression suivante :

9 k2. T(e/e) =1 (V. §(rr) = -1 (Vi §(r-r)
parce que la divergence d'un rotationnel est nulle,

Par conséquent, nous obtenons, si nous avons (5), 1'équation importante :

vov

(€ (A+k%) T(r/r) = ( >+ 1) § (r-r1)
k

Cette équation est satisfai‘e quand on prend pour T (r/r") I'expression suivante :

(10 Tr/r) = - (L2 +1 g (/1)
k

si la fonction go(r/r') satisfait 1'équation d'onde (a).

Mais la divergence de [" (r/r') donnée par (9) impose la limitation suivante sur go(r/r') :

(d) (V+V) g, (r/r') =0

c'est-a-dire que g (r/r') est une fonctionde la distance | r - r'|des deux points r et r'. Donc une solu-
tion de (d) bien connue est de la forme :
ik jr-r'|
g (r/r") = A e
o 4T ir - r'|

donnée déja dans le paragraphe 3, formule (23),

A partir de cette valeur de o (r/r')1le tenseur de Green est donné sous la forme explicite sui-

)

vante
, n o= - (vov R ik |r-r'|
(10) I (r/r) - (Tkz + 1) AT LR
= T(r'/r)

Le tenseur de Green dans 1'espace libre est symétrique par rapport aux points r et r'o. On .

VI=-9'T, VAT = -9'Tet v,I' = (Vg ,al), (T, T)=(F,Vg,)

(1) Notre expression de[' (r/r') est le négatif de la formule donnée par Levine et Schwinger (1950).
Ceci est dfi au signe de la fonction delta de Dirac dans 1'équation (5) satisfaite par [ (r r'),

-27 -




Pour dériver une fermule analogue A celle relative au cas d'une onde scalaire, nous multiplions
la premiére équation de (2) par g(r/r') et 1'équation (8) par H et aprés soustraction nous obtenons :

(11) gr/r') Vo (VA H) - HV, (VL glrr')

= zgo(l‘lr') VA J + iw&i’go(r/r‘) J
- HV (Vv (?go(rr'))) - ?goH S(r- r')

Soit K un domaine régulier limité par une surface fermée et réguliere Z. Si les fonctions
E, H J, I, VA J, VA J', VJ, VJ' sont continues dans K et sur L , alors 1'application du tnéoréme
de Gauss donne :

. fx{g (r/r') VA (VA H) - HV, (V g(r/r'))}dr'

=f {iwﬁ'a'g (r/e) J' + B g (r/r) (VA J)
K o o

+HY (2T g (r/r') +3H8(r-r')}dr-

Mais d'apres la formule yectorielle de Green, 1'intégrale A gauche de (12) est égale & 1'inté-
grale sur la surface £ enveloppant l'espace K :

(13) -f{s(n/\ H) A, V go-igo(vA H)} dag!
pX
=-f 'd’{(nAH)A Vgo- iw& (n 5 E) go}df'
r

parce que pour l'autre terme - 3go. (J.Ao n) =0, n o8t normale au vecteur J situé sur L .

En outre, on peut écrire le troisi¢dme terme A la droite de (12) sous la forme :

(13')f Hv(V(Eg))do'=-f (V H (£ V g)adr
K ° K °

=f nH)(EV go) das!
b

Quand on tient compte de(13) et de(13)' et du fait que ¥ est un vecteur quelconque, on obtient®:

(14 He) =55 K[iwﬁ g (rlE) + 0, Vg (r1F") 4+ (VH), Vgo(rlr')] dr'

+—:—“—J;{iw8 (n A E)go(r/f')_(n A H A Vgo(r| r') —(Hn) Vga(r, ru)} d

pour tout point r dans le domaine r € K,

Si r est dehors de ce domainer ¢ K, r ¢ L, la somme des intégralee s'annule identiquement :

1
(1) o oy K{inJ'go + JaA v go+(VH). Vgo} dr!

1
v z{iwe (n A E) g, - (np H) A Vgo- (Hn) Vgo} dp’

sV V., V.
r
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D'aprés les équations de Maxwell une permutation de H et E, ' et J et r et £ conduit 2 une
formule analogue pour les champs électriques.

1 .
{16) E(r) sl K{lergo-J'A Vg°+(VE) Vgo}df

1
Tam b {iwr(n'\ H)go‘.("" E) A vgo

+ (E.n) Vgo} d ?'

ei r € K, et E{r) s'annule identiquement.

21 f [} fr
(17) 0 —Tﬁj;(llwr.lgo-.l,\Vgo"'(VE)(Vgo)}dr

1 , '
-Wj;: {1wr(n,\ H)Eo"’("AE)AVEO + (E.n) Vgo} dp!

pour r ¢ K et rérL.

et

.
0 = 4"fx {iw.llJ go-J'A Vg°+(VE) (vgo)}dr.

(17) ‘:?J; {i“’f‘ (na Hig, +(np E) A Vg, * (En)Vg, } ar’

Soit ﬁ une quantité possédant les propriétés suivantes :

B =1 rek
p=0 r¢K, r¢£

nous écrivons les équations (14) (15) et (16) (17) sous la forme simple :
1
(A) ﬁE(r) z.ﬁ'—fx {w)r J go - J'A- Vgo+ ‘E Vgo} dr'

1
), {mr(nA H)g +(na E)y Vg_+ (En), Vgo} dp

(B) Pu(r) = ':—w—f

-E'
« {lweJ'go‘FJAVgo‘F 3 Vgo } dr'

Q%TJ;: {in (n A E) g, - (np, HHpo V €o- (Hn)Vgo}dh

quand on introduit les relations :

w-L  owm. L

3

Cas particulier :

Si les courants électriques et magnétiques J et J' sont nuls dans K, les champs électromagné-
tiques satisfont aux équations : :

V,H+iWEE = 0




VA E-iwpH =0

Alors les intégrales, prises sur K, dans les expressions (A) et (B) disparaissent et nous avons
seulement les intégrales sur },:

1
(C) BE(r) = T ; {iu)}l(n A H)go +(np E), Vg_o + (En) Vgo} dase!
1 .
(D) ﬂ}l(r) = TT’—J;:{IQ)E (n A E) I (ny HA Vgo - (Hn) Vgo } dp’
ou bien :
1 . . 1 ,
(cy ﬁE(r) R~y X{leJgo - VrA(J go)+€ \7r (F go)} dp

1 _ : 1 ' .
AT E{leJ gt VrA(Jﬂo)+—F Vr(f.ﬁo)}df

(D) BH(r)

parce que la fonction de Green est symétrique, par rapport a r, r' et satisfait :
' = . [
Vr. go(r/r) Vr 2, (r/r')

I1 est facile de prouver que les deux représentations (C, D) - (C' D') satisfont aux équations
de Maxwell. En effet, si on prend la rotation de E(r) et H(v), et A 1'aide de 1a relation (1) et(2), on
obtient (1),

Les formules (C), (D) ou (C)' et (D)' expriment les formulations vectorielles du Principe de
Huygens pour les champs E, et H satisfaisant aux équations de Maxwel.. Elles les expriment en chaque
point de l'espace par des intégrales, prises sur une surface réguliére et fermée L quand les valeurs
tangentielles et normales des champs, sont données sur cette surface. De plus, nous pouvons éliminer
les composantes normales, par une application de l'opérateur rotationnel (iV, ) et en utilisant les équa-
tions de Maxwell,

On obtient ainsi :

45)  PEMr) - }Tﬁ{ v,\j;: (n \ E) g_ de +iu!)8A v,\J;: (na H) g_dff

(46) PH(r) -‘1;;{ V/\J;: (n o H) 2o d"""ui)_’; VA VAJ;: (n A E) 2, dg

dont les derniéres parties, contenant le gradient, s'annulent. Donc, 1'élimination des composantes
normales du champ réduit les intégrales 3 une forme symétrique, par rapport au champ. Mais les
équations(45) - (46) sont un systéme compliqué parce qu'elles contiennent des composantes tangentielles
de E et H. 11 nous faut calculer E(r) et H(r), A partir des intégrales de surfaces, en fonction seule-
ment des valeurs des champs eux-mémes E(f), et ses dérivées,ou H(P) et ses dérivées prises sur la
surface £ . On peut le réaliser en utilisant la fonction de Green vectorielle de la fagon suivante :

Dans la dernitre intégrale de(45) et (46) on peut remplacer 1'opérateur V AV A par grad div -A ,
Lorsque la fonction scalaire de Green satisfait A 1'équation d'onde (a) pour r # r', on remplace VA Va
par l'opérateur VoV + K21 et de (6) on écrit :

(B) Vo (Ynagg (r/r') = (V0T + k1) agg (r/r')

Si on introduit une fonction I (r/r') qui est le tenseur de Green d'espace libre, définie par :

(@ T (r/r) = - (%% +k1) g (r/r")
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les équations (45) et (46) peuvent s'écrire sous la forme :

(45a)  PE(r) %ﬁﬁfz{ws(n-,\ E) (VA T (e/t) +itn'a B T (r/8) } At

1

{46a) PH(r) f{wr(n'/\ H) (VA [ (r/t) +i(n'A E) T (r/) } de
pX

ATwWp
. _ 1 - 1
On peut aussi subsituer H(r) = “"P‘ (VA E)et E(r) - iu)e(v A H
ce qui permet d'écrire :
(d) VAl(r/r") = V(g AD
(e) v, (& go) = (aAVgo)

La substitution donne :

1

(45b) P E(r) {(V',.AF) (n'A E (#)) -—‘T(n',\ VA E)I‘} dp
k

aw ).
46b H(r) = 21— (v ) (n'a H(on)) +@aYaHyrlga
@6b)  PH(D) = = AT i H () 48T
T k

Maintenant ces formules sont symétriques par rapport au champ. Elles sont exprimées par leur
composante tangentielle et leur rotationnel, pris sur la surface 2. . Nous avons prouvé que (45 a, b)
et (46 a, b) satisfont aux équations vectorielles.

Vp ¥, E- k’E

Vo VA H- k2H

0

"

o)

dans un milieu libre (sans source) limité parf., Les formules ci-dessus forment une représentation
exacte du Principe de Huygens analogue A la représentation scalaire.

Le tenseur W (r/r') défini par :
e,m

(A) We (r/r") VAl (r/r)(n'5, E) - -1—2 (n'an VAE)(r/r)
k

B W _(r/r) = AT (r/r)n'a H) -5 Yo 1) [ (r/r)
k

est analogue au vecteur Wo(r/r') correspondant, pour le cas scalaire et sa divergence sur Y :

(C)  divWw, (r/r) = E(r) § (r-r")

(D) div Wm(r/r') H(r) b (r-r*)

s'annule en tous les points de la surface et seulement au point r = r' de source ; elles sont égales A
E(r) et H(r) respectivement.

VII - LIAISON ENTRE LES VALEURS LIMITES DES COMPOSANTES TANGENTIELLES.

La construction d'une solution unique des équations de Maxwell quand les composantes tangen-
tielles de E et H sont données d'une maniére arbitraire, est possible, si et seulement s'il existe une
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liaison entre E et H. Afin de trouver cette liaison, il nous faut rappeler d'abord. que les composantes
tangentielles sont exprimées par les courants Js et J's

(n A H+) + = J'
41 (A B, =
quand on franchit ¥ du domaine K+ a K-,

Si on introduit (47) dans (45) et {46) on obtiznt :

1 TS Vel '

{48) PEM = o= VAJZ I g dt b T4 vAf J, g, ar
= _.l_ ] .i_ ] ' .
(49) pH(r) = = v,\J;: J (1) g df T AN v,\J;: I (P df

Alors, les valeurs limites de E et H, quand r—-r' + 0 sont données par les expressions :

. n/\h ' ] N '
lim [——4“ J;:Js(f)g At +ien (9, VA‘)I;:J.(PLOdf

r—sr'fOl

(500 Pins E()

i
(1) p(n,\ H(®) = lim na AT (Mg df -——n, (T, VA)f J' (Mg dap
r—r'+0 8 o wp r s o
On met 1a premie¢re intégrale sous la forme:
. V(n (nV)
(52) lim (na VAf J g dM = —— 1J g dp) - fJ g dp'
r—-r'tOT T 8 o 4T 8 o 4T g 8 °

ol n estla normale au point t, * € z .

Puisque J' et J's sont des vecteurs arbitraires et continus sur L , ils se trouvent dans le plan

tangent A ¥ au point f. Comme pour le cas scalaire, on construit un é1ément de surface L 5 au voisi -
nage du point ¢, # €L . de telle fagon, qu'elle puisse faire partie d'un é1ément du plan tangent def .
Parce que J’ se trouve sur le plan tangent, le vecteur n lui est normal, donc, la premiére intégrale

de (52) s'annule sur la limite T, P,

La seconde intégrale de (52) donne une contribution qui peut 8tre évaluée comme nous 1'avons
déja fait pour (40) (équation paragr, 3). Ainsi, on obtient pour (52) la forme suivante :

1
(3) lHm  n, v,.f LI TS ST f na (3 (#), Vg (r/t) ) dp
r—r' +0 T L
parce que :
v oz
anvA 3 g dt naJd, Ve,

Pour la deuxiéme intégrale (52) on peut écrire:

(54)  lim VAV f—.v i = - f.r Ve dp
' 40 A s %o A s "o

En effet, on remplace YA VA parVo @ + %21 , on obtient :

lim VA VAfJ' (M) g _(r/r")dp" =(V°V+k21L/. I AP g or/tr) dp
s 1 o 8 o
r-sf 40

= [ ’ 2 [] ] ]
vj;: J (P Vg (r/r)dp + & t./;: I () g (/) df
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Ainsi, de (53) et (54), nous tirons les relations suivantes, satisfaites per les courants J et J’
ou les composantes tangentielles de E et H :

1 = i . ' v ]
(55) 5 J () = (n, HIP)), - l{nV'\‘f;(J SFIA Vg (£/80) ar

-f;m\ (I (PR T (#/1) ap

l L = -l_ = : I [} L} .
(56) S J(#) = (A E() .fg A PN Vg (£/10)) ap

- i[n vA z(Js(f')A Vgo(t/f'))df‘

Les équations ci-dessus expriment la liaison générale en‘re les composantes tangentielles du
champ €électromagnétique, sur une surface arbitraire

Par conséquent, les vecteurs des champs E(r), H(r) sont définis de facon univoque en chaque
point du domaine K+ (sans source), limité par ¥ . ll8 sont engendrés par les courants superficiels
électriques et magnétiques et sont liés par les équations (55) et (56). Dans le domaine K-, qui se trou-
ve en dehors de la surface I , les courants n'engendrent pas un champ électromagnétique, puisque les
intégrales dans (47) et (48) s'évanouissent, quand r € K-.

Une telle interprétation du champ de rayonnement par les courants superficiels, peut recevoir
une interprétation physique, si I cofhcide avec la surface réelle du corps diffractant.
VIIi - DISCONTINUITE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Plus haut, nous avons dérivé les équations (55, 56) liant les composantes tangentielles de E et
H, quand celles-ci sont données par des valeurs arbitraires sur I :

(57) (na H), = Jo (t)
(n, E)+ "J'O (#)

L.es deux vecteurs J (f) et J* (f) sont parall®les au plan tangent de I , touchantla surface en P.
o
Alors, une solution des équations deMaxwell s'exprime sous la forme :

(570 PE(r) - lw{ Vafz 38 g (r/#) AP $ G Vi v"fz I, Bolr/t) df'}

1
(58"  PH(r) = m{ v,\j;: 3 () g (r/t) dt* - Fv" v,\f I (Mg, (r/f')df'}

En introduisant 1a fonction tensorielle de Green [  (r/r') les équations (57) et {58) prennent la forme
suivante :

(59) pf:(r) - {J'.(f) v, T (r/# - i3, () T (r/p)y } ap
A

(60) pH(r) : -—:FJ;{J.(N) A r(r/r')+iJ"(f') [ (r/r) } dr’'

od la surface L n'est pas nécessairement une surface fermée. En effet, (59) et (80) sont des solutions
des équations de Maxwell, méme pour une surface non-fermée, lorsqu'on peut écrire la deuxiéme in-
tégrale de (57) et (58) sous 1a forme :

(61) V, v,\f.r'(o-) g (r/t") dp* = (Vel + sz)f.!. (#) g, (r/P) dr’
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2 . \
=k fJB\P) go(r/f ) df+ Vst (*') Vgo (r/t) ap

Cependant J_, J' ne représentent plus des valeurs aux limites, mais des valeurs discontinues
des composantes tangenﬁellea de E et H, qui subissent, en franchissant la surface Y. (de X +a ¥ -),
les discontinuités :

(82) (n,\ (H, (#) - H (1) = J(P)
(na(E (1) -E_(M)=-0P)

Celles-ci se déduisent des équations {59) et (60). Dans le domaine k (extérieur A ¥ ), E et H
s'annulent.

L'analyse précédente donne une solution unique des équations de Maxwell, basée sur le Prin-
.cipe de Huygens, mis sous forme intégrale, exprimé par les équations (59) et (60) et par 1'intermé -
diaire des valeurs de discontinuités de E et H!57) et les conditions de rayonnement (voir paragraphe

10;.
IX - L'ENERGIE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE ET LE VECTEUR DE POYNTING

. Lorsqu'une énergie rayonnante remplit tout 1'espace, alors que toutes les sources sont A dis-
tance finie, le comportement des vecteurs E et H 2 grande distance sera tel, que 1'érergie totale,
passant 2 travers une surface fermée éloignée, reste finie, On peut prendre pour cette surface une
sphére, de grard rayon. Le vecteur de Poynting est donné par :

(63) S =E,H
et la densité du champ électromagnétique par :

64 W - (eEZ+pn?

ol E et H sont réels. Si E et H sont des quantités complexes, chaque composante de E et H peut se
mettre sous la forme :

, S8y - W)
©5) E =|A e 7K
et 1a partie réelle de E s'écrit :

(66) R(E) =|A |con(O, -1

Dans les expériences, on n'observe pas le flux d'cucigie & chaque instant, particulidrement
quand W est élevé, mais on mesure sa valeur moyenne Aans le temps sur un cycle. Donc, on peut
écrire la valeur moyenne dans le temps sur un cycle, du produit EkE .

e

()
w 2mn
> 3 —
(66) <EkEe 27 Re(Ek)Re (EJ dt
0
W
z-g!_r-r IAkl lAel 25 °os (ek -Wt) cos (Ge-mt) dt
. 0
oy lAkl lAel cos (ek - Be)
<1 R (E+E*) =-!-R(E'E )
2 k e 2 k

lAinli, quand E et H sont complexes, le vecteur de Poynting a pour valeur moyenne prise sur
un cycle,
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1 1 L
(67) <S>'?<E,\ H > "{RC(EAH)
=% {(EA H) + (E. Hl}

La composante normale de S représente la moyenne dansle temps du flux par unité de surface
d'énergie. De me@me la pnoyenne dans le temps de la densité d'énergie électromagnétique W, Jdevient :
(68) <W>=_:_.{(EE')+(HHQ)

Les équations de Maxwell nous donnent :

(69) div<S> = <W > = .+ R (JE)
o 2 e

dont le cOté droit est 1'énergie fournie par les courants ] de ia source., Quand il n'y a pas de sources
présentes, j = 0, et ainsi, la moyenne temporelle du flux d'énergie a travers une surface fermée

g'évanouit.

Si nous calculons (69) sur un volume K, entouré par une surface lisse et fermée L , nous écri-
vons :

f = { ]
(10) deiv<S>dr J;:<Sn>dv

ou 1 . . 1 . . . . s 8
(71) ? (EAH)+(EAH) nd!‘ =T2(HVAE+EVAH +E VA H+HV, E - EJ-EJ)de
p

1 * L J *
fo z{in(EE)-iwr(HH)-EJ-EJ ]df
alorson a @
1 v ' a2 LY * » '
(72) 2L{EAH}ndf fK{iwe(EE) in(HH)-EJ }dr
Si 1e milieu est conducteur J = o E et le dernier terme est remplacé parea (E, E)
En séparant dans {72) 1a partie réelle et 1a partie imaginaire, il devient :
1 .
— > "z .20 '
(72) Re2";<sn dar 2 fKEE dr
ol le second membre représente le double de la chaleur de Joule, et :
1 . %
— > LW '
(73) 2L<sn am = 2fK { WR(LH)+(wE) (E, E)}dr
. 2wa (E.D") + (HB") dr*

La partie imaginaire est donc 4 w fois la différence erntre 1'énergie électrique moyenne, et 1'é-
nergie magnétique moyenne, contenue dans le champ électromagnétique A 1'intérieur de K,

X - CONDITION DE RAYONNEMENT

Dans notre discussion de la formulation de Helmholtz-Kirchhoff pour le probléme de la diffrac-
tion, la solution de 1'équation d'onde a été mise sous 1a forme de 1'intégrale (28), prise sur la surface
arbitraire £ , que nous avons remplacée par deux surfaces fermées 1 et £_. Le domaine, enfermé

par L 1 contenant toutes les sources et corps diffractants et = 2 pouvant etre considéré comme une
large sphere de rayon r', tendant vers l'infini, et centré dans la région enfermée par 21.
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En un point r, situé A l'intérieur de T 2 et A 'extérieur de 1’ la valeur de la fonction d'onde
est donnée seulemert par l'intégrale, prise sur la surface X |+ Parce que l'intégrale étendue sur z Y
s'annule, si ci impose une condition convenable au comportement du champ a 1'infini.

A présent, nous cherchons la forme de la condition relative A v(r) pour les ondes scalaires, On
peut écrire 'intégrale sur 2 2’ quand r' 0!

m l'i'T“’Jz. {v(f') = - 15-——{‘:’}gc(r/w) r? dw
2

parce que Iy —»x_:, car r'—soo. La fonction go(r/r') est exprimée par :

1 gik Ir-r'| eikR
-t = =
(2) go(r/‘ ) 4T Ir - r} 4R

ot R —r', Donc, l'iniégrale (1) devient :

r : ] ik !

(33 lUm - r( :%’-, - ikv) €T qw +f vir} e 7 dw
risoo UL, i Zy

Pour que (3) tende vers zéro, il faut supposer :

dV
dr’

4) { kv) A 0(%)

et
(5) r' v(r') ~ 0(1)

Cl'est-a-dire :

16) lim r(—%% - ikv) = 0

r =-oo
et
(7 lim rv<ooou lim (rv) = Co
r -» co r = oo

od C_est une constante arbitraire C < oo, L'équation (6) est la condition de rayonnementdite cellede
Sommoerfeld, et (7) est la condition ﬂnie ou bornée. Ces deux conditions devront &tre satisfaites pour
toutes les valeurs des angles polaires ( §, { ). Mais, comme Rellich 1'a démontré, il n'est pas néces-
saire d'imposer 1'équation (7), parce qu'elle est satisfaite automatiquement quand (6) est vral.

Une miégration de (8) donne :
ikr

virl A6, ¢ ) S (r —+oc0)
od A( 8, Y ) est 1a constante d'intégration,

Toutefois, pour les problémes ol les corps diffractants s'étendent A 1'infini (comme le problé-
me de diffraction pour un demi-plan), la condition (8) n'est pas suffisante pour donner 1'unicité de 1a
solution du probléme de diffraction, La condition de rayonnement devra étre modifiée, de facon qu'elle
se rapporte seulement 2 la partie infinie de 1'espace qui n'est pas occupée par les corps diffractants.

La raison pour laquelle la condition de rayonnement ne suffit pas & définir une solution unique
dans un probléme de diffraction de cette espéce est évidente, particulidrement 3i le corps n'est pas un
conducteur idéal, Dans ce cas, il est possible que 1'équation d'onde, ou bien de Maxwell homogene, ait
une solution non triviale, correspondant aux vibrations libres ou propres. Dans cette situation, s'ily
a une solution non-triviale, il y a une infinité de solutions, parce que, & chaque valeur propre, il



correspond une solution de 1'équation d'onde. Les valeurs propres forment un spectre discontinu,
Pour les corps diffractants qui s'étendent A 1'infini, comme le demi-plan ou le demi cylindre,
Rellich (1948) et Jones (1953) ont donné des critéres pour appliquer la condition du rayonnement pour
toutes les valeurs des fréquences w ou k du spectre continu, qui fait <W> —s oo,
XI - FORMULATION VECTORIELLE DE LA CONDITION DE RAYONNEMENT
Pour dériver la condition de rayonnement pour ies champs électromagnétiques, nous considé-

rons l'intégrale (C, D) qui donne le Principe de Huygens pour le cas vectoriel. De la méme facon,la
surface L est remplacée par & 1 et L2, comme dans les paragraphes précédents.

Dans ce cas, on peut se servir de la fonction de Green, g(r/r'y = ‘é’go(r/r'). Quand r' —+ oo on
obtient :

8)  Viglesz) = @Vg (r/r') = - (ik - 5)Bn' g (r/r') r'es oo
ou n'o est la normale extérieure A 2° Ainsi, 1a contribution de 1'intégrale (C) prise sur X 2° s'écrit :
L ’ ] l_ L L .l. ]
(9) J‘zz {iwyk (n oA H) + (n oA E)a n o) (ik - r') + (n o E)n o (ik - r')} go(r/t ) dp
- [} 1 ' ]
_J;:z {i wp (n oA H) + (i¥ -?) E } go(r/r ) dp

Quand r' s'en va A 1'infini, on obtient le résultat :
L '
(10)  lUm {1‘[ {w’,lr'(n' A HY+ kE}eikr dw - J; Ee %™ qu
r'_,’m 22 ° 2

ou dp' = f'zdw

Afin que cette intégrale tend vers zéro, il faut que nous prenions :

-0~ -0l Iy
(11) wr(nA H) + kE = 0(r ) E O(r) H 0(;-)
ou .
(11)' r(@Wp (ny H +KE =0, rE < oo

quanf r —» co.

De méme, nous pouvons déduire une formule analogue pour la deuxiéme mtégraie (D) :

(13) WE(n, E) - kH = o) E = o)) H = o)
r r r

ou

(13 r(wWE(n, E) - kF — 0, rH < oo (14)

quand r — co.

Les équations (11) et (13), que les champs E et H doivent satisfaire, sont les conditions de
rayonnement vectorielles correspondantes, Les équations (12) et (14) sont les conditions bornées ou
finies. Par ces équations, on trouve que les composantes normales de champ (n, E) et (n, H) doivent
disparaitre plus vite que les composantes tangentielles, quand r —» 0o, Donc, les champs éloignés sont
transverses et les composentes tangentielles des vecteurs E et H prennent 1a méme valeur absolue,

Par intégration de (11)' et (13)', nous obtenons les formes suivantes pour les valeurs asympto-
tiques des champs :



ikr

+n,\ (n,\ Pm(n)} ﬂ—:— (r—»o0)

19 e {0, p,"

(n)) ikr

)
Hoo(r)f.‘_’ (n/\ (n/\ De(nl)' (n/\ Pm r

ou pe(n) et pm(n) sont les constantes des intégrations dépendant seulement des angles polaires (U}, ¢ ).
Ainsi, la forne asymptotique des champs électromagnétiques est plus compliquée que la forme sca-

{n) {n)
e .
m

laire. Dans quelques problémes, il est possible de déterminer explicitement pe tp

XII - CONDITION QUE LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DOIT REMPLIR SUR UNE ARETE

Nous avons remarqué plus haut, que les formules sont valables, si la surface I est régulidre,
Mais, pour beaucoup de problemes, la surface X est, en général, une surface ouverte, qui peut s'é-
tendre jusqu'a l'infini. Par exemple, un écran mince, percé par une ouverture, ou un disque mince,
ou un demi-plan. Dans ces situations, la condition de rayonnement ne suffit pas pour résoudre le pro-
bléme de diffraction d'une maniére unique, parce que les champs deviennent infinis sur les ar@tes des
corps diffractants, comme dans le cas, bien connu, de 1'électrostatique. En réalité, il n'existe pas de
corps ou d'écrans naturels, possédant des arltes idéales, mais nous considérons comme idéale 1'aréte
ou le point anguleux d'un corps diffractant, quand 1'épaisseur de 1'ar8te est moindre que la longueur
d'onde. Pour les corps (ou écran) qui possédent des arétes tranchantes ou des points anguleux, il faut
examiner, avec plus de détails, le comportement du champ électromagnétique au voisinage de cette
singularité, du corps diffractant. Les formules (72) et {72) qui représentent 1'énergie, transportée par
le champ électromagnétique, engendré par les sources éloignées doivent rester finies, parce que la
formule de Gauss est seulement applicable dansle cas des champs non-singuliers. Pour les points sin-
guliers des corps, on peut envelopper les points, ou bien les arétes tranchantes, par une surface tubu-
laire de rayony et par 1'application de la formule de Green, 1'énergie apportée par ce volume tubu-
laire, s'annulera quand _f-v 0. C'est-a-dire, les singularités de la surface de corps ne contribuent en
aucune fagon a 1'énergie rayonnée. Afin de satisfaire ce critére, il faut que les champs présentent une
forme fonctionnelle, telle que l'intégrale (A) s‘annule, quand f tend vers zéro. Ainsi, il faut ajouter
une nouvelle condition aux conditions de rayonnement, quand les corps ont des singularités (arétes,
tranchants). Cette condition, qui fut remarquée par Rayleigh, fut plus tard examinée en détails par
Bouwkamp et Meixner, qui ont clarifi¢ les comportements des champs au voisinage de ces singularités,
Cette condition est appelée la condition sur l'aréte, ou bien la condition de Bouwkamp-Meixner. On
peut exprimer cette condition comme suit :

IV - Les champs v(r) ou E et H, doivent satisfaire une condition sur 1'aréte telfe qu'il n'y ait plus de
rayonnement des singularités (arétes, tranchants, etc...) des corps diffractants.

On peut formuler cette condition analytiquement avec 1'aide du vecteur de Poynting < §>. si
1'on prend le cas d'une aréte tranchante bordant une partie de surface £ , la direction de la normale n
prise lelong du bord, subit une rotation égale A TI quand on passe de la face positive A la face négative
de 1'Scran,

En regardant 1'arfte comme 1'axe d'un anneau cylindrique de rayon P , la condition de 1'aréte
IV - est équivalente A la formule suivante :

1 s *
(a) lUim <8 > = —1lim {(E H) +(E H)} =0
?—’or n 4?-»0‘, A h n

c'est-a-dire, que la composante normaie du vecteur de Poynting multipliée par f s'annule avec { .
Donc, les arétes ne rayonnent pas d'énergie électronique,

Pour clarifier notre idée : gsoit C la courbe limite del'écran. On prend sur Cun point quelconque
comme centre de coordonnées orthogonales, une direction étant prise par la tangented Cenr, la
deuxié¢me par la direction de Ja normale extérieure au corps, ou de 1'écran et la troisidme dansune
direction perpendiculaire 4 t et n, dirigée ver l'intérieur (voyez fig. 6) : 8 = (t An’,




fig. 6

Par exemple, nous écrivons les composantes électriques :

E1 = (8.E) eE2 = (t.E) E3 = (n.E)

c'est-a-dire E) étant la composante paralléle A l'aréte, et El' E3 les composantes perpendiculaires a

I'aréte de I'écran. On peut construire, de méme fagon, les composantes paralleles et perpendiculaires
de H.

D'aprés la formele (a), il faut que les composantes parall?les de E et H soient finies ou bien
s'annulent, quend P -+ 0, mais les composantes perpendiculaires de E et H doivent rester singuliéres
quand P-»O, de fagon que la forme (a) soit bornée, si f—’ 0, donc E, et H; se conduisent par rapport
a f, comme:

ok
(b) E, ~ f
a (2& > -1)
Pour une aréte droite O = -;—-

En général, il est trés difficile de trouver la valeur exacte de ( pour des arétes géoméjriques
compliquées,

XIII - DISCUSSION DU CARACTERE DES PROBLEMES DE DIFFRACTION, UNICITE DE SOLUTION

- Aprés notre analyse de la condition de rayonnement (11)* ou (13)' et la condition sur 1'aréte
(4 ), nous formulerons, avec précision, les problémes de diffraction ou diffusion, comme des pro-
blémes aux valeurs limites, qui conduisent & des solutions uniques pour les équations d'ondes scalaires
et vectorielles, Nous décrirons le caractére de ces problémes par la nature de la condition aux limi-
tes, imposée sur une surface quelconque L , qui est prise ordinairement comme la surface du corps
diffractant,

Supposons, que Z 80it une surface réguli¢re, mais posséde un nombre fini d'é1éments (singula-
rités) non-réguliers, comme arétes, coins, etc, et se trouve ou bien complétement A distance finie,
ou bien s'étende en partie a 1'infini, comme p, e. 1e plan demi-infiri, cOne cylindrique ou un écran in-
finiment mince, percé par une ou plusieurs ouvertures, etc...

A - Probledmes de diffraction scalaire

On peut classer 1a plupart des problédmes de diffraction en deux genres : selon les conditions
3v(r)

>n sur la surface des corps

aux limites relatives & 1a fonction d'onde v(r), ou sa dérivée normale,
diffractunts.
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Dans le premier cas, ou la fonction d'onde v(r) = 0 sur ¥ , il s'agit du probléme de Dirichlet
dv(r)
dn

pour 1'équation d'onde et quand sa dérivée normale = 0sur X , il s'agit du probleme de Neumann .

En somme, on peut poser l'unicité de 1a solution du probléme de diffraction comme suit : trou-
ver une fonction d'onde v(r) qui remplit les conditions suivantes :

I - L'équation d'onde scalaire, ainsi que la relation d'énergie.

II - La condition aux limites (homogenes) :

a) probleéme de Dirichlet : v(f) = 0 D
b) probléme de Neumann : ’;\:(P) = 0 tek

I - La condition de rayonnement de Sommerfeld.
IV - La condition sur 1'aréte (a) (Bouwkamp-Meixner).

. Pour le cas ol la surface L est régulidre et fermée, les conditions I A III suffisent 2 prouver
1'unicité de solution du probléme de diffraction. Si la surface posstde des arétes ou d'autres points

t

singuliere, alors, il faudra pour 1'unicité de solution, que la fonction d'onde v(r) satisfasse aussi la
condition IV,

Pour démontrer 1'unicité de solution, regardons v(r) comme une fonction complexe. Alors,

selon (67), le vecteur de Poynting < S > qui définit 1a moyenne temporelle de flux d'énergie, est main-
tenant donné par :

69) <S§=>'= fi‘<.(v V- V'VV) >:—;— Imag<(v‘Vv) >

Si la div<S > est intégrée sur 1'espace total K de cnamp, borné par 1a surface ¥ etL ', E(CE*
(fig. 7), nous écrirons selon la formule de Green :

(70)! Wo = J.K div<S>dv' =j ,< Sn> dv' = -%— lim f vv"'l"2 dw
Z.L ', o00JE'
n r' -

parce que 1'intégrale, prige sur la surface des corps diffractants, n'entre pas explicitement dans le

résultat final A causedela condition de limite v(r) =0 ou v, 0 sur L . De plus, il faudra que le corps

dn

diffractant n'émette, ni absorbe du rayonnement,

Supposons, comme au paragraphe (10, 11) deux solutions v, et Vo satisfaisant les conditions

(IAII) ou(1 2a1V). Alors, 8i W = vy - v2_ il satisfera aussi 1es8 m&mes conditions et donc Wo, c'est-

a-dire l'intégrale (10') doit s'annuler. Ceci est possibl'e, si W(r) diminue plus rapidement que r -1y
I'infini. Mais, selon le théoréme de Rellich (1945) W = 0. Ainsi v| = Vo, c€e qui prouve l'unicité de
la solution.

Si les conditions aux limites Il ne sont pas homogénes, c'est-3-dire, conditions non-homoge-
nes, alors on remplace II par :

a) problé¢me de Dirichlet b) probléme de Neumann

o) = g (8 tel 2B (o tex

11 est facile de démontrer i'ur‘}icitébdve la solution pour les conditions aux limites non-homoge-

nes, puisque la différence Vit Vs -%—nl - satisfait toutes les conditions du probléme A, D'apreés
la démonstration de 1'unicité donnée ci-dessus, nous arrivons a la conclusion que 'unicité de la solu-
tion pour la condition aux limites non-homogenes II' est vérifiée, Elle est bridvement traitée au para-

graphe (11, 12),
B - Problémes vectoriels

Pour les problémes vectoriels, il nous faut trouver le champ électrique E et le champ magné-
tique H, remplissant les conditions suivantes :

I - E et H satisfont les équation de Maxwell et la relation de flux d'énergie.

I - a) E satisfait la condition aux limites n AE = 0 "' les composantes tangentielles de E sur Ls'an-
nuleront sur la surfacel ",
ou

b) H satisfait la condition aux limitesn ,H =0

IIl - Les composantes tangentielles de H s'annulent sur X, E et H satisfont 1a condition de rayonne-
ment.

IV - E et H satisfont la condition sur 1'aréte (Bouwkamp-Meixner)
On peut démontrer 1'unicité de la méme fagon que dans le cas scalaire.

D'aprés 1o relation (69), par intégration , nous obtenons :

2

w - jK div<S>dr' = — lim (EE'+HH) r'° dw

r'-coy"

Alors, les différences Ej - Eg et Hl -Hy, ol E;, Hl et Ez. Hgp, satisfont les conditions (I1alll),

quand la surface est réguliére et (I 3 IV) quand la surface posséde des arétes, coins, etc...D'apreés
(67), i18'en suit que dans1'espace libre de source W, =0 les différences duchampE etH decroissentd‘une
manidre plus rapide que 1, Mais, suivant les travaux de Rellich (1943), Miller (1957) et Jones (1964),

les différences E1 - E2 _=_r'0, Hl - Hz 20, donc El = Ez, HI = H2 et les solutions de ce genre de pro-

blémes sont univoques,

Pour l'existence de solutions, on renvoie le lecteur aux livres de Miiller, Jonee et Hilbert-
Courant, ol il trouvera une bibliographie des travaux originaux sur 1'existence et 1'unicitéde solution
des équations aux dérivées partielles de formes elliptiques et hyperboliques.

Nous remarquons ici, que les problémes de diffraction n'introduisent pas les solutions homo-
génes de l'équation d'onde ou des équations de Maxwell, qui correspondent A deg vibrations propres
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des ondes stationnaires et des effets de résonance. On rencontre ce genre de solutions dans un certain
nombre de problémes de valeurs aux limites quand 1a surface du corps ditfractant contient ou enveloppe
une région finie de 1'espace ou quand une partie de la surface au limite s'étend A 1'infini, et auasi

quand les cor{)s diffractants sont des conductenrs non-parfaits. Alors, dans ces cas. la condition de
rayonnement {11 ou 13) n'est pas réalisée. Nous exclurons ce genre de probléme,

XIV - DEUX MILIEUX DIFFERENTS SEPARES PAR UNE SURFACE

Pour terminer ce chapitre, nous considérons deux milieux M| et My différents, remplissant

tout 'espace du champ et 5éparés par une surface fermée X , ot M, est défini par £ 1 r | et M, par

1
£ 2’ ’12. De plus, nous supposons que & 1’ h et & 9 P 2 sont constants,

2

On peut fermuler le probléme dediffraction de fagon analogue 3 un milieu rempligsant tout 1'es-
pace du champ. Cependant, les conditions aux limites prennent des formes différentes,

2 HZ et DZ’ B2 au milieu

Mz. Alors, les composantes tangentielles du champ électrique E sont continues A travers la surface

Z et aussl les composantes normales de 1'induction magnétique B. Au contraire, les champs tangen-
tiels magnétiques H et 1'induction électrique B sont discontinus a traversZ . Nous écrivons ces condi-
tions sur 2 comme 8uit :

Soit El’ Hl et Dl’ Bl des champs correspondants au milieu Ml et E

(2.14. 1) na(E,-E) =0
n.pygHy - P H) =0
et (reK+)
(2. 14, 2) n.(82E2-81E1)=’3'0
= J

na CppHy- oy HY) =,

on ? o’ 30 sont la densité et le courant superficiel électrique sur L et n est la normale vers 1'espace

K+.

Dans 'espace K ies équations de Maxwell prennent la forme :

(2. 14, 3) Va H+iw82E=iw(82-€l)E

]
(TN

Va E-iw}azﬂ =-!w(P2-r 1)H = -j'a

ot j , j' représentent le courant électrique et magnétique dansK . A l'extérieir deZ , r €K+, les
8’ '8

équations de Maxwell sont :

[}
(=]

(2.14,4.) VAH+iw£2E

]
(=]

VA E + iwrzﬂ

La polarisation électrique et magnétique est définie comme dans le probléme 4 un milieupar les rela-
tions : :

(2,14, 5) P =V(E,-ENE P'S=V(r2-rl)n
et
(2.14.6) v Jg = 1wp 3 Ve s iwp
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Si EINC et HINC gont des champs incidents, ces valeurs s'expriment :

inc . 1 __ . .€_
EIC - 4‘".'{;( \lwrz J Bo2 - I vgo.z ¥ 2 V g,2) dr'
*

(2.14. 7
inc _ 1
o =

ol g est la fonction de Green :
0,2

. ]
H ]
(mzz J €o.2 +J, Vgo'z + _;Lz v go'z) dr

i ik2 [r - r'|

(2. 14, 8) = e

g
0,2 lr - r'|

14, 2 - Les Conditions aux Limites Intérieures et Extérieures de . .

Soit E, H les champs intérieurs a (f , satisfaisant les équations de Maxwell, Les composantes
tangentielles de E sur I prennent les valeurs données :

(2.14.9) nAE = §

A D'extérieur de T , E, H satisfont les équations de Maxwell et la condition de rayonnement,
SurX ona:

(2. 14. 10) nAE =§

On suppose que les valeurs aux limites sont continues et que les dérivées satisfont la conditionde
Holder. Alors E et H engendrent les courants superficiels quand r —»f + 0

Soit

(2. 14, 11) E U, 30 H_G. 3", no=1,2)

du c6té X +, Alors, les discontinuités de E, H a travers L sont exprimées par :

(2. 14, 12) n, (E2 - El) =

na (H2 - Hl) -j
n étant normale vers K.,
Supposons qu'a l'intérieurde X , J = J' = 0
Alors, nous obtenons :

(2, 14, 13) nAEl(-n,\E ;nAE2)=nAE

1 1

na Hl(-nAH ;nAH2)=nAH

1 1

De la méme fagon qu'au paragraphe (4,7), nous obtenons les valeurs limites r -# + 0

(2. 14. 14) n(r) , M\ Vg dat = +2Wj(r) + f RAGM A Vg ) dt
o+ o - b o

Donc on écrit les équations intégrales homogénes, satisfaites par j(r) et fit),
(2. 14, 15) i) -‘%.,; g MMA (§(#) 5 9 golrat
1
1@ =5 . 0, Vg ar
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Maintenant, sott E H'"¢ les champs incidents. Ils sont exprimés par les intégrales suivantes :

inc 1 P
(2.14. 16 E z — i @ J
) ye- K_" Patg, -9 Y7, 5+ €, o.2) 9f
tnc 1
H = - P!
4T ' +J v + v
g UWE, g, ,+In Ve, F, go‘z) dr
Ol] -
k
(2. 14.17) g . (r/t) = ¢ 2Mr -1
0,2 _
v -l
et
(2.14.18) Vi =iwp vy = iwp’
J =

inc v = inc
. iw(Ez-El)E , Js-iw(h-h)n

Les champs A un point r € K+ gont alors :

(2.14.19) E, - EM™ 4 Ez"’"'

- ginc refl.
“2 H + H2

ol les champs réfléchis sont exprimés par :

n 1
2. 14, 20 g -
( ) \ 4,"082];: (n3) Vg, , dr

1 JL
+ — - §
47 K- [“"rz Js g0,2 ¥a vg0,2 + £2 vgo Z]dr'

refl 1
H ' —_— (nJ* ) Vg de
2 4‘"wr2J;: 8 0,2

1 Pe
+ —_— ]
am |, [“"’e 2V 88,2 Ign V8, 5 * ,uz e, 2] dr'
Dans le domaine K, Ereﬂ satisfont les équations de Maxwell et 1a condition de rayonne-
ment. Les courants superficiels sont définis par :
s refl
(3. 14, 21) j2 -np “2
o = refl
o = ma By

¢\ comme au paragraphe (6), nous obtenons :

refl 1 . o
@. 14, 22) Ez s . 4“1; [iUPz 12 80'2 - j'2 A Vgo‘z + LA!. Vgo.z) dar

g2

nret . A [ms ' +
2 4hf 2 jz go 2 jZA vgo 9 + _f_o;?. Vgo'z) ds

quand on franchit 1a surface I de cOté - & cOté +. Les composantes tangentielles de E n, H refl sont

données par : 2
0. , refl refl
(2. 14, 23) ny iy "nAMAE) ) = 'Eung fo
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refl, _ _ refl
2 ) ° Htang /o

n, j'2 =n, (n, H
et sont égales A zéro sur L _,

Par conséquent, A l'intérieur de 2. les champs s'annulent. De méme fagon, on définit les cou-
rants superficiels Jl. J' comme :

- a

(2. 14, 24) Jl = -n, Hl' J'l = npa El (r—=¢ - 0)
= = i '
vy, iwfo.l, v uuP o1
Si rf£ K+ ona:
= 1 . 2 T fol
—_— _ 2 v =
(2. 14, 25) o z[lw}‘lJl go,l JIA Vgo’l+ £ go,l] dt 0

1 ‘. R AT
yes [iwﬁlJlg J. Vg

v
0,1 "1 0.1 P go,l} de = 0
T

Sur la surface I nous avons les relations :

. dine T _ 1, inc e = T
(2. 14, 26, Iy, =3, ia +3, =
Done, J linc etJ '1 inc sont donnés par les expressions

inc

(2. 14,27) inc _ 1_ W <ANC ., inc o
J am “"f [“" g 3 go,z -¥A Ve, 0t 22 vgo,z] de

inc 1 inc P'oinc

= —_— +

J o f 1WE, oo A N Vgo.z] dp

Maie d'apreés les relations (2. 14.23), ona :

1 ro 1
P | | ] - »
et d'aprés (2. 14, 26) :
1

in
e =Ti""£; [iwrzjlgo2-j'l"Vgo 2'%*—‘75 2] dt
. , 2 g2

'—“J;:_[‘wez 18,1 0n Ve p* rz v go,z}d’
D'autre part, du cOté L +, nous déduirons de (2. 14. 25)
1 fo,l . -
(2. 14, 30) ﬁrl:£+[iwhjl B2 - 1"y A 8y ) BT V6, 1] dt = 0
¢
' M_ =
L“‘J;; IWE ¥ g +Iya Vgt Vgo.l] ar = 0
+

3 o,1 r 1

Mais st PO 1’ f'o | eatisfont 1a condition de Holder, ona :

(2,14,31a) n,‘f ro i V_____’ qu dt = -n, V'J Po.1 (I’ -lr'l) de
z : » l z’ ’

et 1 1

(2.14.31b) (LR e B Ve, 1 oy
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sont bornées.

Nous déduirons d'apreés les relations (2. 14, 27) (2. 14, 30) les équations suivantes :

£ L, E

., inc _ 1+ "2 . _’L__
(2. 14.32) i g it The “AJ;‘%‘” Ve, 2 "8,y 9P

1 [i 2 2 .
+ Hlm (nA jl) (kz go’z -k 1 gO, 1) + LLYY (]'l Aez(vgo.z = E'l VgO, l’]
ce. dft

Ainsl, nous obtenons les équations intégrales en j1 et j'l :

2 &
_ 2 .inc 1 1 ; :
e L

1 i L2 2
m lore e L Z)J;Z [‘“A Iy (kg gy g -k 8y ) ¥R (3,9 Vg, , -Fo,n)Jd’

2"lZ inc 1

_ 1 1
J D T T +S!L"‘A JaTCPg 8,2 ~ P 8o, 1)) ap
L N T AY % kg Dtna MV s-g ] ap
2n m(p1+,u2) - NIy 28527 %1 86,0 A 0,2~ Fo,1
\
avec jmc = _np gine j,mc - ginc
Les champs réflechis et réfractés sont alors exprimés par :
re . _1_ . P
(2. 14, 34) E () = 4nL[‘“"hj go.l =¥ vt’o,l+ €: v goZ]df
re . _1_ P
Hor) = njz[““’&lj' Bor tin Vg v pr ¥ gol] df
et refl 1
(2. 14, 35) E (r) = -4‘42[(10) r‘zjgo2 -3 Vgo2 +—EE_2 Vgoz] df
refl P.
H(r) = -1 _[{1wE, yg,+ir 98, + 7 Vegp) 9t
ou -
(2. 14, 36) I =na B+ E 0, =, EONg
J = -n, (Hrefl +Hre)z+ = (nA Hre)z-
et .
(2. 14, 37) vj = iwf vj' = iw(»7

I1 n'est pas tréedifficile de donner 1a formule analogue poui les ondes scalaires et aussi de for-
muler la théorie de diffraction par une ouverture A sur un écran S situé au plan z = 0, d'aprés les hy-
poth¢ses de Kirchhoff. Pour le cas général de milieu non-homogeéne, voir le livre de Miller ol une
étude approfondie de ce sujet est exposée,
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CHAPITRE III

THEORIES APPROXIMATIVES

SCALAIRES
ET
VECTORIELLE

"

\\gi
\‘/"..
Ay

K-
,///p : 1
Qeii---s ic.
K.
P 3o i
1 K,
Fig. 1

I - THEORIE DE KIRCHHOFF

Interposons un corps diffractant devant une source de lumiére Q (fig. 1). Comme il a été dit au
chapitre I, le corps diffractant projette une ombre remplissant un cOne tronqué dont les génératrices
s'appuient sur la courbe Co lieu géométrique des points de contact des rayons de la source Q tan-
gents 'a la surface du corps diffractant, Le long de C,,, la courbe engendrée de cette fagon est appe-
1ée 1a courbe d'ombre, et la surface conique tronquée la surface d'ombre Zo.

Considérons une surface ouverte X, limitée & 1a courbe C, n'entourant ni la source ni 1'obsta-
cle diffractant, Cette surface peut ou non s'étendre jusqu'a l'infini, La surface L, et la partie non
illuminée de la surface du corps diffractant £, forment par leur réunion une surface }ermée L"=E+Z,
qui ~nveloppe la région de 1'espace que nous avons précédemment appelée ks+. Cette région ne contient
ni la source, ni le corps diffractant, La partie de l'espace extérieure a L' est k., qui contient la
source et le corps diffractant,

Dans 1'espace K, la fonction d'onde v(r) est 1a m&me que dans 1'onde non perturbée a savoir la
fonction d'onde géométrique, si r se trouve hors de la région d'ombre, dans l'espace illuminé (r€K+)
elle est nulle 8i r se trouve dans la région d'ombre Kg(rel{o) Le principe d'Huygens (28) nous donne:

(3. Bv N Wo(r/t') dp
E; Uzl ayH

od P= 1 pour r?io

p= 0 pour r¢z'o

La fonction W, (r/r') est 1a méme quc dans (2, 26)

i - d v(#) .
(3.2) wo (r/?') = [Vo(r') §? —_ —b—n'—] €o (r/r")
o v (r) eat la valeur au point r de 1'onde sphérique émise par la source placée en Q (r = T, )
1 1k |r - o|,
(3.3) vo(r) = —5 T - T
[
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Donc U, (r/r') g'écrit™

ik |r-r,| ikr ikR ik |r'-rY)
TR | e ° & _ e y & 9
(3.4) Uo (r/r') = (4 )”2 { ‘ru _ ro‘ v R R v |t -'r°|

1 - eik(lr'-ro|+R){ik(;v_'; — (;.’t_';o)) ((?’-Fo)_ (i:n_;)):'l
+

(4“)2 |r-r,| R R Ir' - ro| le* - R
L, M s sy
(4m) Ir' -1, R R [t - ryl

ou R =|r'- rlet les relations, k|r' - ol»l, kR > 1,

Alors, la fonction d'onde et sa dérivée normale subissent er franchissant le bord d'ombre % o
du cbté + au cdté -, les discontinuités données par :

(3.5a) Ve M, - vg * = vo(!')
(3.5b) dv o bvg _ ‘ovo(f‘)
¥n . [dn_ dn

De (3. 5a) et (3. 5b) nous déduisons que pour r K+, la fonctiond'onde ou le champ satisfait I'équation
d'onde scalaire., Le champ d'onde est dQ A des sources fictives distribuées sur la surface Z. Construi-
sons maintenant une fonction v, (r) qui satisfait 1'équation d'onde dans K+, et la condition de rayonne-
wnent (2,6).Ainsi, en ajoutant la fonction v (r), 1a fonction V, (r) aura une discontinuité A travers le
bord d'ombrelX,, égale et opposée 2 - Vo(rﬁ Cependant, dans toutes les autres parties de K+, vy (r) est
régulier, Le terme supplémentaire v_(r) A v, (r) détermine un probléme de valeurs aux limites, dis-
continues pour vk( r), ce qui donne d'apgés (47) "une solution de la forme :

(3,6a) 1 . v Vv, () '
TTT,J;:O {Vo (#') —W _— _ﬁ_}go (l‘/f)df’

Nous déduisons donc de (3, 1) une soluticn régulidére
v (P
(3.65) v (1) = v (1) — %{z {vgr'){;‘—, — M‘{;ﬁ,—’-} gy (F/t) ap
o

J. {vo (r') !?n' i .bvon ’ }go (r/2*) dp

1
47
. ‘ '
= 4"‘[' Wo (r/#) dp’

Cecl est la solution de Kirchhoff que 1'on peut interpréter comme suit : iL.e champ d'onde en un
point quelconque r €K, est dQ A une superposition d'ondes élémentaires (ondelettes provenant de chaque
point de la surfaceZ' de 1'ouverture, Ceci est en accord avec ia formulation par Fresnel du principe de
Huygens déja mentionnée dans le premier chapitre,

¥up (e/r) = [vie) V0 - v ()] gy (/)
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En particulier, on peut déformer la surface f.' de facon qu'elle co™cide avec le coté illuminé de

1'obstacle 3., . Mais on obtient ainsi une singularité & la source qu'on peut isoler par urne petite
sphére Sr.

Alors, la surface L.dans (3. 6b) est remplacée parX lU Sp, et comme la contributionde 1'intégrale
(6) sur la petite sphére Sp est 4TTvo (r), quand son rayon 4 tend vers zéro, on obtient au lieu de (8)
la formule nouvelle suivante :

1 Y dyv, ()
(3.7 Y r) = vo (r) +fﬁ,'f [Vo (') > - T] gq(r/t') dt

i
car r € K+

Maintenant, 1'espace K+ est 1'espace de champ total qui exclut celui occupé par les sourcea et
les corps diffractants,

Dans les formules (3. 6b) ou (3, 7) exprimant la solution de Kirchhoff, le bord de 1'ombre défini
par la courbe C,, n'entre pas dans la solution, mais seulement la surfacef;' ou J,; limitées par la
courbe d'ombre Cy. Cela résulte de laforction de source libre W, (r/r') entrant dans (3. 6b) ou (3. 7).

Pour préciser, considérons le probléme particulier de diffraction, ol les corps diffractants
(fig. 2 a-b) se réduisent & des écrans infiniment minces faisant partie deZ .

La courbe du bord de 1'ombre est alors la frontiére de 1'écran ; mais ce n'est pas vrai en géné-
ral, quand 1'cbliquité de 1'ouverture par rapport aux rayons lumineux issus de 1a source est grande,

fig. 1 a fig. 1b
Diffraction par une Diffraciion (Diffusion)
ouverture dans un par un écran mince
écran mince d'aprés d'aprés la théorie de
1a théorie de Kirchhoff. Kirchhoff,



Pour que la solution (3. 6b) soit continue quand on passe de 1'espace K+ a K - 2 travers l'ouver-
ture I ', nous avons, d'aprés la formule (28) du paragraphe 3, la formule :

1
B.abv (n =% W, (r/t1) d
© TeUEi

ol ﬁ = 1 pour re€KkK+ et P= 0 pour r€K-,

La surface I correspondant A l'intégrale (28) est ici remplacée par 2. eUZi comme il est in-
diqué par les figures (a) (b).

Fig. 2
&) Diffraction par un écran b) Diffraction (diffusion)
percé d'épaisseur finie, per un corps étendu
d'aprés la théorie d'apreés la théorie
de Kirchhoff, de Kirchhoff,

Mais Y'intégrale (3, 8) est 1a somme d'une intégrale sur f‘e et d'une intégrale sur Zi et la for-
mule (3. 6b) donne :

(3. 9’P Vo (r} = Yo (ry — ‘%r‘j Wo (r/2') dp
£,U

On peut obtenir encore cette formule en déformant la surface 2;, entrant dans l'expression
(3.7) pour 1a faire cofncider avec le cO6té opposé négatif de %i,. Alors l'intégrale sur 1'écran L reste
réguliére 3 travers 1'ouverture Z'.i , ce qui n'est pas vrai pour 1'expression (3,6b), parce qu'elie est
seulement définie dans K4 ol elle est d'accord avec (3. 9).

Cependant, la formule (3, 9) a la méme singularité dans K- que vo(r) et ainsi (3,9) donne 1la
construction exigée de (3. 6b) dans K- lorsqu'on franchit 1'espace de champ de Ky 3 K-. D'autre part



quand on tient compte de (3. 8), on peut mettre (3. 9) sous la forme :

BV, M)
(3.10) v, (r) = ! vy (#Y) b. _— - (r/¢Y) ap, (r € K+)
k «nz ®n ¥ n ! £

dvg (#)
(3.11) v (r) = v (r)+ ‘"Tf {v (* ‘on' - g, (r/t") dt', (re K-)

La solution de Kirchhoff, donnée par les formules (3. 9),(3. 10) et (3. 11) est une solution de 1'équa-
tion d'onde scalaire et sa singularité dans le domaine K- st celle de v (r) de plus , elle remplit les
conditions de discontinuité A travers l'¢cran :

Yo © (vk+) - (vk_)
(3.12)
e = () - ()

Les exprecsions (3, 10)-(3, 11) montrent que la solution présente une discontinuité égale 2 1'onde
incidente lorsqu'on franchit le bord de 1'ombre, Cela veut dire que dans la théorie de la diffraction
de Kirchhoff, la discontinuité que présente 1'onde géométrique se nivele. Ce procédé de régularisa-
tion de la solution, représentée par v, (r) est montré dans la formule (3.9.) ou (3. 10) qu'on peutinter-
préter par la superposition d'ondes élémentaires (ondelettes) divergeant A partir de la surface
de l'ouverture,

En particulier, sa formulation dans (3, 9) permet une liaison de 1a solution de Kirchhoff avec un
problédme de valeurs aux limites pour une situation réelle ou physique, au moins dans un sens quanti-
tatif. Puisque les ondes élémentaires divergentes ont leur origine dans }, , et sont indépendantes,
leur densité est mesurée par les valeurs discontinues (3. 12). Celles-ci sont exactement les sources sur
la surface }.e qui rayonnent en directions données par 1'expression entre parenth2ses dans la for-
mule (3, 4) et comme on peut 1'observer, il n'y a aucune interaction des éléments de surface 1'un sur
1'autre,

Par cette hypothése, et par 1'application de la formule de Green, on peut écrire :

. _ n.d dv (M) , .o
(3. 13)Lwo (r/!‘) ds! -L {vo (f)'%—; - T‘I_} g (r/f‘) de = ¢

od . est une surface fermén-,

Mais l'intégrala de surface prend la forme :

(3.14) f{v (r'>§;->§-,,‘l’—} g, (r/t) dp' = f . f . f

+f {v (f')%—r—‘- - h.Z(‘:")}go (r/#) dr'

ol les sphires Sh, Srz et les ‘mr{ucel ZR, Y ' sont indiquéce sur la fig. (3) et n est la nor -
male dirigée vers l'espace K4,
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Flg. 3

Les contributions des spheres Sr et sz sont respectivement égalesg A + 41Tv (r) et - 4Ty (r)
ol v, (r) représente la source.

Alores on a :

(3.15) v(r) = vg (r} + %;r {v (2 - }’—‘{“{ﬂ} g (r/t)  dp
e ]

Mais 1'intégrale de surface, prise sur 2.' est évidemment égale 2 la méme intégrale sur les
deux faces de la surface £, L+ et X - , Nous avons :

(3. lB)J;_:.Wo (r/M) dp* = o c/t) dp f Wy (r/tY)  dM

Z#UZ—
W, (r/t) dp
Y-
Or
r'-0' - [ pr (fn ]‘ ' '
RN N g R A Vo v - 5w [ ); (). ] g (r/t)  dt

r

" {[H“‘" - v e [ W’]} Bo T/t ar
z

= -.J; {vo () %‘; - b_;n;‘_'_(ﬂ} R (/) dm

ol n' est la normale orientée vers le c6té d'ombre del, . Alors, si on tient compte de (3,14) et
de (3. 15) nous avons :
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(3.18) v (r) = v, (r)-%"-f {vo (#) ;- o () } gdr/t)  dr
X

Cette formule a été obtenue par Kottler d'une maniére rigoureuse. Quand on fait 1'hypothése des
valeurs discontinues de la fonction d'onde donnée par (3.12), la formule (3. 18) est équivalente A 1a
formule (3. 11).,

11 - THEORIE DE KOTTLER

Dans la formulation du probléme des valeurs aux limites, on peut régler la distribution du cou-
rant superficiel. d'une part par 1'onde incidente, d'autre part, par les ondes secondaires rayonnant du
méme élément de ia su-face de fagon qu’elles incorporent les valeurs aux limites correspondantes sur
1'écran,

Nous avons déja présenté ce point de vue ailleurs (b) (paragraphe 1) et il est exprimé en parti-
culier par 1'équation (3. 18). Il faut noter ici que la solution de Kirchhoff v, (r) est une solution du pro-
bléme des valeur: discontinues donné par (3. 12) qui posséde la méme discontinuité que lafonction vo(r)
comme Rubinowicz (1917) et Kottler (1923) 1'ont démontré. (Voir Baker et Copson). Pour traiter le
problédme de la diffraction comme un probléme de valeurs aux limites, il est nécessaire d'introduire
des solutions multivaluées de 1'équation d'onde, qui sont univoques en chaque point d'un "espace' de
Riemann, comme Sommerfeld 1'a fait pour le probléme du demi-plan, Il est nécessaire de prolonger
les solutions multivaluées dans cet "espace'’ formé par un nombre infini de feuilles qui se raccordent
le long du bord de 1'ombre. Naturellement cet espace n'est pas l'espace ordinaire physique, mais un
espace "imaginaire' mathématique. .

Dans cet espace, les solutions deviennent univoques quand on passe d'un feuillet A 1'autre en
franchissant la fronti¢re de 1'ombre.

La coupure de ramification correspond a 1'écran, et la ligne de ramification & la frontiére de
1'écran. Cet "espace' de Riemann est A 1'espace ordinaire ce que la surface de Riemann est au plan
ordinaire, Dans ce sens la coupure de ramification de 1'espace 'imaginaire" est cousue A l'espace
ordinaire de la physique. Quand on passe de 1'espace imaginaire A 1'espace ordinaire en franchissant
la frontiere de 1'ombre, 1'onde incidente v, (r) apparaftdans la solution comme les formules (3. 10 - 3. 11)
le montrent, Physiquement, on dit que 1'onde réfléchie a son origine dans 1'espace "imaginai-e'" (T+)
et elle apparait dans 1'espace ordinaire en franchissant 1'écran, Cette notion a servi A Kottler comme

définition de 1'écran "noir". Il aurait obtenu la méme formule que (3, 11) si L était la surfaced'un écran

"noir" mince, avec 1'hypoth2se que les valeurs v, (r) et hr‘:':_r)_ sur la surfaceX de 1'écran sont don -
nées par la relation (3, 12), La différence entre la formule de Kottler et celle de Kirchhoff pour le pro-
bléme de la diffraction par un écran "noir" mince est dans l'interprétation des valeurs v, (r)et
dvg '(‘r) sur 1'écran noir. D'aprés Kottler, qui a obtenu sa formule d'une manidre rigoureuse v, ( ret

—b—%Ln(r—) sont les discontinuit¢s de la fonction d'onde et de sa dérivée normale, prises sur la surface

de 'écran 2 et données par (3, 12)., D'aprés Kirchhoff elles sont les valeurs aux limites sur ).,

Nous avons déja montré que l'argument de Kirchhoff est faux, parce que dans notre analyse du
dvg (P)
n
la solution de 1'équation d'onde scalaire. La connaissance de v (f) = §(f) sur la surface suffit en géné-
ral & déterminer v (f) a l'intérieur de Y , et de plus la détermination de v (f) est univoque, Donc

_\ynﬂ - ‘P (?) est déterminé quand on connait leulement?(f) , et inversement C{(f) est détermineé
sl(*)(f) est connu (voir paragraphe 5, II),

paragraphe (4,1I) les données arbitraires v, () =@(t) et =@ (?) surX sont incompatibles avec

Cependant il existe des cas exceptionnels, ol la connaissance, soit "'o (f) ou bien de (l)o(f) ne
suffit pas & déterminer 1'autre fonction,

Ces cas exceptionnels existent, quand 1'équation d'onde possiéde des solutions propres 2 1'inté-
rieur de X , et la quantité k (nombre d'onde) prend des valeurs propres k 1’ kz, ks .+ s+, COrrespon-




dant A la solution du probléme aux limites. Par exemple les fonctiong d'onde :

(3.19) v (r.t) = cosw [t vn(r) n =12 3....
qui sont des solutions particulieres de 1'équation d*onde scalaire, et ou vn(r) est une solutionde Péqua-
w
tion de Helmoltz (I1 3. 20), posséde les valeurs propres kn = —cﬂ

Mais les solutions v, (r, t) ou bien v (r) de ce genre, ne satisfont pas la condition de rayon-
nement,

Pour les problémes A 'extérieur de 2. , les solutions propres n'existent pas.

Les valeure aux limites (f (r) et (P (r) interviennent dans les équations intégrales que nous
avons obtenues, équations (43)-(45).

D'autre part, la solution de 1'équation d‘onde, obtenue par la procédure d‘un nombre infini de
solutions ramifiées dans 1'espace "imaginaire' de Riemann n'est pas univoque parce que le comporte-
ment de la fonction d'onde peut varier considérablement dans 1'espace imaginaire (Sommerfeld 1966).
De plus, la solution Vv, (r) ne satisfait pas les conditions sur l'aréte ; c'est-a-dire elle donne un
rayonneiment engendré par les arétes de 1'écran ou du corps diffractant.

La solution de Kirchhoff pour un écran réel, qu'on peut décrire par les valeurs aux limites
représente bien les résultats expérimentaux quand la longueur d'onde '\ est trés petite, et quand les
points d'observation sont trés éloignés des corps diffractants et ne se trouvent pas au voisinage de
la frontiére d'ombre.

Ces faits expérimentaux ont pu faire croire que la solution de Kirchhoff était 1a premiere
approximation de la solution exacte du probléme aux valeurs limites pour une trés courte longueur
d’onde.

Alore d'aprés la méthode d'approximatio.1s successives on pourrait calculer les approximations
d'ordre supérieur v (r) et si la série ainsi obtenue était rapidement convergente pour \ trés petit,
elle tendrait vers la solution exacte du probleérne aux limites, On a cru que laformule (3. 11) donnait
réellement le champ total sur 1'écran et l'ouverinre Y e + ¥ i quand les valeurs Vi (t) etl‘%“nﬁ-
sont mises dans la formule {28) du paragraphe (3, II). Par conséquent, nous pourrions calculerles
approximations successives du champ de fonction d'onde Vi {r}, par la méthode d‘itération en intro-

1 p-1
duisant . les valeurs de vk p (P), vk (M(p=1, 2, 3....)dans la formule (28).Mais nous avons

remarqué que cette méthode ne méne pas & un résultat nouveau, parce que par cette procédure
(comme il est démontré au paragraphe 7) on arrive A la méme solution v, (r). Et la solution de
Kirchhoff, en général, n'est pasle terme principal d'une série, obtenue par 1'application de 1a méthode
mentionnée plus haut et dont la somme u (r) pour p »cotendrait vers la sclution exacte du probléme
aux valeurs limite (3, 12).

Pour la sclution analogue de Kirchhoff dans 1e cas vectoriel, on considére les valeurs discon-
tinues des composantes tangentielles des champs n , Egy(r)etn, Ho(r) sur la surface L , Alors
2 partir de 1'équation (57) on obtient :

(3.200 Ep (r) = PE, (1) + - VAf(n'A E, (#)) gq (r/t) dt
z

- ul’s VA.;':AL (n's HO (*)) g, (v/9) dp

l 1) L] |}
(3.21) H_(r) = PHy (D) + Wv"fz (n'y Hy (810)  gg (F/87) df

+ ——41“‘) Va VAj (n', Eo (*)) £, (¢/#") dt*
¥ z
ol ‘3 =1 si re€ K-
p=o0 si r€K+

ini ‘onde incidente sur 1'écran. Les équations (13') et

Les champs E_, (r), H, (r) sont définis par 1 . Le t

{14') sont les solutiong des éqgationa de Maxwell et satisfont les conditions sux limites des ‘compo[:nn
tes tangentielles des champe E, Hsur L, ol ils prennent respectivement les valeurs discontinues

ny, E5 (#) et np Hy {t).

1l - LA THEORIE DE YOUNG.RUBINOWICZ.

ion du probldme de diffraction donnée par Kirchhoff s'exprime par une in-

la solut
) sl L. en général non fermée, limitée par une courbe ou un contour Co-

tégrale (3. 1) sur la surface

—_— e~ e =

Z-Z‘+Eéc + g =Zi +I

', I UZg ' -z
éc

z-zluzu z‘ = A

L= AUZ"
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Le contour C, est la section selon laquelle le cOne de sommet Q tangent A la aurface du corps
diffractant est tronquée. Nous avons montré au paragraphe précédent que I = T c U . constitue une
surface fermée. La source Q est A 1'intérieur de I et en outre. le point d*observation '(P) est situé 2

1’'intérieur comme le montre la figure. On peut la déformer d'une mani¢re continue afin qu'elle cofn-
cide avec X .

Cette déformation ne change pas la valeur de l'intégrale sur X . Ainsi on peut remplacer S

par £ . Mais, comme la normale 2 T et celle 2 S prennent les directions opposées sur la partie
commune, on obtient 1a formule suivante :

(3.22) vir) - %L W, (r/t) det == (v () %-b‘;g'))go(r/f')df'

_ 1 av_ (#") » , ,
= E:L(—gn—— - Vo (r) Y!—l-) go(f/f) dae

od n estla normale dirigée vers la face illumince de la surface X (1 ). La solution donnée par
Kirchhoff, au moyen d'une intégrale double, prise sur la surface I en général non-fermée, admet
une propriété mathématique intéressante, qui nous permet de donner une interprétation physique sim-
ple du phénomeéne de diffraction. Cette propriété est qu'on peut la transformer en une intégrale, prise

sur le contour C, qui est le bord de la surflceZ'(z). La transformation de l'intégrale sur la surfa-
ce I en une intégrale sur le contour, bordant la surface L ", est possible si L ne contient pas des
sources, ou des corps diffractants dans l'intérieur, et si la fonction d'onde ou les champe ne sont
réguliers au bord de la surfacel , c'est-2-dire , si on peut appliquer le théordme de Stokes 2 Y.
Cette transformation de l'intégrale de Kirchhoff en une intégrale de contour a été faite d'une maniére
rizoureuse, d'asbord par Maggi (1838), puis particulidrement par Rubinowicz (1917) qui a montré la
lisison avec la théorie de la diffraction de Young. Récemment, la formule de Rubinowicz a été géné-
ralisée pear Ingarden (1955), puis d'une mani2re rigoureuse et générale, qui comprend les formules

de Rubinowicz et Ingarden, par Miyamoto et Wolf (1960, 1961, 1962) et aussi par Rubinowicz (1961,
1962, 1965).

i I IR

Fig. 2
(1) - Parce que I n'est pas en fait une surface réelle (surface d'écran ou de corps diffractant), mais
une surface d'ombre fictive, les deux cOtés de I " sont illuminés, Pour une ouverture dans un écran

non réfléchissant, on peut prendre ¥ c~mme la réunion de la surface d'ouverture A et de l.. surface
d'ombre,

(2) - Cette transformation de I'intégrale de Kirchhoff sur une ouverture (éq. 3.24) en une intégrale
prise sur le bord de 1'ouverture, nous donne le concept de diffraction de Young. Nous en avons parlé
en détail au chapitre I : la diffraction apparait 3 cause de l'interférence mutuelle de deux ondes, une

ayant pour origine le bord de 1'ouverture ou du disque, 1'autre est 1'onde géométrique directe de la
source.

i i le de
ibi transformation de 1'intégrale de Kirchhoff vient du fait que 1'intégra
mﬂnceL;ewK‘l:;l;:hlgféf d:e}:‘résl;nte le flux d'un vecteur sans divergence, ce qui permet d'appﬁquer le
théortme de Stokes. Cela veut dire que l'intégrant Wo (r/#) contenu dans l'intégrale de surface peut
etre exprimé comme le rotationnel d'un vecteur V(r/#') ou d'un tenseur T(r/#') dans le cas vectoriel.

(3.23a) W, (r/®) vt Vir/t)n'

(3.23b) W (r/t) VA T(r/t') -n'

Par le théoréme de Stokes, 1'intégrale sur la surface L , ou sur l'ouvertur(: A dans un écran S
se réduit 2 une intégrale de contour prise sur le bord C, dela surface ¥ ou de 'ouverture A, Nous

obtenons :

"

(3.24 a) on (r/t*) dp fV'A V(r/t') n'.df
E Y'Y

+ f (V(r/t) ds')
CO
f V' T(r/f') n' .4
£

= f (T(r/#") a&
c

Pour réaliser cette transformation, on considéere la surface I ou 1'ouvertuire A dans un écran

S, qui 8'étend 2 1'infini et qui est parfaitement "noir". La source estaupointr = r, = O.

i}

(3.24b) fW (r/#) dt"
L

Nous avons :

nd  _ dvir)
tvr)Sw - e )

n

(3.25) Wy (r/t) go (r/r")

(v(r') V- V' (w(r") n' gy (r/r) =1 -n' g, (r/r")

Puisque la divergence de W, (r/r') est égale a zéro (éq. 27, par. 3) on peut écrire :
(3.26) W _ (e/r) = (v(ieV V' - Viv(r)-n g, (r/r) = V'aVir/r") - n’ g, (r/r")

3.260) div U (/e = votn) [ i) - Iix_-r1) =0

d
ol rfr, rf r, *° 0.

L'expression de W, (r/r') est donnée par 1a formule (3.4). Alors (3.26) est une équation diffé-
rentielle permettant de déterminer le vecteur inconnu V, a un gradient preés,

Le vecteur V(r/r') reste toujours normal au plan de r'R, parce que W, (r/r') se trouve sur ce
plan. Donc on peut mettre Y{r/r') sous la forme :

-
r

3.21)  Vie/e) = (A B) P, ) R= Irr-rl), B=7-

. ’ : 1 -
ii’o est le rayon vecteur de ls source et vo(r) correspond 3 1'onde sphérique donnée par l'expres

1 elkir-r
sion, v, (r) = g, (r/ry) = ry -'T_-;;Td
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ol (f (?‘, Ta’) est une fonction scalaire, on écrit :
(3.28) VA V(P, D) = B [ 2 + (®vy] ¢ - B2 + (?'v')](f
Mais d'apras 1'identité :

.20 — Do 2y

r’f;'_

{ 2 + (;-"vv;}cr

ona :

C@3.30) VAV = E Bbiz' B> ¢) - —?— :r, (r? )

En comparant les coefficients de =
centielloy momparant e etH de (3.30) et de (3.4), nous avons les équations diffé -

D, (3.31a) 2. (r'zq(r- H o._e R {—"‘— - = }

1 d s —
Y (41) 2 Rz RS
i (]
D, (3.31b) ‘;?i (RZW,-:-R', :-e__kﬁ v { ik 1
2 2 T3
(417) r' r'

Les deux équations ont méme forme O
. On pagse de 1'une 2 1' Fa
intégrer Dl' 02 nous considérons la fonction iauire en permutant’s et-ﬁ. Four

R
@52 w-3 [PR+@. W] - g2 AR
dr
Comme
D1 =-1_, du _ _u2
dr' u r3 X' R—3
et
ik {(r' +R
%(Lr _))_ ek (F+R) 3 1y . o K (r' + R)
r u br' (T = ik —-—7__
ona:
ik{r'+ R
(3.33) O e tklr +R) . . ix(r'+R) ik 1
> " e ( > _ 1
2 3
R R

Si on substitue dans (3. 31 a) et si on fait I'intégration en r', on obtient:

ik (r' + R)
3.34 = &
3.3 ¢, W) - + ¢, @

ol ¢ o dépend seulement de -ﬁ’ De la m8me fagon, en intégrant 1'équation (D3) on obtient pour
¢(? ,—lt), 1'expression suivante :

ik (r' + R)

3.3 OB = b+,
(4TT)2 Rzu "Po

od (,(") dépend seulement de T', Mais d'aprés la symétrie de ¢ (P . R), (, (F) et (.Po(?‘) 8'an-
nulent, Par conséquent, nous avons 1'expression :

P, eil((r'-l~R) eik(r'+R) > R
(3. 36) (r', R) =- == ——L—‘R"
(P (4,")2 l_'2‘.1 r'R r'R + (r!'R)
La quantité

: P R _ sina . «
(3.37) r'R + (r' T 1+ cos& tg | 2 )

est le facteur d'alignement. L'angle & est 1'angle de QR et PR. Avec cette expression de (§ (, ) nous
obtenons :

(3. 38) fwo (r/81) dp =f (Vo (8 ' - V' v, (#hn g, (/) ap
hay r
=f (VA V(Y r) n dp =fCo (V (r'/r) de)
z

od ds est 1'élément d'arc vectoriel de Co . Mais, quand le point d'observation est situé de manitre
2 recevoir directement la lumidre de la source @, 1'angled =TT et dans ce cas le facteur d'alignement
devient infini. La singularité de 1'intégrant apporte 2 1'intégrale de contour, d'aprés la formule de
Cauchy, une contribution qui est égale A 1'onde directe géométrique de la source au point d'observa-
tion, parce que, dans l'application de la formvle de Stokes, on peut isoler les points singuliers de
1'intégrant situés sur la surface d'intégration par de petits cercles de rayon f ; et comme dans 1'ap-
plication du théoréme de Green, 1'int4grale (3, 38) devient :

§Co (V(r'/r)ds)+ lm ¢ (V (r'/r) ds)

(V (r'/r) ds)
p=o c,

{
(3.39) é CoUCj

v éco (V(r'/r) ds)

La limite de la seconde intégrale donne la partie géométrique de 1'onde, c'est-a-dire, 1'onde
non perturbée, arrivant directement de la source au point d'observation et la premidre intégrale re-
présente 1'onde diffractée ou 1'onde secondaire de Young. Alors, la seconde intégrale de (3,39) re-
présente 1'onde géométrique Vg (r) et 1a formule (3. 10 - 3,11) prend la forme suivante : (1)

] g r'a v a9
(3.40) i (r) Vg (r) + §C°"o (r') g, (r/r") [,.v |r|A- rl + r.(r - r)]

(1) Pour les différentes démonstrations de cette formule, voir les travaux de Miyamato et Wolf, et de
Rubinowicz déja cités, ol on trouve une analyse détailliée et aussi des applications 3 des cas divers.
Quelques applications intéressantez et généralisations sont aussi données par Petykiewicz (1965) et

Fabiansky (1964),
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ol vg {r) donne 1'onde géométrique :

lkr
(3.41) vg(r) = v_(r) = Ee———

avecp= 1, s8i reKi et P=O,si réKi

au sens de 1'optique géométrique, c'est-a-dire, si le point d'observation se trouve ou non dans le do-
maine directement illuminé par la source, Dans le cas d'une ouverture dans un écran, l'espace K; est
1'intérieur du cbne, limité par la courbe Cg du bord de Y'ouverture, et ayant la source pour sormmet,
Dans le cas d'un corps diffractant, Kj est tout 1'espace en dehors du cOne tronqué d'ombre, qui est en-
gendré par la courbe Cgo qui divise la surface du corps en deux parties, 1'une illuminée, l'autre non-
illuminée directement par la source.

Puisque la fonction d*onde Vi(r) satisfait 1'équation d'onde, elle est une fonction continue dans
tout 1'espace, méme sur la frontidre de 1'ombre, et de plus sa dérivée normale est continue dans cet
espace. Donc, la discontinuité de 1'onde géométrique vg(r); lorsqu'on franchit la frontidre de 1'ombre
du c6té illuminé vers le c6té de 1'ombre, est compensée par une discontinuité de 1'intégrale sur C,
(3. 40). Ceci est le cas, en effet parce que la quantité [:r' It - r|+ ¥ —"Fg, qui parait dans la for -
mule (3,40) s'annule si le point d'observation (r) se trouve sur la surface de 1'ombre et la valeur de
1'intégrale (3. 40) quand r »f+ est égale A la valeur quand r—»f- avec un changement de phase éga) AT,
La valeur absoluede I'intégrale, quand r—# 1+ O est égale A la moitié de vg {f).

Par conséquent, nous voyons encore une fois que, comme dans le point de départ de la théorie
de Kirchhoff, les conditions aux limites ne sont pas déterminées sur 1'écran réel ou sur la surface
physique du corps, mais sur une surface discontinue "imaginaire', qui divise 1'espace en une partie
illuminée directement par la source, au sens de-1'optique géométrique et en une autre l'espace d'om-
bre. Cette surface "imaginaire' est la frontiére de 1'ombre géométrique, produit par 1'écran ou par
les corps interposés en face d'une source lumineuse, Et la propagation de cette vibration lumineuse
obéit aux principes. de l'optique géométrique, ce qui est une conséquence de la solutior. du probleéme
de valeurs limites, qua2nd on fait tendre ‘A vers O, En effet, cette valeur solution est indépendante de
la condition aux limites exigée sur 1'écran ou sur la surface du corps diffractant,

Une transformation analogue de l'intégrale de Kirchhoff en une intégrale de contour pour les
ondes électromagnétiques, a été accomplie par Laporte et Meixner (1958). Le point de départ d'une
telle transformation pour le casvectoriel est .a formule (3, 20) et (3. 21), représentant les champs ‘élec-
tromagnétiques, analogues a l'intégrale de Kirchhoff. Mais ici, les quantités discontinues sont les
composantes tangentielles des champs électrique et magnétique, lorsqu'onfranchit 'écran . Comme
la divergence des champs E (r) et H (r) s'annule dans un domaine libre de sources et de corps diffrac-
tants, les intégrales de surface (3. 34a) et (3. 24b) représentent un flux d'un tenseur libre de sources ;
on a donc :

(3.42) div ‘fK (r/r') = O» ($K (e/r) = V'A Ti(r/r'). n'(3.23b)

sir § r

Alors (g (r/r') est donné par un autre tenseur @ K (r/r') de 1a maniére suivante :

(3.43) @K (r/r') = V) Py (r, r')n, (Vg (r/r) =7 (r/r")



Par suite 1'application du théoréme de Stokes donne :

(3.44) E, (1)

" _‘:TJ Py (£/#) ap =f Vi @y £/t n. ap
T T

f c L pKr/e a5)

Eg(r) + éco ((PK(r_/r') ds)

Cette formule est 1'analogue de la formule de Rubinowicz pour le cas scalaire. Ladétermina-
tion du tenseurP g (r/r') est I'objet du travail de Laporte et Meixner, déja cité, ol on trouve une
analyse détaillée permettant de construire cette fonction et par M. Rubinowicz suivant une autre mé-
thode (1962).

La formule (3, 44), exprime sous une forme mathématique la substance de la nouvelle théorie
de la diffraction, qui est déja ancienne du point de vue physique. Elle est la formulation mathématique
rigoureuse de la théorie de Young, selon laquelle le champ total de 1'onde est la superposition d'un
champ d'onde géométrique et d'un champ d'ondes secondaires, engendrées au bord de 1'ouverture,
L'ond2 secondaire, dite 'onde de Young' est donnée par 1'intégrale de contour. Le facteur d'aligne-
ment

[ (™ AR v )
Pl -rl* (0@ -

dépend seulement des positions de la source et du point d'observation et des points sur le bord de
1'ouverture, Il caractérise 1'indépendance de chaque ondelette de Young, ayant son origine au bord,

En général 1'évaluation de 1'intégrale curviligne est difficile, mais on peut faciliter le calcul
par 1'application de la méthode de la phase stationnaire. Les contributions priuicipales proviennent des
points du bord, ou la phase figurant dans 1'intégrale, reste stationnaire le long du bord. En effet, les
contributions des autres points du bord s'annulent par interférence, 3 cause de la variation rapide
de 1a phase.

Les points qui satisfont cette condition, dits ''points stationnaires'’, sont donnés par :
(3.45) cos (I ,s) + cos (_ﬁ. s) = O

qui est la 1oi de réflexion. Les points d'observations qui satisfont (3. 45) sont sur la surface d'un cOne
dont le sommet est au point stationnaire et dont 1'axe est tangent 3 1a courbe Co. Le chemin optique
géométrique, de la source au point d'observation, en passant par le point stationnaire du bord, sa-
tisfera au principe de Fermat généraliaé,

Ce ne sont pas tous les points du bord qui contribuent & la vibration lumineuse au point d'ob-
servation, comme on le croit généralement, mais seulement les points stationnaires, ou la phase
r' + R reste constante, De ce point de vue nous avons une connection avec la théorie de Fresncl,
quand on évalue 1l'intégrale double de Fresnel-Kirchhoff sur la surface de 1'ouverture par la méthode
de la phase stationnaire, Nous en parlerons dans un autre chapitre.

Mais finalement, {l faut souligner que la théorie de Young-Rubinowicz et de leurs continua-
teurs, est une théorie approximative., De plus, la théorie est en défaut, parce que le bord d'une ou-
verture, ou l'aréte d'un écran devient une source de rayonnement d'énergie. En effet, 1'intégrale de
contour posseéde une forte singularité quand r s’approche du point r' du bord de 1'aréte, Cette singu-
larité du champ de 1'onde secondaire est de forme logarithmique. Ainsi, le bord d'une ouverture, ou
I'aréte d'un écran, devient l'origine d'un rayonnement et méme la densité de flux d'énergie rayonnée
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devient infinie, quand r tend vers un point sur le bord de 1'aréte. Mais, ~e comportement de la fonction
d'onde au voisinage du bord ou de 1'aréte, contredit la condition sur 1'aréte de Bouwkamp-Meixner : dans
la théorie exacte de la diffraction, il n'y a aucun rayonnement du bord ou de .'aréte : il n'y a pas de
source engendrée sur le bord d'une ouverture ou sur l'aréte d'un écran et il n'y aura jamais un rayon-
nement réel du bord d'une cuverture ou de 1'aréte d'un écran,

Donc, la réalisation de cette transformation, qui donne naigsance a 1'onde de hord est méme un
grave défaut de 1a théorie de Kirchhoff. l.es ondes secondaires d'Young représentées par 1'intégrale sur
le bord d'une ouverture ou l'aréte d'un écran, sont, en principe, des ondes fictives, La théorie c¢xacte
de la diffraction montre, que, si 1'écran est conducteur parfait, 1'aréte ne deviendra pas une source
réelle de rayonnement,

La forte singularité de la fonction d'onde, qui apparait dans 1'intégrale de contour, est engendrée
par la transformation mathématique, qui rameéne la surface d'intégration (surface de 1'ouverture) A une
courbe, En effet, la valeur du champ ou la distribution de la lumi¢re sur chaque point de 1'ouverture 2
deux dimensions, représentée par 1'onde incidente, est rassemblée sur une ligne,

Cependant, dans la théorie de Young, et de ses continuateurs, les ondes secondaires, émises
par les bords des ouvertures ou les arétes des écrans, elles parafssent méme dans la forme asympto -
tique du champ en un point éloigné de la source. On peut comparer ce résultat aux résultats de la
théorie de la diffraction par un demi-plan, obtenus dans les études de Sommerfeld, Rubinowicz et
Bouwkamp.

IV - THEORIES SCALAIRES APPROXIMATIVES

1. - FORMULATION DU PROBLEME DE DIFFRACTION.

Dans la théorie de la diffraction par un systéme optique, la surface d'intégration . dans la
formule (3.1 ) est en général une surface plane. c'est-A-dire comprend le plan total, formé par
1'ouverture A (pupille de sortie) et 1'6cran S (X = A U S).

L'écrar, S est supposé parfaitement réfléchissant.

Pour les ondes électrcmagnétiques, 1'écran est en principe trés mince et son épaisseur d est
supposée plus petite que ia longueur d'onde A (d«A). De plus, 1'écran est un trés bon conducteur
électrique : les composantes tangentielles au champ électrique satisfont A peu prés A la condition
relative A un conducteur parfait (NnE = O surS). Dans le cas de la diffraction par un disque S, la
surface cofncide avec tout le plan formé par la surface S et le plan libre A, au dehors de S.

Soit z = o le plan total, formé par A et S.

Pour cette forme géométrique de 35, la discontinuité de la fonction d'onde, d'apres la formule
(2.28) est symétrique par rapport au plan z = o et égale A 1a différence des valeurs prises sur les deux
faces du plan z = o, D'aprés la formule (43, II), nous avons la relaticn :

lim lim

—_— Y = - v l_ ] []
(3.48) 7 .“Jz‘ PS8 gor/tatr =T Jggen S eotr/enar

p
iy Gf r)
ouP=1sirefetP=opourr¢x

Mais (Pod‘, est une fonction queiconque, définie sur S et s'annule sur A, quand z-t0. D'aprés cette
hypotheése la formule 3, 46) nous donne :

- - 2 ? []
(3.47  (n), -’ﬁ'/z; v(), 32" golr/tde, (z = o)

(3.48) y,(n, =tﬁ‘4 ‘-“T?.‘ go (r/2) ar, (z 5 o)

suivant que % ou U est égal 3 zéro sur X
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L]
L.es quantités v( ') et %‘L’,) prennent des valeurs a-bitraires, quand on fait z-*0, de 1'ur ou

1'autre c6té dv plan z = o. Alors, = si ncus introduisons deux fonctions g, et By définies par :
(3.492) g (r,®) = 233‘r—, g, (r/ ")
(3.49b)  gp(r, ) = 2g (r/2")
(2.47) et 2, 48) prennent la forme simple.

1 ,
(3.50a) v ,(r}-= ﬁ/z v, 8 (r,p') AP, (z < 0)

. £, :
{3. 50b) vz(r)=%1—1/'z AU g () AP, (25 o)

Les fonctions de Greende premiére etdeuxiéme espéce gy et gy pour le demi espace, sont donndes
par les relations :

(3.51a) gr(r,t) = g(r/P, +2) - go(c/P, - 2)
(3.51b) gyf(r, ) = golr/P', + 2) + go(r/D - 2),

Les formes explicites de g , gy sont

w = eikr,  eikr,
{3, 52a) g {n, ') -—»—lr' i M’z
o . eikr, ek
(3. 52b) £ (r, ') T + r,
avec
(3.53) r"; = (xg- ) - {ys - y)2 +(z} - %
2 2 2 2
ry = (xp-x)" + (yy-y) +{z+2)

od (x, y, z) sont les coordonnées de P, et (x, y, - z) les coordonnées de 1'image de P par rapport nu
plan z = O, et (xo + Yo » %) les coordonnées du point Q (fig. 1}

«, 0, 0af ,
puye) | z<0
N
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Pour un point Q situé sur le plan z = 0, nous avons :

e ikr2
(3. 54a) g - 0 A 2 —;2—-— = 2 €, (/)
et
(3. 54b) PR g (r/#) =0 (r2 = (x - %)%+ (y. - y)° +22)
a 81 et S T/ . B 2 e Yo~ ¥

comme en (3.41a) et (3.41b). Par conséquent, la corstruction de gy et g;; & 1'aide de la fonction

de Green de 1'espace libre, e'appuie sur le principe des images de Lord Kelvin (Sommerfeld 1965) et
satisfait les conditions aux limites

"
(=]

(3. 55a) g - 0 sur le plan z

(3. 55b)

"
(=]

=0
21 sur le plan =z

et ia fonction d'onde est donnée par (3. 50a) et (3. 50b) respectivement,

A Y'aide des deux fonctiongsde Green, g et gypr on peut construire une théorie modifiée de la dif-

fraction sans les contradictions de la théorie de Kirchhoff en ce qui concerne les valeurs limites de
v (r) et de sa dérivée normale B_\g(z_r) sur le cOté positif de 1'écran S, ou sur l'ouverture A, Cette for-
malation est le but des paragraph g suivants, ol nous exposons d'une fagon précise le probléme de la
di‘/fraction, par une ouverture dans un écran plan, ou un disque de dimension finie, dont les épaisseurs

sont trés petites.

Z. - MODIFICATION DE LA THEORIE DE KIRCHHOFF POUR L'ONDE SCALAIRE,

Snit v, (r) une onde incidente quelconque arrivant du c0té négatif du plan z =0 (z<q) et diffractée
par une ouverture A dans un écran plan infini S, infiniment mince, Notre surface I est alors 1a réunion
deAdS, T =AUSet colncide avec le plan total z= 0 ., La fonction v (r) satisfait & 1'équation d'crde
de Helmholtz, On peut distinguer deux problémes de diffraction, selon la valeur limite que la foncuon
d'onde, ou sa dérivée, prend sur la surface S, c'est-a-dire :

vir) = 0 ou B—%—ér—)=0 sur S
Premier cas 1 vir) =0 sur S

Si v(r) =0 sur S, 1'écran S est un écran souple ; alors le champ total vA (r) est donné par 1'é-
quation suivante :

(3.568) v, "+ v (7 - (v (r,2) +u(r,-2, (z=o)
A
(3.56b) v, =Yy (r, 2), (z > 0)



La fonction us est définie pour toutes les valeurs positives de Z et cevra posséder les proprié-
tés suivantes :

1) u, est solution de 1'équation d'onde de Helmholtz,
2) uy =0 surS,

3) u, gntisfait A la condition de reyonnement de Sommerfeld

duy, | ¥p A
4) bz - bz sur .

5) u4 est fini dans presque tout 1'espace,

6) le gradient Vu est quadratiquement intégrable sur un domaine d'espace, les arétes de 1'écran
incluses,

Nous avons déja dit (par. 9, chapitre II), que les quatre premiéres conditions (1 & 4) ne suffi-
sent pas A déterminer U4 univoquement, 2 cause de la singularité de u,, sur l'aréte de I'écran S. La
condition (5} est nécessaire pour 1l'unicité de la solution, puisque Ia condition(6) découle de(5), Mais(6)
est trds restrictive, parce qu'on ne peut pas exiger 1'intégrabilité quadratique de u,, sur le domaine
bidimensivnnel de 1'ouverture, mais on peut seulement demander 1'intégrabilité absolue du gradient de
uly sur A,

Deuridme cas 11 —g—‘z’— =0 sur S,

Dans ce cas, 1'écran est un écran rigide, d'aprés la terminologie de 1'acoustique, Le champ
total est alors

A

(3. 57a) vy (r) = Yo (r, z) + \A (r, -z) + us(r, - 2) (z < o)
A

(3. 57) vy (r) =u 2 (r, z), (z > o)

ol u, (r, z) est défini dans tout 1'espace z > o0 et satisfait aux m €mes conditions que u,, (r, z) & cela
prés, que les conditions 2 ,et 4, sont remplacées par

d
(2a) -guz—z = 0 sur S
(4a) u, * v, sur A

La fonction u,, s'annule comme % sur I'arete de 1'écran et Vu,2Vu, deviennent infinis comme
P'! quand f — O (Bouwkamp, Meixner, loc. cit.).

Pour le probldme complémentaire de la diffraction par un disque, dont la surface S a 1a méme
forme que A, ies deux probldmes aux valeurs limites sur S sont résolus par les mémes fonctions u,,
et Uy que dans le premier cas.

Pour un disque parfaitement souple, u, = 0 sur S, Nous avons :

(3.58) VI (r) = v (r, 2)-u, i, v2), (=S o)
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Pour un disque parfaitement rigide, %1 z0Osur S, Ona

(3. 59) v;) (r) = v, (r, z) +y, (r, 7 2). (z o)

VA

Nous voyons que la diffraction par un disque souple est équivalent au probléme de la diffraction
par une ouverture complémentaire dans un écran parfaitement rigide ; et la diffraction par un disque
parfaitement rigide se rameéne au probl2me de la diffraction par une ouverture sur un écran parfaite-
ment souple. Cette relation est connue comme le principe de Babinet. Le principe rigoureux de Babinet
est contenu dans les relations suivantes : ’

A - . _
(3.60) v D v:’

A -
+ v = +v2 =+vo(r,+z) (z = o)

Ceci est étudié par Bouwkamp (1941) et Sommerfeld, (voyez aussi Baker et Copson).

Mais, pour une ouvertur: nu un disque de forme arbitraire il est difficile de déterminer "_q
fonctions u,,u%, sauf dans le cas od 1'équation d’'onde est séparable par rapport A un systéme de coor-
données ( %,, 3, ’ ?,) et ot la frontidre de 1'ouverture ou du disque est représentée par une équation

i = constante (i =1, 2, 3),

Les deux exemples déja classiques, sont 1'ouverture circulaire c . eiliptique (Bouwkamp, 1. c.,
Kotani (1933) et le ruban ou la fente infinie (Morse et Rubenstein (1938).

Une bibliographie trds détaillée est donnée par M. Bouwkamp dans son excellent article de
1954 (1, c.)

Dans ces problémes, les fonctions u, et u. sont données par un développement en série de
fonctions propres (sphérofdales, Mathieu), mais les £éries sont seulement convergentes pour ka < 1
ol a est la plus grande dimension de I'ouverture, du disque ou du ruban, Les problémes de la dif -
fraction par une ouverture ou un disque circulaire, ainsi que par un ruban, ont aussi été résolus par
l'application de diverses autres méthodes mathématiques (Bouwkamp, 1954).

3. - LES FORMULES DE LORD RAYLEIGH.

Considérons maintenant le cas, ot E{q 0 sur S, mais est arbitraire sur A, Soit v = \A sur A,

Le probldme aux valeurs mixtes
(3,61) l’t‘ﬂ-o, r €8 (z = o
(3.62) vir) = Vo (®) r € A

est équivalent au problédme II.

Nous considérons une onde incidente Yo (r), engendrée par une source située dans l'espace &
gauche du plan z = 0, (z <o), D'apreés le principe rigoureux de Huygens (2, 28), 1'onde diffractée v (r)
pour z >0 est exprimée par la formule,

dv () . .
(3.63) v (r) = ﬂ (vo (r)%;;-—g—z,—) g (r/t)  ar

1 d ' '
*‘ﬁi vit) Yo g (r. /) ar

D'autre part, si nous utilieons les formules (3. 47) et (3. i8) nous obtenons :

(z>o0)

(3.648) v, (r) T,‘J; v, (®) g (r, ) am

o i) g (e am (z>0)

n

i

dv (# . .
(3, 64b) v, (r) = "i%‘[\ -—‘—:6(;,—1 &y (r, ') df

Les valeurs aux limites (3.61) et (3. 62) sont satisfaites par (3.64a) et (3.64b) A cause de (3. 46)

Lee équations (3. 64a) et (3.64b) sont des équations intéyrales, que les valeurs aux limites v (f)

dv (P)
z

sur S et >z sur A doivent satisfaire.

. dv(P) , .
D'autre part, 1'équation intégrale (3,63) est plus compliquée, parce que v (f) et >z doivent

étre satisfaits simultanément sur A et S respectivement.
i i i i dinaires, si nous
Les équations intégrales (3,64a) et (3,.64b) se réduisent A des mt.égrales or )
supposons quz 1'inconnue v (f) sur la face d'ombre de S {z = + O) est négligeable, (vo(f)>0O) sur S + et
dv . dv sur A, c'est-a-dire, si les données de Kirchhoff sont satisfaites. Dans cette hypothése, la
2! dz' ’ ' .
c?)ndition aux limites v = vo(f) sur A est exacte, mais la condition aux limites sur S est fausse, puisque

dv (P dve (P
nous avons v (f, + o) = 0, D'autre part, dane (3, 864b) —;—z(—) = —{—z(-)-sur A, et la condition (3.61)

est satisfaite, mais elle est fausse sur A, (v (r) = 0).

Dans cette approximation de (3,63}, nous avons la solution de Kirchhoff (3.7) :

(¢) ' '
(3.65) v, (r) =TTIIJ; (vo(r)i—;,- - ﬁi’;nz-,—) g, (r/t) ar (z>0)

et les équations(3. 64a) (5. 64b) se réduisent a

| l ' 1]

(3.66a) vkl (r) = ——J‘lﬂ v, (*) g (r, ') dp' = v, (r) -d” v, () gl(r,f) ar
f " Ader = 1 Yo (P) , ,
(3.66b) vkz (r) = - 4; dy sl 21 {r, £')de \A (r) + oLy 2 & (r, ') df

Ces formules correspondent aux formules (3,10) et (3,11) du paragraphe 8, Pour z < o, on
change les signes des intégrales,

La somme de (3. 66a) et (3,66b) est égale A deux fois 1a solution de Kirchhoff,

1 ) '
(3.67) v.'(+v2r) = zﬁfA (vo 0 g - &'%T gy ) df
=2 va (r)




en accord avec la formule (3. 10 - 3, 11) donnée au paragraphe 8, chapitre II.

Dans 1'espace 2 gauche du plan z = 0, z< 0, il faut ajouter 1'onde réfléchie a (3. 65a) Vo (P - 0)
et+v (r, - o) 2 (3.66a) et il faut changer les signes - 8' + et + i' - dans les intégrales (3. 47) et (3.48)

Cependant, si nous considérons les formules (3.66a) et (3, 66b) nous déduisons pour v (r) les
formules correspondanted’

A _ 1 ' ' '
(3.68a) v, . * I A v, (¢ ) g (r, #1) df
A _ 1 dv, ()
(3.68b) v, = L[ SVolf) . ) ap
2R mly 8zt O (zz0)
-8 = 1 * ] ]
(3.69a) vy . v, (r) -ﬁf A (r*) g (r, #') dp
S 1 o
(3.69b) vy R = v, (r) +—f —%92—5—) g (r, ') dM

pour z > 0, Ces formules sont équivalentes A celles données par Bouwkamp (1954), Flles sont les me-
mes que (3 66a) et (3. 66b) données ci-dessus,

Les formules (3.68a) - (3.69b) sont connues comme les formules ou les solutions de Rayleigh,
La théorie de la diffraction modifiée comme ci-dessus, est compatible avec les valeurs aux limites,
perce qu'il suffit de supposer les valeurs limites pour v (r) (probl2me II) ou de Bb v (r) (probldme I). Fn
effet, toutes leurs valeurs limites existent, quand z »+ 0 sur S_ ou sur A et sont reproduites exacte-
ment par les golutions (3.68a) A (3.69b) si le point (r) s' approche du plan z = 0 par valeurs positives
de z.(z-++ 0), T est facile de déduire les solutions v (r) du c6té illuminé z = - 0, En effet, le prolon-
gement de (3,68a) et (3,69b) reste valide pour - z c'est-a-dire, si on remplace z par - z dans (3. 68b)
et (3,89b). Au contraire, les formules (3. 88a) (3,69a) prennent les formes suivantes, quand on change
zZen-z:

(3.70a) vy (r) = v, (f, +2) - v, (f. -2) - f dv (' gy (r. £) at

(3.70b) v

A
2R
A

'r

s \A (r, 2) + v, (r, - 2) +T:-f— R A (r') g (r, ') det

pourz < 0, et v, r.fz)'vo(r)

Dans (3,70a) et (3,70b), A (f, - z) est 1a valeur de A (r) au point de réflexion (f, - 0) sur le
plan z= 0 et \A (r, +2)¢ v, (f, - z) est égal A I'approximstion d'ordre zéro du chémp réfléchi, qui est
'onde géométrique.

Nous remarquons que la somme des solutions de Rayleigh (3,68a) - (3,69a) et aussi (3,68b) -
(3.69b) est égale & deux fois les solutions de Kirchhoff correspondantes,

(3.72) 2v:(r) * le(r) +v (r)

R 2

A
R (z>o)
(3.73) 2vi(r) = vls(r) + vzs(r)

R R

formules déja obtenues (3.67a) ot (3.67b), Mais d'aprés le principe de Babinet, on peut écrire :

(*Dans 1es f les (3,69 9 S.vP S o
ans les formules ( a- 3,689b) le AT vza = vo  du paragraphe précédent,

o NG T v et

(3.74) v _(P) = le + vlS (z>0)
° R R
et
- A S
(3.75) 2v_(®, +1z) + v (P, -2) = v + v (z<o0)
o o 1 1
R R
ou
(3.76) v = va + st (z>0)
R R
A S
2vo(f',4-z)-vo(f'.-z)'V.‘,n*v2R (z<o0)

Il faut souligner que les solutions de Rayleigh sont des solutions exactes des problémes aux
discontinuités, comme la solution de Kirchhoff, Mais, 1'avantage de la théorie modifiée de Kirchhoff
est, qu'on peut distinguer entre les deux probldmes principaux, caractérisés par leurs valeurs aux li-
mites, formulés ci-dessus I : v = O (écran souple) et II : ‘ngL = Q (écran rigide),

B
Puisque la fonction de Green éde 1'espace libre est paire en z, sa dérivée T_ est impaire ,
et les fonctions

(3.68a) - (3.69b) représentant la partie double, impaire et paire,de Kirchhoff "k(") (j=1, 2)par rapport
4 z. Quand nous interpréterons ces fonctions dans la théorie de Rubinowicz, nous reconnaftrons que

Vk (r) et . (r) {3.66a) et (3,.66b) sont équivalentes aux solutions de Rayleigh ,

vkl (r)donne la partie impaire de 1'intégrale de contour (3, 40) de Rubinowicz et _vk2 (r)la partie paire
de cette intégrale,

Les intégrales (3,66a) - (3.66b) ont été utilisées par Meixner et Fritze (1949), pour calculer
la diffraction par un écran rigide ou une ouverture circulaire pour une onde incidente plane.

Les résultats ont ét¢ comparés A ceux donnés par la théorie exacte. Les courbes, calculées
par les auteurs déja cités, sont en accord pour les grandesvaleurs de ka ., mais pas pour ka«i

Diverses variations des formules (3,68a, b) et (3.69a, b) ont été employées, par beaucoup
d'auteurs, particulidrement par Scheffers (1943), qui a utilisé 1'application de la transformation de
Fourier, pour calculer les franges de diffraction de Fraunhofer ; par Bremmer (1951) dsns 1'optique
électronique Gaussienne, A partir de la formule (3, 69b) ; par Luneburg (1944) pour les systémes opti-
ques en général,

Une formule plus générale pour calculer 1a fonction v (r) est obtenue, si on considére 1a for-

mule (3.63) et 1a condition IV du premier cas, c'elt-h-,-dire' %‘;’ = i—v“lur A, et %lnconnu sur S,

Alors, nous obtenons 1'équation intégrodifférentielle :

(3,77 v(r) = --}if Q}_o&:'_). gy (rs P') dr -——i ——80—(,11 gy (v ) dr
A

ol on peut remplacer v (r) par va (r) du probleme 1,

Cette équation est analogue A 1'équation (3, 64a) pour les conditions aux valeurs limites mixtes
(a) et (b), c'est-d-dire, pour les conditions suivantes :




(a) >z 0 sur A

(b) v = 0 sur S
\va
Mais, comme 33— ou -+ est inconnu sur S, on prend pour la premié i i dv
>z vz R p po premiere approximation —H
=0 sursS,
dvV
La formule (3.77) se réduit alors & la formule déja donnée, si on fait B‘i(') = \o (*) dans
z z
(3. 64b) et égale a (3.69a). Dans ce cas, nous pourrons écire, upv,
R
Pour le probléme II, le (r) est équivalent a \f! (r) de la formule (3,64), 8i v(r)= 0'sur S et
dv (L) _ A A
——-——‘ = 0 sur A, doncu,~v_ "~ (r)
z 271
R
Alors, nous écrirons les relations suivantes :
A
(3.78a) vy A (r) v (r)
1
R ¢ s
(z So, r )
(3.780) v, A (r) ~ v. A (r)
2 2 R

c'est-a-dire, dans tout 1'espace libre,

av A Maintenant, ces solutions sont analytiques et donnent les valeurs imperturbées exactes de
2 R A .
oz et Vig 8Ur l'ouverture, mais les conditions aux limites sur 1'écran S sont fausses. Cependant

il est plus important de faire une approximation exacte du champ sur l'ouverture, que sur 1'écran ou

. s N » V
au voisinage de 1'écran, puisque 8i on met u 1 et-?;f pour o () et :zo (f) sur l'ouverture, et v ()

= 0 sur S, d'apres les équations (3, 64a) (3, 64b) Uf'le et Vo™ v, pour Z positif. Alors, d'aprés la
R |

condition (V) des problémes I et II, nous obtenons les relations suivantes :

3.7 v, v, Yo
R
A (z >0)
N (r) = va(r)
R
(3.80) va(r) ~ 2v -v A
o 1
R .
(z < o)
le(r) ~ 2v°—v2A
R

Les solutions (3,79), (3, 80) satisfont les conditions aux limites sur 1'écran, mais non sur 1'ou-
verture, parce que la solution ou sa dérivée normale est discontinue sur 1'ouverture, donc, les solu-
tions (3.79) (3. 80) ne sont pas des fonctions analytiques par rapport a z,

Par conséquent, il est préférable d'utiliser la formule (3,78) que (3,79) et (3,80), quand on
résoud approximativement un probléme de diffraction,

Pour résoudre le probléme complémentaire de la diffraction par un disque, on utilise le prin-
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cipe de Babinet. Les solutions correspondant & (3.78) pour le disque, prennent les formes :

(3.81a) v, Dy ~ Vls (r)
R
v D(r) ~ oy S(r) (=>°)
1 - 2 R
(3.81b) VZD(P) ~ 2v (r) - v s(r)
o 1 R
(z<o0)
v P o o2v (1) - v, S
R
ol, sous forme explicite
(3.828) v.P(r) ~ v § = v () (r, ) dp (zs0)
. 2 Tt am) Y g r» =
’ D - 1 P
(3.82b) vy (r) =~ v, + WJ‘S —%—)- g (r, #) dp (zs0)

Ces formules sont les mémes que les formules (3. 66a) et (3.66b).

4. - QUELQUES REMARQUES SUR LES THEORIES DE BRAUNBEK ET KELLER.

L'analyse des diverses théories approximatives, exposées dans les paragraphes précédents,
montre que nous sommes trés loin de formuler une théorie générale de la diffraction pour les corps
réels, tant dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel,

C'es! seulement pour les corps de forme trés gimple, que la théorie exacte est susceptible d'un
traitement mathématique, Pour plusieurs problémes, et surtont pour les problémes pratiques, il faut
avoir recours aux théories approximatives, qui ont eu de grands succés, par exemple la théorie de
Kirchhoff, dans le domaine de 1'optique instrumentale,

Une tentative pour améliorer les théories approximatives discutées ci-dessus, est d'introduire
by r
dans la deuxidme intégrale de (3.77), & la place de —gz_‘)sur 1'écran S, sa valeur exacte, calculée

d'aprés 1a théorie de Sommerfeld pour un demi-plan, comme si 1'écran possédait localement une aréte
rectiligne. Par exemple, 8i le rayon de courbure P du bord de 'ouverture n'est pas trés petit, par
rapport & la longueur d'onde F > N\ , on considére le bord de 1'écran comme une aréte rectiligne, et

. vy, (r)
au voisinage du point # sur l'aréte, on évalue —%z— Cette théorie a été développée par M, Braunbek

(1950), qui a appliqué sa théorie A une ouverture et & un disque circulaires, Les calculs de distribu-
tion du champ sur l'ouverture sont en accord avec les valeurs exactes, calculées par Meixner et
Fritze (loc. cit.), Pour une discussion de la théorie de Braunbek , nous renvoyons aux travaux de
Bouwkamp (1953, 1954) et de Fritze (1957),

Une autre théorie approximative qui mérite d'étre citée ici, est la théorie géométrique de la
diffraction de M, Keller (1958), basée sur unc idée de Luneburg, D'aprés lui, en chague point de ia
limite de 1'ombre géométrique sur un corps diffractant, le rayon lumineux primaire engendre des ra-
yons secondaires, qui forment un céne,

L'axe du cOne est 1a tangente & 1a limite de 1'ombre géométrique, au point ot arrive 'onde in-
cidente, Cette conception n'est pas différente de notre interprétation (voir chapitre IX et augsi 1a deu-
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xidme these) ¢ champ diffracté, obtenu par la méthode de la phase gtationnaire (Chako 1953, 1965).
Mais pour calculer le champ diffracté, Keller remplace la valeur du champ incident av point diffrac-

tant, par la valeur exacte et non par la valeur de 1'onde incidente, comme dans la théorie de Kirchhnff,
De plus, il fait I'hypothése, qu'en chaque point de la surface du corps diffractant (convexe), il existe
du c6té de 1'ombre une onde de surface (onde rampante) autour de la surface du corps, laquelle diffuse
les rayons lumineux de l'optique géométrique aussi bien dans 1'espace d'ombre, que dans l'espace il-
luminé directement par la source.

L'existence de 1'onde rampante est vérifiée par les recherches de Franz et de ses collabora-
teurs (1952, 1954, 1957), basée sur la théorie exacte de la diifraction par une sphére et un cylindre
et, en général, par les corps convexes (Fock, 1946, 1965), et par l'expérience de Limbach, P»ur une
analyse détaillée de cette théorie, nous renvoyons aux recherches originales de Keller et aux livres
de Franz et Fock, cités dans notre bibliographie,

Ce probléme est lié A 1'étude de la propagation des ondes de surface, posé par Sommerfeld et
depuis devenu la matitre de nombreuses recherches, principalement pour ia propagation d'ondes Her-
tzienne autour de la terre. Une analyse détaillée de ces problémes peut étre trouvée dans les études
de Van Der Pol et Bremmer (1937-38), Kahan et Eckart (1949), Bremmer (1949, 1958) et particulié-
rement dans 'article sur la dilfraction dans les derniers paragraphes de Handbuch der Physik, (1, c),

Pour terminer ce chapitre, nous remarquons que du point de vue de 'onde géométrique, nous
pouvons expliquer que le défaut de la solution de Kirchhoff se trouve dans la premiére approximation
de la solution de la valeur aux limites de 1'équation d'onde, comme suit :

Considérons un front d'onde quelconque S, défini par le fonction caractéristique de Hamilton
V = C. Lorsque l'ouverture a des dimensions finies, seule une partie du front d'onde S passe par
'ouverture et le reste, forme en quelque sorte une surface de sillage prés de la frontidre de 1'ouver-
ture comme le montre la figure ci-dessous, puisque le front d'onde S forme une surface continue et ne
peut pas &tre coupé brusquement par 1'aréte de I'écran, Ceci est vrai mé&me pour une longueur d'onde
quelconque d'onde de la lumiére. A une distance de plusieurs longueurs d'onde de 1'écran, le front
-d'onde S satisfait 1'équationde Hamilton pour les rayons et 1'onde géométrique satisfait 1'équation
d'onde, Cependant, au voisinage de 1'aréte de 1'écran, le front d'onde est tellement différent, que 1'é-
quationde Hamiltonn'est plus satigfaite, m&me quand 1'équation d'onde est satisfaite. Ainsi, la forme
de 1'onde géométrique de la solution de 1'équation d'onde, ou, en général, la solutionasymptotique en
puissances de A tombe en @éfaut dans ce voisinage de 1'aréte de I'écran, si on exige de la fonction de
de phase de la solution asymptotique qu'elle satisfasse 1'équation de Hamilton, Par conséquent on ne
peut pas prendre la solution de Kirchhof égale 3 la premi®re approximation de la solution rigoureuse
du problédme des valeurs aux limites comme nous 1'asons déja dit dans les paragraphes précédents.

Cet argument est également valable pour la solution de Rubinowicz, FEn fait, 1la fonction de
phase de 1'onde géométrique d-it dépendre de 'amplitude dans la partie du front d'onde au voisinage
de l'aréte de l'écran (bord de 1'ouverture) comme nous le montrons au chapitre ¥V (Fig. 4a, 4b)

Cette bréve discussion peut expliquer pourquoi les théories de Kirchhoff, Kottler, Rubinowicz
et autres ne peuvent produire les termes principaux de la solution exacte et aussi que la modification
par Bravnbek et Keller donne une approximation meilleure que les autres théories,

La raison est qu'une introduction d'une distribution de courant au voisinage de 1'aréte de 1'é-
cran est nécessaire, pour expliquer la grande déformation du front d'onde au voisinage de 1'écran,
Mais cette distribution de courant doit étre égale A celle calculée du probléme exact, & savoir, 1a so-
lution de Sommerfeld A proximité de 1'aréte,

Dans la théorie de Rubinowicz - Young les ondelettes ou ondes secondaires sont du type géo-
métrique et ne peuvent pas expliquer la grande déformation du front d'onde émergeant & proximité de
1'aréte,

Comme conséquence, méme pour des longueurs d'ondes trés petites, la solution asymptotique
(pour le champ, obtenue par la théorie de Kirchhoff, ses diverses modification et la méthode de
Young, Rubinowicz et ses continuateurs inclues ne ménent pas a la solution asymptotique, dérivée de
la théorie exacte. L'échec de ces théories, méme la théorie de Braunbek montrent de cequ'il
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n'est pas suffisant de prendre la distribution exacte de 1'onde incidente au voisinage de 1'aréte de 1'écran,
mais il est nécessaire de considérer sur 1'ouverture une distribution différente de 1'onde incidente,

Nous reprendrons ce probleme dans le chapitre X.
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V - THEORIES VECTORIELLES APPROXIMATIVES

L'extension des formules précédentes aux champs vectoriels est obtenue d'une maniére analo-
gue au cas du champ scalaire. Les équations de base, a partir desquelles les solutions approximatives
du probléme de diffraction des champs vectoriels F (r) et H (r) peuvent étre construites, sont données
par les formules (2. 48) et (2.49), ou (2.57) et (2, 58) des paragraphes (7 et 8) du chapitre II, qui cor-
respondent 3 (3, 63) pour le champ scalaire, Celles-ci s'écrivent :

(3.83) P E(r) =4—;,ka£ P g (r/tY) at +—4—T‘,mv,zj;3(r-) g, (r/t) ar

(3.84) PH(r) =*4—.;VAL T8 g, (r/t) a -—4%‘,—"\7&‘[2]‘0) g, (r/t)  dt

(3.85) n,E(f); = f(2)
naH(P) = £(#)

Si, nous introduisons le tenseur de Green de l'espace libre 2 la place de g (r/f), (3.83) et
(3. 84) prennent les formes suivantes équations (2, 57) (2. 58) paragraphe 8, chapitre I :

(3.83) BE(r) = knhE (@R VAT(r, #) - <L (naH (#1). T(r, r')} ds"
M\

(3.84) pn(r) =T%L{(n,\ﬂ (8 VAT(r, ) _.al)_P(nAE (t).T(r, r-)} dp

Les formules (3. 83) (3. 84) sont valables pour une surface fermée quelconque.
La formulation des problé¢mes I et II pour le cas vectoriel est :
Probléme 1

Soit A une ouverture dans un écran S, irfiniment mince et conducteur parfait et la surface
Z = A US. Trouver les champs électromagnétiques E et H, qui satisfont les conditions suivantes :

1) E, H sont des solutions des équations de Maxwell

VA H-iWE E = o, Va E+imrH=O
dans tout 1'espace (z 2 o)
2) E et H sont continus 2 1a traversée de I'ouverture A,

8) np(E_ - F) = O sur A

b) na(H, - H-) (o) ounaH = n , HinCgur
3) Sur S on a les conditions aux limites

a8) naE = O g3,

b) na(naH)=0 . 3.
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4) les conditions de rayonnement (11-11') et 13-13")

5) la condition sur 1'aréte (Bouwkamp, Meixmer).

Si les conditions 1 2 5 sont satisfaites par E et H, la solution du probleéme de diffraction est
unique,

lci, nous posons deux problémes :

a) un probléme de diffraction ou diffusion par un écran plan ou disque S infiniment mince dans
1'espace libre,

b) un probléme de diffraction par une ouverture A dans un écran plan S,

Soit Z = 0 le plan total, formé par la réunion de1'écran et de 1'ouverture, La surface 2 =AU S
est donc le plan total Z =0,

Dans le probléme (a), nous avons la condition aux limites n AE = 0 sur S, La diffusion du
champ asur S est symétrique, par rapport au pian Z =0 .

§’ E,. H, représentant le champ diffracté, paralléle 2 S, et E,, H le champ normala S, le
champ tctal sera donné par l'expression:

inc

(3. 85) E(r)=E  (r)+ E?. (f, +z) * Ef(f‘. + 2z)

(z 2 o)

H(r) =B (r) £ HO (5, £2) +H (8, +2)

quand E et H sont décomposés en une partie parall®le et une partie normale & S. Dans ce cas, nous
avons les conditions :

(1) E,(#) =H,(#) =0surA

(ii) nA(E+-E )=2(nAEI)+ {0
B sur S
na(d, - H)=2 (naH)+

ol (ii) donne les valeurs de la discontinuité des champs sur S, sur AnaH nsH = 0.
C'est-a-dire, l'ouverture A du plan Z = 0 est un conducteur magnétique parfait,

De plus, la composante normale de E et la composante tangentielle de H sont continues sur A,
c'est-a-dire :

(n.E) = (n. E')
(# € A)

(NAE) = (n,«Hinc)

Dans le cas (b), nous avons les expressions suivantes pour les champs E et H, des deux c0tés
du plan Z = 0,

(3. 86) E(mE" ) +E () +E (r, 8, -2) - E(r, #, -2)
inec ref d d (z<o)
H(r)=H " (r)+H "~ (r) - Hy(r, #, -2) +H (r, P, -2)
et ’
(3.87) E(r)=Ed(r, 8,420+ & (r, 8, +2)

d d (z>o0)
H (r) =-H, (r, #, +z) +H (r, P, +2)
od 'onde réfléchie est exprimée a partir de EINC, Hinc par .

(3. 88) E™ (1) s B (r, -2) - " (r, -2)

0 (1) «HY S (r, -2) + HI (r, - 2)
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Nous avons aussi les conditions aux limites sur le plan total Z =0 |

(3. 89) n A"+ BT 2 g
(z = o)
r.A(Hinc + Href) =0

Dans l'ouverture, la composante normale de E et 1a composante tangentielle de H sont continues.
(3. 90) (n.E) = (n.EY) = (n. E™)

d inc (t€A)
(nAK) =(nAH) =(n,H )

Probléme de diffusion (disque)

Pour le probléme de diffusion, la composante tangentielle du champ magnétique est discontinue
sur 1'écran. On peut interpréter.cette discontinuité du champ magnétique par un courant superficiel,
induit sur S par 1'onde incidente,

(a) J®)=m, (H_ - H-)

Alors, chaque élément de surface du disque S est le si2ge d'un rayonnement, comme nous
l'avons vu dans le cas d'une onde scalaire (conception de Fresnel). Le champ total Einc +Ed, Hinc 4 yd
devra satisfaire a la condition aux limites sur 1'écran.

Les champs E et H, donnés par (1) et (2) ou (1'Y (2'), deviennent d'aprés A et la condition 3a,

(3.81)  E()=E"(r)+ ﬁmvmzf (#) g, (r/#) dp

H (r) = B () -“iwr v,,‘Lf(r') g, (r/t) "

Ces solutions satisfont les équations de Maxwell, les conditions 2a - 2b et la condition de
rayonnement 4, La condition aux limites 3 est aussi satisfaite,

I1 est facile de démontrer (3.91 ) parce que

(3.92) lim
z—>+ 0

si la condition 5) est satisfaite.

UnaVaVi[§( ) g, (r/#) @' = - (npE(P), pES

Probléme de diffraction

Dans le cas d'une ouverture A sur un écran infini S, nous avons, d'aprés la représentation
(3.88) les formules suivantes pour E et H :

(3.93) E() = (E" (1) +E™(r)) £ I [frer) ap
A

Hr) =B (1" (r) + B (1) ) A j; §(2") go (r/t) at"

o p-lpourz<oet ﬂ-Opour z>o0,

Les solutions (3.91) (3, 93) reprotu'sent les valeurs aux limites nAE » 0 surSetn,E = (M

sur A, De plus, elles satisfont 3) et 1a condition de continuité 2a), 1a condition de rayonnement et les
équations de Muxwell,

En cutre, 1a condition 2b)de continuité du champ H est obtenue par 1'équation intégrale,

(3. 9‘) I:T.* 0 2i nA(VAVJ; j(") go (r/,l) dpt = (nA Hlnc)' (r € A)

76 -
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qui est une équation semblable a (2, 57). Noue voyons le r0le complémentaire de A et de S,

11 est facile de montrer que la condition 2b)est satisfaite. D'aprés la forme symétrique de (A)
et (B) pour les problé¢mes I et II, nous avons :

(naH) = (n,H™)  sur A
A partir de (3. 84) nous avons :

(3. 95) lim (naH) = lim (“AHlnc) + lim AV T g, (z/#) dp
zZ+4 0 zZ-—-+0 Z—++047 Jg

Mais la limite de l'intégrale s'annule, parce que d'aprés 1'équation (2. 53) du par. 7, chap. II,
tnf (#') = 0'sur A, et la deuxidme intégrale de (3. 84) est égale 2 zéro, si PE A,

Le produit scalaire de 7] avec la premidre équation de Maxwell, donne :
n. (VaH) = - iw€(n, E)
inc inc
Mais n.(VaH) = V(naH) =V(naH ) =-iw€ In.E )

Emc satisfait 1'équation de Maxwell,

in e
Dénc, 2 la limite Z+t 0, nous avons (n, E) = (n.E c) pour r€a, A partir des équations (3.83)

(3. 84), nous considérons le probléme suivant :

Soit naE = 0 sur 1'écran S, conducteur métallique parfait. Alors (3.91) et (3. 93) se réduisent a :

(3. 96) E (r) =%r A{(n AE)L.VAT- (naH).T dp -j;( naH).T df"}

H (r) %UA{( maHLUAT- (naE).T a8 + [g (nyE).T d!"}

ot T" est le tenseur de Green de 1'espace libre,

Ces équations contiennent les équations (3, 91) et (3. 83).

1 .
Si, on fait 1'hypothése que E et H sont égaux a Einc et H'C sur 1'ouverture, nous écrivons :
' in
(3.97) E(r) = 4= (naE™). 05 T(r, #) - (0, H™), T (r, m} d
* 4T A

-fs (nuﬂmc). T (r, #) d) }
A () == { f {(nm‘"").vkr'(r. #) - (mpE™). T (r, 0 | ar
4N A
'js (naE" (). T (r, ) df"}
Les intégrales correspondent A la solution de Kirchhoff si la discontinuité de la composante

tangentielle du champ magnétique s'annule sur le cOté de 1'ombre de 1'écran,

2

2
Introduisons El et Hl, et E°, H , définis par

2 '
@.980)  E' ) =45 [ (nsE)LUTar -—ﬁ;fs(n aH) , T at

Hl (r) = -%IA (n,E).T. d¢)
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(3. 98b) E (r) = ﬁ A (naH). T'at

H () = ' (naH). VT +;f7 (nsE), V)T dp

Dans ce cas El, Ez, Hl, H2 satisfont aux valeurs limites

(naE) = nAEm sur A et (n,H) = O, sur S et
(3. 99a) (naE) = (nAE™S) sur A et (n.H) = 0 sur S

(3. 99b) (naH) = (n\H ™) sur A et (n.E) = 0 sur S

Mais, n o H est inconnu sur S et nA E sur A.
1
L'addition de El et Ez, etdeH et H2 donne deux fois E et H.

Mais, si nous supposons que n AH = 0 sur S et si nous prenons,

(3. 100a) (r) = 2 f (naE). VaT(r, #7) dp*

l
R 4T
1
R

H ()"—f (naE). T (r, #) ap

(3.100b)  EZ (r)=--43,ﬁf (naH). T (r, ) dp"
A

1 (r) -f;f (naH). VY T (r, ) ap
A

les sommes de Ell‘ et E;, et de H;! et HR sont égales a 2E (r) et ZH (r) respectivement, qui sont les

solutions de Kirchhoff, 8i on prend H = i et E = E sur A,

Les formuies précédentes sont en accord avec les golutions données par Bouwkamp (1954) et
Levine et Schwinger (1950). On peut écrire les formules (3.100a), (3, 100b) sousune forme compacte,
si on introduit les tenseurs de Green des demi-espaces r‘, et Iy.

I‘I (r, )= Tr, -Ttr, e ¥
(z, z' > o)

I‘n r.e=Tir, ) 4+, e Y

on r’ = -2 e3(e,. 1)

Y =1 -2e5eq

Par suite, nous obtenons :

1 .
(3.191a) (a') E:‘ (r) ’TﬁfA (n.E).VAI‘I ap
w g w ,
©)  Hp () =g [ (nB) Ty ar
(3.101b) (@") E° R (0 - ““ f (n \H). I' dp

" 2 - '
(b") HR (r) ‘ﬁ fr (nIAH).VA l"l dp

formules équivalentes aux formules de Levine-Schwinger (1950),
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R i gl i
Si ER et HR' i =(1,2) sont remplacés par '3 et-vTP—les for mules (3.101a) A (3. 101b) deviennent

les formules Levine-Schwinger.

Nous remarquons que les formules (3,100a) A (3,100b) et 3.101a) (3, 101b) sont les formules
analogues aux formules (3, 6€a) A (3, 69b) pour les ondes scalaires,

Dans les problémes pratiques de diffraction d'ondes électromagnétiques, on ne travaille gudre
avecles champs eux-mémes, puisque la recherche de E et H, méme dans le probléme le plus simple
(diffraciion par une ouverture circulaire ou par un disque) est trés compliquée et laborieuse. Beaucoup
de problémes de diffraction se simplifient par 1'usage des potentiels vecteurs. Nous suggérons cette
prorédure dans notre formule (3, 91) et (3, 93),

Nous définirons alors le potentiel Hertzien T (r), par la relation,

(3.102) T (1) = —:;,—fs (8 go (r/P1) dp*

*
et le potentiel de Fitzgerald T (r)

2i

(3.103) N r) = e

F() g (r/t) dp

A partir des équations (C) et (D), les champs E et H sont exprimés, comme suit :
a) pour le probléme de la diffraction par un disque :

1

(3. 104) E(r) = E™ (1) + gz VaVa T
inc i (zzo0)
H(r) =E (r)-—a’—F-v,\‘“
b) pour le probléme de la diffraction par une ouverture :
(3. 105) E(r) =BE () +E™ (1 v,
(z 2 o)

Hr) = BH" (1) + B (r) I‘f—,r—.vAvA ™

od B=1 pourz< o0 et f=0 pourz>p
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CHAPITRE 1V

LA THEORIE DIFFRACTIONNELLE DES ABERRATIONS

I - LA BASE DE 1.A THEORIE DE DIFFRACTION DES INSTRUMENTS OPTIQUES

Nous avons dit, dans le chapitre précédent,qu'une théorie de la diffraction, formulée comme
un probléme aux valeurs limites de 1'équation d'onde scalaire, ou, des équations de Maxwell pour un
systéme optique, est trés difficile et compliquée 3 construire, parce que la fonction de Green est in-
connue pour un tel systé¢me, méme pour une lentille, formé de deux sections de surface, sphériques ou
cylindriques, Alors, nous sommes obligés d'utiliser les théories approximatives, déja développées mx
chapitres précédents, c'est-a-dire, 1a théorie de Kirchhoff, ou, une modification de cette théorie, pour
le champ scalaire, ou pour chaque composante rectangulaire du champ électromagnétique E et H.

La formulation rigoureuse du Principe de Huygens est donnée par 1'intégrale :

(4.1) v(r) ~——j (v(#) A‘ bv(fl) go(!'/f") ds

a2 n'

ol v(r) est une solution de 1'équation d'onde scalaire de Helmholtz et g, est la fonction de Green d'es-
pace libre. La surface I est régulidre et fermée et n egt la normale, dirigée vers l'intérieur de ¥ .
Le point r est un point intérieur de Y,

Nous avons dit, que v(f) et %(‘Q sont en général inconnus sur X . Aprés Kirchhoff, rendrons

\i 3" et aV_(f‘) égales, respectivement aux valeurs d'onde incidente vo(f) et sa dérivée normale
‘:‘"), sur la partie illuminée de X et égales & zéro sur la partie d'ombre. Alors 1'intégrale (1)

prend la forme :

o
(4.2) v(r) ='—'f (v, () Bn i ( ))g (r/t") dp

qui donne 1a valeur du champ v(r) diffractée par 1'ouverture A,
La formule (4.2) est la formule bien connu de Kirchhoff, déja obtenue (formule 3, 10 du Cha'pitre ).

Dans 1'application, on peut prendre comme surface fermée £ , 1a réunion de A et de la partie
de surface d'écran S du cb6té de 1'ombre, et une surface ¥ , étendue jusqu'a I'infini. La surface d'é-
cran S est souvent un plan et la réunion de A et S forme uh plan infini, divisant 1'espace en deux do-
maines : 1'espace incident, ol la source et 1'objet sont situés, et 1'espace de diffraction ou de 1'image.
Ce plan est, par exemple, le plan Z = 0, Alors, le chlmp diffracté est, d'aprés 1'hypothése de
Kirchhoff, donné par la formule (4. 2).

Mais, dans presque tous les instruments d'optique, 1'ouverture A correspond 2 la pupille d'en-
trée, ou la pupille de sortie, limité par le diaphragme S qu'on peut, en effet, considérer comme un
écran infini. Dans ce cas, les formules (3, 10) du chapitre Il sont valables et on peut mettre, aulieu
de (4. 2), les formules suivantes :

(4.3) v (r) = T’f vo(!") g (r, &) dp
A

(z > 0)

ot
2 1 v (r, #') dp
(4.4) vi(r) = - A-—f‘;—’- 8y
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ol gI et gu sont les fonctions de Green du demi-espace. Alors, la somme vl + v2 est égale A deux fois
vk(r). Mais les formules (4. 3) et (4.4), ch-mme nous l'avons remarqué, sont compatibles, puisqu'elles
prennent les valeurs exactes vo(f) et E‘?(Tﬂ-, données sur 1'ouverture. Par conséquent, dans ce pro-
bléme, il est mieux d'employer (4. 3) ou (4. 4) que la formule de Kirchhoff, pour calculer le champ dif-

fracté, comme nous 1'avons montré au chapitre III,

.Pour les champs électromagnétiques, les formules (3, H 6a) et (3, H8b) prennetn la forme :

(4. 5a) E‘l’(r) = - —2%1; VA VAl A (nnHine)go(r/P')dP'
(4. 5b) n‘:(f—;ﬁ v, f o (na H™) g (r/#) ap

(4. 6a) E‘; =%‘ A), (na E") g (r/®) dp"

(4. 8b) H) - “’, = Vs vAfA (n, ET) g (r/0.) ap

Nous considérons (4. 3) et (4. 4) comme les équations fondamentales de la théorie de la diffrac-
tion des systémes optiques, pour les ondes scalaires et (4. 5a), (4. 5b) pour les ondes électromagnéti-
ques, Dang le chapitre précédent, nous avons éxrit les équations ci-dessus, sous une autre forme, qui
introduisait les fonctions et les tenseurs de Green de demi-espace, 8i A ) S forme un plan infini,

. Nous remarquons, que les intégrales de (4.5a) (4. 5b) sont trés difficiles A évaluer, ni nous
employons les coordonnées curvilignes. Cependant, si nous considérons les composantes cartésiennes
de E, H, les formules précédentes prennent une forme trés simple pour les composantes Ei'Hi

(1 =1, 2, 3), parce que chaque composante satisfait une équation d'onde scalaire et les solutions sont
données par (4. 4) et (4. 5), pourvu que E et H satisfassent les conditions V.E =0, V.H =0,

II - DIFFRACTION DES ONDES HOMOGENES

Comme chaque composante E et H satisfait 1'équation de Helmotlz , les solutions prennent
1a méme forme que (3, 68a) et (3. 68b) du chapitre lII, pourvu que V.E = 0, V. H = 0. Alors nous avons :

d 1

(4.7) Elx *am A fl(x'y') gl(r/r') dA
B - L [ ¢ (xy) g(c/r) dA
1y 4w}, 2 v g

:.l— b ]
Eqg * 4% fA (f, +1) 55 glr/r)dA

o fl(x'y'), fz(x'y') sont les valeurs des dérivées de E(l’x et Etlly prises sur A, Les composantes du
champ magnétique sont obtenues d'aprés les équations de Maxwell,

Les formules (4.7) satisfont les conditions aux limites E(l’x = E;’y = 0 sur A, Mais si les déri-
vées de Ex et de Ey s'annulent sur A et si Ex = hl(x'y') et Ey 2 hz(x'y') sur A, alors au lieu de (4. 7),
nous obtenons :
d = ..l_- ' !
(4.8) . J'A h (xly’) g(r{ ') dA

d 1
E2y . --ﬁfA hz(x'y') ln(l‘/l") dA

<42 SRR WS TRIS

d 1 n oty D '
ES =ﬁfA(hl(x, ) B+ hyy) ) gfe/en) dA

Les composantes Hzx sont obtenues d'apris les équations de Maxwell,
i

Les fonctibns de Green de demi-espace libre prennent la forme :

eikr eikrl = )
= - = S - r/r', -z
(4.8) g = . g o(r/ r z) - g
eikr eikrl
= = 4 + LI,
. = + m go(r/r , +12) go(!‘/!‘ , -27)
2 2 2
ol r =V(x - xo) + (y- Yo) + (z - zo)

r, =V(x - xo)z * (y - y? + (z+ 20)2'

par conséquent, on tire :

eikr
(4.10) g ° 0, gy 2 -

eikr (sur le plan z = 0)
(4. 11) gy = O g = 27

ol r '-'V(x -'.10)2 + (y - yo)ii Zf

Alors au lieu de (4. 7) et (4, 8), nous obtenons :

ikr
da _1 f oy 8 dA
Elx 2TIJA fl(xy) r
(4. 12) ikr
R e
1y 2 Ja r
ikr
d .1 i 4e) d(e— )aa
Eiz " oW A‘ t+h) o5 ()
(¥
et ikr
d _ 1 * oy - (& A
Eox o, hx'y) 3, 650 d

(4.13)

ikr
d = _l._” Ty? -e-— A
B, * -7 Ahz(xy)fz— - 4
J
ikr

d 1 b h e

d
= e A
Eoz 2'"0 A(h2 3 tohy by') .

V z . 2
olr = (x-x'_)2 + (y-y) + 2
On peut calculer les composantes de H d'aprés les équations de Maxwell. Mais d'aprés Hamil-
ton, on peut représenter les fronts d'onde par la fonction caractéristique de premiére espéceV(xo, Yo
z ;x, ¥, 2) # C, que donne 1a distance du point Po(xo, Yo' zo) aPlx,y, z). Ona:
o

; , = Constante = C
(4. 14) Vix, ¥, 2,3 %Y z)
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Si le point Po = (0, 0, z) est bien sur 'axe de révolution de 1'instrument, V prend la forme :
(4.15) v(o, 0, zZ, Xy, z) = C -nR

\, 2 2 2 .
o R =¥x +y +2z estladistance de P, et C est la distance optique des points Po' Pl' Si, sur ces

fronts d'onde, les champs sont connus A 1'approximation de 1'optique géométrique, nous avons :
(o] '0 N
(4.16) E2 o~ i_%_,_‘u (ik(C-nr)

r =R—» 0o

Ho, > H2(0,9) e

R

ik(C-nr)

sur le front d'ondes 4 1'espace d'image. Donc les formes asymptotiques des champs E, H sus-conduisent
aux solutions de 1'optique ;4ométrique, sont de méme forme que (2. 14) et (2. 14'). Soit z = -z; un plan
dans l'espace image,

Les valeurs de E et H dans ce plan sont données par les champs géométriques :

ik(C-nR)
E%xly') = E%(6,¢q) &—nx
R
4,1
“.17 o o (1k(C-nR)
Hoxy) = HYO,¢) &—0n
R

ol R 'Vx'2+y'2+z'2

Les champs E et H qui satisfontles conditions aux limites Eo(x'y'), H® (x'y') sur le plan z=-2

sont d'apres (4. 13) : : !

-ikn(R - r)
(4. 18a) E(x, y, z) = ‘%1?(2 tz) eikcf E%, y') 2 ikn 6 -2 _dx! dy'
Az R T kn r2
[¢]
-ikn(R - r)
(4.180)  Hax y, 2) = -5 (z+2)) e"‘cf B y) - ' ar gy
A R T iknr
[¢]
2 2
odr = V(x'-x) +(y'-;f+(zl+z)7 R =Vx'2+y'2+z2
Maintenant, nous exprimons ( & , ¢ )par:
(4.19) x' = z1 tang.§ cos ¢,
Y = z, tang J sin ¢
Aprés un calcul simple, nous trouvons :
Z z
(4. 20) —1xcos ¢. ~—Larcos 8 {(z -—> o)
R r !
ardy =1 190 cos’Habfay
ot
(4.21) r - R~-(xlm9m‘f+ylmalint')+zcoa0.

Alors, les intégrales (4. 18a) et (4, 18b) prennent la forme suivante :

(4.23a) Ex, y, z) = _ilen eikC‘J‘ ECc 0,4 ) e-ilm(x.in@con(ﬁ‘yxin Blinq.z con 0)
S

an lin8d8dlf

. _dm eikC‘r E° (p. qle -ik(xptyq+rz) dp dq
S

2w o
r (p. q
(4.22b) H(x,y,z) = -u;—: eikCJ' Ho( o , ¢ )e-ilm(xsin B cosy +ysinB siny -zcon b)) sinfdfdy
S e( +r2) dp dq
hn 1kC [ HO( 8, )e xptyqtrz) ——-
e s r(p.q

obu p, q, r° sont les composantes du vecteur directeur -(opticuxe);onormllel aux fronts d'onde dans
1'espace d'image et n est l'indice de réfraction. En plus, E°, H satisfont sur le front d'onde, les
équations de compatibilité dynamique :

(4.23)  (VV, H% + n’E° = 0o VVAE® + n* H® =0 2 2
AH + k2 nZ H=0 ou AE +k" n E=0

(v, E% - H® =0 VaAH® - E° =0

Les champs Eo( 0. @) et Ho( 8, ( ) représentent les valeurs absolues des amplitudes de E
et H 2 1'approximation de 1'optique géométrique (ondes géométriques), c'est-a-dire :

o E%(0,4) ikV
Em = e
R
O H°(6,4) _ikV
oo * e
R

donné sur un front d'onde V(x, y, z) = C-nR_, R _étant le rayon du front d'onde, et go. Eo sont les
valeurs aux limites des champs E et H 1'intfhi.

Une formule du type (4. 22a) ou (4, 22b) est connue comme la formule de Debye (1910), Elle sa-
tisfait 1'équation d'onde et de valeur limite du champ d'onde :

ikr
e

r

(r—oa0)

Up = u(6.94)
L'interprétation de la fox:mule de Debye, est que 1a solution du type (4. 22a) (4. 22b) de 1'équa-

tion d'onde est formée par une superposition d'ondes planes, propagées dans toutes les directions de
1'espace d'image.

IIl - DIFFRACTION DES ONDES NON-HOMOGENES

Soit P (xo, Yo z,) la position d'une sourcedans 1'espacede 1'objet, et quand l'instrument d'opti-
que est un systdme imparfait, il n'existe pas de point dans 1'espace image conjugué de Po.Dlnl ce cas,

les rayons lumineux enveloppent une courbe, ou une surface la caustique.
Les fronts d'onde S sont déterminés par 1s fonction caractéristique de Hamilton,

(‘.2‘) V(xo, yO‘ zol X, Yy, z) = C

qui forment un ensemble de surfaces paralldles, c'est-A-dire, admettant les mémes normales, qui
sont les rayons,

Si on prolonge les rayons du cbté de 1'espace d'objet et construit les surfaces normales aux
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rayons virtuels, les surfaces ainsi construites, forment un systéme parall¢le aux fronts d'onde virtu-
els, donné par 1'équation :

(4. 26) V(r, r') = Constante = C

Si, un élément de surface d'un front d'onde S est dS et ds en S, alors le rapport de la projec-
tion de dS 4 dS est donné par 1'équation :

< 1K T
(4.27) Eé'“lx l
[0} [0}

ol Ko et K sont la courbure de Gauss de So et S. Les rayons passant par les frontitres de So et S, for-
ment une surface tubulaire et & chaque point de dSo et dS, nous avons les rayons principaux RI’RZ et

RllR' de courbure de V = Co et V = C,respectivement. Si 'V = Co est un front d'ondeSo. dans 1'espace

2
d'image, alors la courbure de Gauss de So est égale a :

1

R\R,

(4.28) Ko =

et si la distance optique de So 2 S le long des rayons est égalead A\, V= Co-rk,ll courbure de Gauss
de S est :
(4.20) K = ! p—
[}
(R, + X) (R, + A) R'RY,

od Rl' R2 sont les rayons principaux de courbure de So.

Soit les champs E H® sur S et Ev H: les valeurs des champs surle front d'onde virtuel §

Nous trouvons les relations suivantes entre E° v H: et E°, H®

o K o
(4. 30) E 'VI-E;I E°(o,4)

o - T mce. )
o

En conséquence, les champs géométriques (asymptotiques) prennent la forme :

(4.31)  E, - VI‘—é-I E%(0,q) €M)
[o]
(A —>00)
H, - mz_' HO( . ¢) eik(C-nX)
o

ot les solutions Er , Hz dans un plan z = - z, qui satisfont les équations de Maxwell et des valeurs
o o
aux limites E , , Hy, sont données par les intégrales suivantes :

. 32a) ztz) kC_ [|fiK gy Gin( - 11
E, (o) -- (7.;—'“ of\/lﬁ-l E%6, ¢) ™M AT om( L JQ_L dx' dy’

1knr

(4. 33b) 2tz fkr
“.lh.y.z)--( =) oIkC JV 1000, A ik L gy




TS A e

R s

et A donne la distance du point (x', y') sur le plan z = z, au point correspondant (xo, Yo zo) sur le

front d'onde So prise le long du rayon.

Nous introduisons les cosinus directeurs optiques (p, q, ro) =¥ normal a So au point (xo. Yo

zo). Alors, x', y' sont exprimés par :

[ - +
x L AP
(4. 33) Yy =y, +Aq
z, = z +7xr°
1 o
donc
(4.34) dx' dy' = -_o_l'__ |52| dSo = -_0_"___ |§_| das
r (p,q K r (p, q K,

D'aprés (4.33), r est donné par :

(4. 35) r = \mo -x +)4>)2 +H(y, -y +M)2 + (zo -z +7\1:'°)2

Si z, s'étend 2 l'infini, \ —soretona:

1 K
(4. 36) ~ Vlk—ol._’-leol , _;‘_ V"::—OI —,-V|K|

et comme
z
Ao I
A r°(p, @) A
nous avons :
(4, 37) r-Anx'-x)p+(y'-ylaq+ (zo -2z' r° - (1_"'0 -T.8)

Alors, si nous mettons r - A dans les intégrales (4. 32a) et (4, 32b), nons obtenons :

4 — ——;-'
(4.38) E = - "% v n? |k_| E° (p, q) &0 " %) gs
2% o o
JS,
- -
TR S Y R TR A T
2N d s,

ol aprds l'introduction de la fonction caractéristique d'Hamilton W(xo, Yo' Zo* P q), les équations
(4. 38a) (4, 38b) prennent la forme :

ik V 2 o k(W +7.3)
(4. 39a) E(x, y, z) = - Tﬁfs V n ,Kol E(p, q) e dSo
o
. A 2 o k(W +T, )
(4.30) H(x,y, 2) = - 55 . Vn |k,| Hop, a) e ds_

o
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ob Wix,, ¥, 250 @ = C_-(F.s)

t »

(04- 39'a)  E(x, y, z) %f v n? Ik |E%p, @) e"‘[w *G‘.-iﬂ ds
s

AV 0 ]

prise sur la surface d'onde quelconque S.

(4. 39'b) H(x, y, z)

Les champs E, H, donnés par les intégrales (4. 39a) (4.39b) ou (4.39'a) (4. 39'b) donnent les
solutions, au sens asymptotique de I'optique géométrique, des équations de Maxwell.

(4. 40) Vo H+IiWEE = 0 2 2
k" =W E Q)

VAE+-iQOpH = 0
on € = nz, P = 1, et satisfont les conditions aux limites a I'infini, correspondant & 1'onde géométrique,
parce que Eo, H° satisfont les conditions de compatibilité dynamique sur un front d'onde quelconque S
donné par (4.23). Les fonctions E, H représentant les champs électromagnétiques, au sensde 1'optique
géométrique, sur une surface So ou S d'un front d'onde quelconque, V = C qui satisfait 1'équation de
Hamilton de 1'optique géométrique :

(4.41) (V)% = p?

Les intégrales (4, 39a) (4, 39'b) sont connues comme les intégrales de Picht-Luneburg, On peut
les considérer comme la base de la théorie de la diffraction des systémes optiques.

Nous remarquons ici, que les intégrales de Picht-Luneburg se déduisent de la représgentation
intégrale de la solution générale d'équation d'onde, donnée par Whittaker (1902) :

™A
(4.42) u(r) =f f fixsinucosv+qsinusinv+z cosu ; uv)du dv
J70 )0

ol f est une fonction arbitraire de (x sin u cos v + y 8in u gin v + z cos v) et de u et v, c'est-a-dire,
si on applique la procédure de Hansen-Stratton a (4. 42),

Nous écrivons les intégrales (3. 49a) (4. 39'b) formes plus commode, souvent utilisées dans la
littérature, en introduisant des coordonnées paramétriques, pour décrire la surface d'onde, Ces sur-
faces sont données par la fonction caractéristique de Hamilton,

Si, 1a direction d'un rayon de lumiére est donnée par p, q, ro, alors, le point d'intersection P'l

(x, y, z) = 0 (I'intersection du rayon avec le plan z, = 0) est donnée par 1'expression ;

(4.43) x, - Wp
= . W
Yy q
A Ainsi, l'intersection du rayon avec une surface d'onde arbitraire S A un point P(x, y, z) sur

8 est donnée par les fonctions :

(440 x =W +%p
y * -Wq+Xq
z 'Xro

LI oo T

ou r° = V;z - p2 - q2 et \ = A(p. q) est fonction de (p, q) seulemen* et connue, quand S est donné.

O
En fait, A est une mesure de la distance du point Pl sur So au ?omt P sur S. Les quantités (p, q, r )
sont les mémes que celles données plus haut et satisfont la relation (£.8) = n".

En fonction des parametres ( p,q ), ( 4. 39a) deviennent;

i ik [W + (F. 8)
(4. 45) uP = -%'.‘,—,ffg(p.q) e [ (r s] dp dq
2

2 2
D=p +q<<n

ol

2
(4. 46) gp.a) =V n'|Aflu_ (b, @) .

Le symbole A dénote le discriminant de la seconde forme différentielle de S, & savoir A = LN -

Mz, avec L, M, N donnés par les expressions :

p2 + rzo
= —_— 7
(4.47) nL = W__ -

PP n2 r2

o

Pa Z = pW_ + qW - W)
Z ( W, +aW

Parce que la courbe de Gauss K est donnée par :

LN M2
(4. 48) K e

EG-F

et 2
(4. 49) ds = vEG - F dpdq

nous obtenons :

(4. 50) \[IKI ds = Wm - M| dpdq

ol I'expression EG - Fz, dénote le discriminant de la premiére forme quadratique de la surface S.

Introduisant un nouveau vecteur ug, v, est donné par

(4. 51) u:(P. qQ = - VILN - le ne u (P, 9)

o . .
qui est constant le long des rayons A direction (p, q, r ) dans l'espace d'image, et 1'équation (4. 45)
prend la forme plus simple :
ik *
(4.52)  wP) =y | wilp ) e

i [(w+ (3] dpdq

. * '
On peut écrire une formule analogue pour le vecteur du chnrpp magnétique vo(p,‘ qz) etv ‘(P2).
L'intensité de 1'onde dans l'espace d'image (onde réfractée) est proportionnelle a |u°| etlvol

I3

comme suit :

) 2 2 e 2 2
(4.53) r= lﬂl% l'o |uoI - 8Tin ro |vo l
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Le domaine d'intégration D se trouve sur le plan p-q, enfermé par la courbe p2 + qz = nz. Le

long du rayon, défini par la direction (p, q), g(p. q) reste constant dans 1'espace d'image.

Nous avons mentionné que le champ sur 1'ouverture de la pupille de sortie ou sur le front d*on-
de, est supposé une constante, la valeur du champ incident. Ceperdant, en calcul d'optique moderne,
les lentilles sont recouvertes d'une couche de matidre absorbante, et alors, la valeur réelle du champ
sur l'ouverture de 1'instrument ou le front d'onde sortie est donnée par 1'expression :

(4. 55) ua(Q) = A(Q) uo(Q)

-od A(Q) représente la fonction d'absorption. Cette fonction est soit une fonction absorbante pure, qui
réduit seulement la valeur de 'amplitude en u {Q), par le facteur A(p, q), soit une fonction de phase
pure, ou l'amplitude reste la méme, mais la phase sur 1'ouverture varie, soit une fonction mixte, qui
change 1l'amplitude et l1a phase du champ incident.

En termes mathématiques A(Q) ou A(p, q) sont réelles, imaginaires, ou fonction complexe de
la position Q.

Nous écrivons {4, 55) comme suit :

(4. 56a) um(f‘) = A(f) uo(f‘) (variation de 1'amplitude)

ikF(f)

(4. 56b) un(f‘) = u,o(f‘) e (variation de la phase)

(4. 56¢) ikF(#) u

um(f‘) = A(P) e o(9) {variation de 1'amplitude et de 1a phase)

L'introduction d'une fonction absorbante (couche de lentille) sert A réduire les réflections mul-
tiples, mais principalement 2 réduire 1l'intensité du maxima secondaire de la figure de diffraction et
pour concentrer celui-ci dans le maximum central. Ainsi est réduite 1'amélioration de contraste pour
rendre meilleure la résolution. Le champ est alors :

(4.57) u(P) = -%—f[,f G(p, q) ek f (P a: P) dp, dq

ol la fonction d'amplitude G(p, q) et la fonction de phase L {(p, q; P) sont :

.58 G, @ =V nl |4 u (P, @) Alp, o}

(4.59)  §(p,q;P) = W+ (¥, ) +Flp, q

L'intégrale (4. 45) ou (4. 57) nous donne toute information sur le champ d'image,en fait dans le

plan d'image z, = 0, si W=W(x, y, z; p, q) avec XY, situé sur ce plan. Si on varie z,,0n peut
obtenir unedistribution tri-dimensionnelle cu champ oude 1'intensité dans 1'espace image, En pratique,

on déplace le plan image, paralldlement au plan initial z, = 0 et on.fait le calcul de U(P), ou de 1'in-
tensité, Par conséquent, le travail principal est d'évaluer cette intégrale pour les expressions données
des fonctions d'amplitude et de phase.

I1 est facile de calculer E%o et Ho oo » qui correspondent aux amplitudes des champs A 1'infini,
D'aprés les conditions de rayonnement (11-11) et (13-13') du parsgraphe 11, chapitre II, les formes
asymptotiques de E et H sont données par (14) et (14') du méme chapitre. On écrit :

ikr
(4. 60) Eco * {(i’,\ P + 3, (7, Mm} <

r
(r —»00)

-90 -



ikr

Hoo = ftA(a‘AP(E)) - G‘AM(?))} <

ol T est le vecteur normal au front d'onde S, défini par V(r) = C r—ooet P(s), M(s) sont des vecteurs
quil dépendent seulement de O et (¢ - les angles polaires. Les caractéres de P(8) et M(2) peuvent 8tre
exprimés pour chaque probleéme spécifique, c'est-a-dire qu'ils dépendent du mode de rayonnement ou
d'excitation de la source et, en général, E o4 et Hoo Bont complexes et représentent un rayonnement
multipolaire. Par une application de la transformation de Fourier. on peut mettre la fonction de Green
de 1'espace libre, sous la forme :

(.61 g (r/r) = o= ik:,r::‘ = ff ik [m 4 - ] %;‘d—"ﬂm
od m +“) sont définis par les relations :
(4.62  m, = (m", Y(m%)) = (d, B+ V) (z>0)

m_ = (m° - ¥(m")) = (&, B.-Y) (z<0)

m® = (X, B0

et , B sont les composantes du vecteur pian m , et am® =do d B . Deplus m2 letY (m °) satis-
font 1'équation :

(4.63) m2 =1 =d% 4+ P24 ¥Pm

donc
4.64) Y(m) -=Y(a,P) - Vi-aZ_ p? (m%? >1

et

(4. 65) ¥ (m°)

i V(xz +B% 1 m%i<i

y(a, B)
ol le domaine d'intégration de (4.61) est ( - 00,00 ). Nous écrivons aussi :

(4. 66) V(eik(mf' i‘.)) = (ikm,) eik(m T

(z 2 0)

De méme fagon, le tenseur de Green de 1'espace libre est donné par 1'intégrale :

co -
(.60 Trr) =gz ‘”' (m, m, - 1 em, . F- dadp
- - - Y, B)

Par conséquent, le vecteur de Hertz Tl et de Fitzgerald n* prennent la forme suivante :

(4, 68a) Tf(r) = -.___- f j( ° ik(m ?) (;dad

00
" . 1 o Pe) ik(m .!‘) do dB
(4.680) W () L f“m . {(o, B)

(1) Icef m 4+ sont équivalents au vecteur 8 = (p, q, ro) etX=p, f=q Y=+ ro, si Y prend les valeurs
réellesde 0 1,
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ol j(mo), j' (mo) sont les transformés de Fourier et :

(4. 69a) jim ) = J' §(8) orikim L F tes
s

(4. 69b) Rm,) f ey e KmeF) Ln r€A
s

des densités superficielles électriques et magnétiques sur 1'écran S etl'ouverture A, respectivement.

Alors les champs E et H s'écrivent :

+"ﬂ dodp

T YL P

©o Iy
(4.708)  E(r) = BE"(r) + o2 fj m, plm, 5 fim,) ¢

-

_auine 1 o - ikim, .7) dadf
(4. 70b) H(r) = p“ - —8—175 J'I“fmt A J(mo) e '-" m-)

St on décompose E et H en une partie parall¥le et une partie normale a 1'écran (z = 0), et puis-
que (n,§) =0, (ny, j) = 0, d'aprés (4, 70a) et (4, 70b), on obtient :

_ ninc - mo[mo'i (mo)] -3 ik(m ;.1
(4.71a)  E(r) = E () $ "7 h ["‘0' J("‘o)] 3 e dedp,Z Z. 0
S

b

¥(a,B)

1

(4. 71b) H(r)=Hinc(r) ror (nAaj) F n [1"_02(_'"_91] e ik (my. b dddp . Z Z0
BN < ¥(ap)
et

inc n [moAF (mg)]| ik(m,.
ZLMoR T Mollf +

Yla,p)

(4.72a) -E(r)=p [E dadp,z Z0

1 -
(r) + E"Mr)|- T f[n i (mo)] +
A

1 - L U ik(my.
(4. 72b) H(r)=ﬁ[ﬂlnc(r)+ﬁreﬂ(r)] ) mf N [mo‘\i'("‘oﬂ . mo[m(o .)(mol] J . (my 3]
A d,

(z=0)
on)p= 0,8 z>0, et ‘3 = 1,8 z<0,

Pour calculer les champs asymptotiques, Eo , Hoo , quand r —s 00, on écrit :

4.73) |F-F|=r - (&,
ikr > A
' 1l e - ik(e, r')
(4. 74) gt/ > =
(1)

ol ¢ ' est le vecteur dans la direction du point r, (F = er, (€. €)= 1) et est normal au front d'onde S.

Les formules (4. 71a, b) expriment les champs de diffraction par un digque S, et (4.72a, b) par une
ouverture A,

(1) Nous remarquons que ¢ = § #illindice de réfraction n = 1. m” - m
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Alors T et Tl'prennent les formee suivantes :

ikr - > ikr
. A e . -ik(e. #') _ 1 e -
(4.75a) T (r) i fs i*N e s == — Je
ikr - - ikr
* i e - -ik(e, r') _d e
(4. 75b) T(r) = e —;—L j' () e dt = o = j'(e)
quand r-+oo, Donc, nous obtenons les expressions :
i ik
(4.768)  Eoo = Foa® - g (eplen M) ) €2 (z 2 0)
r
inc i . ikr
(4. 76b) Hoo = Hm +4—T—l" [(e,\ ](e)].L_r_
et ikr
i .
(.77 Ee =BEST+EET+leir @ 20
_af.inc , _ren i oo JelT
(4.7)  Heo =PiHg +Eqy | +zlen i'te)|—

quand r »coet B = 0,8l z > 0, f=1pour < z < 0.

Les expressions (4. 76a - 77a) et (4. 76b-77b) de E oo et Hy, sont les formes explicites de (E) et
(H) du peragraphe 11, Chapitre II pour ce probléme de diffraction par un disque, ou par une ouverture
dans le plan z = 0.

En général, on peut développer j(e) et j*(e) en séries descendantes de k (8éries asymptotiques) :

oo j (Q) - -
(4. 78a) jle) = 2 _':' o lkle. )
n=0 k

! j'n(e) - >
(4. 78b) ) = T — k(e )
n=0 k

Le premier terme n = 0 de la premiére série, donne un champ & l'infini, qui correspond a un
dipOle électrique de moment j(£') d2' et celui dela deuxidme série, un dipdle magnétique de moment
D

,fA juen) a.

Les formules (4.71a) ct (4. 71b) sont équivalentes aux intégrales de Picht-Luneburg. Nous re-
marquons que :

(4, 78) m, (-7 = (E.?-'r’o) = plx-x)+qly-y)+ r(z - z)
et , o
(4. 79) x = x +Ap, y = y°+)‘q. S Ar
donc .
(4. 80) m_ (T-0M = Wix, y, z;p, q + (£.9)
et ik(m . P
(4,81a) ES% - *%’r (e s j'(e)] R
r
(z == 0)
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o]

Ho = o5 [eateasten] ™ ®

diffraction par une ouverture et :

ik(m, 7P
(4. 82a) E®° - --%ﬁ[e,\(e,\j(e))] e ¢
r
(z = 0)
ik(m —1!)
(4. 82b) H2, - - ‘;F[e'\ j(e)] e ¥
r

diffraction par un disque.
Le vecteur e = e(p, q) satisfait(e.e)= 1, Il détermine la polarisation d'onde électromagnétique

asymptotique, c'est-a-dire, la polarisation de Eoo , Hoo . De plus, il faut mettre m, =8 =(p, q, ro)

dans toutes les formules précédentes.

-94 -




CHAPITRE V

ABERRATION GEOMETRIQUE ET ONDULATOIRE

I- ABERRATION D'OPTIQUE

Dans la théorie de ladiffraction des instruments d'optique, la caractéristique "mixte' de Hamilton,
W, joue un réle essentiel. Quand W est connu, l'intégrant de (4, 45) ou (4. 52) est connu et le champ
dans l'espace image peut &tre calculé par. intégration. En général, on ne peut pas calculer W sous
forme explicite, si le front d'onde qui sort de 1'instrument optique, est déformé. Au lieu de prendre
un front arbitraire S, sortie de 1'instrument, nous prenons plutét une surface de référence Sy, ordi-
nairement une surface sphérique centrée sur le point de 1'image de Gauss passant par le centre de
1'ouverture (pupille de sortie). L'écart entre le front d'onde réel S et la surface de référence So, ou
1'ouverture, s'appelle aberration et la fonction qui donne cette déviation, la fonction d'aberration.

Pour les petites aberrations, la caractéristique mixte de Hamilton est développée en une série
de puissances (séries de Taylor), de certains parameétres, par rapport 2 la surface de référence S

Puisque la plupart des instruments optiques sont symétriques par rapport a un axe, le développe-
ment de W en séries est fait, par rapport de certaines variables intrinséques, appelées invariants
optiques. :

Pour un systédme de révolution, W(xo, Yo :Zo = 0.P.q) dépend seulement de trois invariants
optiques :

2, .2 2, 2
(5.1) up *x,+y, u =p +q, Y3 =x P+y.q

et pour les systémes d'optique électronique d'un autre invariant, uy = x,q - y,p. Alors le développe-
ment de W en u; prend la forme.

(5. 2) Wy = W+ Wy +Wap+Wat......

o

4 ) 4 1 4
W, +y auy+ 3 8jjuju; ¥ 845 YU u
o TF, MU Z, MY T Ik MkHY
ol les constantes aj, ayj, ajjj, etc... représentent les aberrations des premier, troisiéme, cinquié¢me,
etc.., ordre, d'optique géométrique et W, est une constante indépendante des parametres, qui corres-

pond en effet au rayon de la surface de référence S,.

Les deux premiers termes de (5. 2) ne donnent aucun écart de 1'onde Sg et si le point de Gauss
de l'espace image est proprement choisi, le deuxiéme terme est simplement égal 2 ajuz ou agug +
agqu4q. Les autres quantités représentent la fonction d'aberration de 1'instrument.

Pour un systéme de révolution, nons écrivons W sous la forme :

(50 3) W= 'Eo wn

od W, est un polyndme homogeéne er.u; (i = 1,2, 3) pour les aberrations d'optique ordinaireeti = (1, 2, 3,4)
pour celles d'optique électronique. Par rapportaux variablesuj, up, uj etuy, W estun polyndme homogéne
de degré 2n :

1 3dousd
(5. 4) Wn=-5 2_  8yk.,.nUujup...up
* ijk..n=1
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Si on introduit les nouveaux parameétres a’,P , ‘P ., définis par :

(5.5) o?- uf, ‘Jz = u,, a"fcosf= uq
(5. 2) s'écrit :
(5. 6) W=w, +2:b1 mcrz“m fm cos mr ¢
o0 gy
=W, + )2 E:o r!lm("‘) rm cog ™ (f
n=1i

ou 1, n, m sont des nombres entiers n-ml0 et pairs. Les quantités blnm' sont les coefficients d'aber-
ration de type et d'ordres divers selon les valeurs numériques de 1, n et m, Par exemple :

W, = ala'z + a, rz + a3 a-()cos (f

(5.7
Wy = a“o'4 + alzd‘?‘ f2*522 r4+a13 3 ‘.)coa(r+ a23a—r3 cos ¢+ a33¢r2?2 costf2
W3 =

aj11008 +ap)p04 fz +ajyp02 r“ + ‘222[5‘6 +a)j30- p cos ¢

3 ‘)3 cos § + aj330-4 ofz coszcr+ a223 6“?5 cos §

+ 82330‘2 P4 cos8 z(f + 33330'3 fs coaslf

+aj3e

ol ajj donne les coefficients d'aberrations du troisidme ordre, quoique le terme at1 ne soit pas une

aberration, Les a;.. sont les aberrations du cinquidme ordre, mais les coefficients a

111: 819 Ne don-
nent pas d'aberrations. 2

Les coefficients ajj, ajjk etc... sont analogues a by, dans (5.3), 8i 2 1+n+mg 2p, entier.

Une seule aberration générale est donnée par :

(5.8.) b d_21+m n m

Inm' r cos (r

ol n - m30 pair

II- LES ABERRATIONS D'OPTIQUE ELECTRQNIQUE

Dans un systéme d'optique électronique, W est développé différemment, parce qu'il dépend
aussi de u 4=x°q -yop. Si l'instrument est un systéime de révolution, le champ électrostatique W est

seulement une fonction des coordonnées

v 2 2
r= x +y , z, et le champ magnétiquede révolution satisfait
les relations.

(5.9) xA, + yA, = 0 A =0

od A = (A, Ay, Az) est le potentiel vecteur, qui reste toujours tangent & un cercle
chaque plan z = constant. Par suite, les composantes A
scalaire A,

s xz +y sur
X, Ay sont exprimées par une fonction

(5. 10) A =-yA , A *xA, A =0
% o y o z

et Ao = Ao ( f, z) cst une fonction deret z,
Alors 1a fonction caractéristique We dépend des trois invariants :

(5. 11) vl'x2+y2- 2,42

; vzap +q va-xq'yp
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od x, y sont donnés par les équations d'Hamilton :
- WWe - We
(5.12) X -3 ; y %
i T w w.
:“(: cosq-—s%‘—‘[%—} coa(f; y‘-(ir sinq+ cos _6?) '"“f

od W, est la fonction caractéristique mixte de Hamilton qui satisfait 1'équatirn de Hamilton d'un sys-
téme d'optique électronique (1),

ol x= -

Si on développe We comme
(5-13) we = weo + wel + wez b

ol We°= constant ( fonction de z seulement) et:

3
(5.14) Wgo =L X A; vivy
1

en =—';!—z Aij---" vi Vj.....-.. Vn

Les coefficients Aj, Ajj, etc.., dépendent des potentiels électriques et magnétiques, lesquels
sont seulement des fonctions de z, Si V ( P.z) et Ag ( p,z) sont donnés, Aj, Aij- etc..., seront connus.

Les quantités vy, vg, vg sont des fonctions de Z, mais 2 la premidre approximation (part;-
metre A l'intersectiondes rayons au plan z = z;) v3 estindépendante de z et v) et va sont de la forme 1)

(5.15) vy = (x5 +y3) B2+ (p3+ ad) h? (x,9o+¥oa,) HO
vz =x3+y2)0 2+ (b2 + qd) @1+ (xoPo * ¥o0) O
V3 * 2(%09 - YoPo)
odH, h, 0, et tpsont des fonctions de z, qui satisfont la relation :

(5. 16) HY-hD=1

Les fonctions, h(z), U} (z) définissent le rayon (trajectoire) paraxial du corpuscule et H (z),
§(z) le rayon de 1'espace image, En premidre approximation les coordonnées x;, y| dans le plan

image z =z}, sont exprimés en fonction de X0 , yo, du plan objet initial z = 25, par les équations .
(5.17) x1 * xoH(z)) + po hir))
et Y1 * Yol(z1) * qo hiry)

(1) L'équationde Hamilton estdonnée dans plusieurs textes.Nous citons seulement ici : de Broglie (1950),

Cotte (Annales de Physique 1938), Luneburg (1944) 1865, note supplémentaire I, Glaser (1852),
Sturrock (1855), Picht (1963),

(2) Pour une analyse détaillée, voir Luneburg (1. c.).
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(5.18) P = x,U(z)) w+ poyplzy)

qQ = YoU(z)) + qoy(z)

Par suite Wg dépend des quatre parameétres :

2 _ .2 2 2 _ .2 2
=X Y Yo P =Py tq,

(5.19) o
a-Pcos‘f =Xo%p + yoq, o"fain' (f= X% - Yo Po
qul sont indépendarts de la coordonnée z, (1)
Dans cette approximation de v;, on obtient :
vy = Ala'z +A2P2 +A30—Pcos q
(5.200 vy = Pla.-z +Po Pz +pgopeos §
vq =d"e sin @
ot Ay, ri (1=21,2,3) sont fonctions de z,

Alors, W, Wez, etc... sont données par les expressions suivantes :

w

e1 W'l + A40"Psinlf

We, = Wy +(A o 7ap+ A, o fsz ein ¢

2,2 2

”nin(r
[ 4 2

3 2. 2
= { L
Weg = Wa +{A 14T TP + A0 TP + Aypuo'p ) sin g

(5.21) 2
+ A34:nr'p sln(' coa?+ A“r'

+ (A a—3a-—'f:2+A ro",f‘)lin(fcoa(f

124
2 12 2 44 2
144% o' r’#Az_“cr' f ) sin ¢

2 3 2,3 2
+ A334f cr'f coszqain(f+ Asud'a‘ f cos(fsin (f
3,3 3
+ Ao CpC sin’g )

ol les développements de W'y, W'y, W' ont la méme forme que W1, W2, W3 de 1'optique géométrique
(5.7), mais les coefficients A = A;, A = Aij' etc... sont des fonctions de z,

134
+ (A

Les termes supplémentaires, donnés ci-dessus, sont les aberrations additionnelles, qui
apparaissent dans les systémes d'optique électronique. La forme explicite de chacun des coefficients
d'aberration Ay, A;;, etc..., est donnée dans 1ns traités déjd cités. Les coefficients Ay ont été
calculés par Chako d'aprés la procédure de Schwarschild, mais elles sont trop compliquées pour étre
utiles au calcul du champ d'image,

Le développement de W, ou de lafonction d'aberration présentés précédemment sont classiques,

(1) En fait 0"’ est égale A + 0", mais nous écrivons o' ce qui permet de faire une comparaison avec les
systémes généraux de 1'optique géométrique,



III - DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION EN POLYNOMES DE ZERNIKE

En 1934, dans son célédbre mémoire sur la théorie de la diffraction de 1a méthode de contraste
de phase, Zernike introduisit un autre développement de la fonction d'aberration. Ce développement a
plusieurs avantagea sur le développement classique (5. 6). 11 remplacait les coum(' par cos m @ (c'est-
a-dire qu'il développait la fonction d'aberratior en séries de Fourier en cosinus de 1'angle Of oule
terme général est exprimé par :

2l14m ,m
(5. 22) blnm‘r Zn (A cos m?

Les fonctions Z' (f) sontles polyn6mes de Zernike de degré n en P , et ils sont orthogonaux sur
1a surface d'un cercle de rayon un, Le développement de la fonction caractéristique W est alors :

W =W, +2£blnmc‘21+m Zr:: (p) cos m ¢
(5.22) oo
swo+ L, Tz (p) ¢

0 n-=1 V2

pour un systéme de révolution,

an n
22 E‘: fnm (o) Z': (f) cos "“f

1 =1

Les coefficients ouf (67) sont différents de b et f (o) (5.6).
nm Inm nm

blnm

Pour un systéme d'optique électronique de révolution le développement de W est exprimé par
une série générale de Fourier :

= 21+r
(5. 23) W, = Weo +Zb1.r‘.’na~

a-"f;“ cos m ¢
+EC) gn® 21trg-18 P“ sin m ¢
ol 1,r,s8,n sont des nombres entiers, liés par les relations :
s+r=m n-m > 0 pairs 21*+r+s+n=2N

o0 2 N est le degré du polyn6me W dans les variables xo, yo. Py: Q5. En introduisant les polyn6mes
de Zernike, W s'écrit comme suit

214p !
(5. 24) We = Wiy + ECygno2’ o ® z':‘, (P) cos m¢

2141

+ ED) gn™ o8 er? (P) sin m §

fzn o (6, o) o
= 1)
ou We = Weo *E- T*L2n (p)
+£g{r,"n (o-,0”) cos m §
+ B1pgn (630°) sin m&f}z':(p)
Cette expression généralise les résultats de Nijboer (1953) et est valable pour un systéme de
révolution d'optique électronique.

Nous remarquons que 1'écart moyen entre la surface réelle S et la surface de réfé.ence So»
s'annule en tenant compte de la propriété orthogonnle des polyn6mes de Zernike, Nous avons :

J‘ 2N Z f2n(a') n m .
(5. 286) Zan (f) + nz-:ll ;;E-I fam (@) 270 (p) cos m@hpdp Gy =0
tandis que le carré moyen de l'écart est différent de zéro, 11 est égal a: |

oo n

fan, o) o 2
(5. 27)f ‘ {n-l zzn (p)+ nE-:l r§=l nm (o) Z'n (9] counV} Pdrd’-o
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2
m  fhm(9)

="§ 2n+2

1 m=1
Pour un systéme d'optique électromque de révolutlon nous écrivons :

(5. 28) joﬁ {nl j'?-iz—ni 1 [flrsn (o,0') cos m@P+ g)g, (a(-;;j;;;;:f]
LI {E

f, Z° r=S L
2 2n,0 (f)
n20 n,o (P Z=: rnzzl [flrsn(d',cr') cos m?

uM8°

o
-

+ Elrgn (6v*) sin m‘f]zm (p) Pde?
(

oo crx_) r2 (o, + , o')
I B Ll llrsn glrtsn
n=l m= 2n + 2

Si D, dénote la définitionidéale d'un syst®me sans aberration, alors les influences d'aberration
produisent une diminution de la définition idéale, égale 2 (5. 25) pourvu que les aberrations soient trés
petites, Cela veut dire, que le développement Je la phase en série de puigsance de 210 (p) est limité
au premier termede Z1', ou aux abberation fn, (o). En ce cas, la définition est donnée parla formule :

, > 3 2 (o)

(5.30) D =D, [1 k222 ]

et [ 0 f:f21‘,.,s‘n(cr.¢::") + gzl,r,s.n {o,0t) ]
5.31 D_=D 1- k
(5. 31) e = Deo ( —p )

Ainsi, chacune des aberrations contribue par un terme positif 3 détériorer la définition de
1'image. Il n'y a pas un mélange d'aberrations de différents ordres, comme dans le cas ou la fonction
d'aberration est exprimée par le développement classique. Ici les aberrations sont compensées pour
toutes les valuers des;contrairement 3 ce qui se passe dans le développement classique. C'est un
grand avantage des polyndmes de Zernike,

IV- SYSTEMES OPTIQUES NON-SYMETRIQUES

Dans certains instruments de l'optique ordinaire et surtout en optique électronique, il n'existe
pas une symétrie on un axe de révolution, si, par exemple le champ €lectrique ou magnétique est
engendré par un systdme formé de plans conducteurs inclinés, ou par des pSles magnétiques de forme
non-symétrique. En optique ordinaire, une lentille placée obliquement par rapport aux axes de coor-
données, détruit la symétrie du sysitme,

S'il n'existe pasde symétrie oud'axe de révolution, les deux formes de développement (méthode
classique et méthode de Zernike-Nijboer) de 1la fonction de 1'sberration, ne sont pas utiles. Il faut
développer W en série de puissance de toutesles variables(xg. yo. P. q). Mais, parce que p et q sont
des variables d'intégrations dans l'intégrale de diffraction, on peut grouper les termes en série de
puissances de p et q. Alors on écrit :

(5-32) wa = wo + w.l + waz +wa3 B . +W
od Wgn est un polyndme homogene de degré n en X Yoo p etq.

Nous obtenons le développement suivant de Wj:

Wgo = constant

4
Wa) * iz,:‘ a; x4
1 4
(5. 33) W.z = _2'-! uzl .iJ X‘ Xj

-100.-



w = 4 a X X x
an n ij..zn= ijoeen iyt n
o xl = xo, xz = yo, x3 = p, x4 = q, et ‘ij = ajk, etc...
Mais, parce que XY, sont fixes, on peut exprimer W sous la forme :
oo ( ) n m
(5. 34) W =W + I fam®o’ ¥o) P9
a ao _
n, m=1
Si p et q sont liés par les équations :
(5. 35) P =fcos(f N q *° :) sml.r
alors,
= + 1
wal ‘lxo azyo+agfo—cos(f+a4fa'sm(f
(5. 36) \ = a 12+a x y ta y2+a x cos @ +a y‘)cos?
. 82 "% tt2% Yo T2 Y T3 % f 23 Yo

""‘14‘°P°i" (P+a24yo Plin(f+333 rzconzY +134f2|in?coslf

»
ol les coefficients de chaque mondme de E‘O +yo+tP,ta N sont différents et sont symétriques par
rapport aux indices, c'est-a-dire, ajj = a5y etc... Les eXpressions explicitesde W g et W“ sont :

2 2 2
= L)
{5.37) W‘3 Wa+(n113 xo+3123 xoyo+‘223 yo) f«cos('+(d“4 xc+a124 XY,

2 , 2 2 2
+tay,, yo) r sin § + ('133 x ta,,, yo) r cos ‘f +('144 x ta,., yo)
f 2 sinzl.f + (3134 X +8,,, yo) r 2 sin ¢ cos § + 8,4, fs cos 3?
' 3 3 3 2 . 3 2
+a4“ r sin ({’ +3334r cos ({’ nn([? +03“P coﬂfnin(f

3 2 2 3
813 % T 21123 %0 Yo * 21223 %6 Yo %2223 Yo P o8 §

3 2 2 3
1114 %o * 21124 %o Yo * %1224 %0 Yo T %2224 Yo' P #IN §

2 2, 2 2
* (8133 X0t 21233 %0 Yo T 22233 Vo) P o8 ¢

= )
W“4 w4+(

+(

: 2 2, 2 2
MUTIPE L PIVE R AR PR AN A N |

-101 -



+181130 %0 * 21234 % Yo * 22234 V) P i sin{ cos @ + (8533 X, * 83333 v f ? cos’¢

+ (31444 X Y 8,444 yo) f 3 sins«f + (a1334 X ¥ 8,00, yo) P 3 cosz(f sin{p + 4449 P4 cos4(P
* (31344 %5 * 22344 Yo | P con § sin( + a0 f’4 in'(p + 8,4 P : °°33‘f sin {f

ML YPP P4 c082(P sinz(P * 35444 P 3 cos?'sin(f

ou W:; et W4' sontdes polyn8mes homogénes de degré trois et quatre deulement en xo, Yor Le résultat
précédent montre qu'un systéme asymétrique peut se mettre sous la méme forme que (5, 23), c'est-2a

-dire, en série de Fourier de sinus et cosinus de (P , mais pas sous la forme classique.

Quand le systéme posséde un axe de symétrie, par rapport & p ou q, les fonctions Wan sont
beaucoup plus simples. Si, par exemple, le systdme est asymétrique par rapport a p, alors tous les
termes qui contiennent les variables y,, q et y, q impaires s'annulent, les termes avec les coeffi-
cients 8,9 8,4 By, Bays etc., c'est-a-dire, tous les termes ol la somme des incides est égale a un
nompre impair. La m&me reégle est valable pour deux plans de symétrie et,de plus, tousles polyndmes

egré impai W, ... W =0(p=1,23,...)
de degré impair wal’ a3 22p1 (p=1, )

Dans les polynbmes W_, W ,.... W_  tous les termes dont la somme des indices est un nom-

2 4 2n
bre impeair, s'annulent. Pour un axe de symétrie ceci estgénéralement la régle. Pour deux axes de
symétrie W est invariant par rapport A toutes les coordonnées (xo, yo, P, q) et aux produits xop et

A B mais pas par rapport aux xoq et Y P si 1a somme des indices est impaire,

L'intersection d'un rayon avec un plan dans 1'espace image est donnée par 1'équation (5. 12),

(5. 38) I bWa. 3in bwa.
B x —rp' (o] ‘.P - P -—W—
dW cos ¥ W,

a .
y = Typ e A P 3y
Les coefficients des aberrations géométriques dans divers types et ordres sont des coefficients

de diverses puissances en t‘, cos q , et sin (? , oude p et q, si x et y sont développés en série de ces
variables,

En éliminant § de ces équations, nous obtenons :
.39 foyp =0

qui donne les courbes caractéristiques dans un plan image fixe z = z,. Par exemple, si nous consi-

dérong le terme W3 qui dépend de cos tf et sin (P , hous obtenons, aprés un calcul simple, 1'équation
d'un cercle, ‘

(5. 40) (x-a+28p3? 4 ye(ceap pAH? - B2 +0P) p?

ou

2

E + +
A2 a X e X Yt By0a Y,
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2 2
= + +
(5.41) B = o4 24 % Y0 " "224 Y0
a
1 33
C =5 ( +3 333)
2
a
.1 7344)
D = (5 *38,,,

En efiet, toutes les courbes caractéristiques sont des cercles si 1'on considere seulement les
termes de s8inus et cosinus de 1'angle (' dans le développement de W, c: a.d de gsinf et cos?.

Evidemment, les courbes caractéristiques prennent des for:.nes différentes, si on considére des
combinaisons variées des aberrations. Les grandes lignes pour étudier ces courbes sont données par
Steward, Nijboer , Carathéodory et 1'auteur dans des travaux déja cités'(fig..1,2,3,4,5,6, etc... ).

1 7
@‘ §
wt «:1
(a) fig. 1 (b)
-1 -
o= 3 o =1
I’t
ol
tig. 2 fig. 3
a =2
Coma primaire au dehors du poirt focal Effets de combinaisons des aberrations.
(Steward, 1926), Courbe caractéristique :
(la, b, 2). d-= distance entre pupille de sortie x, =a, cos 0 + 8, cos2 0
et le plan focal. ¥, bl ein® + b2 .inze
22_ 2. 2 2 2 2 2 . .
od =x +y, uld uzd =p ta), (al 30, bl 30)

(azl 15, b2 = 18)

2
a +Z = X +Y
ud =Y,y +2 z, X P *Y)q (Chako, 1957),
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y
R )
b3
— $ z
s
2atise 4t3-0 detze
4ol +3=°
Fig. 4 Fig. 5 Fig. 6
26+ 1 =0 0+3 =0 ot+1=0 Fig. 9 Fig. 10
- 44 +3 =0
Aberrations de troisidme espéce (septidéme ordre). Combinaisons de coef-
ficients, €223 " 10° 1133 - S11° 3233 ~ €5 €33 " 13" 6 ° 4acl° . Courbe de déplacement de troisiéme ordre d'astig- Aberration de septidme ?rdre en abesence
®=3/8(c../c,.) 6 d'Ordres Inférieures. (Steward,1926)
137 112™ matisme r cos2 ( . (Nijboer, 1943) Combinaisons des aberrations c
13
Equation de courbe caractéristique : N=cos 4§ +2(5+4a) cos 2¢ +120+9 c * €190 €333 “c4 8 3/8 c
§=sin4 ¢ +2(l+4a)'sin2? 2233 1 12
4d’ (Y'-y.)=2¢ 4 y3 4d’ (z'-z,) = 2¢, p! y ; (Steward , 1926)
1 wf NN 1 1wf N » »
L 4
Y
/ S
z : j t 4
Fig. 11 Fig. 12
o+ 130 a = -28, b1 = 16
fig. 7 Fig. 8 a, = 18 b, =8
(Steward) 2 2
Courbe de déplacement d'astigmatisme secondaire Courbe de déplacement d'aberration de
4 -
r cos2 Q. (Nijboer, 1943) forme r5 cosl (' . (Nijboer ,1943)
Fig. 13 Fig, 14 Fig. 15
s .. - . s 1 a *-18, b =19
.l - 18 bl ’ 12 .l 16' bl L 1 1
.2-12, bl-B uz'll. bz-ﬁ ‘2'6 -bz'”
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Fig. 16 Fig. 17 Fig. 18
a, =-18, b = 20 a, =-18, b =12 a, =-26,b =13
a, =24, b, = 12 a, = 18, b, =6 a, =13, b, =7

(Fig. 3,12,13,14,15,16,117, Chako, 1957)

V - OBSERVATIONS RELATIVES AU DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS D'ABERRATION

Le développement classique et celui de Zernike-Nijboer ne sont pas commodes pour évaluer
Vintégrale de diffraction, méme pour un cercle. Il est impossible d'évaluer 1'intégrale si le domaine
d'intégration est limité par une courbe simple, telle qu'un rectangle, un triangle ou une €llipse, parce
qu'il est difficile de séparer 1'intégrale double en un produit de deux intégrales simples. Quandle
domaine d'intégration est d'une forme quelconque, il est possible, en certains cas, de construire les
fonctions ou les polyn8mes orthogonaux sur le domaine d'intégration. Alors, nous utilisons ces poly-
nOmes pour développer la fonction d'aberration,

Soit D un doma.ne d'intégration, 1'ouverture de la pupille de sortie.

S Wn m (p, q), (n, m =0, 1, 2;,..) sont les polyndmes orthogonaux sur D, la fonction

de Hamilton Wpeut &tre développée en séries de Wn m comme suit :

»
[o 2]

(5.42) W(xo. Yor 272, P q) = n2':n o Cn,m("o' Yo zo) wn‘m(p. q)

Les quantités Cn m sont les nouveaux coefficients des aberrations de méme que fn m( o ,o '),
gn rn( s, @ ') dans la théorie de Zernike-Nijboer. Cependant, Wn m sont, en général, d'un type ol

'intégrale

(5.43) fD W m W e e, @) dpda

s'annule, 8i (nm)# n' + m' et est différent de z *ro, si n+m = n*+m'. La fonction h(p, q) est la fonction

de poids de Wn m Donc, la propriété d'orthogonalité n'est pas trés simple. Mais il est possible de

’

trouver un polynbme W'n m (p, q) adjoint de Wn o’ tel que (5, 53) se réduise A une constante).

w - - i
(5.44) s n,mwn',m’ hip, q) dpdq = 0 sin # n
D m f m'
=N sin = n'
n,m SR
m = m
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] . .
On dit que 8i Wn m satisfait 1a propriété (4), il est un polyndme biorthogonal awn, m D'apreés

les propriétés des poly.nOmea orthogonaux, 1'écart moyen sur la surface d'intégration est zéro, mais

le carré moyen de 1'écart ne s'annule pas,

Par conséquent, la définition D est donnée par :
2

C X ,Yy., 2
(5.45) D = Do [1-k22 n,m( 0" "o o)]

> N
n.m21 n,m

Une analyse des polynOmes orthogonaux sur un triangle et une ellipse est présentée dans le

Chapitre VIII,
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CHAPITRE VI

EVALUATION DES INTEGRALES DE DIFFRACTION

1 - SYSTEME DE REVOLUTION,

Dans cette section. nous décrivons les méthodes diverses d'évaluation de l'intégrale de dif-
fraction (2. 206) ou (2. 209), lorsque la fonction caractéristique mixte, en fonctiond'aberration, est rem-
placée nar le développement clasgique (2,303) ou le développement (2.309) de Zernike-Ngboer, 11
va sans dire, que l'intégrale de diffraction (2.201) est valable pour le cas de petites aberrations,
parce que le développement de la fonction d'aberration entrant dans 1l'intégrale, en séries de puissan-
ce des variables, est valable. Pour le cas de grandes aberrations il faut utiliser un traitement
différent, Nous en discuterouns dans le chapitre IX,

En introduisant le développement classiquede la fonction d'aberration dans 1'intégrale de dif -
fraction (4.45), on écrit :

ikl o 21+m n
6.1  u(p) = - %%‘,—ffc<p. g ¢ K[(F TV 4TIty o 21N coalyly 4
D

ol G (p, q) est donné par (4, 46) et le domaine d'intégration est la pupille-de-sortie, définie par la re-

lation p2 + q2 snz

Pour un systéme optique quelconque,

(6.2)  u(P) - %’-J:‘)f {g b, e KIEDT b e ) P cos™ ]
o
+e K 1§‘.8m Cl.'r.s.n (xo ¥o) [’nsi“m“']‘g df’ dy
ou
(6.2'")  u(P) = __iz%_e kW, J;])‘g(p, qQ {eik [xp+yq+z \[ni__;z__—q*z]
+e. ik n§m>l fa,m p'a" ]dp dq

ol G (p. q) est
G(p.q) = Vn? 18] A (p, q) u, (p.q)
La valeur explicite de fn, m €8t donnée par (5.36) - (5;37) pourn + m ¢ 8,

Si nous introduisons les variables r, o , P, t.r par

(6.3) Trocosa, p = g cosy,
y =rsinQ, q=esinq)
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1'équation (6, 2') devient

b2 . \ , 7 2 Z 0,21+m n m |
(6.2") u(P) = AOJ‘ j‘ G (e-‘f) elk [(recos((P-d)+z n -¢ + I,n,m € cos PJ&dedP
. o

b . . ) 2 2 ntm n_n
o u(P):AOJ.OJin(e,q)elk [r9‘°5 -y +z¥n -o + .:L:mzl fh, m{Xo:Yo) P  cos ¢sin Q] Purdf

ik ikwg

od b = nsin$, Yétantl'angle maximum des rayons réfractés avec l'axedel'instrument, et Ao= - e

Puisque dans la plupart des problémes, le domaine au-dela de 1z pupille-de-sortie est homoge-
ne (espace libre), n est constant et pour simplifier on peut leposer égal a 1'unité, Ceci n'est pas né-
cessairement valablc en optique électronique,

La procédure ordinaire pour évaluer (6. 1)ou (6, 2") est de développer la somme dans 1'exponen-
tielle en séries de puissances ainsi que l'amplitude G (p, q) et puis d'intégrer terme 2 terme, 1l est
bien entendu, que l'expressicn nbtenue pour u (P), est trés compliquée, méme si, seulement des aber-
rations de troisi®me ordre sont admises, spécialement, quand on a besoin de calculer les valeurs
numériques de u (P), C'est la raison pour laquelle la plupart des auteurs ont limité leur analyse aux
aberrations simples ou, au maximum, 3 deux de ces aberrations. Celan'est pas étonnant, quand on
considére les calculs formidables A faire, si le but est d'obtenir les valuers numériques de u (P),

Pour le moment, considérons la contribution, dde A une seule aberration, par ailleurs arbi-
traire, du type (5. 8),

L'intégrale (6. 1) devient®

\{ 2 2
. . . _ 21+ n m
(6. 4) u(P) = -%e lkwoJ‘J’G (p,q) € 1k[xp+yq+z n -p +blnm°" Mylleos tf]eded ¢
. ikwo ik | yptqytz v:z - p2 + oA214m n . m1od
od (6.5) u(P) = 'szﬁe ¢ (pq) e [ inm p"sin (r]f pd g

Telle qu'elle est, 1'intégrale n'est pas facile A évaluer,

En mettant :

x r coso, p = fcos(f

Pain(f

et en introduisant ces expressions dans (6. 4), on obtient,

(1]
"

y r sina, q

(6. 8) u.(P) A oj):f" G (o) e ik[recoa(q- a) + anz - 92 + blnma—zl*m Rcos™y ]eded ¢

ol b = sinl,, n =1, % es. 1'angle maximum des rayons refractés avec 1'axe de l'instrument., lLa
constante AO représente la guantité hors de l'intégrale (6, 4).

L'intégration, par rapport a ¢ . s'effectue facilement de plusieurs fagons. Une maniére est,
d'exprimer, cos™ ¢ d'abord en angles multiples de ¢ , d'étendre le dernier terme de 1'exponentielle
en séries de puissance et d'intégrer terme aprés terme, par rapport & § , L'autre maniére consiste
& développer le dernier terme, en séries de puissance et exprimer les puiseances individuelles de
cos ¢ en angles multiples de { et enfin a intégrer terme A terme, Dans une troisi¢me procédure on
utilise le développement bien connu des exponentielles en séries de fonctions de Bessel, puis on fait
l'intégration. Les avantages d'une méthode sur 1'autre sont minimes. Ici, nous prenons la seconde

'lci le facteur - ol(E-Q) est & omettre,
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procédure,
Fn développant le dernier terme de 1'exponentielle dans (6. 5) nous écrivons :
b - 2,2 L .
- 4+ -
(6.7 u(P)=A, ):Bsf Gil(p) e ikz ¥n" - p®" ldJ‘ e ikecos (¢- @)  sm+j Pay
o o

1
2lvmys , la fonction d'amplitude G (p, g} peul se développer sous la

ol Bs = (ikblnm o 8!

forme :
(6.8) G (p.q) - ]Eo Gj (@) ros! ¢.

au lieu du développement habituel de Fourier.®

On fait cela par commodité, pour ne pas compliquer l'analyse ; ce n'est pas une restriction
puisqu'on peut facilement faire les calculs, si, le développement de Fourier de G (p, q)estremplacé
par le coté droit de (6. 8).

L'intégrale, compte tenu de ¢ . est facile A &valuer.

On remplace les puissances de cos § au moyen des cosinus des angles multiples de cos (r .
Pour cette transformation on a la formule :

cos™ = 2 1M {cos ng+ '? cos (n - 2) (f + nz(r: - 1) cos (n -4) § +
n!
(6. 9a) Y (n pair)
7 3
n!
+ —_ cos(f (n impair)

et (6.9b) sgin nq= (-1) % 2 1- {cos n(f— ? cos (n-2)¢f + D-(z-'ll-—ucos (n-4)(f+
+(-1) E;;'—l (n_n2 code} + (:) Z)lr; (n pair)
Yy 2

sin ncr= (2i) 1-n [sin n¢ -(Ill) gin (n-z)(f +(;) gin (n-4) (f +

n-1 n
2 n-1
2

Introduisant (6, 9a) dans la seconde intégrale de (6. 7) on obtient

+(-1) gin (f , (nimpair)

2m
CSJ; elkl‘ cos (¢- o) [cos(smﬂ')‘f +(8m+j)cos(sm+j-2)¢ + (.Ef_n_+i2)am+l-_2) cos(nmﬂ-‘l)?

{sm+j)!
(6, 10) + ... +(sm+j » ‘sm+1 )l] dq (n paire)
2 ’ 2 '

+ {sm+j)l
;3inti-1y,  emtitl
{ > N ( 2 ).

ou ccn?] d(f (n impaire)

a J ,
*oeg s I {e(poos’yn (peiny]
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Des relations bien connues

2n ik
(6.ll)f e K2 CO8Y s ng d¢
[o]

P .
J‘z e1Iv(z cosqsinntp d‘f
o

. n
2T Jn(kz)

"
o

l'intégrale (6. 10) est donnée par :

2n sgo jz=:0 Cg.J [iBm‘"j cos (sm+j) o Jsm+j (krpo) +

+ (sm+j) i8M*3-2 cog (8m+j-2) a Jgm+j-2 (krp) +...

(6.12) .
(sm*j)! . .
(Bm+j)! (slmi-j)' Jo (kre)}, (si n est paire)
, 2 2/
(smtj) . . N
+ (Bmﬁ_s;;' J(sm+j+l I i cosa Jy (krp) | 8i n est impaire
7))
lei, Cq j=2 "™ ap

Quand on introduit (6, 12) dans (6.7) et, si on arrange de nouveau un peu la somme, on obtient :

B
Cd . 214+m s
kb i v 2.

u(P) = z‘nAo j,sz=:0 Cs,j (i lnmo's ) f e ikz¥n 92 GJ (e ).

' o
. + 4i-

- i# eos (emgda 3, (kr) + (smt) i*™H2 con(amss-2) a Tomsgoz (kre)
. 13

+ ((sm'l' ;!(sm-l)) cos (8m+j-5) a J“m"_j_4 (kr ) + ...

o

+i)! .
ou + (sm+§frlr)“ ‘(L)gm+j+1)' icosalJy (kr@) @ | sm+1 dg . (odd n)
pA : 2 ’

ol CS,j = 2lfsmoj BS.
L'intégration de (6, 13) n'est pas si simple. On peut écrire un terme général de (8. 13) comme :
(6. 14) P o ikeVn2 o2 n
. J)‘ e Gy(e) J_ (p) @" dg
Puisque Gj(e)dépend de la distribution nous supposons que'sur l'ouverture de la pupille-de-sor-
tie, 1'intégrale peut s'évaluer si nous spécifions la fonction absorbante Gj (p, q) ,p. ex.

8.15) ¢y (p - 3

ou d'une maniére plus générale
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&

(6.15a) g, (p.q) - Z]3 {AJ_ Jj (B P cosj¢ +B. I (pp) sinj?}

L'intégrale (6. 14) est de la forme :

b
. 2 2 n =
(6.16) fo e ikr Vo2 - P Jj (p) I (krp) P dp (ﬁ =1)

Nous avons étudié les intégrales du type (6.16) dans réf, (1963) quand 0= ;— , c'est-a-dire
b = n. Celles-ci sont rencontrées dans la théorie exacte de la diffraction, par des ouvertures circu-

laires et des écrans circulaires (équation A.1). Si, on écrit :

oo
J‘eiknthz-l Js (nt) Jm (knrt) 9 at
0 itz -1

1 i V-2 J:nt) J__(knrt
; f ei iknz Y1 t\- J(ll) miknrt) Qg

= 4+ i
0 VI-tZ
T 2
+J‘ o timz Yt2 -1 Jj(nt) I (knrt) q 4,
T Vt!-l

=+ iCjm,q * Dj,m,q

Ij,m,q

(6.17)

Alors, Cj, m,q est donné par l'expression,

~ Vv ny /knr\" 8 I(s+a)
Cj,m.q 2T (m+1) (?)] (—2 L1075 T(s+j*+1)

(6.18) 28
(%) 2F (-8, -8-j, mtl

: (kr)? ) fis + alknz) +iHg |, (knz) ]
knzystd
jrme+g : )ﬁ

od @z s¥—z— et H (z) est la fonction de Struve de 'ordre k

Alors, pour 0=—g— , l'intégrale (6. 16) est égale a la dérivée de Cj m q\par rapport & knz
comme suit : P

.19 . 0="T)_2ym,
(6.19)  Jj,m,q ( 2) _J_Sb(km)

Pour 0% —12‘:‘, on trouve par un calcul similaire a celui que 1'on fait pour évaluer Cj, m, q
l'expression suivanfe :

avd oM
Jj.m,q (sin@)= 2 V7 (sine) 9+ (ns;ne) , (knr :me)

(n 32in0)23
e ) 2

B_W 2 F1(-8 -8-}j, m+1 ; (kr)%)
(‘—k%l)p (8in®) 2r

'no o0 r z .
Eoz“:o (- 1) C(p/2+1) ri T (p/2-r+1)

(6.20) -I(-1)8

qui, pour O = -;—' se réduit A (6. 18),
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L'expression (6.20) est une généralisation de tous les résultats obtenus par un grand nombre
d'auteurs.

. Bien qu'elle soit compliquée pour le calcu’ numérique de u (P), cependant, la série converge
rapidement et un petit nombre de termes de (6. 20) est nécessaire pour obtenir une bonne approxima-
tion du champ image u (P).

D2rs la plupart des applicaticns, faites jusqu'a présent, 1'amplitude g (p, q) est supposée &tre
indépendantfe de l'angle ¥, c'est-a-dire,g (£ ); et on peut développer g ( P ) pardes polyndmes simples
en P , ou bien, par les fonctions de Bessel, J, (PR (s =1,2,..... ... N), n'étant un petit nombre
entier, —

‘ _ _En plus, on suppose que le plan image est le plan de Gauss; en ce cas z = 3. Avec toutes ces
simplifications, 1'intégrale (6.7) s'écrit :

b [ikre cos (#-a) + ikb; 21 + n...m
.21 = . 1
(6.21) u(P) A, ‘L' Jole)e mn me Neog <A de dy

L'intégration par rapport A ¥, se fait comme précédemment, en faisant j = 0. A i
de (6.13), on obtient : | ! - flore. au lieu

b
00
u(P) = 2TA 3}0 Csfo J,(e) [ismcos(sm)d Jem (kre) +

+sm i*™2 cos (sm-2)® Jg. -2 (kre) +.,..

(6.22)
(sm)!

(7))

+ Jo (kre )]ensﬂ de , (n paire)

(sm)!
+ (sm-l) ' (sm+l) ' i cosa J, (kre)] qsni—l de , (n impaire)
2 - 2 :

Une intégrale typique de (6. 22) est de 1a forme :

(6. 23) Vn’p'q 'f: Jn (@) Jp (krp) ’?q de

Ce genre d'intégrales est bien connu. En effet, ce sont des cas spéciaux des intégrales,

Cim,2 (z, p ), mentionnées plus haut, obtenues par différentiati i
¢ jtendre o) e . pa 10n, par rapport A z et puis en laissant

Le résultat du calcul donne la formule suivante :

(krnzsinO)P (n ;me)n

€29 Vo pa"TTaT (n sin 6) a*1
(n lan) 2s F 2
— 2 l(-l,-s-p;n+l;(kr))

-1)8
-(o ) ! Tp+s+ptqtis+)

#En fait, 1es arguments des fonctions de Bessel sont (ﬂ.P), au lieudep , od B s sont lesracines de

I (Bs) =0, clest-a-di
k ’ re " développe g(p,q) en séri F -
remplagant 1 sin par (n sin P o). gir.q ries de Fourier-Bessel et (6.20) est modifi¢ en
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valable pour Kp<I. Pour k p>1, une expression semblable est obtenue, en permutant n et q, et en rem-

plagant dans la somme n sind par K rn sin ¥, et (kr)? par (k r) 2

Une autre forme pour Vg p q » peut-8tre plus convenable, est obtenue a partir de C P.q de
(6.20) au moyen de la fonction confluente hypergéométrique, le (a, ﬁ ¥. 2) Bl

. p . o\N
0 +
Vn.p.q - _12_ (krn ;m ) (n snzno) (n sind) qtl.

p+n+q+l) (nsine)
a0 I'(m+ 2 2

6.25) X (-n™
m=o m! r(m+ p+q+ l)r(m+ E.n_tzi-__l)

ptntq-1 L p*ntqgtl L o) 2).
1F2<m+ 5 ; m 5 , q+1 ;- (kr)

On peut aussi exprimer vn,p,q par des produits de fonctions de Bessel, en employant (6. 25)
(propriétés des fonctions hypergéométriques confluentes). Dans le cas, p+ q - n - 1 est un nombre

pair, soit2K, K =1, 2, ..., vn,p,q se réduit A une forme plus simple, 3 savoir :
k m T (k) 2 y ™19
= q -
(6. 26) vn.P.q 2 1%=0 (- 1) T(k+1-m) mi n sin®
¥ I )
s+m+ 1l . 8
3}50 —r (krn sin®) Js+p (krn 6) Js +m+ n+l (n 8in6),

Quand cela n'est pas le cas, la premiére somme n'est plus une somme finie en m,

Toutes ces formules sontvalables si kr <1 ; pour obtenir des formules valables pour kr > 1,
il faudra permuter petn dans les sommes et arguments des fonctions de Bessel, Dans les fonctions

hypergéométriques, il faudra remplacer ( kr)par( k r)-§

Une autre manidre d'intégrer (6.73) consiste A écrire :

q - S8,Pt1 q _ .8, Nl s
t Jp t(t Jp) ou tiJ = to(t Jn),(s+n q-1

et A intégrer par parties. Nous n'insisterons pas sur cette méthode qui paraft sans avantage sur les
autres,

Une fagon plus élégante et peut-&tre plus commode au moins, quand m est un nomhre entier
petit dans le terme dr"?berration (aberration d'ordre bas), consiste 3 utiliser la premiére méthode de
développementde cos (f aux angles multipies de § puis & exprimer 1'exponentielle de la partie d'aber-
ration en séries de fonctions de Bessel, ainsi que le terme exp (ierOI(Y- a))

Cette procédure nous donne
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m - -
(6. 27a) oikrecos (¢ -a _ };;0 ir 3_(kre) [e ir(g-a ,  -ir(¢- ¢)],
21+m _n a0 . .
(6. 27b) e(kbl P Q cosmy _ ¥ .8, (kb S2Itm en)[e 1ms(r+ e” 1ms('].
nm 8 Inm
aP
6.210 ™ 1nm 2™ P ginme= T3, e oM™ pMYcoszemy
[~ )
21+m _n, .
et + 21 EO J23+1 (1b inm P ) 8in (28 + 1) my
o0
6.28a) e XOBM A L Py (x) coep (179
r=0 P
. o0
(6.28b) e YCOP™Y - Eo i"J (V) cos rm¢

oo oo
(6. 28¢) etiZBil‘l"‘f: Jo (Z) + 2 Eo st (Z) cos2sm{p + 2i 3250 J28+I(Z)sin(23+l) m‘-f

En multipliant ces expressions et en faisant 1'intégration, par rapporta § . on trouve, que le
seul terme différent de zéro est r = 8m, Sa valeur égale 2 2T cos sma ),

Ainsi 'intégrale (6.21) se réduit a :
] . 2- 2
(6.28) u(p) - 2(211)A0[f cikz¥n’-e {(Jo (krg) J_ (kb
o

o0
[
+ .);1 2£i°(m+”cosm sma Jsm (krg) Js (blnmvznmen)ﬂl{”,PdP

lm_n‘,,zw'm en) +

Cette intégrale n'est pas facile a évaluer, mais on peut développer les fonctions de Bessel
J. (b 21+ m P n
8 Inm
terme a terme,

) en séries de puissance de leurs arguments et faire ensuite 1'intégration,
Le terme général sera de la forme,

. [27 2
(6.30) f e 1Kz Vol -e Jp(kre)pqﬂ do, (q=2k), (k=1,2,...)
o

Dans (6.29) nous supposons la fonction d’amplitude constante, Si, on prend g (p, q) = Je ( f’ ).
alors (8, 30) deviendra :

(8.31 . f ikz Yn - ¢?
31 7 = e
e.p,.q*l 4

+1
I, (@) 3, (er)Pq do-

Celle-ci est du méme genre que l'intégrale, que nous avons déja évaluée, Si on fait 1'étude du

champ sur le plan image de Gauzss, alors z = o, et (6,30) se réduit V,, P. q. traité plus haut avec
q =eqt+ 1.

Il va sans dire, que les résultats obtenus par cette méthode ménent & 1'expressionqu’on a trou-
vée par les autres méthodes. Le but de cette méthode sera évident quand nous discuterons la théorie
de Zernike- Nijboer et sa généralisation pour traiter les aberrations ; elle méne a une plus grande sim-
plification dans le résultat final, que les autres procédés.
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Ici, il faut dire, que les intégrales du type (6.30) sont des généralisations des fonctions de Lom-
mel,

En effet, quand on limite le développementdu terme exponentiel au second degré en pet si q = p,
ou q = - p, p est un nombre entier ou non, 1l'intégrale (6. 30) se réduit & une somme des fonctions
de Lommel Up +1 et Up + 2, C'est-a-dire :

iknz (1 - %’1113 1 (nr\P 2
(6.32) e 5 (?) [U,) (imz sin o, knr sine) +

+ iUp+2 (knz nin2 0, knr ninﬁ)]

quand p = q.

J'ai mentionné ce résultat A plusieurs reprises (voyez réf. Chako, 1953, 1963).

2, - LE CHAMP IMAGE POUR LES GRANDES OUVERTURES.

Jusqu'd présent, nous avons traité le probléme de la diffraction per un systdme optique sans
tenir compte de la quantité r® = ¥n¢ - - q*, figurant dans V'intégrale (4. 22a,b) du chapitre IV. Mais

Mais ce terme est souvent important et on ne le peut pas ignorer. Le champ dans 1'espace image
prend alors la forme (4. 45), chapitre IV,

ik {w+F9)

d n
pdq (r® =,Vn2-p2—q2)

r°(p.q ’

6.33) u(P)=A, [ G(p. qe
d

od G (p, q) est la distribution du champ sur 1'ouverture D, satisfaisant la relation p2 + qzs nz.

Si, P \f et r, a sont de nouvelles variables définies par :

prFpcosy, X *rcosa,
(6.34) q* p sin g ¥y *rsinad,

(6.33) devient:

(6.35) u(P) = Ao j’ 1" G(f,'f)eik [rrcos(q-d) +z Vnz - fz +£bln o_21+mPnco.m? ] Pdfd"
o

" P

-av lieu de (6.86).

D'aprts 1'analyse du paragraphe précédent, nous obtenons une intégrale typique de la forme :

iz ¥n? - p2

-F-q

(6.38) Uj,m. q * f Gy (p) Im (p) " dp.  (Gylp) = 3 (P np))
o L]

ot p2 + q2 - fz, dans 1'expression (6.35) au lieu de 1'intégrale (6. 16).

Cette intégrale est équivalente A 1a partie finie de Ij, m, q (voyez 6, 18), que nous avons déno-
tée par Cj, m, q. m
Sa-valeur explicite est égale & 1'expression (2,416) i 0 = 7 ou b=1,

Mais, si 0 ¢ 1—;, nous obtenons, comme dans le cas précédent, la formule :
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i Vu (n Bs sinl’)“(mrsi_@\mg (’l)qq ['(g*rm) (nflg sin l’) 2q

P T | 2 /5 Va2

(6.37)

N Y] (knz) + iH (knz)
k l’) Jq+m +m
2 F 1 (’jn 'qt'j » m+l;( n;sln )Il q ]

knz qtm

2
qui est valable pour OSBC‘;—T. La formule (6.37) généralise les résultats obterus jusqu'a présent,

Il est évident que les formules qui suivent 1'équation (6. 17) sont des cas particuliers, obtenues
de la méme fagon que 1l'intégrale (4.420) en remplagant Vj, m, q, par

2

-

Les intégrales du type (6.38) ont été étudiées par Bouwkamp (1950/51), Levine - Schwinger
(1948-1951) et sont généraliaées par 1'auteur (1953, 1963).

b
(6.38) Uj,m,q =f 3 (ﬂsnp) Jm (krnp) quq
0

Les intégrales sont des formes particulieres de (6.36) du type de Bouwkamp-Levine - Schwin -
ger, qui jouent un grand rdle dans la théorie exacte de la diffraction par des ouvertures et écrans
circulaires.

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin dans notre analyse, puisqu'il n'y a aucune difficulté
pour obtenir les valeurs d'intégrale (3) si z = 0, ou bien, si les aberrations s'annulent.

Cette bréve analyse compléte la discussion d'un systéme de révolution,

D'autre part, si nous considérons un seul termed'aberration du type D, ,m,n a2t nginm 9.
1'évaluation de l'intégrale de diffraction est facile. En effet, 8i m est un nombre ‘entier pair,
m * 2p, sin 2p¢ , est exprimé par une sommede cosinus de 2p-2s, 80,1, ., p . d'aprés la formule
(6.96). Si m est impair, m = 2p + 1, l'intégration par rapport a ¢ se fait facilement. Nous obtenons
un cas perticulier du résultat obtenu ci-dessous.

Au paragraphe suivant, nous traiterons les cas généreux de combinaisons d‘aberrations.

3.- EVALUATION DF L'INTEGRALFE DFE LA DIFFRACTION POUR DES SYSYEMES
NON-SYMETRIQUES,

Si un systéme optique ne posséde aucun axe de symétrie, ou dans l'optique électronique d'un

systéme de révolution, le développement de la fonction d'aberration ou fonction caractéristique de Ha-
milton W, est exprimé par une série de Fourier : '

n n
(6.39) W W+ 1):;- . {Cl,r,l,n p cos my+ Dl,r,.,n P sinm(!}

(voyez chapitre V),
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Le champ diffracté u (P) est alors :
b 2m ik [_rr_x_ cos ((r-a)+1.n Vl- P’]
wpr=a | Glp.q)e P |
o o

(6. 40)

'* n D ginme] Pdpdy
eik Z{Cl.r,s.n.r cos mlf+ Dl,r,s.n.f) gin (r] W

Pour intégrer (6.40), nous développons les exponentielles en aéries :

QoD
ix (¢ -a) P .
o 1X cos (4 '!’2;0\ E,pi Jp(X) cosp((r o)
m L o
(6.41) eiY cos m¢ . Eo Sri‘ Jr(Y) cos rm?

o0
e iZsinrg Jo (Z) + 2 ;: er(z) cos 2rnq+ 21 ¥ J2r+1 (Z)sin (2r+1) nt{
r=1
Qo

od X = lmrr, Y=(kE Clrsn fn)‘ Z=(k T Dlrsnfn)'

Nous considérons simplement un seul terme de chacune de deux séries. L'intégrale (6.40)
s8'écrit :

u(P)=Ao J‘b J;zw G(P'Y){Q ik[nr')col(ﬂr-h)+z m]

o
q
(6.42) ik (f pm P cos mg+ g llnn(')} dpd
e P a.n P —P——ﬂ—‘f—w
_ ikn ikW
ol Ao = - Jye

L'intégration par rapport 8 { est effectuée comme dans les paragraphes précédents, Seule-
ment, il faut distinguer entre les termes pairs et impairs en sinn (f .

Alors les termes qui sont différents de zéro, satisfont aux conditions suivantes :

p=rm % 28n (r,8) = (0,1,2,...)
(6,43)

p=rm (28 + 1)n

|+

Les contributions de ces termez & 1'intégrale sont égales a :

6.40) P EyE €, 17T @) {cos (rm ¥ 20m)a | (B=2,p=r=s=0
Bre € € 17! snirms@eruma,  (Poliprief o
ot € =1 sl r oup=0, et€:2ar /0 pfo.
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Alors nous obtenons pour la valeur de u(P) 1'expression :
u(P) =P A, [{ P§rm+ 2sn rz=o :—Zo £'P 8 1P (3) cos (rm+2sn)0\-}

b
(6. 45) { f(z, ) Jg (X) I (V) Jpq (2) pdp

el £ 6 € jprristly .
+p=rmj(2s+l)n r=o sz:=o( D P T sxl sin(rm (2s+1)n)x

'.Z' f(z,f) Jp (X) Jl‘ (Y) st"'l (Z) fdf]

ou
ep=2, si p=r =8 =0, et8p=l, sip=s8setr}fo0
g = L, sij=0et8j=2sij/o.

et

eiknz VI - fz
Vi rr

. Dans le cas de développement classique (5. 11) ou de développement de Nijboer (5. 12) les quan-
tités X, Y et Z sont prises égales & :

f(r,z)= G(P)

(6.46) X =knrp , Y=kC ., PP . Z=kD 4P (r+s=moun),

et dans le développement de Zernike-Nijboer

6.4 X kngp . Y sk, 2T (p). Z=kgg, z;‘ (p)

Sous cette forme, 1'évaluation de l'intégrale (6. 45) n'est pas possible. Mais comme les coef-
ficients d'aberration kC; . . p etkDy . o q étant plus petits par rapport & la longueur d'onde, nous

P a i
pouvons développer les fonctions de Bessel Jr (kcl,r,s,pp ), st “,‘Dl,r,s,qp ), etc en séries de

puissances de ces coefficients. Alors, jusqu'au degré r + 6 de I(Cl r s m et 2s + 6 de le rsn
nous obtenons pour u (P) 1'expression suivante :

ab
. (¥ ptr+s b r 2
(6. 48) u(P) p'Apr=rm+2sn r=o Z;o i 8p&r£s (3) cos {rm+2sn)a f(f,z).l (X) —Y—-—Z——S——
o | 4 2r+28r! (25)‘,

1 [Yr+2 Z2' Yyr ZZS"'Z] 1 [Yl“"4 ZZs Yr+2 ZZs+2 yr ZZB+4 ]
+ + + +
Y
2™ 22 L) e r! (2841 2729 Ly a2y 26)  rtl) 2841) 20 r! (2642) !
1 [Yr+6 z2s yr+d 28+2 yr+2 2s+4 yr 72846
+  — + +.... d
2798 Loy (3): (26) 21 (re2)f (2stl)! 21 (rtD): (2092)! 30 rf (2s+3)!] 1" P
i +8+1
] 5 r T ifr b r, 28+l
Aog-rmt(zm)n rso s%=o & Er & sin (rm+(28+1) 4, tip,z)J_(x) | X2
f-*p T34+
o 2 r!(2s+1)!
1 Y2 z2e+l , Y' 22843 1 yr+4 z2s+1 yr+2728+3  yr ;2845
- grraers | N L e *
3 (r+1)(28+1)! ri(2s+2 )! 2 2! (r+2)! (28+1)! (r+1)!(2s8+2)! 2!r! (25+3)!
1 yr+6 z3s+l yr+4 z28+3 yr+2 z2s+5 yr z28+7
r+h+"'7[ + ] + + oo ) pdp
3 3:(r+3)! (28+1)!  2!(r+2)!(2s8+2)! 2! (r+1)!(28+3) 3! r!(28+4)!
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Une intégrale typique de (6,48) est de la forme :

. V 2
(6.49)  Ipv= cof G(p) e Mz Y1 -p J},(km&r)r‘)” —lv—%lz—f—
o A n

- (6.49) oun p=rn +2sn, ou rn+(28+1)n et V= rp+2sq+2k + 21

(k = 0,1,2,.,..) 1 = 0, ‘21“ 1, % et la constante

C est égale a

(kg

v .. rm+2k (28 + 1) n + 21
n” G= (k fp,m) q.n)

Sig (P ) est une constante cette intégrale est équivalente a (6. 16) 8i J, (r )= 1.
Sa valeur est alors : ]

i 1 knz) 3 Il P
(8.50) In) = C 3 E T 2 —2)
 jep+ D+ K
{1F2(~L————+ ‘)2“' 2 R -—————Pz —(':r) 2)}

Si la fonction d'amplitude G ( f ) est représentée par une fonction de Bessel, J ([3, P) 1'inté-
grale est équivalente & 1'intégrale (6.'16) dont la valeur est exprimée par 1'expression (6. 18)

Bien entendu, la valeur du champ image donnée par (7.45) deviendra trop complexe pour le
calcul numérique., Cependant dans les cas particuliers que nous rencontrons dans la pratique, il suf-
tit de limiter les indices M ,V a de petits nombres ; alors le calcul n'est pas trep laborieux ainsi que
nous le montrerons dans le chapitre suivant,

Le cas particulier ou l'aberrationCy . s est obtenue quand onprend m = 0 dans notre formu-
le et la fonction J. de Bessel égale & 1, On a ['indice p = 28n dans les termes en cosinus de 1'angle
‘f et p = (28 + 1)n dans les termes en ginus de ? . Alors u (P) est donné par la formule :

b
u (P) =p1er{ Y. cos 2sind J; { (z,r ) stm (knrr) ).

80

n
T26 ¥ Prnm P pPIP
(6:46")

(knrr).

b
+i L sin (28+1) na’f f(z,r) J(2|;+l)
A m

8=0
n
Yaar1) KDy o pf)  pdp ]

Une intégrale typique de (8, 46') est,

7
ﬁ eiknz vin Jr (knrr ) Jv (kDenm fn) G (P) %
1 -

P

on iknz 1-92
2

t(p, z) =
Pz enﬂ—_f

G(P)
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Cette intégrale est difficile 4 évaluer, mais si la fonction de BesselJ, (kdyon ") estdévelop-
pée en série de Pn et si G(P ) =};.‘ Jj (nﬂsf) . chaque intégrale de la série est au type des intégrales

de Bouwkamp - Levine - Schwinger.

A motre connaissance les formules (6.45) et (6.46) généralisent les résultats obtenus jusqu'a
présent, méme gi elles sont trop compliquées pour &tre utiles dans le calcul du champ de 1'image
u(P), sip, r, s et \Dl,n.m ne sont pas petits, S'il s'agit de plus de deux aberrations, dans un sys-
téme optique, elles sont pratiquement inutiles.

Nous avons pris les limites de tf deOaa2v

Si, 1'ouverture D est le demi ou le quart d'un cercle, 1'évaluation de 1l'intégrale de diffraction
par rapport 2 @ ne donne aucune difficulté, parce que les relations entre p, r, s sont simples. Mais si
1'ouverture correspond a un secteur d'un cercle, les relations entre p, r, s deviennent assez compli-
quées et 1'intégration par rapport a P est difficile,

Nous avons déjA calculé le champ u (P) en présence d'une seule aberration, ol gq n = 0. D'ail-

»

leurs Ip m = 0, L'aberration exprimée par gq n est présente dans un systéme )ptique, Ce cas comme

le cas précédent est un cas particulier du résultat obtenu ci-dessus.

Pour obtenir la formule qui exprime le champ u(P), il est seulement nécessaire de faire Y = 0
dans la formule (7. 45) et (6.48). La fonction de Bessel Jr (Y) =1, alorsona :

- n
u(P) - AO 2‘“4'!)-b f(r,r) {Jo (knr')) Jo (kgn,mp ) +
Y P cos 2snad I
v p=2sn 8-1 ! 2 JZBn“mPP) JZs (kgn,mf’)
(6.51)
L X 1 sin(2st]) nat
*2 - (28+1)n 870 ' 2 (2s+1)n  (K0rP)
n
* J2:;4'1 (kgn.mP )} PdP
b g, )2 g b )
od u(P) = 2MA J' f(z.p) {J (knrp)| 1 - €hm’ + Bnm ’
° 1o ° 22 2,2 T2 2.2
274 2°4%s
5 5 P cos 2 sna
$...... .]+ 2 p=Zen -1 i ———————~—2 st“ (knr‘f))
28 28+2 28+4
(8.52) e m) k8, o) . Em)
228 (24)| 228%2 (3541)! 2258%4 51 (26+2))
28+6
- (kgn‘m) . ] .
225*6 3)(26+3)!
(k )25+l
+ 2 P > ip‘*’l gin (2s+1) na ) gn,rn L
p= (28+1)n 8=0 9 \28+1)n 223+l (28+1)!
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2843 25+4
] _‘Eg&m) (kgn. m) (kg )
22

2 T e b
8*3 (2s+2)! 225" 5126 + 3) 225631 (25+4)!

2s+6

1l est plus commnde d'ordonner chaque terme de (6.52) selon les puissances de kgn m et d'écri-

re u (P) sous la forme d'une série :

o
; T j
(6.53) u(P) - 2MA Lo (kg )0 U (P

’

Les quantités Uj (P) jusqu'a j = 6 sont comme suit :

c
"

Ib f( ) J (ap) d
o o Z’P o '2f ff

O N+1 (b n
u, =i Jlo (r(z.f) Jn(af)r) fdf

u, = i—JZ r(z,P)[-iofﬂ + cos 2n qun (aP)} f2n+4 FdP
u, =Jz f(z,P) [1_::_1_ cos nan (af) + i;(m”]’,:in f)df)
2 2¢ 3l
Jo (aP) cn8 2 nx
(6.54) Yy ﬁ fiz,p) 6 T T J,, (ap)
cos 4nd
+ 24—4! Jan (af)] f‘ln pdp

. o . ) cos 3nd
u. = f(z,p) [1n+l cos no I (ayp) - l3 (n+1 J (ap)
5 .'o f S g n 54 o f

.5 (n+1) cos 5na 5n
+ —_—J d
1 i ‘ar’}r pp
2" 5!
b Jo (af’) cos 2 na
u, = flz,p) - + J (ap)
6 ‘[o P 2 ata 20 ga 2 T
cos 4nad cos 6na 6n
- + ——
T e N N A
2 sl 2" 6!
od a = knr

Nous noterons que chaque intégrale de u.i est équivalente a l'intégrale (6,49) si g (f)) est une cons-

tante, et égale a (6, 16) si g (f) = .lj (Bp). . ad.

'b=i z qQ+1
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On peut employer (6. 52) dans les problémes du méme genre pour les systémes optiques de ré-
volution, Dans ce cas les inveriantes optiques sont :

2
T X, Uty L p P ra, opsings x q -y p

Remarquons ici, qu'on peut exécuter notre analyse d'un seul terme d'aberration, également
pour une somme d'aberrations (6, 48),

Cependant, mé&me 8i on inclut seulement deux aberrations d'ordre bas, les résultats seront
évidemment trés compliqués, sauf, quand les coefficients d'aberration sont trag petits, c'egt-a-dire
quand le développement de 1'exponentielle (fonction de phase) est limité A un trés petit nombre de
termes j par exemple a des termes quadratiques dans les coefficients d'aberration,

{ Il n'est pas étonnant, que Picht, Steward et d'autres aient limité leurs calculs A une seule des
aberrations de troisiéme ordre.

. Dans le cas ou dans (6. 39) est présente la seule aberration sphérique, les résultats sont bien
simples, mé&me quand on considére plusieurs ordres, comme nous le montrerons plus loin.

Encore, il fautdire qu'en notre discussion, nous avons considéré que la fonction d'amplitude
était donnéé par des fonctions de Bessel, avec ou sans dépendance Je l'angle‘f .Dans la plupart des cas
or. 1a prend constante sur l'ouverture (front d'onde, pupille-de-sortie). Quelques auteurs ont pris pour
G (p, q) un polyndme simple, d'argument (1 - Pz)' En général, or peut développer G (p, q) en fonctions
orthogonales sur l'intervalle (< I<f<l) ; 8i on ne suppose aucune dépendance angulaire, par exemple
le.s fonctions de Legendre. Cependant, il est plus commode pour le probléme d'une ouverture circu-
laire (pupille-de-sortie), de développer G (p.q) en polyndmes de Zernike, orthogonaux sur un cercle
de rayon 1, Pour d'autres formes géométriques de la pupille-de-sortie (rectangulaire, triangulaire
elliptique, etc ..), les polyndmes d: Hermite - Didon, les polyndmes Appel, et les pol):nOmes ellipti:
ques, sont des fonctions orthogonales respectives sur ces domaines,

)

La fonction d'aberration devra étre développée de 1a méme fagon, en termes de ces fonctions.

Au,chapitre VIII nous en donnons un bref développement,
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CHAPITRE VII

LA THEORIE -DIFFRACTIONNELLE DES ABERRATIONS DE ZERNIKE - NIJBOER

I - CLASSIFICATION DES ABERRATIONS DANS LA THEORIE DE ZERNIKE- NIJBOER

Un grand progrés a été apporté dans la maniére de traiter la théorie dela diffraction des aber-
rations, quand Zernike introduisit une nouvelle forme de développement pour la fonction d'aberration,
Jusqu'alors, la fonction d'aberration était développée dans la forme (5, 6) du chapitre V, connue com-
—me 1'expansion classique. Ce type de développement de la fonction d'aberration, introduit dans 1'inté-
grale de diiiraction, menait A& des difficultés d'obtention d'expressions utiles pour le champ image
u(P) et les résultats, obtenus par Steward, Picht, Born® et d'autres, n'étaient pas satisfaisants pour
obtenir une structure détaillée du champ image , ou la distribution de 1'intensité dans un plan image.
En effet, antérieurement au travail de Zernike et de ses éléves, on avait seulement un apergu général
de la distribution de l'intensité dans le champ d'image et uniquement pour les cas simples d'aberra-
tions ind:viduelles. Une structure détaillée de la distribution d'intensité est nécessaire pour compren-
dre les effets des aberrations sur la forme de 1'image , particuliérement quand il s'agit de plus d'une
espéce d'aberration. En conséquence, peu de progrés ont été faits dans le calcul de la structure de la
distribution de 1'intensité dans 1'image, en tenant compte des aberrations, jusqu'a la publication de la
thé¢se de Nijboer, qui utilise la nouvelle forme de développement de la fonction d'aberration, introduite
par Zernike, Nous avons déji menticnné cette forme de développement dans le chapitre V, et aussi
fait allusion aux avantages qu'elle présente sur la forme classique, discutée au chapitre précédent.

Nous montrerons clairement ces avantages et comparerons dans ce chapitre 1'analyse de la

théorie Zernike - Nijboer, au traitement classique de la théorie des aberrations.

Et, pour &tre complet, nous discuterons bri¢vement un termed'aberration géométrique de cette
théorie au paragraphe 3. Supposons encoreun systémede symétrie de révolution optique, dans lequel la
caractéristique mixtede Hamilton, ou la fonctiond'aberration, dépend des invariants optiques ui,u2 et u3.

D'aprés Nijboer(1943), 1'origine du systéme de coordonnées dans l'espace image est prise au
point image d'un systdme optique parfait. Un des axes, p. e, 1'axe z est choisi, de fagon A cofncider
avec le rayon principal, qui passe par le centre de la pupille-de-sortie. l.'axe x est dans le plan
contenant le rayon principal et 1'axe du systéme. L'axe y est perpendiculaire A ce plan et dirigé vers
la droite de 1'axe du systéme, La distance de 1'origine A 1'axe du systéme est dénotée par o, La dis-
tance de l'origine au centre de la pupille-de-sortie est dénotée par R. Alors, on construit une surface
sr'. rique (front d'onde), ayant pour centre l'origine et passant par le centre de la pupille-de-sortie.
Un point de cette surface sphérique, qu'on peut prendre comme une surface de référence So, estdéfini
par les coordonnées cartésiennes(g , 7N ) mesurées dansles plans xz et yz. Les coordonnées polaires
{ f . (f ) d'un point quelconque sur So, sont définies par les relations :

(7.1) S=arcos‘f,1l =apsinq),

ou a est le rayon du cercle découpé sur la surface So, ainsi que 0 < Q « 1, Nijboer prit cette région
circulaire comme pupille-de-sortie. Mais, & cause de 1'obliquité des rayons, cette région n'est pas
symétrique par rapport a 1'axe de 1'instrument, si le point objet est loin de 1'axe, la régionilluminée
{pupille-de-sortie) s'écartera un peu d'un cercle parfait. Pour les points objet, prés de 1'axe, 1'écart
entre l'ouverture de la pupille-de-sortie et un cercle, sera négligeable, et alors f) variede 0 a1, A
cause de cette limitation, on suppose o« R.

Pour une discussion et des courbes de distribution d'intensité dans 1'image (structure} , voyez la
monographie de Steward (1928) .
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Le front d'onde réel venant d'un systéme optique, est déformé. L'écart entre le front d'onde
réel S de la surface d'onde sphérique So, est faible pour des points objet prés de 1'axe du systéme
et pour de petites imperfections de 1'instrument optique. La distance optique entre S et So, prise le
long d'un rayon, est définie comme aberration et la dépendance fonctionnelle sur les coordonnées don-
nant l'intersection de S et So, est appelée la fonction d'aberration, dénotée par V(P, Q), P et Q étant
des points sur S et So, respectivement.

Si la distance de l'origine 3 Q est R, 1'équation du front d'onde sphérique So est donné par :

(1.2) 82,2482 - 8% Q@ -F.7y.%)

D'autre part, 1'équation du front d'onde réel est :

(7.3) g'2+"?2+§"’-—{R""+V(cf._!.‘.72’}2=°

qui, pour de petits écarts, se réduit A :

(1.4) §2+7]2+52-R2-2RV(6,§,7])=0

Si (x, y, z) sont des coordonnées d'un point quelconque sur le rayon, alors, 1'équation du
rayon est approximativement*:

(1.5) x-f . yem . =t S\ =*§%"
x - RV, y - RV,

pourvu que V<R, Les dénominateurs dans (7. 5) sont, approximativement, les cosinus directeurs du
rayon, passant par le point Q sur So. Avec cette approximation, l'intersection du rayon avec le plan
z = o estdonnée par :

(7.6) x = RV; .y = RV, ,

ou en terme de (¢ , ¢ )

(1.7 x=:i(vp(r,e,tf) cos\f-iig—‘£ Vv(o’.e,‘f))
y =%(Vr(a-.e.?)nintf+c_°z_‘f_ Vg . @ kf))

La cou.be d'intersection d'un plan image, avec un mince faisceau annulaire de rayons de la
pupille-de-sortie, s'appelle courbe d'aberration, ou courbe caractéristique. Ces courbes ont été étu-
diées par un certain nombre d'auteurs, surtout pour les aberrations individuelles du troisidme ordre .
Nous renvoyuns le lecteur A une oeuvre récente de Herzberger (1957).

Pour les aberrations d'ordre plus élevé, voir les travaux de Steward (1925), Carathéodory

(1952) qui appellent celles-ci, les courbes de diffraction et par l'auteur (1953, 1957) qui utiiisent des
approches variées,

Nous avons déja décrit le procédé classique qui développe lafoncticn d'aberration, avec trois
invariante o, rz etop, le terme général pour une seule aberration, étant écrit sous la forme

(5.22). D'aprés Nijboer (1953), un terme général pour une seule aberratinn s'écrit :
21+
(7.8) “enm o 2tm f" cosm ¢
ce qui introduit une classification d'aberrations différente. L'ordre N pour un terme d'une aberration

simple, dans la nouvelle théorie géométrique des aberrations, est donné par la relation :

* En coordonnées polaire (r,¥), x=r cos?, y = r sin¥f.
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(7.9) N =21+m+n-1

et le nombre d'aberrations d'ordre M est:

(1. 10) M =—;—(N+l)(N+7)

Le tableau ci-dessous, emprunté A Nijhoer, donne la liste du nombre d'aberrations. jusqu'au
cinqui¢me ordre.

Table 1
- e e i —
n™ 0 1 2 3
aN =1
1 o p cos ?(Oll) B
2 | o2 (020)
N =2
1 a3 o zos ¢ (111)
2 |e2p2(120) o2p2 cos2¢(022)
3 op3cos‘P (031)
4 ¢ 4(040)
m 0 1 2 3
n
N =5
1 a5 e cos ?(211)
2 |o4¢2(220) o492 cos2¢(122)
3 o303 cos § (131) k3 03 cos3ip (033)
4 |o2p4(140) o402 cos2¢(042)
5 @5 cos @ (051)
6 e 6 (060) R

Le nombre entre parenthéses, dénote les indices ( 1,n, m ). Pour une discussion détaillée des
différents ordres et des termes, nous renvoyons i 1'étude de Nijboer.

Ainsi pour un systéme d'optique de symétrie de révolution,la fonction de développement d'aber-
rations est :

Q0 o0 oo .
(7. 11) Vie,e.9) =X L L by, 2ltmencos™y (développement classique)
’ 0 0 o
z ozo ozo Ny¢b )
s : dével ent d yboer
(7.12) Vie,e.4g) = % 0 o h]nm o2l +m gn cos m ¢ (développement de Nybo
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11 - DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION EN POL.YNOMES DE ZERNIKE

Bien qu'il y ait un avantage dans 1'usage des fonctions d'aberration de nijboer: surle dévelop-
pement classique pour le traitement des aberrations. comme nous l'avons indiqué au chapitre précé-
dent. un progreés d'importance fut achevé, quand Zernike introduisaitla nouvelle méthode de développe-
ment de la fonction d'aberration par une série de polyndmes orthogonaux sur la surface d'un cercle
de rayon 1. L‘'idée de développer la fonction d'aberration en fonctions orthogonales sur le domaine
d'intépration, nlest pas seulement d'une grande importance théorique, mais aussi pratique, comme
les études de Nijboer et des recherches d'autres continuateurs, l'ont montré. On connait le rbéle im-
portant des fonctions orthoyonales dans plusieursdomaines de physique, surtout en mécanique quantique,
en particulier dans la théorie des perturbations . quoiqu'iln'y ait pas une liaison directe entre la théorie
des perturbations et 1a théorie de la diffraction qui s'expriine par une intégrale, on développe la phase
de l'intéprant en fonctions orthogonales, mé&me quand les aberrations sont trés petites.

L'évaluation de l'intégrale de diffraction est alors, plus facile a faire, que par les méthodes
données par Picht, Steward et d'autres, qui emploient le développement classique.

L.a théorie de Zernike - Nijboer, méne aussi A une premiére approximation, d'une expression
extrémement simple, de 1'imperfection de la définition de 1'image.

L.es contributions des aberrations d'ordres divers ala définition de 1'image, sont indépendantes
les unes des autres. En dépit de plusieurs avantages de cette théorie, il y a des confusions sur 1'appli-
cabilité de 13 méme méthode Zernike - Nijboer, au traitement de certains problémes de diffraction de
I'instrument d'optique, pour les pupilles circulaires. Quoique la théorie ait été développée pour les
pupilles circulaires, 1'idée du développement de la fonction d'aberration en fonctions orthogonales se
généralise aux autres formes de la pupille-de-sortie. Nous affirmons ici, que la méthode Zernike -
Nijhoer est aussi valable pour développer l'amplitude de filtrage par fonctions orthogonales sur les
domaines d'intégration de formes diverses. Cette méthode est supérieure au procédé clzssique, utiligé
par Lommel, Steward, Picht et d'autres auteurs.

On peut alors, développer la fonction d'aberration V ou la caractéristique mixte de Hamilton
W pour un systéme de révolution en série de polyndOmes de Zernike (5. 22, Chapitre V).

©  fono(e) _o oo o0 m
(7. a) Vie-,p.¢) = ¥ —— Z_  (@)+ L p fnmio)z (p) cosami
‘f n=1 VZ 2" n=1 m=1 n
ou oo Qo n
(7.b) Viem, ¢.¢q) = X Y 3 blnma-21+ mf“ cos my
1 =0 n=1 m=0

et pour les systémes non-symétriques, nous prenons le développement (5. 22) ou (5. 23) du chapitre V,

L.a différence entre (7. a) et (7.b) se trouve seulement dans les coefficients des aberrations fn, m

blnm et b'lnm, qui n'entrent pas dans 1'évaluation de i'intégrale de diffraction par rapport A 'angle

. Cependant, il y a une grande différence en faisant l'intégration par rapport a I'angle ¢ . La cons-

tante d'aberration fnm est égale a une combinaison de coefficients b'lnm, blnm et des coefficients
d'aberrations d'ordre inférieur,

I.a propriété d'orthogonal .ié des polynBmes 7.’: { P) s'éerit

En
2n + i

p=m, q<n

i 2 0 si pfm,qfn
sz':(e)(.os qu(‘;((e) cos py pdp {

00

on & =2 8 m = 0, et £=1 8 nxl,

Quand m = 0, les polynOmes '/,:( f ) sont exprimés par les polynbmes de l.egendre
o 2
zZ = p -
2n( e) } n(2 ¢ 1)
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Ci-dessous, nous préaentons une liste de quelques propriétés importantes de Z:\p ). Une liste
compléte de polynémes de Zernike se trouve dans la thése de Nijober et dans notre appendice.

%Z:\e) ekde = Opour m<k<n

n-m
-1 k)
.l})z:‘e)-lm(ke) ede = (-1) 2 n+l(

k
n-m+2

m . 2
Zn(e) k};

m-2
A Z7 "o (@), (m>2)

(nrye® Ze) = @R 2% o) + B 27 (e

n+mrdl k-1 _m+l n-m_ ,m+l

(n+l)pk z':(e) ez gle)rip 2z (e)

d ,m m-1 m-1
?Ezn(g) = 2nZn_l(e)+2(n-2)Zn_3(e)+ ...... +

-1
+2m z7 (@) - = 27 @)

La constante A (k) a la valeur :
(n+m-2k-2), (n-m)!

A(k) = (1)k * l(n -2k +1) (m - 1) (,,-,,:zhz) .(n*z'm)'
2 T3

D'aprés ces formules, on peut exprimer les produits et les puissances diverses de Z:( 4 ) en

une somme linéaire de m&mes polyndmes jusqu’'d n = 16, m = 168, en utilisant la table ci-dessous,

TABLE Il

22 -1 z:-ef“-sf’n
z:-p z:,4r4_3r2

29 = 2p2 -1 z; -t

z:'fz z;=10r5-12f3+2r
zg = 3p°-2p z:-5p5-4f3
z:-fs z:, rs

-l”-




N

N
RN, N0

N
xR @

N
L -

N GN-A @NN @NO

N
o® oo

" f

20P3-3op‘+1zp2-1 z;=35f7-sops+3of3-4r
15p6-20f4+s?2 7,:;= 21?7-30r5+1or3
6 6-5f‘ z:=7f7'6f5
& z - f

8 8 4 2 1 9 7 5 3
100° - 140 p% + 90 p* - 20 p* 41 zg = 126p° - 230 p' +210 p° - 60 p +5p
56 fa’ 105 f:s#so p‘- 10 fz z: = 84 fg- 168 f7”°5 ps-zo f’3
zsfa-ufsnsf‘ Z:=38r9-56’>7+2lfs -
sr3-7p° z;=9r9-af7
f,a z:= Ps

252 f'o - 630 r“ + 560 rs - 210 r‘+3o P’ -1
210 f"’ - 504 fs +420 r“ - 140 r‘ +15 fz
120(10-252 r“nsafs-ss r‘

45 f"’- 72 r°+zs rs

mrlo_ 9‘,8

10

1.7.6. o' - 200,72 p% +20.0.7, f’7‘ 10.8.7. r5+ 15.7. ra +6p
30. 11, f“ - 12.10,7. r9+1z.9.7. r"- 8.7.5. r5+3s f:’

1501 o400 pP e na, f7 - 5.8. fs

55 f" - 90 f°+3s r7

1 f“ - 10 °

11
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12,11, 7. rlz- 11.9.7.4. r'°+|o.9.7.5. rs-s.'z.s.s. r6+7.5.4.3. f4-4z r2+|

11,9.8. f'z - 21,11, 10. flo+9'8'7'5° P8-9.7.5.4. f6+s.7.5. fd’ 21 rz

12

1.9.5. p'% - 121110 f'°+9.7.5.4. fs _9.8.1. rs - 70 r"

220 f'lz - 11.9.5. P'°+9.s. 5. fs _ 84 fs

66 f12

12 rlZ

12

f

13,12,

13. 11,

-110 rl0+45 Ps

11 fIO

11 rla -11.9.8.17. P“ +11.10.9.17. (9 - 102.7.6. P7+9.7.5.4. '75~ 7.6.4. f3+7r

10. 3. f“ S 13.11.9. fla+n.|o.7.6. fg- 10.9.7. 4. f7+1o.9.7. rs- 8.7. f’7

13,11, 5. r"’ _20.11.9. f“ +20,11.9. rg_ 12.10. 7. r7+14.9. fs

26, 11,

13, rl

13

f

22,13,

12, 13,

14, 13,
13,11, 7. f” -20,13,11, r
28, 13,
81 f’H

14 f)14

14

13 11 9 7
f -n.lo.s.f +ll.9.5.f -12.10,')

3_12 rll

12, r“ - 13,12, 11,7, ’;12+ 14.12.11.9, rlo - 11,1110, 1. f8+ 12.10.7.5. fs

+ 12,9, 7. ’;4 +8.17. PZ -1
14 12 10 8 6
11, f -13.,12.11.6. r +14.11.10.9. r - 14,11,10.86. f +10.9.7.5. f
+9,.8.17, r4+28 '72
12. ’;“ - 13.11.9,5. f'2+ 11. 10.9. 8. f"’ - 11.10.7.6. f8+ 14.10. 9. rs - 14,9, ‘o"

12+30.ll.9. flo -12,11,.10 r8+2lo f)s

14 12 10 8
r - 13, 11,86, f) +11,10,6, r - lS.ll.f

S 13,12, Flz + 66 rlo

13 r)l2
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= 13,11,9.5, rls

- 14.13.12. 11, r” +13.11.9.7.4. f“ - 11.9.8.7.8. r9+ 15.11. 19, 7. f7
+10.9.7.4. fs +128.9, ra - 8p

- s p% o asane pP sz, fa“ - 14.12.11. 10, f9+ 11.10,9, 7. (7

- 1.8.5.3, r"‘ +84 Pa

= 31,13.11, f)ls

-13,11,10.17. '713 +13,11.10.9, fu -13,11.10.9, rg +11,10.9, 8. ')7
- 21.11,10, rs

= 15.17.1. fls - 22.14.13. 913 +33.13. 10, f" +22.10.9. f7
15 13 11 9

s pt sz PP eisane o vz0.p

- 105 fl"’ - 182 ’:‘3 +78 p“

s e rw
15
= 13.11.10,9. f“’ - 13.11.10.9.4. f“
+14.10.9, r‘ -2 fz +1

= 13.11,10.8. rw - 35.13.11.9. r“ +14.13.9.4, rlz +13.11.10.7.6. rm -11.9.8.7.5. Fa
+11.10.9. 7. r“ -12,10.7. ’»4

- 13,11,8.7. r"' -13,11.7.8.5. f“ +13.11.9.7.5. p'2 438 fz - 20.13.11. 10, P"’
+14.11.10.9, ,os - 11.9.7.4. fs +210 f4

- 24,18, 12, r“‘ - 15,13, 11.1. r“ +14.13. 11, 10, flz- 13.11.10.9, r'°+1so. 12.11. re

- 11,.17.8, fs

= 120,13.7. rw - 30.14,13, f“ +13,11,.17.8, fm +20,13,11, rm - 45,11, ’JB
= 140, 14, rlﬂ - 15,13, 17, r“ + 14,13,8, rlz - 22,13, rlO
- 120 r"’ - 210 ,f"’ - 210 r”

. 16 rxe_ 15 f“

16

" f
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- 12.11.10.9. 7. f"’ +11.10.9.7. 5. fs - 12.11.10.7.r°

Nous avons vu que les ordres d'aberrations sont définis par le nombre N, donné au moyen des
nombres 1, n et m, apparaissant comme des exposants dans le terme général pour une seule aberra-
tion,

L'espéce d'aberrations est indiquée en termes de n et m, comme on 1'a montré dans la table 1,
leur nombre étant donné par (7. 10). On peut aussi tirer ce nombre du développementde la caractéris-
tiqué mixte W donnée en équation (5.2), c'est-A-dire, par le nombre des combinaisons des indices des
coefficients aij, aijk, etc... od i, j, k, etc... varient de 1 A 3. En fait, les termes indépendants de
uy et uz ne sont pas considérés comme aberrations, alors le nombre M devient égal aux combinaisons
obtenues par permutation des indices i, j et k, pour (1, 2, 3), moins 1. Par exemple, le nombre des
coefficients indépendants aij est donné par :

M=3(3+1)-1 =275
2

puisque nous avons supposé a;. = a;;. De méme fagon, le nombre d'espéces diverses d'aberrations
pour la somme des coefficients a;; est égale &4 9. En général, le nombre M d'espéces d'aberration
indépendante d'ordre 2n - 1(n = nombre d'indices aparaissant dans .ijk n)* est donné par 1'expres-
gion : Tt

M =3(3+1)(3+2)....(3+n-1)-1
n

Ceci est en accord avec 1a formule de Nijboer (7. 10).

Par exemple, le nombre de coefficients indépendants est, par rapport a (‘ijk ) égale & 9, Ici
n=3 et 'ordre N = 6-1 =5, La table I montre que, pour N = §, {l y o 9 espices d'aberrations diffé-
rentes,

Naturellement, on a supposé les coefficients équivalents pour toute permutation d'indices

c'est-bd-dire a , etc..., ce qu'on peut voir, si les valeurs v,y et u, sont rempla-

= q =a

112 211 121 2
cées par leurs valeurs respectives 6 , r etfrcon ?- Cependant, il ne faut pas confondre les
coefficients aij, 8ijk et les coefficients glmnd“ développement classique ou dudéveloppementde Nijboer

pour la fonction d'aberration.

111 - INTEGRALES DE DIFFRACTION

Le point de départ, en ‘discutant la théorie de diffraction des aberrations, est l'intégrale de
Kirchhoff, ordinairement mise sous la forme :

1
umzelkRo 2ﬁ¢--lk(l+V(d’,e ,9))
(7,13) WP) =u(x, y, z) = WJI P - ededy,
° %%

od a est le rayon de la pupille-de-sortie, Ro est le rayon du front d'onde sphérique centré au point
conjugué de Gauss du point objet et passant par'le centre de la pupille-de-sortie ; s est la distance
d'un point du front d'onde So & un point de l'espace image (point conjugué de 1'objet), A savoir:

(7. 14) SN SLENTIR (PP Bt

Les coordonnées de Q sont ( S, n ,; ). Dans les coordonnées polaires, définis par (7.1)
etxetypar (7.6 ) s ala forme:

a’r’z] %

(17.15) s 3 [R:+ r2 - 2arp coa((f- a) +zz+218( -
(]
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Supposons l'ouverture de la pupille-de-sortie trés petite en comparaison du rayon du front
d'onde de référence So, (a < Ro); le dernier terme du c8té droit de (7. 15) est développable en série ,
En se limitant aux termes de second degré dans (a f ), s se réduit a :

s o2 2 -
(7. 16) s = (R' - L}QLOZ— - 2ar p cos(¢ - a))
ou

RZ = (R +r)+2°
1 o

En introduisant de nouvelles quantités sans dimension p et q définies par :

(7.17) p = "2 qQ = —r

et en limitant le développement de la racine carrée aux termes linéaires, 8 est donné approximative-
ment par :

(7.18) ss.Rl-pQZ-qecos(lf-a)

et (7,17) se réduit a :

L 2
u(P) = Bo elk[pg +qecos(‘.f—&)—V((Y,Q,(P)]Qdedl.f

2
0

Oty

(7.19) B - ika’e!* (o~ Ry
* o 211Ro R

1

Dans 1'équation (7. 19) 'amplitude du champ incident est prise comme une constante sur So ou
la pupilie-de-sortie, et, il est commode de la prendre égale A un,
IV - EVALUATION DU CHAMP [MAGE POUR UNE SEULE ABERRATION

Quand on interprete correctement la fonction caractéristique mixte de Hamilton W, dansledé-
veloppement par rapport aux invariants optique, nous avons montré au chapitre IV que la représen-
tation intégrale de la fonction d’'image u{P) donnée par 1'intégrale (7. 13) est équivalente aux intégrales
‘4. 45) ou (4. 52).

Maintenant, quand on introduit le développement de Zernike - Nijboer pourla fonction d'aberra-

tion V( o, rJ . ‘f ) en (7. 19}, elle devient:

00t o m

L 2m ik[pqz+qcos((f a);_"_ z, (@) E E f (o0)Z
(7. 20) u(P) = u(r, a, z) =Boff ¢ . n=l 2 20 nelmel M P
00
(:osmtf] ed Qd‘f
Le probléme principal, & présent, est 1'intégration de (7, 20), supposant que le coefficient d'a-
berration est petit, Nous discuterons plusieurs cas, analogues A ceux que nous avons discutés au cha-
pitre VI et nous démontrerons leur équivalence aux cas ci-dessus,

IV a) - Cas Spécial - Sans Aber.ations

Dans ce cas, l'intégrale (7, 20) se réduit a :
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2™

KL

L'intégration par rapport a ‘f , 8e réduit a et Jo(kqe) etV ) sont égaux 2a :
o

2
(7. 21) ok [pe” +ag cosy - ededp

cL-,--

2
- ikpo
(7. 22) Vo‘l = ‘i:e Jo(kqe)ede

Si p est petit, 1'exponentielle peut &tre développée en série et le terme général sera de
forme :

; 2n+1
(7. 23) I, = { J_(kae) e de

Cette intégrale est un cas spécial de (6.23) ot m =o, p = 0 et q = 2n + 1. Cette intégrale
est bien connue.

Sa valeur est :

2
(7. 24) 1=+ 1F2 (n+1iLnvz; &8 )-
1 & n 2 \m+1
SR "(m rmen{ Z)™ Ty

o kq

, Alors, (7. 21) représente le champ image hors du plan focal p # o fd'unsystéme optique sans
aberration et V( o, f , tf )=o0est:

(ip)n

0 n!

M8

(7. 25) u(Pi=u(p, a. &) 3 B

3]
r -n™ (:‘)r(m+l)(kl)m+l.lm+l(kq)

m=0

n

Un résultat plus simple a été obtenu par Nijboer en remplagant pr s = p(2r - 1)eten dévelop-

ikpp2

pant 1'exponentielle e sous l,a forme :

2 (1 2 e n k
(7. 26) e’ = () £ n e s ey (3) 220 ()

compte tenu de la relation (7B). En introduisant ce développement dags (7.21) et aprés avoir fait 1'in-
tégration angulaire et en utilisant la propriété (7F), il obtenait 1a formule :
1

ikp 2 kpy J (kq)
(7. 27) uP)=2nB_e' 2 = inJ ( PY “2n +1'"
(kp) Loen+1)i n+l/2 2) kq

I1 est important de noter que les résultats ci-dessus sont valables pour de petitel vnleur- de

kp. Si kp est grand, il faut intégrer par parties, prenant pour u = J (kqP) et dv 2e= 2“‘ "P Pd') De

cette facon, on obtient une série descendante en p, ou kp, ce qui est, en un certain sens, une série
asymptotique en p-

¥ Cette méthode fut utilisée extensivement par Boivin(1961) et traite les aberrations sphériques d'or-
dre arbitraire,
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Si u et v sont interchangés, on obtient les résuitats donnés dans 1'équation (7. 25). .ommel a
été le premier A obtenir les résultats de (7. 25).

Lorsque !7.19) ou (7. 20) est une fonction paire d= p, 1a figure de diffraction sera symétrique,
par rapport au plan focal p = 0.

V - EVALUATION DU CHAMP IMAGE EN PRESENCE D'UNE SEULE ABERRATION
Si un systéme optique ne possdde qu'une seule aberration, par ailleurs arbitraire, la fonction
d‘aberration peut s'écrire sous la forme : '

+
‘21 mzm
Imn n

21+m

(7.28) Vic.p.¢) = > (¢) cosBmy = clng':(e) cos m {f (blmn“ =

mn)

En introduisant cette expression pour V( o, ¢ .4 ), 1'intégrale de diffraction (7. 20) est :

] 1 2 2 m
(7. 29) u(P)=ulp, q. a)=B° J‘} eik[pP +kqP cos({§ - a) - clann(f)) cosmq] pded y
00

Nous avons déja parlé de l'intégration de cette intégrale, par rapport a 9. dans Je chapitre VI,
en posant 8 = 1. Mais, ici nous avons Z':( p). au lieu de fn. Alors, la procédure décrite méne A des
expressions compliquées, puisque Z': est un polyndbme de degré pair et impair dans f » dépendant des
valeurs paires ou impaires de n et m, prises simultanément et de degré supérieur n. Nous suivons la

méthode de développement reiative aux relations (6. 41).

Par conséquent, nous écrivons les exponentielles sous la forme :

o« T _ e
(7.30) 9P cORg -3V BTy (kge [T (4D i (-]
r=0

m . .
e—ikclnmzn(f’)conlmtf . °Z°: i ®Je (ke Zm(e))[el'm(?'d)‘re_ ism (¢ -a)]
r=0 lmn n .

En multipliant les deux séries, en intégrant par rapport & § , nous trouverons, comme dans le
cas du paragraphe 4, formule (6. 22), 1'expression suivante pour u(P) -

1 2 a0
- ikpp m 2. 8(m+1)
(. 31) u(P) = 2B j;e {Jo(kqe) Jo[kclann(e)] v2 i

m
cos smQX J‘m (kqp) Js [kclann(p)] ] pdp

D'abord, considérons le cas o0 p= 0, c'est-a-dire, calculons le champ daas le plan focal. En
ce cas, l'intégrale typique de (7. 31) s'écrit :

: v . m i
(7' 32) 8,sm,l t J sm (kq?)J. [kclnm Zn(P)] PdP

L'évaluationde (7. 32) peut étre faite endéveloppantdtabord la fonction de Bessel Je (kCean,',“(?),
‘PAr rapport a P ,» puis en intégrant terme & terme, compte tenu des propriétés des polyndmes de
Zernike. Autrement dit, on exprime les produits des polynémes de Zernike comme des combinaisons
linéaires de Z ( f) en utilisant les relations (7A - 7F),

Quand on classe, selon les degrés d'aberration, on obtient pour u(P) l'expression suivante :

- 136 -

1
(1.3 u(P) =ulp=0.q.4) - 228 [ | Jolkap) pap +
0

+i™! cosma (kejpm) I (kap) Zo (P) P Af +

kCl 2 . 2 m
+( > nm) [lz Jo(kqf) + 2i mcoszmd_ sz(qu)] Z" (r)r dr +

ke, 3
+ (_ ‘am ) [2i(m+3) cos'mu

— J . (k 4
5 2 m'kq )
.2m
i cO83md 3 m
——5;——— Jam (kqp)J (Zn (f)rdr +

k 4 1 i2m
+< (c%n_) |:2i4 ;2 Jo (qu) + 1—39'95—22-“ Jom(ka f) +

i4m4c:°“m']4m(kq f)] (Z:,“ (f)4 (’d r )} + des ordres supérieurs

a (kejpm) §-

L'intégration se fait avec 1'aide des relations (7. A - ).

Pour appliquer la formule (7C), on se sert des expansions (AC1 - AC14) pour les puissances

diverses de Zr:(r). Apreés 'intégration, on obtient :

2 { .+ 1 n-m
(7. 34) u(jp=0,q,8) = 21180 —{ (kq)+ i cos l'l'll(kclnm)l

Jtn +(kq) +
kq

2
kcmn) (a3 ka)-A,3 (kg +... +"A, 3. (ka) +
\72 (AT, k) -Aydyka) *. .. 2n"2n+19

+ 12m cos2miB, J (kq) + izB J (kg)+.... +
m+l :

2m 2 2m+2 2m+3

.2n
+i""B, 3, ﬂ(kq)) +

kclnm) 3 m+3 {cos ma 2 3n - m
) . . 3n -
‘( 2 ) 2 < ot C’m +1 K G s glk@l + i C3nlan + 11k *

2m cos 3ma 2
—_ + +
+1i ) D3m J3m+l(kq) i [)3m+2J3m+3(kq)

3(n - m) ) +
+i DynJan + 19

kC 4
4 4
+(_1'lf.'1) 2i _I(E J (quzE J, (kq)t+...+i "E, J
ol 2°3 4n
2 212!
2

U s2hmes

an+1k®) )+__3___...

i2"’C05 2m_¢(;.- Jo . 4+1(kqht
: 2m“2m

4n-2m
+
(kq)+... +i F4nJ4n+l {«q)

4m
+ i cos4ma e +1("Q)+ iZG J

+... +
4/ 4m 4m 4m+2 4m+3(kq)

S+ '1'm)G4nJ4n+1 (kq)] + etc. (degrés supérieurs en (kclnm)}
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Une expression similaire a été obtenue par Nijboer (.942), mais notre groupement suit la clas-
sification des dlvex.‘s termes de (kc), ). Les coefficients Ak' Bk' Ck" NN Gk se trouvent facilement
dans la table II, si on prend les indices m et n petits. Si on voulait obtenir une formule générale
pour ces coefficients, elles sont trop compliquées por &tre utiles.

Pour des buts pratiques, m et n sont des entiers petits (au plus 3 ou 4), et alors, les coeffi-

cients sont calculables avec la table II, sans difficulté. En méme temps, le développement jusqu'au

quatriéme degré des coefficients d'aberration suffit, si ceux-ci sont petits, ce qui est le cas en pra-
tique.

Pour.de grandes aberratiqns (kclnm) >> 1, Vintégration asymptotique est préférable. Nous en
parlerons bridvement dans le chapitre IX,
L; cas ol le point d'observation n'estpas focal, p # 0 est Flus compliqué. La présence du terme
. . o
exp(lkPF )nous donne un autre produit de termes ZZk (p=0,1,2...) donné par 1'expression (7. 30).

Alors u(p, q, a) prend la forme :
n

ikp/ 1

- {M\5 2 r k
2 2 +1)i 1 P
\kp) ' @r+n)iJg 3 (2)

(7. 35) u(p, q, a) = 21!Boe

o0
. . i
ir(e) [Jo(kqe) Jo(kt lnm)Z,:ll e)) +2 s{:l ‘B(M“ )cos sdesm(kqe)Js“'(cl’"'“ erln(P]}EdP

Les intégrales dans (7.35) sont évaluées de la méme facon que dans le cas p = 0. Au lieu de

m
Zn (P) entrant dans les termes divers de 'iniégrant de (7. 35), on obtient maintenant :

[(ZPE 2z ] . s=0.1,2.... r=01,2.

Pour 8 = 0, le terme principal Jl(qu) est remplacé par J2r+l(kqf)) et on fait la sommation sur
r. Cette somme est sans terme d'aberration. Le terme suivant qui contientla premidre puissance dans
l'aberration kc]nm devient une somme de termes de la forme :

.n - 2r
(7. 36) nom?t
n+2r - 2pJn +2r - 2p + l(kp),

ol les coefficients An +2r-2p sont obtenus A partie du développement :

n-m
2
(7.37) zMp) 2z - m . n-m
n(P) 2r pz=0 An+2r—2pZn+2r—2p(e)' (p-O,...,—2—-—+r)

Alors, d '
or ans le second terme de (7. 34) Jn+ ldevra etre remplacé par la somme (7. 36) multipliée

.m -
par i €t cela sommé sur r. Avec cette méthode, nous trouvons pour le champ image nors du plan
focal p # 0, 'expression :

ikp
(7. 38) u(p, q.a)=27B e 2 2 (2-+ i" kq
o R\ ()
2
.mtl n-m+2p
+i cosma kc ) (i
Inm ! n+2r-2pJn+2r-2p+](kq) )+
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('“‘l )3‘2 2 2k
'__‘nl]l t . p‘ 2k, ) R
* [' Aot Aonsar -2k ton+or -2k kA

2m 2p 2k 1,
i cos2mei Bzm+2p' 2m+2kJ2n+2r-2p—2k+l

+ *inm 3[2'm+3 (_.osmdtzp . i2k ¢ J (kq)
' ' m+2p m+2k 3n+2r-2p-2k+1° q)

(kq)] +

) 2
om €°8 3ma 2p 2K
T Py T Dy o Tanar o 2p ke KO )]
k¢ 4
. Inm 4 1 2p.,. .2k
—_——— —_— i - +
+( 2 ) [2' Ta bt Fapl Fodiivar ap -2+ K9
2m
i~ cosma .2p 2K
Al ’ . - +
* 3 ' I‘2m+2pl F2m+2k l2n+2r~2p-2k+l (ka)
aM
i cos4ma .2p 2k
— ’ J < + ete..., ete, |
* 4 U Sm+2q' Gam+2k 2m+2r -2p - 2k +1 & q’] ete el
Les coefficients A', B‘j. etc. .. C'j sont analogues 3 ceux de la formule {7.34)et on peut
i .
) v 1 3 .
trouver E or +2k de la méme fagon d'aprés la relation :
c+r-o
20 20
(7.39) Z, () e = ¥ E A (e)
2¢ Z'Zr k=0 2%+2k ST+2r - 2k

Si les indices sont petitg, ce qui est le cas pour la plupart, sinon tous les cas pratiques, on les
calcule directement de la table II.

2
Une autre méthode pour évaluer U{p, g, a) est de développer exp(ika ) en séries de puissances,

2% 7§t (r) dans le développ.ment et d'uliliser des relations analogues

2 2
de remplacer p = 22 (r). S P
a (7.37) ou (7.39), avant d'intégrer par rapport a f Cependant cette méthode n'a aucun avantage sur la
précédente.

D'aprés cette analyse, on remarque une grande simplification dans le résultat final par rappor!
aux méthodes plus anciennes, fondées sur le développement classique de la fonction d'aberration,
notamment, les aberrations ordinaires du troisi¢me ordre ou d'ordre plus élevé. Outre cet avantaue,
la théorie de Zernike - Nijhoer indique les propriéiés de symétrie e la fizure de diffraction, ainsi que
la compensation des aberrations d'ordre inférieur que donne la meilleure définition de l'imace, A cause
de 1'orthogonalité des polyndmes de Zernike, pourvu que les aberrations soicni petites,

VI- GENERALISATION DES FORMULES DE NIUBOER

Les développements précédents sont valables pour un systéme optique de révolution. Pour étu-
dier le champ de diffraction d'un systéme asymptotique oud'un systisme de révolntion del'optigue élec-
tronique, la fonction d'aberration ou la fonetion caractéristiquede Hamilton est maintenant donnée par :

-~ . 4] -— m
=W + VA : + ) i
w o an' h (f)) c0s m(f L'L'n, 7," (P } sin mY¥

(voir chapitre V}

L'intégrale de diffraction s'écrit, alors comme suit :
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(1. 40) u(P) = fj \kn[ fcos(‘f d)+le-r ]

d

N

Pour ne pas compliquer le calcul, nous considérons seulementune aberration de chaque espéce:

e n.m "n, (?)cosmtf+g P)smm

m m .
fp.mZp(f)cosm(f, gq,an(r)sanr

L'intégrale (7. 40) se réduit 2 -

n
. 2
(1. 41) u(P) = Aor elkn(rrcos((f—(l)i-zvl -
9y
0

ik(f Zm(f)cosmtf+g (f)smm(f)‘&m
e pm p q. “ V Pz
La différence entre (7.41) et 1'intégrale (6. 40) du dernier paragraphe VI est dans les arguments
. toqt_ A di . P m q n
de fonction de Bessel Jf‘ etJ) . c'est-a-dire, si nous remplagons g par Zp( f' ) et r , par Zq(?)

les deux intégrales seront équivalentes.

Par conséquent, l'intégrale par rapport 3 'f réduit les conditions (6. 43) et (6.44) du paragra-
phe 2, chapitre VI, et rous obtenons la méme formule que (6.45) en remplagant PP par Zn(f)
et rq par Z:( P ), respectivement dans les fonctions Jr et J\) (Formule6. 47). Doncle champ d'ima-
ge u(P) est :

(1.42) wP) = 2TA {2 T Y I —P— iP*T cos (pm +28a) o
o -
p* rm+23n r=08=0

b
J J z
fo r(:.f) p()() l_(Y) st( )fdf

e 1
.pt+
+2i X >z -24—"- LA . (pm t (28 + 1)n)o
p=rm+(28+1)nr=0g=0

b
fo f(z,f\é JP(X) Jr(Y) st(Z) Pd P

ce qui généralise la formule de Nyboer.

L'intégrale par rapport Af est conduite de la méme fagon qu'auparavant en développant les
fonctions de Bessel en séries de polyndmes de Zernike, Si, les aberrations f q. sont petites
par rapport A la longueur d'onde fp' m< ) gq‘ n< X, i1 faut zeulement prendre quelquel termes des
séries, jusqu'au troisi¢me ou quatriéme ordre d'aberrations, pour obtenir une bonne approximation

du champ de diffraction,

Mais le champ dépend aussi des combinaisons des aberrations,ce qui n'est pas le cas pour un
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systdme optique de révolution. Donc, dans 1'optique électronique, le champ dépend aussi du produit

8
. (gq,n) , r+s>1,
Un cas spécial de (7.60) se présente quand les aberrations fp = 0. L'intégrale (7,60) est
comme nous l'avons montré, elle est équivalente a 1'intégrale (6. 51) du chapitre VI

simplifiée, et,
Alors, le champ u(P) est donné par la formule :

e b
P .
Y B iPcos 2sndf f(z, P ) Jp()&) 3, (2) . pdp

u(P) =2TA {2 P
° 0

p=288=0

b
2
am(28+l)dj° f(z, f ). Jp(x) J23+1 (2) r dr

(7.43)

€ p+
+21 L r fip
p=28+18-=0

L'intégration par rapport AP est faite de la méme fagon que dans le paragraphe 2, chapitre VI
i Nous obtenons les intégrales suivantes pour

on développe les fonctions de Bessel en séries de kgn

les valeurs 8 =0, 1, 2, 3,
m 2 m 4
(M2 ¥, (%,)
.=0 znAOJ: r(z,f){[.ro(ar)n-__?n_+ _ﬁ_
m 6 m
(AZ m+2 . (XZ )
--—2—2%2-? +] +2ii smdem(af)[—f“—
2y, (M") ]] d
232 2%2"3 Pef
b z0 2
.1 2MA I f(z,p ){[i2m+2 cos 2ma J, (ap) [)‘—"—l
°Jo 2%
m m
. A‘Z“ )4+( XZ" )6 ]
2431 22141
+2ii3m+2bain3m(J (‘f)[ﬁ\z )’ - Q-Zl—- ]]r p
273 2%
b 6
82 zwmj f(z, p) [214m+2coa4md Im®P) [(7‘2 ) ()‘-'7;" ’+...]
°Jo i m 2741 25!
Nz )3
2 52 Gosmo Tsm @) [—,‘;3";,—“ .....]]rdf
b 6
s=3 2TIA°f0 r(z.f){216m+2cmsmu.rem(af)i-)‘-:l)_......]-v- ........ ] fdp
ol a*knr; X=kgnm +
Comme nous avons fait auparavant, nous développons u(P) en série de puissance d'aberration
kg ,
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(7. 45) u(P) = 2 Ao
J

™M

j
o (k g, m uj(P)

ol les uj (P) prennent les mémes formes qu'au paragraphe 2 du chapitre VI. D'aprés (7. 44), un calcul

simple donne des fonctions u.i pour j jusqu'd 6, les expressions suivantes :

o 2T¥AJ: f(z,p)Jo(ap) Pd‘)

b
.m+2 m
\ 2TTiA01 smmdfof(z.f)-ll(ap)zn(r)fdf’

(7.46) u

"

[
[

b J (aP)
o 2m+2 cos 2ma m 2
2“A°J flz, P) [-—-——+1 _— (Zn(f)) f’df’

2 ) )
+2 sin ma Im+2 s8in Im{
u, =2 WiA m —_— J. (a,p) -1} —_—
3 .[ ;3 f 22 31
m 3
Jan(ap)] @™ 1) ap
b J(ﬁ )
u4=21rAJ‘ f(zr)[ P +12m+2°ﬂ'-§—“l‘5-.12 (af)
°Jo 23 41 2° 31 m
.2coa4md 4
S )] [27 ] T pap
2” 4
u =2WiAJb f(z,p) | iMmt28inmd , )
5 oo f 2P L
3m+2 8in 3Imd
-2i = J
2%2. 4 3m® )

Sm+2 sm 5ma

+1i 2 m (af ][Z (r ] df

b
2MA f(z,p) J(ap)
8 °.[o 1 [ 224262 f

2
+i c0352md 2m(° f’) ) 12 c0354mu "4m“‘f’ )
2" 4l 2 5]
(2m+l) cos ﬁma

m 6
Y Jsm(ﬂf)] @p) pap

On voit que chaque intégrale de u i est du type :

b v
- m
(7.47) Vp ,n,m,V Jo flz, p ) Ip (knrp ) [zn(f))] pap

Cependant, la présence du facteur f(z, p) dans 1'intégrale méne une grande difficulté pour l'inté -
gration. Mais si nous faisons f(z,P ) égale a :

o
n

(7. 48) fiz,p) = elknz Vi _ P2 2 elknz (1 - 92/2)4-...

- 142 -



Vr my se réduit A une intégrale plus snmp]e

. b iknz
u 5" elknzf R ,m Y 4
pon.m 0 r,_(knrf) [ n(f)]f P

qui est équivalente l'intégrale de Nijboer

En principe il est possible d'intégrer u'L n, m,V quand [Z ( f )]oest développé en une série
linéaire de Z ( P) et 1'exponentielle en une série en Zo (p) Les calculs sont trés pénibles 8i n, m, V
sont assez grnnds donc, il n'y a pas avantage a unhser les fonctions de Zernike, En fait, il vaut
mieux utilicer la méthode du chapitre VI pour calculer le champ u(P) quand 1'aberration gn, m est
d'ordre élevé, c'est-a-dire, quandn, m,V sont des nombres plus grands que 4, parce que 1'avantage

de 1'emploi des polyndmes dc Zernike sur la méthode du chapitre VI est perdu.

C'est seulement dans les cas od n, m et V sont des entiers limités jusqu'a 3 ou 4, quele calcul
de u(P) deviendra plus facile, comme nous avons fait ci-dessus.

Comme illustration, soitn =3, m = 1 et supposons que f(z,P) soit une constante. De plusb =1,

L'aberration est exprimée par un seul terme de forme k €3 1 Z; (P) sin ¥,

Alors, avec 1'aide de la table II, un calcul simple donne les valeurs suivantes de uj :

1
(7. 49) u, = 2TIA° Jo Jo(af) fdr
_ . 8ind
u, --l—aP J4(af)
1 1 9
u, J(ap)- — J (ap)+J _(ap)- — J (ap)
288f[1f53l’5fs7f]
icos2a
e 3T (ap)+JT (a )}
S p) {3 p)+dglap
1
_ i sind {
u = 14J(a )'88-’(‘ )
3 j1s0 ap 2f 4 f

+ 27 Jo(ar) - 36 Js(ar) + 45 Jlo(ar )J

3sin 3d 1
LS ——J(ar)- J(af)+-—— Jlo(af)}
a f 105 112
Les valeurs de u, etc ... sont trop longues pour 2tres indiquées ici

5'

Plua loin, nous avons évalué u(P) pour le cas correspondant ou l'aberration est donnée par

kfa 124 (f) cos Y.

Si 1'ouverture D est la moitié ou le quart d'un cercle, 1'évaluation de 1l'intégrale de dif-
fraction par rapport & ( ne donne aucune difficulté, parce que les relations entre p, r, 8 sont simples,
Mais 8i 1'ouverture correspond & un secteur d'un cercle, les relations entre p, r, 8 deviennent assez
compliquées et l'intégration par rapport a ‘) est difficile, parce que les indices prenneni des valeurs
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fractionnelles. Il vaut mieux utiliser la méthode du chapitre VI. Dans ces cas, on peut employer avec
avantage les fonctions de Gegenbauer.

Dans les paragraphes suivantg, nous étudions quelques cas spéciaux, d'une importance consi-
dérable dans les applichtions. Les mesures Je distribution de 1a lumiére montrent un trés bon accord
avec les courbes calculées tant pour les régions optiques que pour les régions hyperfréquences.

Puis, nous donnerons quelques courbes théoriques et expérimentales, publiées par plusieurs
auteurs.

Avec l'aide de la table II, il n'est pas difficile de calculer u(P) pour les autres aberrations des
m
Z
mZn (P) cosmyp

et k g mz:‘( f) sin m ¢ quand n, m et V sont petits, mais nous n'en traiterons pas.

m . m ..
formes k gn. m Zn(r })sin m 4.' , k fn, m Zn( r)cos m(.r ouune combinaisonde kfn

Comme dans le paragraphe 4. du chapitre VI, nous pouvons évaluer le champ u(P),si deux ou
plugieurs aberrations sont présentes dans un systéme optique, en remplacant le parametre Y par sa
valeur kfp' m Z':( ft )dans la formule (6. 48) et en développant les produits et puissances des polyn8mes
de Zernike en séries linéaires de tels polynOmes. Mais les calculs sont trés pénibles, si les entiers
P. Q. m et n sont élevés. 11 est mieux d'utiliser les formules du chapitre précédent. Cependant, s8i on
limite les indices 2 3 ou 4, la méthode de Nijboer donne un calcul trés facile pour l'irtégration
par rapport a P : mais, s8i nous ajoutons la fonction f(() , z) dans l'intégrale de diffraction - cas de
grande ouverture - le procédé de Zernike - Nijboer n'est pas valable, parce qu'il est trés difficile
de développer la fonction f( P , z) en séries de polyndbmes de Zernike. Dans ce cas, on peut utiliser les
fonctions Gm' m+2n+3,, m+n+l /'2( ‘) , a) étudiées dans le chapitre VIII. Ceci généralige les polynd-
mes de Zernike, et comme nous avons remarqué, 1'intégration par rapport a ') est facile A faire, Nous

donnons quelques propriétés de cette fonction dans le formulaire mathématique .

VII - ABERRATIONS SPECIALES

Nous proposons, maintenant, de traiter les cas m = I, m = 2 etune combinaisondes deux,

Puisqu'il faut que n-m représente un nombre pair, nous écrivons pour m=1, n=3,5,7... etc...,
etpour m =2, n=2,4..,. etc.... Alors, les aberrations sont de la forme :
m = 1 m = 2
1 2
(a) kcl3l Z3 (e) cos (f kcl22 22 (e) cos 2(f
{ 2
(7.50) {b) Itclsl 25 {(e) cos (r ch2 Z‘1 {e) cos 2 (f
(c) ke.... 2} (e) cos ke, .. 22 (e) cos %
€11 “7'€ ¢ ¢g2 Zgle) cos 2§
etc..., etc,..,

Dans la premiére colonne (a) représente le coma primaire, (b) le coma secondaire, ou coma

du cinquié¢me ordre, (c) le coma tertiaire, ou coma du septieme ordre, etc...

Dans la seconde colonne, il y a : (a) astigmatisme primaire, (b) astigmatisme secondaire, ou
astigmatisme de cinquiéme ordre, (c) astigmatisme tertiaire, etc. .. '

Comme déjd mentionné, en pratique n est limité a 3, 4, 5,
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1 - Coma Primaire

En parlant de l'effet du coma primaire sur la figure de diffraction, nous prendrons d'abord le
cas od p = 0, c'est-a-dire, ou la figure est située dans le plan focal. Alors, la fonction d'aberration
est donnée par :

- 21+1 1 . 1 _ 3
(7.57) V(o’.P.lf)-blalo’ ZSCO“?—clalza(f)cosY-clal(af -2P)C°3‘f'

La fonction d'image prend alors la forme :

1 2n™ 1
_ ikq cos (¢ - a) - ikc Z,_(e) cos
(7.52) u(0,q,a) = A e' 131 “2 d
oS S ededq

Si maintenant, nous faisons dans la formule générale (7.38)m= 1, n=3, la formule pour u(o,q)
donne la distribution du champ dans le plan de Gauss :

- 2
(1. 53) w0, q, a) = 2WB_ _{Jl(kq) - ke, cosad, (k) +

kq

kc 2
___131) [ € 1 Ry
+( 2 4 J1(ka) 35 35ka) +- T (k) - 55 3, Tka) -

2 3
- 2 cos 2a & J(ka) +3 Js(kq)]+

ke, .\ 3 1 a4 9
131 [cosd s L _ 3 (kq) -
*( 2 ) 15 ok - 15 Jykad + 75 76

6 3 8 9 9
- 35 Jglka) + 7T, (ka) - cos 3a 3z I, (ka) - gedglka) - 5o Jlo(kq)]

+
+ 4éme degré en kc 131 }

d'aprés le calcul des coefficents Aj, Bj, etc..., de la table II

Cette formule a déja é'é donnée par Nijboer sous une forme différente. De plus, il a évalué la
distribution d'intensité pour c 131 = k avec notre notation etles courbes équi-photes, ou équi-lumineu-
ses, Les courbes d'égale intensité, théoriques et expérimentales, pour les micro-ondes, ont été données
par Bachynski et Bekefi (1955, 1957). Les courbes expérimentales sont en trés bon accord avec les

courbes culculées d'aprés les formules théoriques {voir figures 1,2, 3).

’-*._o

Fig. 1
Lignes de niveaux d'intensité (théorique) de coma primaire dans le plan de Gauss 03 ) ” 1 (d'apreés
Nijboer )
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22
I/

Fig. 2

Lignes de niveaux exnérimentales d'iniensité hyperfréquences dans le plan de Gauss pour une lentille

diélectrique avec ¢

3,1

Isophotes dans le plan de Gauss (coma
= 1, Définition de Strehl

primaire ral

D = 0, 879 (Nijhoer , 1947).

= 1.25 et une faible astigmatisme kf

31" 0.37 (d'aprés Bachynski et Bekefi).

Fig. 3

Isophotes dans le plan de Gauses (coma
primaire) r,“ = 3. Définition de Strehl

D = 0; 306 (Nienhmis et Nijboer , 1949).
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Ligner de niveaux d'intensité (théorique) dans un plan 2 travers laligne focale (horizontale) en pry.sence

d'un astigmatisme primaire f = 1 (d'aprés Nijboer).

2,2

Lignes de niveaux expérimentales dans le plan de Gauss pour f = 1 (d'aprés Bekefi et Bachynski).

2,2
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2 - Coma Secondaire

Pour calculer le champ d'image u(o, q, a ), quand 1'aberration est donnée par{7.b), il faut sim-
plesnent faire m =1 et n =5 dans la formule générale, Le résuliat est le suivant :

2
(7. 54) u(o, q, a) = 2 ‘nBo I—(a { [Jl(kq) - kcl5l cos a Ja(kq) +

kc 2
151 1 l
o( 5 ) ( (kq) - = J (kq) + —-J (kq) 45 5(kq) +— J7‘(kq) -

100

252

9
J (kq) - cos 2a (35

4 10
Jyka) + 5 Jolka) - 57 I, l(kq))]
+ troisid¢me degréen kc 151 + etc..., etc.. ]]

Ce résultat est nouveau et je ne connais aucune observation expérimentale, montrant les courbes
de distribution de 1'intensité dans ce cas. Comme, dans la pratique, cette erreur reste faible, 1'expan-
sion (7.54) suffit & donner un apergu de la distribution d'intensité, Il n'est pas difficile d*obtenir 1'ap -
proximation suivente (le troisidme terme dans l'aberration). Comme la formule devient trés compli-
quée pour n grand, nous nous perraettrons de ne pas donner la formule explicite pour le coma tertiaire,.

3 - Astigmatisme Primaire dans le Plan Central

Dans ce cas, la fonction d‘aberration est donnée par l'expression (7. 40a) de 1a seconde colonne,
La fonction d'image, dans le plan central p = 0, s'écrit :

1 27 .
(7. 55) uo,q. = B, [ [ " [qf’ cos({-a) - c,py z‘f” cos 2¢] ededq.
00

Comme on peut développer 1'exponentielle par rapport 4 ¢ , ou bien en polyndmes de Zernike,
le développement en p pour ce terme d'aberration est semblable a (7.29), quand on fait m = z, n = z,
z = 0, L'expression de U(o, q,& ) est alors dannée par :

o
(7. 56) uo,q,a) = 2B, T cos2na L & ’U (’ “)_f.l 12"+ ae
n=0 r=n 2" 'r

Cette intégrale est semblable a (6, 31), quand on faitp=2n , r = 2r, et z = 0. Sa valeur est :
Cn+r+1)

2n+1l =
(1. 57) }J (kqe) de 2n+1
o 20 acle 2 Cen+ )T in+r+2)

: , I_tg)z)
.le((n+r+l,n+r+2, 2n+1,.(2

Alors (7, 56) s'écrit :

(7. 58) wo,q.a)=2WB_ & Encos2nd L
°n=0 r*s

kqy 2
p (r—'g)lFZ(n+r+l n+r+2,2n+1; (2) )
2:'*2"‘,! TFen+HTn+r+2)

od s*n, n+2, n+4.,,...etE=1 pour n = 0, ousinon €22, nfo, et P= ke, on
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D'autres développements de (7. 56) sont donnés dans la référence (Nijboer 1942, 1947).

Les séries que nous venons de donner, convergent rapidement pour P petit, de 1'ordre de la
longueur d'onde.

D'autre part, si on introduit les polynOmes de Zernike qm interviennent en ce cas sous forme
de puissance, facilement exprimables sous forme linéaire de Z 1( 4 ), p,bq=1, 2. ..

., hous trouvons
grice 2 la table [I.

2 1 1
(7. 59) zo = o zg + —2—23
2\ 2 1 0 1 0 1 0
= — —_— 4 —
(z3) 68 2473 % '8 %
1 .2 3.2
T4 TTh
2\ 2 1 2 1 2 3 2
= e—— 4+ — + —
(22)" "% *32 "% %
1 4 1 4
S 4+ — Z
6 ZG 5 4
2\4 1 0 1 0 2 0 2 0 1 v
= — + — + = + = A
(Zz) 0% "0 % tT Zat s % s %
1 2 1 2 5 2 6 2
= — + — + — + —
56 ZB 8 ZG 14 ZG 7 Zz
1 4 1 4 5 4
= —— + — + —
28 ZB 4 ZB 7 Z4
En limitant 1'expression de U(o, q, « ) aux termes de quatri¢me degré dans 1'aberration U 122’
nous trouvons pour U(o, q, ): 12
{7.60) u(o, q,a) = 21TB L (kq) + lkc 2a J_(kq) +
e i 122 cos 3
kq
kS99 l
-( ) [3 J (kq) -—J (kq) + = J (kq) + cos 4ald (kq)]

ke gg)3 3 1 1 1
- 1(~---§—) [cos 2a (—5— Ialkq) - 5 I (kq) + = J7(kq))+ 3 cos 6a J,(kq) +

ke 4
—122 (1 2 2 1 e

*( 2 ) [(4 \5 Jy(ka) - T I tka) + o T tka) - 1g Jo(ka) + 70 J (kq)]
1 5 1 1 1

* 5 cos 4d ((g‘ Jg(ka) - o= J.(kq) + o5 Jg(kq))+ (4-! cos 8d Jg(kq9)]

formule déja obtenue par Nijboerdans son importante thése, ou i'on trouvera une discussion détailiée,
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4 - \istigmatisme Primaire dans un Plan Focal

Dans notre discussion, nous avons supposé, que le plan d'observation était le plan, appelé plan
central , défini en faisant p = 0. D'autre part, si on déplace le plan d'observation dans la direction P.
d'une quantité c

=p,ouc = -p, 'aberration géométrique ordinaire, ou courbe caractéristique,

122 122
se réduit a une ligne horizontale ou verticale, dépendant du signe de p , c'est-a-dire, du déplacement
positif ou négatif du plan d'observation. Ces plans sont appelés, respectivement, plans focaux secon-

daires et primaires.

Dans le cas général, oup f 0, le champ d'image est donné par 1'intégrale (7.29), ou on fait

m = 2,

F i [kep? (@-a) - 2(p) cos 24]
(7.61) up,q,a) = B [ [ e PP *qp cos(y- €122 Zp (P) cos 2¢ ededp

o
00
Apreés avoir fait l'intégration par rapport A {f , nous écrivons :
! ikpf)2 . 2

7.62 » q, = 2
( ) u(p, q, a) TIBO .!; e {Jo(kqe)+21kc122 cos 2a Zz(g) J2(kqe) +

kc
2( %122 2 .12
+i ( 2 ) ([Zz(e)] 3, (kae) + cos 4aJ (kqe)) +

%¢132\® (cos2a cos 6d 2 .13 4
+i|—=%) (222 (kqe) + [ )
( X ) ( s atkae) v 2 Jgikae) z3(e) | )+(kc122) .t...Jede

2
Si on prend les puissances de Z,( P )en accord avec le schéma (7A - 7F), en utilisant 1'expaneion

(7. 30) pour exp(ikpszjet en se servant des relations (7A - 7F), on déduit pour U(p, q, « ), les expres-
sions suivantes :

ikp
2 v X n k
(7. 63) . ulp,q,a)=2TB e Y 2n+1) (-1 (_‘_’)
0 kzqip neo n+1/2 2

-1 1 +2
. [ (kq) + ikc conzd(n* J (kq) - = J (kq) + —2 J
2n+1 122 ; 9 (ka)j+
{ n(2n+1) 2n-1 2 2n+l n(2n+1) 2n+3

122 1 nin-1) n
( 2 ) [2! 2@n+ ) @n-1) “2n- 3% - 5557 Jon. k) +

2
3n" +3n-2 n+l n+2)(n+1
@n+3) 2n-1) 20+ 1%V - 23T Ton 1% L8 a0t ) Tan e sk ¢
_2.)n_3 + +
+ —(n———(_).__
cos 4"‘[n(znn)(zn.l) Ton_gtka) - 50t 3, (ka) +

, 3n+2) (n-1* (kq) n+3*

J -
2n+3) 2n- 1) “2n+1%Y "3 Janes

4) (n+3
k + -—(ﬂ—)_‘_l_. ]
(kq) 2(2n+3) (2n+ l)J2n+5(kq)> +....
£ 24
ou la sommation de J (kq) commence parn = | et pour J (kq) commence par n = 2, Cette formule a été

également donnée par Nijboer(1942), pour p = 122, elle donne 'expression du champ d'image dans la

plan focal secondaire et pour p = -¢ 122 celle du champ d'image dans le plan focal primaire. 11 faut

noter, que l'expression mentionnée est un cas particulier de notre équation (G. 3), donnée dans le chapi-
tre VI,
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5 - Astigmatisme Secondaire dans le Plan Central

Nous nous proposons de discuter brid¢vement 1'évaluation du champ d'image en présence de
1'astigmatisme du cinquidme ordre (astigmatisme secondaire), quand p = 0. L'aberration est donnée
par 1'équation (7. 40b) de 1a seconc * colonne :

(7.64) kc Z: (e) cos 2 ¢

142

Le champ U(o, q, d ) que le plan focal, déduit de 1'équation générale (7.29), est donné par :

(7.65) u(o, q, a) = 21rBo J:{Jo(kqf) Jo(kc142 4('; )) +

= .38 2
2 BE:O i cos 2a Jza(kqp } J.(kq“zZ‘(f’ ) )}Pdf)

En développant les fonctions de Bessel contenant 1'aberration, jusqu'a des termes du troisiéme
ordre, dans les coefficients d'aberration, et en nous servant des relations de App. C, nous obtenons,
aprés intégration, le résultat suivant :

(7.66) u(o, q, a) = 2'nB -l J (kq) - icos2d(kc

) J.(kq)
kq 5

142
kc

142 2 1
( ) [ 5 k0 +2 3 0a) + 35 3 ke + 1L (ka) +

1 4 20
+ 5 J,(ka) - cos 2a T J (ka) + 5] J (kq)] .

3
k142 8 64 93

-(——2 ) 2i cos 2d 29 Jls(kq)+ 318 J“(kq)+ 770 (kq) +
143 353 8oL

* 990 Y7k * G Iglka) * o697 I5lka) -
1 16 9

- 3] 55 J1akad top J “‘"’*10 7““')] }

En pratique, on essaye de rendre ce genre d'aberration trés petite, afin que le développement
donné plus haut, reste peu important devant 1a contribution du champ d'image, due & 1'erreur d'astig-
matisme primaire, donnée par la formule (7.60), quand p = 0, Cependant, dans les yuelques cas ol
I'inclinaison ‘' (1'obliquité) serait moyenne ou grande, les erreurs astigmatiques|secondaires devien-
draient considérables et on ne pourrait plus du tout les négliger, dans 1'étude d'une combinaison des
erreurs primaires et secondaires.

I1 peut &tre d'un certain intérét d'obtenir le champ d'image, hors du plan focal central, c'est-
a-dire, la fonction U(p, q, & ).

Dans ce cas, l'intégrant dans (7.55) est multiplié par exp(i k p Pz)' ou les séries correspon-
dantes (6,21, 7, 30).

L'évaluation formelle de 1'intégrale, représentant U(p, q, o ) n'est pas difficile, mais & cause
de calculs laborieux, nous avons limité le résultat au second ordre dansla fonction d*aberration, L'ex -
pression finale est :

2 n+r-1
! -1
(kq)+ i cos3d X (-

* n n
(7.67) U(p, q, or)=Ao E (2n+1) i {(-l) J
re=-2

n=0
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J "kq) (<1422 ;: n4r+l
C3-r “2n+2r+13 AT’ r=-4(“) dBS-r

+ AS- r} \12'”2r+ 1(kq)} o) o = ‘ﬁ;—‘-@—, et Aj' B., et C sont données dans

1 1'appendice D,

Cette formule peut 8'interpréter aussi comme représentantle champ d'image d'un systéme sans
aberration gur un plan non focal, mais auquel on a ajouté une variation d'amplitude incidente sur la
pupille-de-sortie, donnée par la fonction G| flf ) :

2 2

(7.67) G(r,(f } = cos(kc142 Z4(P)cos 2(') -1 sin(kcl4224(f)sin2 (f)

en limitant 1'expansion des cosinus et sinus aux termes de second degré au coefficient d'aberration
‘142’

Ceci est un exemple d'introduction d'une variation d'amplitude et de phase (filtrage) dans 1'am-
plitude ou de fonction d'onde incidente sur la pupille-de-sortie qui dépend de p et ‘fdana un systéme
optique sans aberration.

Cet exemple montre que les polyndmes de Zernike peuvent &tre utilisés avantageusement pour
les probleémes dans lesquels une distribution de champ donné, prise sur la pupille-de-sortie, s8'expri-
me en fonction des dits polyndmes, pourvuque'les aberrations soient faibles, Mais si une seule aberra-
tion devient grande, 1'évaluation de 1'intégrale de diffraction peut se faire en intégrant par parties, ce
qui est facile pour l'aberration de sphéricité dans le systéme optique. De plus, il faut souligner
qu'en développant la fonction de phase et aussi Ja fonction de 1'amplitude en polyn8mes de Zernike, et
en général, en fonctions orthogonales sur le domaine d'intégration (trou, ouverture, pupille-de-sortie,
front d'onde), 1'évaluation de V'intégrale de diffraction est plus facile 2 mener, spécialement dans le
cas de faibles aberrations, que par les méthodes plus anciennes de Steward (1925), Born (1932, 1933)
et leurs continuateure, De plus, 1'utilisation des fonctions orthogonales donne une interprétation nette
de 1'effet de chaque aberration dans la figure de diffraction. Si 1'intégrale de diffraction se réduit a une
imégrale simple, comme dans le cas de 1'aberration de sphéricité, ou bien dans quelques cas ou le
domaine d'intégration est circulaire, on peut encore appliquer la méthode d'intégration par parties,
pour obtenir une série descendante, par rapport au coefficient d'aberration (Chako 1961). Ou bien on
peut, plus généralement, se servir de la méthode de la phase stationnaire pour évaluer 1l'intégrale de
diffraction dans les cas ou 1'amplitude et la phase sont deu fonctions trés générales,

Le point de vue soutenu par quelques auteurs, que la méthode de Zernike - Nyboer ne peut
s'appliquer dans un certain nombre de cas importants, par exemple, 1'ouverture circulaire de_rayon
variable (quand on fait varier le rayon de la pupille-de-sortie), 1'introduction d*une fonction de filtrage
ou le calcul du maximum d'énergie dans un domaine limité sur le plan d'image, etc,.., est incorrect,
Les difficultés mathématiques rencontrées sont d'un genre général et non.ducs ala fagon de développer
les fonctions d'amplitude et de phase, figurant dans 1'intégrale de diffraction en fonctions orthogonales
sur la pupille-de-sortie, ou bien sur la surface du front d'onde émergeant.

Dans le seul cas ol une aberration de sphéricité est présenie dans un sysiéme optique et
ol en plus, la fonction de filtrage est une fonction paire de la coordonnée radiale f’ de la pupille-de-
sortie, il est possible et préférable d'utiliser la méthode de Lommel - Steward, plutdt que celle de
Zernike - Nijboer. [l faut souligner encore que cette méthode de Lommel - Steward n'est applicable
qu'd des domaines circulaires, parce que 1l'intégrale de diffraction se réduit 3 une intégrale simple,
par rapport i la coordonnée radiale f .

D'autre part, souvent, les avantages d'utilisatinn des fonctions orthogonales sur la pupille-de-
sortie, ou sur la surface d'un front d'onde, émergeaut d'un instrument optique, sont beaucoup plus

grands que ceux des autres procédés, y compris la méthode de Lommel - Steward et de leurs conti-
nuateurs,

Pour les grandes aberrations, les difficultés d'évaluation de 1'intégrale double de diffraction ne
se résolvent pas en utilisant le procédé Steward ('intégration par parties), tandis qu'au moyen de la
méthode de 1a phase stationnaire, dont nous parlerons en chapitre IX, il est possible d'éviter ces dif-
ficultés,
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CHAPITRE VIIl

GENERALISATION DES POLYNOMES DE ZERNIKE

I - GENERALISATION DE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION

Précédemment nous avons traité de la théorie de la diffraction d'aprés la formulation de
Zernike-Nijboer. La théorie utilisant les polynOmes de Zernike s'applique 2 des ouvertures circulaires
de rayon normaligé 2 1'unité, Si les ouvertures ne sont pas circulaires, les méthodes des chapitres
précédents ne sont plus valables,

Quand dans un probléme, l'ouverture est limitée par une frontidre non-circulaire, de forme
géométrique simple, par exemple, de forme triangulaire ou elliptique, il eat nécessaire d'étendre la
formulation de Zernike-Nijboer.

Nous développons ici une théorie de la diffraction d'aberration pour une ouverture non-
circulaire; une telle formulation est possible s'il existe des polynOmes orthogonaux sur le domaine
d'intégration,

Soit D un domaine limité par une courbe I'. Si p, q sont les coordonnées sur D, on peut expri-
mer [ par 1'équation f (p, q) =

Soit W, n (u, v) un ensemble de polynOmes de degré m + n en u et v, orthogonaux sur le
domaine D. Alors, nous développons la fonction caractéristique d'Hamilton W en une série de ces
polynOmes,

oo

(8.1) W =Woo+ mzi.nz‘ Am,n(p. q@

od W est une constante et ou les AL n Sont indépendantes de p,q, mais dépendent de x, et y .

?

D'aprés notre hypothese , la premiére propriété de Wm n est 1'orthogonalité:

»

(8.a) ﬂ Wi n(P.a) Wy o(p.a) b (p,q) dpdq =0 simf r
D ngs

*Np,pnsim=r,
n =s

La fonction h (p, q) est le poids de W, nou N, | estune constante, la constante de normalisa-
sation, En général, la propriété d'orthogonalité (8, a) n'est pas satisfaite, mais souvent Wm, n 8atisfait
la relation suivante :

(8.b) f wm'"wrsh(p'q)dp dg = 0 sim+r¢st+tn
b .

0 s8im+r=s8+n

Si (8. b) est satisfait par les polynOmes Wm ,n cette seule propriété ne nous permet pas de
calculer chaque Am n dans le développement (8. l) Cependant, pour quelques domaines D (triangle,
¢llipse, cercle) les polynOmes W, n satisfont une équation linéaire aux dérivées partielles du second
ordre dane les variables p, q avec des coefficients dépendanis de p et q.

Pour calculer Ap,, , nous construirons 1'équation adjointe de Wm, ne Soit W'y, 1, une solution
de1'équation adjointe de Wm n- Alors les polynbmes W, ,, et le polynbme adjomt W' n 8atisfontune
relation :
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n
[~]
»
-
3
N
e }

‘8. C) IWmln W'r,g h(P,Q) dp dq

Les polyndmes W'y, , adjoints aux polyndmes Wpm, p sont connus pour un certain nombre de
domaines A deux dimensions. L'existence de Wy n et W'm n dépend de la propriété de séparation de
1'équation de Laplace & quatre dimensions, dont deux variables gont séparables.

Si Y'orthogonalité (8. c¢) est vraie, on dit que Wy, , W'y, p forment un ensemble de polynOmes
bi-orthogonaux,

Alors, les coefficients du développement (8, 1) sont obtenus facilement, comme pour les poly-
ndmes orthogonaux ordinaires. En multipliant (8. 1) par W', g et en intégrant nous obtenons :

>

(8.d) JD W (x0,¥0,P.q) W'r g(p.q) dp dq

00
Z . Amn fu W' o W' g hdpdg

=Ap gNp g

et |
o
B.e)  Arg * §— fn W_ _W'r,s(p.q) dpdq

» »

Evidemment les applications des polyndmes bi-orthogonaux sont limitées dans la théorie de la
diffraction d'aberration, aux formes d'ouvertures les plus simples, parce que les calculs pour obtenir
le champ image , sont extr®mement complexes,

II - POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR UN CERCLE - POLYNOMES DE HERMITE- DIDON

Nous discutons des polyn8mes de Hermite-Didon, parce qu'ils sont trés utiles pour étudierles
Bystémes optiques asymétriques,

Apreés les polyndmes de Zernike, ceux de Hermite-Didon sont les plus simples polyn8mes
orthogonaux sur un cercle. Les mathématiciens les ont intensivement étudiés (1),

On peut construire les polyndmes orthogonaux P, ... sur un cercle, 2 partir des puissancesde
x et y c'est-2-dire, des monOmes de degré en nx ety : ’

n n-1 n-2 2 n-m m
x,x Yy, x Y o ceencoenn , X

suivant 1a méthode de Schmidt, tel que :

dn

(8.1) —anm ., (n= 0,1,2..... )
hn-mxbym m= 0‘-1.2.-....,n

(1) Nous citons seulement les ouvrages principaux, Ch, Hermite, Oeuvres vol, II (1808), Gauthier-
Villars, Peris; Didon M, F. Thése (1867), Paris; Kampé de Fériet J, Thése (1915) Paris; Appell P,
et Kampé de Fériet J. (1928); Bateman H, (1954) vol, 11, 1954,
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est une condition de normalisation. Mais cette condition seule ne suffit pas pour déterminer P, n,.
d'autres conditions sont nécessaires et en plus, il faut exiger que le carré de P intégreé sur le
domaine D, soit minimum :

n,m’

(8.2) In.m Jc P2 dxdy = min.

et en méme temps (8. 1) devra &ire satisfait.

Par une autre approche, on définit U, n, par une fonction génératrice comme Hermite 1l'a fait,
de la méme facon que nous construisons les polinémes de Legendre.

On définit Up, m par la relation :
1
(8. 3) [(l - ax - by)2 - (a2 + bz) (x2 +y2 -1) ]=3 Zanmen.m (x,y) nm =0

Les polyndmes U, .. sont cependant exprimés par une formule du type de Rodrigues :

n+m dn+m
-1 +
(8. 4) Unm'( ) (l_x2_y2)nm
' 2ntm () (m!) dxM dyMm
Les propriétés d'orthogonalité de U ;, p,sont les suivantes:
(8.5) fC Un,m Up,q dx dy = 0 si n+m¢fp+q
y0 g8i n+m-=p+q

D'aprés la relation (8. 5), Up, m ne posséde pas la propriété d'orthogonalité ordinaire. Mais,oh
peut construire les polyndmes adjoints Vn,m , défini par :

-1
(8.6) [l - 2ax - 2 bx +a° + b’ ] = Za“b"‘vn.m {x.y)
tels que:
(8.7) fc Un,m Vp,q dxdy =0 sipfn, qf m
1] {n+m)!

" ntm+1 n! m! 8l p*n q=m

Alors on peut développer une fonction F (x,y) en polyndmes U, ,' ou 'V

(8.8) F(x,y)= ZA Vaom = ZBy U

n, m n,m

D'aprés (8. 8) les coefficients An m sont obtenus par l'expression suivante:

. m! n (n+m+lL
T (n+m)!

(8.9) An,m F (x,y) Uy y dx dy

_{n+m+1)n! m F(x,y) V, . dx dy
T (n+m) fc
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La table (A) ci-dessous donne les valeurs explicites de U, . et V, .. jusqu'd m +n =4, Pour
les valeurs m + n > 4, voyez la thése de Tramm (1908) (m,

TABLE A
u m Yn.m Vo, m . —
.
oo 1 oo | 1
1]o x 1 Jo | 2x
2 |o
2 {0 —;'(3xz+y2—l) ix o1
1 1 2xy 8 xy
o {2 | +3ton | ay?
3 {0 5 (5x2 + 3y2-3) ax(2x? - 1)
3 ?
2 |1 5y(3x2+y2-|) 4y (6x2 - 1)
1|2 -:—x(x2+3y2-l) 4x(6y2 - 1)
0|3 L (3x2 + 5y2 - 3) 4y (2y2-1)
1 ]0 %(35x4+3ox2+3y4-30x2-6y2+3) 16 x4 - 12 y2+ 1
3 1 2 xy(5x2 + 3y2 -3) 8 xy (sz -3)
2 |2 %(5:4 +5y4 + l8x2y2 -6x2 - Gy2 +1) 2 (48x2y2 _6x?- 6y2 +1)
1 |3 2 xy (3x° + 5y2 - 3) 8 xy (8 y? - 3)
o |4+ | 1t r3sy* +30x%2 - 62 - 30y% 43) 16 y4 . 12 y2 + 1
S S S VSRS

I1 est faciled’obtenir les équations différentielles deU, , etV .. Nous obtenons les équations
suivantes : (2)

[
(=]

(8.10)  (1-x2) Vyy - 2xy Vg + (1-y2) Viy -3(xVy+yVy) + (n+m) (n+m+2) V

(1-x2) U

n
(=]

xy ° 2xy Uyy + (l-yz) Uyy - 3(xUy+yUy) +(n+m) (n+m+2) U

(1) Les polyndmes donnés par Tramm sont a un facteur constant prés ,les mémes que dans notre table,
pris du livre d'Appell et Kampé de Fériet (1926),

(2) Appel et Kampé de Fériet, Didon,
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Les solutions de ces équations, qui sont des polynOmes en x et y, sont exprimées par les fonc-
tions hypergéométriques 3F5 de deux variables (x, y).

n+m
_(-1) 2 (n+m)! nfm+2 m, n 1 1. 2 2
@1 Unm gty 3T Tz 2z iTr vy
2
(n, m) pairs)
ﬁ_m_"l(n,,mﬂ):
_ -1 2 n+m+3 l-n-m 3 1 2 2
v et B el S A
(—2 ): ) ¢
(n impair, m pair)
ntm-1
2 n+m+
=(-l) = ok ’ F(n+m+3) nlm 13 22
(g),(m-l),a y3 ©2 22 2 '2r2°"Y
)t (!
(n pair, m impair)
n+m+2
2
N ER)) (n+m+2) ! (tm#4 1-n 1-m 3 3 22
asly, mely, ygFe ™ s T2 2 2 YY)
27 ¢

(n, m impairs)

Les équations (8. 11) sont symétriques par rapport 2 n et m, donc U

etV m sont des solu-
tions de (8. 10). Didon a montré qu‘on peut écrire (8. 10) sous la forme :

,m n,

2
1 1 - v - V -(m+3)xV +myV +n{n+m+2) V=0
(8.12) (1 -x) xy xy xy ( )xx yy (n+m+2)

2
1 - V -xyV -(n¥)yvV +mxV +m(n+m+2) V=0
(1-y) vy xyxy A x

Pour obtenir les équations satisfaites par U, ..., nous remplagons n et m pa; - (n +1) et -
(m + 1), respectivement. Ainsi, on peut déduire les relatlons de récurrence entre les polyn8mes de
divers indices. Un a :

(8.13)  x(V ) - (V) =nV
(vn-l,m y =(V . m-1x
et y(vn,m)x - (vn,m,-l)y = (mH)vn-l,mﬂ')
(8. 14) (n+m+1) vn-l,m : (vn, m)x ) x(vn—l,m)x ) y(vn.m-l)
Une relation importante entre vn,m et Un, m €8t
(8. 15) vn,m = X An-2k,m+2k Un-zk, m+2k
nIm
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od AL (n+m+1) (n-2k)! (m+2k)

(8.16) An-2k, m+2k © ia 1) T2r+1) (kMO ¢ (r-K) ! (nkor) § (mker)!
Dans la somme on prend& = k, s8i k > O.et o =-k, sik £ 0. Ainsi & est toujours égal a k.l
Pourﬂ on a le choix. D'abord, BinZm, etk >0, B =-k, 8ik 0,3 =n-k, ou m+k, suivant la

valeur de |2k|jg m -n, Sin= m.p = n-k, k >0 et dans le cas contraire § = m + k.

Enfin soit n> m. Alors, s8i k40, ﬂ = n + k etau cas contraire on prend ﬁ =n - koum + k suivant
que {2k|=n - m.

La formule (8.16) est analogue A la formule que donne le développement d'un polyndme de
Zernike d'ordre élevé en fonction de m&mes polyndmes d'ordre inférieur.

I1 n'est pas nécessaire d'aller plus loin, parce qu’'on peut exprimer Un
de Zernike : P q Q

8.17 U = ¥ A A 8 +B VA )] sin )

(8.17) 2 [ (p)cosa @ +B 22 (p)|sinay

n,m n‘mo p.q P

, Vv en polyndmes
n, m

»

. 1N

P.q q q .
vn.m i n,zm=o [Cprq zP (P) cosaf* DP:qZP (PE'BU\ )

quand on introduit les coordonnées polaires p , 9. liées par x = f cos tf , Y = P sin (f . Les coeffi-

cients Ap,q .o Dp,q dépendent de (xo, yo).

Les formules (8. 17) sont analogues au développement de la fonction caractéristique W quand les
systémes optiques ne possédent pas de symétrie par rapport A un axe,

Pour cette raison, il n'est plus nécessaire d'utiliser les polyn®mes de Hermite-Didon dans la
théorie de la diffraction des aberrations. Cependant, ces polyndmes jouent un rdle trés important dans
quelques problémes de la théorie des vibrations de plaques anisotropes(1)

Ili- POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR UN TRIANGLE

Les polyndmes orthogonaux sur un triangle on. été étudiés pour la premiére fois par Appell
(1882, 1926). Il introduisit ce genre de polyndmes comme des cas limites des fonctions hypergéom -
triques 3 deux variables. Ces polyndOmes sont du type des polyndmes de Jacobi. En fait, ce sont des
polynOmes A deux variables qui généralisent les polyndmes de Jacobi,

Soit les trois sommets d'un triangle en (0,0), (0,1) et (1,0). Les équations des trois c6tés du
triangle sont :

x=0, y=0, 1-x-y=0

Alors on peut définir un polyndme de degré 2 n par :

(8. 18) an=xn-mym(x+y_”n’ <n=0,1,2,.... )
' m=0,1,2, ,,,. n

(1) Le déplacement u(x,y) d'une plaque mince d'un cristal piezoélectrique est exprimé par deux

équations analogues aux équations satisfaites par Un,.m- ¢ Vo m

-1584



Soit Tn. m un polynéme défini par :

. dn
(8.19) Tn.m B P Bym n,m

n n-2 n+2+s , ,
=n!Y 3T (D (n-m+2)! (m+s)! _p y8

r=0 80 (r')2 (82 (n-r-8)!

nous obtenons 1'orthogonalité de T, ,, sur le triangle :

_(n!)2(2n-m-q)! (m+q)!
8.20 T T dx dy =
(8.20) f'r n.m n.q y (2n + 2)!
‘A(n) (n=0,l,2,.... )
m.q «m,q=0,1..... n

Mais la propriété d'orthogonalité ne nous permet pas d'obtenir les coefficients de développe-

ment d'une fonction en Tn, m-

Comme pour les polynbmes de Hermite - Didon, nous pouvons construire un engemble de
polyndbmes T'p, ,, adjoint de Th, m On peut exprimer T'n, m comme somme de Tn, me comme suit

M
(8.21) ™ =3 B™ ¢
n,m m,r nr
r=0
tel que :

o

(8.22) T T dx dy =0 ¥i m
f nmo e ¢ (n) o
T =C sim=gq
m,q
La table ci-dessous donne les polynOmes T: m
TABLE B
n|m T?
n, m

0|0 1

1 0 2x +y - 1

1 |1 3y-1

2 2

2 |o 6x +6xy+y -6x-6y+1

2 |1 ley+5y2-2x-2y+l

2 |2 lOy2 -8y +1

3 o
3 ]o 20 x + 7y" + l2xy2 - :«le2 -.!*ly2 - 24 xy +12x+3y -1
3

3 |1 Ty + 42 x2y+42xy2 - 8x? - 48xy - 15y2+3x+9y -1

2 |3 21y° +42xy? - 24xy - 32y% +2x + 13y - 1

3 |3 35y> _ 4592 + 15y -1
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ou n q

(8. 23) c" - Z 2: B(n) B(n) AP

maq o m,r q,8 r.,8

Nous obtenons alors une relation analogue a celle de U, ., Vn‘ m OV les éléments de matrice

(m) . . ..
m. q €5t une matrice symétrique, par rappori a m

M,

(B::) ) prennent la forme triangulaire. Parce que A

! R .
et q, il est possible de diagonaliser C[r‘n . On trouve que si, Bm q est exprimé par
n =‘_”m‘*q(m"?n-m‘*l)

8.2 B
( 4) m,q q q

alors T:: se développe sous la forme :
m

1 m + 2n-m+1
o o _yy mtr m, 2n-m
(8. 25) Tn’m g 5( 1) (r)( r ) 'rmr
(n =0,1, ....... ), m=(0,1, .......,n)
et
(8. 26) J:I. Tn,m Tp,q dxdy =0 si |n-p| + |m-q|>0

P l ke —_— =
T (2n*2) 2n-2m+1) TP M4

IV - POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR UNE ELLIPSE

Dans la diffraction par un systém= optique asymétrique, une ouverture circulaire est changée
en une ellipse 3 cause de 1'erreur de déformation, quand 1'objet est trés loin de 1'axe du systéme, ou
la distance de l'objet &2 1'axe du systéme est plus grande que le rayon de la sphére de référence

= 2 _ : iy .
o= V xg + Yo Ro(voyez chapitre V), Dans ce cas, on ne peut pas utiliser les polyndmes de Ze:;:nke
dans le développement de la fonction d'aberration, parce que l'orthogonalité des polyndmes Z = (p)
n'est plus valable. Alors, il faut employer les polyndmes orthogonaux sur un domaine elliptique.

Les polyndmes elliptiques sont obtenus des , ,lyndmes de Hermite-Didon par une transforma-
tion linéaire des coordonnées x et y :

(8,27 x=alu+32v+aa=f(u,v)

y=blu+b v+b3=g(u,v)

2

ola, b, ....., f, sont des constantes.

Dans un article (1953, 1959), nous avons donné les équations différentielleg que ces types de
polyndmes satisfont et aussi la régle pour obtenir les polyndmes.

Soit E m (x,y) un polyndme elliptique, ol les demi-axes sont a, b, Alors, on peut exprimer
Ep, m (x,y) par le moyen de Uy, , oude Vj, 1, comme suit :

(8, 28) En, m (x,y) = Un,m (ax, by)

(8, 29) E'n,m (x,y) = vn,m {(ax, by)

(1) Grdbner, 1948,
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De 1a table (A) nous obtenons les tables suivantes pour En et F:

,m n,m
TABLE C
n m En,m E'n.m
0 0 1 1
1 0 ax 2 ax
o |1 ]| by 2 by
2 | o % (302x2 + b2y2-1) 4052
1 1 2 ab xy 8 ab xy
0o |2 (a 2.2 +3p3y2on) abiy?1
310 3"— (582x° + 3b2y> -3) aax (2222 1)
2 |1 ? by (3a°x? + bly? -1) | aby (6a%x% -1)
1 2 %u(n b4 +3b2 2_1) 4ax (ebzy-l)
0 [ 3| 2% (3 + 5%’ aby 322 1)
4 0 —(35& x4‘0-3b4y4-3012bz xzy2 30!21 -Bb y +3) 18l4x4 - l2l212 +1
3 1 2 ab xy (5a 2,2 +3b2y2 -3) 8 ab xy (Blzxz -3)
2 2 1(53 x +5b4y4+13a2b2x2y2-8l x -Bbzy2+l) 2 (48l2b2x2y2 Bazxz-ﬁbzy2 -1)
1 3 3 abxy (3l2x2 + b2 2 -3) 8abxy (8b2y2 -3)
0 4 —(38 x4+35b4y4+3012b2x2y2-ﬁl x2-30b2y +3) 16 b4 4- 12b2 2
TABLE D
n|m Enm(afcos ¢, bpsing)
0 0 1
0 a f cos ¢
0 1 a r sin (f
o | 413t o h ey ety
1 {1 ab Pz llnzq
o2 | 3 [a®+3 shp2a J+ 0% 2a?)p? con’y
3|0 -:— a P [(."nzi-bz)P 2‘-4 ] cas ¢+ % a r3(5.2-b2) coss?
2 1 % b f [(l +b2)P2 ; ' lin?+ %bf3(3lz-b2) lins(r
212 %lf [(l +b )P - 3-?] con(f+% a')s(az-sbz) cosstf
o3 2 bp [(a +5b )92-4 :-m ¢+ %brs(sz-az) co-3<f'
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si m+qestpair n=0,1, .....,etm,q=0,1,2,,.. n

Cependant la propriété orthogonale de Pn_m est trés compliquée, mais on peut construire un
ensemble de polyndmes P' qui sont exprimés par une forme linéaire de P comme nous avons

, . n,m’
fait pour les polyndmes V,, et T, ., (formule (8. io)ou (8. 25). On écrit :

, . . m mtr (3m-1)!" (2n-2m+1)!! " ~ n
S Z, (D (er-1)!! @n-2m-2r1)i7 FPm2r (M0 L. [5}’

. . m e m, (2m¥1I(2n-2m- 1)1 _ n-1
(8.320) Py amn t L OV () g ze2m 2t Tme2rel (M7 0,1, [2 )
Alors les propriétés orthogonales de Py, p, prennent la forme :
(8.33) " [P, P dxdy=0 si|n-p| + |m-q>0
fc [Fom™va o - Bl * I ol
. 2 2™ ™ (2m)! (2n-2m+1)! ! n
P dx dy = - sm=0,1,...4=1)
Je I ™3m ] (n-m) ! (2n-4m-1) (n+1) {2]
_ n+m ' X
F pr l]2 dx dy = 2 @m+l)! @n-2m-DIW o [n-l])
Jc L n.2m¢ (n-m)? (2n-4m-1) (n+1) 2

Ainsi, P'y m, joue le méme role pour Py m que Vy, o pour les U, p, ou T:'m. On peut facile-

ment calculer les coefficients de développement d'une fonction quelconque F (x,y) en P'y p.

Dans la table (E) nous avons indiqué les polynOmes P, ., et les polyndOmes P'y ., ou
(n,m=0,1,2,3,4),

2x

3y

2 (3x2 +y2 -1)

4 xy ,

2 (x2+3y2.1)

4 (5x3 + 3xy? -3x)

43y +y3 - y)

4 (x3 + 3xy2 - x)

4 (3x%y + 5y2_ 3y)

2(35x% + 3y4 + 5x2y2 _15x2_6y? + 3)
8 (5xdy + 3xy? - 3xy)

4(5x4 + 5y‘ + sxzy2 - 3x% - (iy2 +1)
8 (5;3y + 5:y3 .3 xy)

W W = O W W -~ O N -~ 0 O O O

W e e R W W W W N NN = =~ O

2 (3x% + 35y? + 15x3y2 . gx2 - 15y3 + 3)

>
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n m P'n,m

ojo 1

1 0 2x

R 1 2y

2 |o 2(3x2 +y2 - 1)

2 1 4xy

2 | 2 a(ay® - 1)

3o 4 (5x3 + 3xy? - 3y)

3|1 4(3x2%y +y3 - y)

3|2 8 (6xy? - x)

3 )3 24(2y3 - y)

4 0 P,o

4|1 9P, ,

4|2 TP, o+ 15 P45

4 |3 -3P41+P 43

4|4 10P,o-15P, ,

n|m E'n‘m(nfcouf,bflin?)
oo 1

1 0 2 arco-'

0 1 2 bflin?

2 ]o 2a2p2.1 +2a2p2 cos?y

1 |1 4 ab ‘)2 sin 2 ¢

0|2 2b?p -1 -2%p? cos 2¢

3 {0 | 2apa?p?-2) cosg+2a3p? cos
2 |1 2b f (3a2p?-2) sing+6a’b g3 sin
1|2 2 ap(3b2p2-2) cosq+6 ab?p 3cos
0|3 2bP (3b2p2 -2) siny-2 b3p3 -in3?

On peut aussi définir les polyndmes orthogonaux sur un cercle de rayon a = 1, comme suit :(1)

1 dn '
(8. 30) Pom ey - 1P (n=0,1,2,....)

(m=0,1,2,,...,n)

(1) Voyez Grdbner (1948),




Les polynOmes sont les mémes que les P de la table (A) sauf pour les constantes numériques
multipliant le polyn8me. La propriété orthogonale de Pn m €8t :

(8.31) J‘C Py.mPn qdxdy =0 si m+q (impair)
. (2n- (m+q) ! (m+q)' 1
(0 - (ma): (mia) 1 (1)

Les polyndmes elliptiques correspondants a P'n,m sont donnés par la table suivante :

n m E'n'm(apcoaq. bpsintf)

0 0 1
1 0 2afcou.f
1 1 2bfsintf

2 |0 | (3a%+b2)p2-2+(3a2-b2) p2 cosztf

2 |1 2 ab sin?¢

2 |2 | a@?p2.1)-8b2p2 cos?y

3 |0 | 3ap [(5a2+b2)p2-4 p]cos+apIisaZ- 3b2)cos q
3 |1 | bp[av2-3a2) f2 4p] singe3d f3(a + 1 b2) sind¢y
3 2 4af (3b2r2-2) coaq--;-nb r cos ?

3 |3 | 12 [bp(3b?p2-2) ainy - b3p3 sindy]

[RSE—

Aprés cette étude préliminaire de polyndOmes orthogonaux sur un cercle, triangle ou ellipse,

nous pouvons développer la fonction de Hamilton ou la phase d'intégrale de diffraction en sériesde
polyndmes, de la méme fagon que Nijboer 1'a fait pour les polyndmes de Zernike.

Par conséquent on peut écrire :

(8. 34) w=XA v =ZaA P (x.y)
n,m n,m nm n,m
ol oo oo
= Z =
(8. 35) ¢ (x.y) n. M0 Arm Vn,m n,§=0 AYm Pnom
8i 1a pupiile de sortie est circulaire ;
o0
(8. 36) We L By Ty m (Y

si la pupille de sortie est triangulaire;
o0

(8. 37) w - mEnm®y = Z Dy P (ax, by)

C
n,m=0 M. n,m ,m

si la pupille de sortie est une ellipse,

En remplacant (8. 35) (8. 36) et (8. 37) dans la phase de 1'intégrale de diffraction, nous obtenons :

(8. 38) U-=A, fC eik n};O r§-0 Ay m (Xg. Yo X', ¥, 2) P'n,m("'y)] dx dy
= k[ T X
(8. 39) U-a, fc e [ o w50 B Tom (x,y)] dx dy
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n=0, m=0 n,m

(8. 40) U-=aA, fE eik[z Y ¢ E'n.m(x.y)] dx dy

respectivement pour un domaine de forme circulaire. triangulaire ou elliptique,

En pratique, 1'évaluation de (8.38) a (8.40) est difficile. L'intégration deviendra maniable
seulement au voisinage du point foca! ou de 1'image de Gauss,

Dans ce cas, on peut développer les exponentielles en séries et pour les petites valeurs de n, m,
il est possible d'aprés les tables (A) - (E) d'évaluer les intégrales,

Mais il faut noter que, du point de vue pratique, la distribution du champ au voisinage du point
focal ou de 1'i nage de Gauss n'est pas trds importante. Mais dans quelques problémes il estintéres-
sant de connaftre la distribution du champ prés du point focal ou prés de 1'image de Gauss. Cependant,
ces polynbmes prennentde 1'importance dans d'autres domaines de la physique mathématique et surtout
dans la théorie de vibrations de plaques élastiques asymétriques.

5 - GENERALISATION DES POLYNOMES DE ZERNIKE

Finalement nous considérons quelques fonctions qu'on peut employer dans 1'étude de la diffrac-
tion. Ce sont ies polyndmes. hypergéométriques dont nous nous sommes servis pour régoudre le
probléme de la diffraction des ondes électromagnétiques par une ouverture ou écran circulaire (1959,
1963). Si la fonction J est définie par l'intégrale :

a-)Q,.
. bad 2Y-PB
(8.41) Ja\Bq(r'a)=fojm(ft)JB(“H - dt

alors pour les valeurs ded =m,, Y=m+V+ -‘l,,:

= Jm, ’3' m+93% est exprimé par les expressgions suivantes‘:

1 29+ +] -
6.42) gmg g, 1P " T &5 Pﬁ"’
* 2

I (P m -§)l(m+105 p)

E Cirtm+2+1-P) Tirem+V+1) 2r

e
L E &

[(r+m+1) a

valable pour 0<f<a et :
Lo g - c_m'_(QL'z)_Tf me2vi2 ) B
(8.43) g, .p. m+V+2(p,a) L

)
r! [(m+ P+ 1) f

o):o I"(r+9+ l)r(ﬁm+v+]) a 2r

valable pour a < p < oo

(»t)

La fonction g, 1 est une fonction discontinue enP et pour certaines valeurs deﬂ y

m+9+
elle deviendra smguhére au bord de l'ouverturef a, de forme (1 - B—) Y - ou bien s’annule, Mais

pour certaines valeurs de [3 et 9 €m, ﬂ m+V + 1 8’annule quand f>a
2

Supposons que°= n,(n=0,1,....)
Alors d'apreés (8.42) et (8. 43) nous avons :

2n+m+1-[3(bm 1

1 12
(8. 44n)gm,[3, m+n+ 2 (f.l) 2 (‘a‘) 2 r(ﬂ_n_m)‘[‘“+m_n,m

(®Cette formule est égale a :

V+1.
12 m+2 Bp m[ +V+1) F
mp m+v+l/2(P a =: ;) (f) (l:‘.'r(p-my) 2 l(ﬂ’l+ ’7+l,m+?ﬂ—p;m+l;f7:!)

- 2
=(l)(g)m+2\?ﬂ ﬁ(f)m Cim+ ¥V +1) (1 - P/a2)
a'a a m'f"(ﬁ—m-?)

-m-2¥ -1
gom 2X 1V, 8-V mH1, /az)

#®La discontinuité est a p =
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8i oépc a, et

= v Si & < p <oo
(8. 44b) (p.a) =1 (2) m¥2n+1-p 1 T (2n+m+1-P) _
) €m, B, m+n+1/2 f-*a'a ( p.2 m+2n+l-g [\}-n-m) Mm+n+1-B) sl p=a
1- &)

et si p =m+2n+1, nous obtenons :

L g S yrLirtmene)) By
(8. 44c¢) €m. m+2n+1, mén+1/2 (':.a) _a(a) !go(-l) r! [ (r+m+1) (n+1-r) (a »p <a

lequel est un polyndme de degré 2n en .

Supposons que b = 2n+m+1/2. Dans ce cas, nous obtenons :

1/2
2)12_1_ (a (pew

T 3

(8. 45) (

1
gn,m~l‘2n<l‘l/2, m, n+l/2 (f,a) a

donc g—secau bord de 1'ouverture, et g—»o0 si f = m+2n+3/2.

Mais, si f=p+m+1, p=(1,2,3,.... } P> n nous obtenons les polynémes hypergéométriques
1 2m 2 2(p -n)

gln, mipintl, m+n+-2- orthogonaux sur 1'ouverture circulaire avec la fonction de poids (g) “(1- 9.2
11 suffit de noter que les polyndmes de Zernike sont exprimés par la fonction J, ,p,y - comme suit :

n-m+2

(8. 46) z:‘(p) = (-1) T

m,n+l,m+n+l'(r‘ a=1) 0<r<.=l
——2——‘

ol le poidslu ( P,a) = f . Aussi on peut €crite par l'intégrale :

N-m  ~po
(8.47) g:l(f.a)=Z:'(P.a=l)=(-l) 2 L/O Jm(ft) Jn‘H(t) dat

od n-m-=2p (p=0,1,2,....... )

Si on multiplie (8. 47) par f'J m ( rr), nous obtenons immédiatement :

1

(8. 48) J .

formule déja donnée par Nijboer (1942).

S (PP 2" (PP % RTe & 3pr(r)
r

Il y a une relation entre notre fonction g4 , p . ¥ et les polyndmes de Jacobi. Soitfn(ﬂ.‘,z)
un polyndme de Jacobi, défini par la fonction hypergéométrique de.Gauss.

(8.49) f (a.¥,2)=,F (d+n, -n;¥;2) (-l€ z 1)
ol Y>o. z(; 0,-1,-2,...,-ntl, Mais alors f, est exprimé en terme de gm,b ‘m+nﬂ/2(,>)comme suit ;
. . 2 %% [m+1) [(a+n+1-Y) o-§
(8.50) f (a,¥,2) ot (1-2) " "2y 1« s2n, ¥ +n_1/2(\0'5)

En mettant 8 -n = m+n+1), nous obtenons la relation suivante entre les polyndmes de Jacobi et

ot €m, m+n+n+l, m+n+l1/2 (f ).
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1 f.m
(8.51a) Em mintn+l, mens1/2 P T 7 & .
I’ (m+n+1) Y &3
. T (ntl (m+1) fn (m+n+l, m+1 ; a2)
P m r'(m+n+l) . l/2 F
= (=~ 1- 21
(8-310)  &m, me2ns3/2, menv1/2 P2 V'E(“) M(m+1)T(n +3/2)( g)

(-n,n+m+3/2 ; m+1 ; ’}2)

) -m ['(m+1) [Yn+3/2)
b VZ:(%) T (m+n+1)

2
fn(m+3/2,m+l£2—)
a
2

D'apreés les propriétés orthogonales des polyndmes de Jacobi, nous déduirons les propriétés
orthogonales de notre fonction.

. P m+n+p+l-p
(8. 52)‘;0 gm.p,m+n+l/2 (f'a) gm.p .m+P+1/2(P'a) [l— a:] fdf
=0 sipfn
=l_2 (’4_2) p-m-2n-1 Dint) Dmene) sip=n
al a pr(Fn)[‘(P-m-n)

Alors les polyndmes définis par :

1 - 2 m+2n+l-&
(8. 53) Km,p,n(P") "N &m,p,m+n+1/2 (p.a) [1_2/2]

2

forment un ensemble de fonctions orthogonales sur un cercle de rayon a, ou bien d'unité sia = 1:

=

sipfn
1 sip=n

(a, 1)
1
8. 54)— K (p,a) K ,a) pd
( !szo m,p,n,ra) m.p.n("‘l Pefp

ol N est la constante de normalisation;

"N
(=

(8.55) N2. = (-%) p-m-2n-1 ['(n+1) Mim+n+1)

a® a Pr( p-n) TP -m-n)

NI-—

Comme cas particulier nous prenons P = m+2ntl alors K n( r.a) deviendra :
1

(8.56) K (p.,a) = (p.a)
m,n P a\/m+2n+1 €m, m+2n+1, men+1/2 ' f

et a )
(8. 57)]0 Km,n(f“) Km,p(f,‘a)fd 0

En conséquence de (8,57) on a :

pf n
p=n

D]
—

a
(8. 58J0 gm,m+2n+l, m+n+1/2 (r,a) gm,m+2p+l,m+p+l/2 (f'a)fdr :10 sipfn

fe—— . 8ip=n
aZ(m+2n+1)
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Il n'est pas trés difficile de déduire les propriétés suivantes :
a 2n+m-p
)t 4t =
(8. 59A3f0 gm,p,m+n+l/2 (t.a) Jalptrd Ip (f; a)

et comme cas particulier, p = 2n+m, nous obtenons :

a
(8. ssB)Jo €. m+2n, mén+l/2 (f.a) Jm(rt) tdt = szm (ar)

et si p :m+2n+l

8. = l.—___
(8.60) J‘o €. m+2n+1, ntm+1/2 (at) I (ft) t dt ° )
En plus si m+2n = peta =1, la formule(8. 60) se réduit a :
1 Jovp (p)
(8.61 mimtl Y N ¢
Jo Emprl, —5 - M I (py tdt = o1

qui correspond 2 la formule de Nijboer,

Donc nous pouvons définir les polyndmes de Zernike, de fagon :

n-m
m L 2 ptm+l
(8. 62) z (rl =(-1) Em, ptl, 2

qui est équivalente A la formule (8. 46).

De la formule (8. 41) nous pouvons déduire un certain nombre de formules intéressantes, parce

(8.63) g & oy Va2 (PP =J‘0 I_(pt) Ip (av

Si nous remplagons la fonction Jp (at) t"*m‘P par l'expression équivalente (8. 59), on arrive A larela-
tion importante :

P
(8. 64) gm'P ,m+9+1/2(f') = ‘I;”Jm(rt) dtfo gm,p,nﬁ' \?+1/2(““) Jm(mt) u du

Cette derniére relation ressemble A la transformation de Fourier-Bessel :

(8. 65) F (f) = ’0 Jm( t) t dt './(; uf (u) Jm {ut) du

Nous remarquons_que les fonctions gq ,?,, (Pa) sont les généralisations des polyn8mesde
Zernike et Jacobi. Les polynOmes obtenus pour les valeurs particuli¢res deot ,P’,x , généralisent les
polyndmes de Zernike sur un cercle de rayons quelconques a.

Nous concluerons ce chapitre en remarquant qu'ont peut utiliser ces polynOmes & 1a place des
polyndmes de Zernike, pour étudier la théorie de la difftaction d'aberrations,

Il n'est pas difficle de construire aussi les polyndmes annulaires d'aprés les fonctions gq . @, ¥
Ceux-ci ont été considérés par Steel (1954), P

Enfin, on peut exprimer Em,m+2n+3/2, m+n+1/2 PaT les polynSmes de Legendre du type :

1 \L D) p™ « Vi-£2,

(8, 66) (pa) =
gm.m+2n+3/2, m+n+1+2 r 2mY¥2a T(m+n+3/2) m+2n+1 a2
si 0gpP<a
=0 8i g >a
Les fonctions gm' m+2n+3/2, mn+1 /2 (f , &) jouent\un role principaldans la théorie exacte de la

diffraction par une ouverture ou disque circulaire.
Pour la dérivation de 1a formule (8. 68), voir notre article (1963),
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CHAPITRE IX

LA THEORIE DIFFRACTIONNELLE DES GRANDES ABERRATIONS

I - EVALUATION DES INTEGRALES D'ABERRATIQN

Jusqu'a présent, nous avons étudié le probléme de diffraction pour des eberrations plus petites
que la longueur d'onde. Mais, 8i la déformation du front d'onde réelle S, A la sortie de 1'instrument
optique, est grande, par rapport ala surface d*onde idéale (la surface sphérique S ), alors les méthodes
du chapitre VI et VII ne sont pas valables, parce que les séries convergent tréslentement, ou deviennent
semi-divergentes. Si les aberrations sont beaucoup plus grandes que la longueur d'onde, il est néces-
saire d'évaluer l'intégrale de diffraction par d'autres méthodes, Une méthode applicable dans'ce cas,
est la méthode de la phanse stationnaire, ou la m4thode du col, qui est 4 peu prés équivalente,

Aujourd'hui, 1'extension de la méthode de la phase stationnaire aux intégrales doubles ou multi-
ples est bien établie, gréce aux travaux de plusieurs auteurs. Il n'est pas nécessaire de donner une
analyse détaillée de cette méthode, on peut trouver untraitement complet et historique dans notre deu-
xidme thése.

Dang la théorie de la phase stationnaire, les contributions principales de 1'intégrale de diffrac-
tion :

ika’e kRO "e-ik[s+V(e,\P)J ds

(9. 1) U(r) = vix,y, r) = J
2T Ro D 8

ik Ao f gix, y) eik 7 (x, y) dx dy

2T D

x

quand k estun grand nombre, sont dues aux points du domaine d'intégration D, ou la phase est sta-
tionnaire et ou l'amplitude cesse d'8tre bornée. Ceux-ci sont les points critiques de 1'intégrale. Les
points critiques satisfont les conditions suivantes :

(‘) wx = 0, (fy =z 0, (x’ y: e D)
(b) bl'g_ = 0, (X = x(l). Yy = y(s) (X, y: e b D :rp )

{c) g(x, y) =~ oo (non-bornée) a (x_.xo‘ y ey }:€D+dD)
(d) g(x, y) est une fonction discontinue dang D ou d D

i
de zéro, 8i x— X, y-*y;. Alors, comme nous le montrons dans notre deuxiéme thése, la contribution

Seit (x_, yi) un point stationnaire & l'intérieur de D et, de plus, @ ‘x ‘{)xy ¢ y différent de

principale a 1'intégrale (A) est donné par la formule :

. k (x.,y.)
g = 2 [amy I e
(9.2) Ul (k) Y ZTneg(xi, Y . \/(7 ¢ ¢,2_)
| ¢20 02 11 ‘
od € =1, si les rayons de courbure Rl' R2 sont positifs au point X,y € =-1, s'ils sont négatifs

et = -i, si Rl >0, R >0,

2

<00uRl<0,R

2 2
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La deuxidme approximation de la contribution principale est :

(9. 3) v - vl D+ ol 2
ou ik (x.,y)
(2, 0) _ 2me it7i
u, (k) = - 2( 3o [g20+g10(2d10+°10)+2g00d10elo]-
k{8, 002 V2,2
ik @x.,y;:)
(0,2),, _ __2Me “7171
ke T T, ):_3[goz‘“gm‘dm*2"01“2%0"01eon].
k{2, o2, 22

A 2 2
2PN FYRELS (STRE I PP
Z Qa2 2
#o2 “P ¢2q+2p8¢ n*8%,
et of, B Y et § sont des constantes de transformations.

odu+Bv
Ju+dv

X -X
1

Y'yi

liées par les conditions

aBg, +184 ,+P @8+BN -0
«8.pY=1,

Les coefficients €50 €10’ etc. .. sont donnés dans notre deuxiéme thése. L'approximation (9. 2)

n'est pas trés importante dans les applications,

Nous avons seulement écrit les deux premierstermes du développement asymptotique des séries
qui sont les plus importants dans les applications. La série asymptotique compléte est donnée dans
la deuxiéme theése.*

Si les points critiques (x_, y ) sont situés sur la fronti¢re de D, le premier terme de la contri-
bution principale de l'intégrale s'écrit :

. . : 3
(9.4) U(ll)(k) = - —;%V-(?Tl) eam/4 glx, y) elk¢ (x, y) kK 2%

2 2 1,42 ,2\3]-1
[¢XX¢y -2 ¢xy¢ x¢y+ ¢yy¢x i 5(¢x+¢y)5] 2
ol P est le rayon de courbure de la courbe bordant le domaine D,

La série compléte est donnée 2 1a deuxiédme thése.'

Cependant, si un point ( "Pa’ y ) sur la frontiere de D, satisfait la condition(a), 1'intégrale
donne une contribution dont le premier ferme est :

Jkg(xg, ¥s)
2k V(950 $2) ’ Poz P20 ‘f’,x (Ryy - (fxy(x. y €d D)

(1) _ ik .
{9.5) Ul k) = - % l'ﬂg(xx, ys)

# Nous remarquone ici que la série complete géneralise les résultats obtenus par M, Rubinowicz et
son éléve,
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qui est 1a moitié de (8, 2),

Si un point critique se trouve sur la caustique du front d'onde, il faut que ¥ (x, y) satisfasse
les conditions :

- - 2
(9.6) ¢x = OA ¢y 0, ¢xx ¢yy -¢xy 0,
(P xx f 0 ou (pyy f v .
Soit (xc, yc) un point critique du type caustique.

On trouve que le premier terme de la contribution principale de 1l'intégrale est égale a :

ek P (%;,Yj)

(9.7 vl = Vem) e T/A0(2) cos () etx,. v :
6 720 03" 3
ol
({?20 ol A (xc. R Po3 = "Pyyy (x_. y)
Pour les contributions d'autres points critiques a l'intégrale (9. 1), voyez notre thése.
Pour des cas spéciaux, 1'onde incidente s'exprime sous la forme :
(9. 8) umc = A(r) eka

ol V est 12 caractéristique de Hamilton, qui satisfait 1'équation (9. 9):

(9. 5) (vV)? = k2
et

iks
(9. 10) go(r/r') = p.

la quantité s est la distance d'un point sur D au point d'observation. Les contributions des points
critiques du type ci-dessus, sont données par Petykiewicz (1965), Fabianski (1964, 1965) et Miyamoto,
et Wolf (1962),

Ces auteurs ont fondé leurs études sur la théorie de Young - Rubinowicz, formulée par Maggi
et Rubinowicz, Mais notre évaluation del'intégrale double de diffraction correspondant Ala formulation
de! Fresnel - Kirchhoff, est plus commode, et plus générale, parce que dans la théorie de Young -
Rubinowicz, il faut évaluer les contributions des points critiques, situés sur l'intérieur de D. Ces
contributions donnent 1'onde géométrique de Rubinowicz, qui équivaut au premier terme (9. 2) de la
contribution principale, due aux points stationnaires & 1'intérieur de D. Les autres termes de 1n série
asymptotique dépendent de la longueur d'onde A . Par conséquent, ces termes donnent une contribution
additionnelle, méme quand leurs valeurs sont tris petites, et on peut expliquer leur effet sur 1'image
de diffraction comme une interférence de diverses zones de Fresnel, comme Van Kampen et 1'avteur
1'ont remarqué dans leurs publications,

Pour mettre en accord les résultats de 1’école de Rubinowicz et de Wolf et ses colloborateurs,
i1 est nécessaire que 1'évaluation de la partie géométrique (les contributions des points critiques sur
l'intérieur de D), soit faiie de la manidre que nous avons établi dans la deuxiéme thése, Alors, les
deux méthodes (la théorie de Fresnel - Kirchhoft, exprimée par 1'intégrale double et la théorie formulée
par Rubinowicz et Miyomoto - Wolf) donnent un résultat équivalent dans le cas des grandes aberrations.
Il faut souligner ce point de vue, pour rendre les deux théories équivalentes, parceiqu'il existe une
différence entre les auteurs qui suivent la théorie de FKresnel - Kirchhoff et ceux qui donnent leur
adhésion A celle de Young - Rubinowicz,
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Alors, il faut etre prudent pour interpréter les résultats, obtenus par la théorie de Young -
Rubinowicz, parce que cette théorie est basée sur 1'intégrale de Kirchhoff.

Il - APPLICATION A LA VITESSE DE GROUPE

Récemment, une application intéressante de la méthode de la phase stationnaire, a été donnée
par M. Lighthill (1965), pour étudier la signification de la vitesse de groupe dansla propagation en
milieu anisotrope et inhomogéne.

Supposons, une équation d'onde exprimée par 1'équation aux dérivées partielles

13 L »

e-ZTTiUot
2Widx" T 2Wi dt

{9.11) P{

Ulx,, t) = f(xi). (i=1,2,3)

ol 1'opérateur P est un polyn6me quelconque des dérivées partielles La fonction de source

LY
xC MW
t(x-l), de fréquence fixe Wo, est définie dans un domaine D fini de 1'espace et s‘annule au dehors de

D.
Ici nous cherchons la forme de la solution u (x;, t) & grande distance du domaine D.

Pour obtenir une solution unique, il faudre que U satisfasse la condition de rayonnement,
c'est-a-dire, t ~v 00.

Alors, si nous exprimons f(x;) par une superposition d'ondes planes,

00 -
(9.12) f(r) = fix,) =J:w P 2 THT 0 g0
et (dk = dky dky. dkg)
o© - 2Wi(®AK) .
(9.13) Uglr) = Ug (x;) =‘f_w ge k) e dk

ol u = exp [Zﬂi (E-u)o) t] Ug-

L'équation (9. 11) devient :
(9. 14) P=(-k.,w°+i6)g€ = F

La constante £ est ajoutée 2 la solution u pour obtenir un accroissement continu del'intensité
de source,de zéro quand t = - 0c , jusqu'a la valeur actuelle au temps t.

Pour déterminer

9.15 Uu = 1i U
( ) o é\fgo €

dans une direction m = (U, ¢ ), nous faisons une rotation de coordonnées, telle que la direction m

cofncide avec 1'axe de x,. Par conséquent, u, est exprimée par 1'intégrale :

o0
sl m - .
ik .x
(8. 16) Ug Jf dk, dk, f_w ._:ﬂl_ e M M dy
e P(K,00 +1E)

Parce que F(k) est réguliére, les singularités de.la derniére intégrale sont des zéros de P
-
{k, W +1€),Pour cela, nousdevons considérerles'valeurs réelles dek;, fonctions de ky, k3, W+ 1€,

qui annulent P, parce que, 8i k, est complexe, nous avons une propagation amortie et Ug* 0 quand X+ co.

i
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L'intégration par rapport 2 k; donne :

(9.17) 2Mi Fik,, ko, ky)  pwlki, ky, ky)
si >0
bp(kl. kz. k3.wo) 3‘(1
Ak
AW =W +ik. si 2% =
d k)

Alors, la valeur asymptotique de U, = lim Uy  est :

&E—o
(9. 18) Uy~ 21 J; Fliy, k. kg)
27§
Py kg, kg iwg) €L 1 *1) dicy kg
k)

La surfacez est 1la surface d. 1'onde réciproque, transformée de Fourier, . de la surface
DWW

t S 11(12. !3). qui définit les ondes de fréquence W = U':’0‘ sur lesquelles ak, =e
L'intégrale (9. 18) est de la forme (9,1) od la phase ¢ (x, y) correspond 2 ky (ky, k3 P We)et
g(x! y) a _m

~
aP(k; wg)
3kl

Alors, comme dans le paragraphe (9.1), le premier terme de la contribution principale de
U, est égale a : N

(9.19) U 2z ,E..‘; Ff) exp [ 2mited x) + 1] xy + k] xy) +i 9]

(= 1,2,3)

oﬁVk représente le gradient par rapport 2 k et k: est la courbure de Gauss, La phase vr prend
les valeurs :

or = O si k; >0 8i X convexe le long m +
Or - T si " " si L convexe" " m+
or - % si k¥ < 0 i 1a direction m est possible 2 m +
e . % 81 L1} " " "nn " " [1] l.“lti [ 1] 0non

Alors, la solution asymptotique, le long d'un rayon m (-.9) est :

e -27 w, t

(9. 20) u U

o

Telles est 1a formule obtenue par Lighthill,
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Pour d'autres applications de la méthode de 1a phase stationnaire i la propagation des ondes
magnéto-hydrodynamiques, nous citons le mémoire de Lighthill {(1960).

Le cas uni dimensicnnel a été traité par Cotte (1952, 1955) et Lighthill (1965).
Nous remarquons que l'intégrale (9. 18) est d'une forme particulidre, dont nous avons parlé
dans notre mémoire {(1959). Dans ce mémoire, nous avons étendula méthode de Poincaré et Picard,

pour évaluer les intégrales des formes rationnelles et algébriques & deux variables complexes. Pour
une application d'un type plus général, nous référons A notre mémoire (1965),
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CHAPITRE X

DIFFRACTION D'ONDES CORPUSCULAIRES

I - EQUATIONS FONDAMENTALES

La base de 1'optique ondulatoire non-relativiste des corpuscules est 1'équation de Schr8dinger,
et pour les corpuscules -elativistes, 1'équation de Dirac. Pour formuler une théorie de la diffraction
des ondes corpusculaires des systémes d'optique électronique, il nous faut trouver une formule,
correspondant a4 celle de Kirchoff, pour les ondes corpusculaires. L'équation de Schrddinger est de la
méme forme que 1'équation d'onde scalaire de la lumiere, avec la différence, que dans les systémes
d'optique électronique, on utilise les champs électriques et magnétiques locaux, et dans certains sys-
té¢mes, les champs sinusofdaux. Donc, le problédme de la diffraction des ondes corpusculaires est
beaucoup plus difficile que le probléme d'optique ondulatoire. Ce problédme est équivalent au probléme
de diffraction des ondes lumineuses, les lentilles étant construites en verre non-homogene etaniso-
trope, c'est-a-dire 1l'indice de réfraction n est variable et représenté par une fonctiontensorielle.
Dans ce cas n dépend non seulement des coordonnées, mais aussi des directions. Une théorie
de la diffraction des systdmes optiques non-homogénes et anisotropes est tres difficile a for-
muler. Mé&me pour une théorie approximative, les difficultés mathématiques sont presques insur-
montables. La propagation d'ondes corpusculaires dans un champ électromagnétiqu statique est donnée
par 1'équation de Schrddinger :

2 2
8N m e 2 4Mie _
— ([E-V-—— AP+ ——-h (AVY) =0

10.1 A@+
( ) (P h2 2m

ot E - V est I'énergie cinétique des particules et A est le potentiel vecteur. Soit (. le potentiel élec-
trique, normalisé de fagon qu'il s'annule pour la vitesse zéro de la particule et v, la vitesse de
la particule dont 1'espace du champ libre, alors, on peut écrire :

(10, 2) E-V=e(.f=-‘2£ v2

et

own
1
14
c

(10. 3)

v |3
<

L'indice deréfraction "isotrope'' net k le nombre d'onde, sont liés par les équations suivantes :

\ V—‘r
10.4 n=— ={—
( ) . U
2n 27
(10, 5) ko = o - h V 2 meU

En tenant compte de (10, 2) - (10, 5), 1'équation (10, 1) prend la fcrme :

<

2 .
2 2 e 2 2i ko e
— . =
(10, 6) A(’)+ko (n” - =55 ANY +__Q—mv° (AV«,)) 0
mv,
Maintenant, nous considérons une solution de (10,6) ayant la forme d'une onde géométrique :
(10.7) @ =B(r) e S(r) |
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Apres un calcul simple, nous obtenons 1'équation suivante, satisfaite par B(r) et S(r) :

AB
A) VB +— =0
mv, k2

2 e 2 i
(10.8) B [n _(VS+ — A) ]+ L (BAS+ 2 (VS +
mv, ko

En séparant la partie réelle et imaginaire de (10, 8), nous obtenons :

2 e 2 1 AB _
(10. 9) n° _ (VS + — R I
(16. 10) 40S + 2 (VS + 2" A) VB =0
mv,

Si 1a longueur d'onde de Broglie A o €8t trés petite, de telle fagon, que le troisidme terme de
(10, 8) est plus petit que les autres :

_ Ao

n

AB 4"2
1 — I
(10.11) I BI DY A
alors en premidre approximation (10.9) se réduit a:

2
(10.12) n? . (vS+-5—A) -0
myv

o
et la fonction de phase S satisfait 1'équation différentielle non-linéaire

2 2
© BUS) =n2 . = A’

v mve
o o

(10, 13) (VS)2 +

La solution de cette équation donne la phase de la solution d'onde géométrique (10. 7). Une fois
S connu, I'amplitude B est obtenue en résolvant 1'équation (10, 10). Comme dans 1'optique ondulatoire :

S=¢C
donne les fronts d'onde des corpuscules indépendants de 1'amplitude si la conditicn (9. 13) est satisfaite.

Dans le cas ou (10. 9) n'est pas valable, ou pour les domaines ol 1'amplitude change rapidement
il faut calculer la fonction de phase et 1'amplitude d'aprés les équations simultanées (10.9) - (10, 10).

II- FORMULE DE KIRCHHOFF

Nous savons par la théorie des équations aux dérivées partielles, d'ordre quelconque, que s8i
u et v sont des fonctions satisfaieants, les équations :

(10, 14) L(u) =0

2
Liv) =0

ol L est un opérateur différentiel t LY un adjoint de L, 1'application de la théorie de Green donne :

110, 15) J { v L{u)-u L* {v) } dr' =J (V. I_’.) dr' =Jl -I:(u.v) de'
K A\ r

od P est une forme bilinéaire de u et v, et de leurs dérivées partielles jusqu'a l'ordre n-1 si (10, 14)
est d'ordre n. La fonction P est déterminée si les opérateurs sont connus.
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Alors, soit L 1'opérateur qui entre dans 1'équation de Schrddinger :

2 .
(10. 16) ‘L=A+ki(n? . &~ A%+ Likpe 4y
[o] mvo mv

Si nous prenons pour L* 1'opérateur suivant :

(10.17) L* - A2+ % 2. £ A%

2 2 e a2 2ikee o))
(o] mv mv

alors la fonction P est égale a :

w
(10. 18) + .2Th {2ih(v Vu-qu)+2eAuv]
et 8i A l'intérieur de la surface I, il n'existe pas de source, 1'intégrale (10. 15) donne :

(10.15) —2—:"1 (v Vu - uVv)iZe A uv} n ds

ol la normale est dirigée vers l'extérieur deX.

Comme dans les chapitres Il et [lI, nous supposons la surface I un plan, donné par z = 0, ou la
fonction u(x,y, z=0) est connue, On prend la surface fermée comme la réunion de la gsurface plane A et
de la surface de la demi-sphére SR de rayon R.

Un point sur A est désigné par (xo.yo,O).

Soit u = g(r/r') la fonction de Green, qui est une solution de 1'équation singulidre en P ,
1

(10. 20) 'g -0

Soit Pl (xl,yl R zl) =r un poipt presque A 1'infini. Nous prenons une solution v ainsi que :

(10, 21) u=g(r/r') etv=Yy

Donc nous écrivons :

(10. 22) Vvdp = - ::’ dx, dy,
o
N PEEUS = A (z = o)

(10, 23) Vgdt = - -v: dx, dyo
la dérivée est prise dans la direction négative de z et

(10.23) Vv. dp = - %3:.- r2 a0

fES UE = A

(10, 24) Vg. dt' = -%"‘T r 4N,

oy vy "¢

%¥gphere Sp de centre r v
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Maintenant une gubstitution de (10, 22) (10. 25) A (10. 19) donne :

4T
fu [k 3841 0, o) v
d 4Tl'1e
(10. 26) +f‘, (&3¢ br 3t Ar B)pr? dQ1p

d 4The
L{(g >R _a__g) + ARg}qmzdﬂR. RE€ S, =

La condition que l'intégrale sur L' s'annule, si R+0, comme l. et que o= une constante,

. . R
. 1 kR 1 R
et 8i (10.27) Y v R o (\}‘.q)el g {r/r)a R Uy (V. 4) e'* représentent les ondes sphériques 2

l'infini comme dans 1'optique ondulatoire ou :

(10, 28) K - 87’ em ——T0 ¢y
h2

L'intégrale sur la sphére Sp est calculée de la méme fagon qu'au chapitre III. Sa valeur est

égale 2 -4 T (r), en supposant g singulidre comme L.
r
Donc nous écrivons :

- d 4 Nie
(10. 29) Pr) = f l(g 3 ‘P—Sf') Y Az Qe dxg dy,
qui est 1a formule de Kirchhoff d'optique ondulatoire.

III- DERIVATION DU CHAMP IMAGE

Mais comme en optique ondulatoire, nous introduisons les fonctions de Green des demi- -espaces
g et 8y ainsi que :

(10, 30) gy =0 ou gq ° 0 sur AUE

Alors la formule précédente devient: .

(10,31) @ (r) = %f;\ Yt (1 - 4:“’ A) g dx, dy_
ol (10. 32) Bl = &a(r/r')- g, (r/r)

(10, 33) g * £a (r/r') + g (r/r")
pour g;, nous prenons la forme :

(10. 34) B, * 8, (r.r") Z%i- S(r,r")
od A, et S satisfont aux équations :

(10, 35) (VS + eA)® - ¢ e2m? 2 K v.va, |

. eA) 4 e m, (P + pre = 0
(¢}
(10. 36) v [nz (VS + e |
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Dans la premiére approximation, on néglige le troisidme terme en (10. 35), donc :

(10. 37) (VS + eA)? - pt=o0

2
ol p2=k2=‘ll :mng

La solution de (10, 37) exprimée par l'intégrale :
r —
(10. 38) S (r,r') =J' (myv ds)- eA)(dr)
r‘
i -
ol Sest ladistance mesurée le long durayon et r = t ds, t est le vecteur porté par la tangente au rayon.
1
Dans la premidre approximation, on peut écrire S (r, r') au voisinage de P = r,( ).
(10. 39) S(r,r') = - (movlr + e (K.—x?l‘)

quand les points Py, P de la trajectoire sont voisins et que la courbure de la trajectoire est négligée
et T est le vecteur de longueur r du point P, au point P. A cette approximation :

T
(10, 40) VS = - m, VIT - e Al
et
-
r
(10.41) v. (8, mv) :) =0
sauf pour z = 0 , donc
Co
(10. 42) a, ~ —
r
parce que 2
T C 1
(10. 43) a2 = - 2 -.ctv (o)
r 2 o r
r
et
(10, 44) Av=0etw~ 1

r

)
Pour cette approximation de la solution (10, 35) le troisié¢me terme de (10, 35) s'annule, donc,
au voisinage de Py, la fonction g, en (10, 34) est :

1 o 2mi
(10, 45) ga (P).P) = exp L (mvir) + e(Ar)) > — exp 2Tl g
4Tr h r h

La formule (10, 45) représente le premier terme de la série asymptotique en r, et aussi en S;

. a a 2ms Sy
1 ..
(10, 46) g * oo (%0t — ¢ :"....)e R (So s

(1) Ici nous avons fait 1'hypothese, qu'au voisinag? du point P, 1a source du courant est radiale,

!
(2) On demande que V:-V3%,24 JZv est bien nulle ou effectivement c'est réalisé,
8
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La fonction g, est de la méme forme que ga(l)

23 i§
- h
(10.47) &, (Pl.P) =- ae
aux -oisinages du plan A. Donc :
21 S 2T S,
h ° - " h
(10, 48) gl = aoe - aoe

et, 8i gy = 0 sur A, il faut que nous prenions :

(10.49) a lx,.y ) = ayx .y )

- (xo.yo €A)
(10. 50) $° (xo.yo) = S(xo.yo)

La fonction S satisfait aussi une équation de Hamilton

(10. 51) (V S+eA)? = m? v
z [+ ] o
et sur A, on obtient :
S V 2 2 dS 23S 2
= = - eA) -2 +en
(10. 52) (Bz +eA) , ¥ fm v, (b 2 A (By e y)A
=+ (&—s +eA ) (z = 0)
(2)
ol (---)A dénote les valeurs sur le plan z = 0.
Avec 1'aide de (10, 52), on trouve :
_ 2%i o
dg ds S h
(10, 53) (8 . 2TL (85 95, ..
dz A h dz ?; A ©
donc :
-2Tl'i
(10. 54) Py = 2L oo 435 LR dx_d
: PF, T Th ¢ BT Bz aoe o Yo

ol S (Plpo) ‘est calculé de :

P
(10. 55) S(P.P) = IP [mv - e(A.5)] ds
[o]

Si nous remplagons P; par P et commeS (P, P,) = - S (P, P}) la valeur de ¥ (P) est exprimée
par la formule suivante :

2Wis Pap) }

1 dS h
10, P) = - — 14
(10, 58) Y (P) 7 fA [(e A, hz)A U (P, e dx,, dy

(1) gy doit &tre régulidre pour z =z, et satisfait 1a méme équation aux dérivées partielles que g, telle

que pour 2=z, gr* gy - gp * O 11 n'est pas assuré que gy, soit régulidre pour z>z, pour le microscope
électronique.

(2) I1 faut écarter le signe + afin que (10, 50) soit satisfait,
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IV - EQUATIONS DE TRANSPORT D'ONDES CORPUSCULAIRES

Supposons £ ; une sphére au voisinage de P. Un élément de ﬂo. d Qo' forme une cdne qui coupe
le plan A d'élément dA = dx_ Jy . Alors si la vitesse des particules sur d §1, est v et en dA est vg,nous
avons la relation suivante entre d f}, et dA,

(10.57) 82 (Py) v, dA =a’ (P)vr® dfl
* o [o] o] o (o]

2 . . 2 . . .
od da’_ (P ) v _estla densité du courant au point P, sur a €t a (P) v point sur d&' qui traduit la
consefvation 3\1 flux des corpuscules ou de la probabilité de 1a°densité du courant, Alors, on trouve :

1 v dog,

2.
(10.58) a (P) =
0o %  4m2 v, dA

Si 8 =(p,q,r% sont les cosinus directeurs de la vitesse v A P et Po: 9 rz de v

) o n Po, nous
écrivons :

(10. 59) an = d: dg _ 1 »p. @ A
r°(p,q r°(p.9 dp,q,)

etcommev =V
o z

2
2 1 {(mv) a{2.9)
10. P =
( 60) .0 ( 0) 4'2 (mvz) (mvo) Npo qo)
Mais, mv. 8 = Vs + eA et §=(pq,r9

Par suite : 1/2

Sno SIYO

1 S S
yx Yy
(10.61)  a,(P) = 1 |33 =t
‘S;+ eA,) (- ;‘* e Az’zo)

Si nous apportons (10, 61) dans la formule (10. 56) la fonctiond'onde corpusculaire prend la forme:

( eh >, 1/2 4
ezZ- — 20 S S
(10.62a) Y(P) = l h Yo(Po) 22 o  Wol  2mrig
41 Al & A .25 h
(e®z + —) S S edxo dyo
v 2z % yx, " YY,

La formule (10, 62) est valable seulement potir le champ de ciffraction paraxial, parce que la
fonction S donne la solution paraxialle de 1'équation de Hamilton (10, 51).

Souvent, i1 est nécessaire, de prendre S et a, comme des solutions d'équations (10, 35) et
(10, 36) ol 1'équation :

(10.63) Va(Vstea) + -'59- As- -%,—}Aao

Il est possible de résoudre cette équation d'une maniére exacte. Mais on peut remplacer la
solution approximative (10, 61) pour 8,, par une série asymptotique en h :

an n
. b
(10.64) . {,:o a8, (3p7

ol a, dépend seulementde r = (x, y, z).
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Si nous remplacons la série (10.64) dans (10. 34), nous obtenons un systéme d'équations
linéaires non-homogénes, pour chaque a. Si S satisfait1'équationde Hamilton, la premiére équation est :

(10, 65! V(a: VS +eA) =0
qui détermine la fonction a.. Les autres équations déterminent les quantités a.
Celles-ci “)’aont :
1
(10. 66) V(ag (VS +eA) +}a AS=——Aa |

Mais, comme div A =0, (10.65) prend la forme :

(10. 67) a2 AS +2am ¥Va =0
(o} [o B ¢ ] [o]

da
o

Si, nous introduisons 8 comme la variable le long dee rayons corpusculaires, v Va, =v s

1'intégrale de (10. 65) est : P
1f As 1 AS(py.P) 4
-1 —— ds _—— T 8
(10. 68) a_=Ce 2Jmo¥ 2f Wsted

o o o pl

C o €8t une constante. Les a,, satisfont les équationa suivantes :

da;, as  Dan_;
—_ 4 . D-}
(10. 69) ds ®n Zmv 2imv
Si les solutions a , a),..... a,_). s'annulent, quand P—+P,, a  est donné par l'intégrale :
i P panoy ds
(10. 70) an = - '2—; ao agv
o
P

Si nous ajoutons la valeur de v donnée par (10, 40) ou (10.51) :
v=|vs (PP (x(s), y (s)rz (8)) + e A (P P (x(s); y(s), 2(s)

Les iormules (10, 88} et (10, 70) deviennent :

1 PP(s)
+——
' "2 AS(P}, P (s)
(10. 68) a,(P.P)(s)) = Cse P TV &7 e'sAld'
1
et
i PO pa (P, Pa))
(10. 70y 8, 7" 7% ao| VS + eal ds
JP

1

(1) Nous identifions (10, 66) comme les équations de transport de 1'amplitude d'onde corpusculaire, qui
sont équivalentes aux équations de 1'optique ondulatoire,
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l.es résultats ci-dessus sont de m&me forme que dans la théorie des ondes lumineuses ol les
amplitudes a,, (n=0,1,2,,..) satisfont les mémes types d'équations de transport que (10.69). Du
point de vue théorique il n'y a aucune différence entre (10.89) ei les équations correspon:diantes de
I'optique ondulatoire comme nous 1'avons montré dansnos recherches (1963, p. 624; 1964 p. 157 et 422).
En fait, pous avons étudié le cas plus général pour un milieu non-homogéne et amisotrope.

L.adéterminatiou del'amplitude principale a s'effectue comme précédemment. On peut prendre

a, égale A 'expression (10,61). Les amplitudes secondaires ap,, (n = 1,2, ....), sont obtenues d'aprés
la formule (10. 70) ou (10, 70').

Quan? la série (10, 64) est introduite dans la formule (10.62a), celle ci prend la forme:

o 2mi_S
1
(10.71) Y (P) = Ty l)l::Io (—;ii-)n [‘A‘Po(r)ane h dx, dyo

Au cas ou (10. 13) n'est pas satisfait, c'est-a-dire dans la région ol 1'amplitude de 1'onde varie
trés rapidement sur une distance égale A la longueurd'onde A , ce qui se produitau voisinage de 1'aréte
de 1'écran, la solution de 1'équation d'onde ne peut étre exprimée ,ni par une onde géométrique de
la forme (10. 7), ni par une série asymptotique de la forme :

Gk S(r) = 2T,

oo -

j
10,13 ~Z (Dya.
noawy @ Zhys .

Dans (10.13') la phase S (r) satisfait 1'équation caractéristique de Hamilton et les amplitudes
aj des équations de transport. Au voisinage des ardtes, il ne faut pas mettre le dernier terme de
(10.11), donc, on ne peut pas obtenir pour le terme principal de la série (10, 13') 1'équation d'Hamilton,
a partirde laquelle S(r) est calculée. Il faut résoudreles deux équations (10, 11) (10, 12) simultanément.

Cela veut dire, que la phase S (r) de la solution d'onde géométrique, ne peut pas représenter
un front d'onde,

En fait S (r) dépendra de la fonction d'amplitude &_(r) ou 8. (r). Donc, on ne peut plus rem-
placer S(r) et 1'amplitude aj (r) par (10.13') dans 1'intégrale de diffllaction (10, 62a) ou (10, 71)

Ainsi, ¥ (P) exprimné par (10, 62a), représente la solution géométrique ou asymptotique du

champ de diffraction et non pas la solution d'un probléme de valeur aux limites. Cet état est semblable
au probleéme de 1'optique ondulatoire, que nous avons discuté au chapitre III,

Nous pouvons considérer cette formule comme la base dela théorie de ladiffraction des corpus-
cules par un systéme d'optique électronique,

V . DIFFRACTION D'ONDES NON-HOMOGENES

Dans plusieurs applications le potentiel électrique est maintenu constant et le potentiel vecteur
A = 0 au dehors du plan de la pupille de sortie dars 1'espace de 1'image. Pour ces valeurs des poten-
tiels, 1'indice de réfraction se réduit & une constante et 1'équation de Schrbddinger devient une équation
d'onde scalaire,

2 mge
(10.72)  Ag+kZu=o, 2 - ZMeYo
o o h

ou (= ¢; la valeur du potentiel ( au dehors du plan z = zp, de la pupille de sortie,

Comme dans l'optique ondulatoire, les fronts d'onde associés A la fonction de Green dans 1'es-
pace d'image correspondent 2 ceux de 1'optique géométrique représentés par :

(10, 73) S = Constante

et ceci est déterminée par :
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z
(10, 74) S =J F dz
2
ou

2 2

(10- 75) F = fg’ 1 + x'° + y' (x' = di’ yl' = ix_)
U dz dz

Les rayons des corpuscules sont normaux aux fronts d'onde, ou surfaces des ondes S =
constante. Les coginus directeurs & ]3 , ¥, sont donnés par :

1

x' ﬁ y'
Vl+x'2 +y-2 | V1+x|2 +y|2 V 14x12 +y|2

Alors soit (E, M. S) les coordonnées d'un point sur la surface d'onde. Comme au chapitrelV,
ellee sont des fonctions de (o,P) et la solution de- (10.72) est exprimée par l'intégrale de Debye
(équation 4,22, IV)*,

k 0 (E-x) o + (Wl—y)3+(§-z)¥dad§
(10.77) Y- Z“Iif gla.p) e Y(a,B)

Y=

(10, 76) o

ol g(a, [5) est en général une fonction quelconque de a , ﬂ . L'intégration est prise sur toutes les
valeurs de a et ﬁcorrespondams a l'ouverture angulaire du faisceau des rayons qui convergent en un
point de l'espace image,

Pour déterminer g (a4, B ) nous supposons que de chaque é1ément de l'objet dA,, un faisceau de
corpuscules sort avec une distribution de vitesses connues et avec les amplitudes, ou la densité
(nombre des corpuscules) dépendent de o, P, Y . Soit la/distribution qui caractérise un tel faisceau a
cOté de 1'objet représenté par une fonction D (xg,yq. & . po,U), ol (xg, Yo, 4 0. Bo) sont les coordonnées
et cosinus directeurs des rayons sortis du point (xq, Yo, Zo) de 1'objet et ot U représente la vitesse des
corpuscules, Si dN , est le nombre de corpuscules sortis de 1'é1ément dA, = dxg dy, et compris
dans l'angle solide d(}, dans le temp t et t + dt, avec les vitesses comprises entre U et Uy + dU,,
on a la relation suivante :

dN
(10, 78) Tl D dA, d Q4 dU,

51 do.. [30, Yo indiquent les cosinus directeurs de dfl,, et la projection de d ﬂo dans 1'espace
d'image est d {1, nous obtenons la relation entre la forction g (&, p) et la fonction de distribution de
la forme :

(10, 79) g («,B) an - 3%1'& D d0,
1
ou
2% m an
=
(10. 80) gla,p) V————ﬂhkl D

iE
% Parce que l'indice de refraction n = F, on peut écrire (10.77) sous la forme ‘P(r\ = h_co

Lr -
m,(?,?) A(d,p) exp( - _2%%"_‘2!.]‘:“ I ds] dRou Z:Rent la surface de référence, V-Et = Constant,
et !:: corresponde A la surface (front d‘onde) passé par le point (r). Picht (1956),
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Parce que, le front d'onde sur la pupille de sortie est donné par la fonction caractéristique de Ilannhm.‘:"

2
- VU_ 8
(10. 81) Vixy .x.y.) qo L[ F dz
z
o
ol F est égale a :
(10. 82) F=n VI+x'2+y'2 - (xA +y'A +A)
: mv n y z
pour les corpuscules non relativistes,
et
- = V +£¢ v 2 4 12 o (x' A Fy A FA)
(10. 83) F = me, 2em°‘f (1 ) (1+x'c +y )-mc xTY fAyTH,

pour les corpuscules relativistes. Ici, nous considérons seulement le cas non relativistes,

Les cosinus directeurs o g, ﬁs.

»”
,s sont exprimées dans l'espace d'image, en terme de
Vixo. Yo Xg. Yg) PAr :

(10. 84)

Alors, comme d ) et dfl sont ¢gzux A :

. d o d
(10. 85) dn da_o__g(_,_ dn = _d__ﬂ__ﬁﬂ_
° ¥ o(¢o' Bo) 8 Is(ag By
2T m 2Tm
(10. 86) glag, BB) dfl g = VTI—-Q- D dfl, dflg = VTMQ DAL dxs (lys
Vv
XX t R 1
od  (10.87) A (x ,y)-= oe 8
o 88 n 2_p -q 2
A" v o o o
YoXg YoYs
_ vxox ony8 1
Al(xs'ys) - s n 2—p -q 2
v v 8 8 8
Yo*s Yo¥g

ol n, et njicorrespondent 4 1'indice de réfraction, au plan d'objet et de la pupille de sortie respective
ment, et po,qo,rg, et pg,qg. r: sont les cosinus directeurs d'optique électronique ou les composantes

de quantité de mouvement dans le plan de l'objet et dans le plan de la pupille de sortie,

» [
# La fonction V est la méme que S de paragraphes précédents,

##¥Les quantitésa o, f ; et Y  représentant les cosinus directeurs de rayons sortant de la pupille e
sortie du cdté de 1'espace de 1'image,
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Si on remplace (10.86) et (10,87) dans la formule (10.77) en tenant compte de (10.84): la
formule 8'écrit :

10.88 . o ano ‘
(10.88) Y- M ¥V wk kl_ A VD(x,y Xy U) AOAI!E‘Kb (X, yix ¥y dxp,dy),)
8

ou (10. 89) Six,yixgy ) = (x-x) & +(y-y) B, *(z-2) ¥ -So

La quantité So mesure la distance optiqueentre le point d'aberration (x.y,z) et un point quel-
conque sur la pupille de sortie (xs.ys. zs).

La formule prend la forme bien connue dans 1'optique ondulatoire si nous remplagons S ou la
caractéristique de Hamilton ¢ par la caractéristique mixte de Hamilton W liées par l'équation :

(10. 90) Wex o +y B +2 Y -V

Alors (10.77) devient :

1 i N R
(10.91) (.P(r)=—21-“—i h_klllgﬁ;s VAD elk [(r.a)+w]dal dpl

1 Ma,, B
0 A = or >0
° Yo¥1 A&, P

Cette formule est analogue A (4. 52) de 1'optique ondulatoire.

L'intégration de (10, 91) est faitede la méme fagon qu'aux chapitres VI et VII en développant la
fonction caractéristique d'Hamilton V ou W en série classique ou en série de Nyboer (6.1}, (6.12),
ou en polyndme de Zernike

Dans le chapitre V nous avons remarqué que pour un systéme de révolutionles potentiels Y et

A dépendent seulement de p= Vx +y et z. Dans 1'espace limité par le plan d'objet et le plan de la
pupille de sortie, on développe (et A en séries de forme :

o0 r
(10. 92) (f(t),z)= y LD 127 () (ﬁ) 2r
r=0 (r!) 2
et
LA =T 1 V LT Y S
(10, 93) alp.2) =g L e £ ()
ol le vecteur est :
(10, 94) alp.2) = [-yA(p2). x A(p.2), 0]

Si nous substituons (10.92) et (10.93) dans (10. 82) ou (10. 83) et en déveldppant F en série de
puissancedes trois invariantsv) = x2 + y2, vp = x'2+y'2, v3 =xy' -yx', et F = Fg+ Fg + ¥, +
alors,aprés 1'intégration de (10, 74) nous exprimons V ou W ou S en séries de V], Vg, V3.

(10. 95) S-S +IAv. + =~ LA vv. +....
o ii 2! ij ij
et |
(10, 96) W=W +IBv + — LB . vv +.,..
o i 2! ij ij
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Les coefficients Ai' Aij' Bi' Bij’ sont fonctions de z .

Parce que au dehors du plan de la pupille de sortie (= ‘fi = constant et A = 0, la fonction

caractéristique v (xo,zo; x,y,z) est exprimée par :

z z
8
(10.97) V(xo.yo, z (X, Yy, 2) =J F dz J F, dz

z
zo s

= 8 z +n = = cons
niV (xo,yo,zo,xs,ys.zs) n =n \.fl cunstant

Alors exprimons les coordonnées E '7],'5 par les équations :

_ 8, .8
(10. 98) E- x, + (V) -V VL

- 8 8
M=y +(V,-V) V

yB
2 2
C-2 + (v, -v% Yiv® . v®
1 8 xg Y¥s
= 8 = 8 = - - 2
(10.99) 8t Vy, B, vy, v, 1-a%- p2

' e SOIt LR une front d'onde presque sphérique, trés loin du plan Z = Z_ et de rayon R+ . 5i
E,’ILK, sont les coordonnées d'un point sur IR et 8i P(x,y,z) sont les coordonnées d'un point
d'observation dans 1'espace d'image, la distance r = [r-r'| entre le point P(r) et un point quelccaque
P(E .M. Y .) de surface d'intégration est :

(10. 100 N T LT VR L

Mais comme
(10. 101) 1X =§+Rai. n-nrp, -0+ RmY

dig “B'

etc, , alors, d'aprés le raisonnement du paragraphe 2, chapitre IV, nous obtenons :
(10.102) r~R+(E-x)di +(m-y) B +(8.2) Xi

quaand R = co

Le champ § (P) est égal a :

L Q_ <
(10.103) P@ - nj;:“*"” e e ) o ar

ce qui est la formule de Kirchhoff .

Nous avons remarqué dans le chapitre V, que pour un systdme d'optique électronique de révo-
lution, la phase de l'intégrale de diffraction V dépend de quatre invariants,

Alors, on peut développer la phase V de 1'intégrale en puissance de ces invariants,

(10, 104) VeV +Vy +V, + ...,
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Les coefficients A_, Ai" etc. , sont les coefficients d’aberration de 1'optique électronique. l.es
valeurs sont : !

A =A)=A =A, =0 A, =B A, =0
A._=D A =B A =é
(10. 106) 12 22 14
Ajg = E Ay = F Rgy = 1
A33=C A34=c

et pour la caractéristique mixte W :

:l—h ' = [ ] = =
O S O I e
-1z I 1l s .-
A3 A Al " 2P Ay =3B Ayy-c
' 2 B 1y = B - C
(10. 107) Al ° E Ass A3 = C
A'jg = €
A, = T
A'34'E
A, =0

B

-y

3/4
p* / B f =PS£§W t

C pzl?_:(c,,z pE +rzB)

[e]]

- p2 _gi—- (c*2 pn)

(10. 108)

D

o)

1
Pz_v;;.-([) + 2 'AF + rzg) =—ev?f(e+ pe +F2f)

ﬁ.p v;i(g +r(2C+D)+3r2F+r3 B)
[+

= 3 1
F = ———-7——.
P (‘0)32(F+PB)




r est une constante égale a %ﬂ et f  est la distance focale du cOte de l'objet et B est la
o

agrandissement de 1'objet. Les valeurs de A, B, C, .... etc, sont données dans l'ceuvre de Cotte,
u938) Glaser (1952, 1956), Luneberg (1944, 1965). Elles dépendent de z, et z,. Les trois aberrations
f, c. et e sont dlles au champ magnétique. Cependant, si le champ magnéthue s‘annule, les aberra-
tions seront de méme type que dans 1'optique ordinaire.

L'évaluation du champ de diffraction dans l'optique électronique estaccomplie de ia m&me fagon
qu'aux chapitres VIet VII, en développant V ou W en série de forme classique ouen polyndme de Zernike,
comme dans le cas du sysi®me non-symétrique (paragraphe 2, chapitre V). D'autre part, pour les
grandes aberrations, 1'application de la méthode de la phase stationnaire, exposée dans le chapitre VIII,
est valable pour caiculer le champ image. Le champ Y’dépend dés coordonnées del'objet et ausside ¥,.

VI - DENSITE DU COURANT DANS UN PLAN IMAGE

Soit 1a distribution de vitesse des corpuscules du faisceau comprises entre U - AU et Uo AU,
Alors. la densité du courant a travers un plan est donnée par 1'expression :

U +AU
h o o

»
- Y _Y
(10.109) Jz- 2mv ' W—E -W ) dz

° Ju -au
o]

[+

Dans les microscopes électroniques de grande magnification et ainsi de trés petite ouverture,
li =1 et on peut remplacer (10.109) par :

U + AU
o o
. 2
(10. 110) I =v, || au_

Uo - AUO
hk.

on v'o = ?-‘m'l—i—correspond a la vitesse des corpuscules dans l'espace image, c'est-aA-dire, que le
o .

courant J 2 ©8t égale au produit de la densité des corpuscules et de ses vitesses moyennes dansla

la direction z. :

Si dans chaque point de 1'objet le rayohnement est incohérent, la densité totale du courant sera
égale A la somme des contributions de tous les points du plan de 1'objet,

Uo + AUO .

. »

(10, 111) 3 - 3 oaa = Ma__ | - dU, «pi? o) ax gy
z A z o 2%im, U - AU z dz o "o

ol Pest donné par (10.91). o

Cependant si le rayonnement est cohérent, la fonctlon? sera égale A la somme des amplitudes

i» contribution de chaque point de 1'objet (x oi’ ym) A P au point (r) et puis on prendra le carréde

cette somme (tql) pour construire la densité du courant, Dans ce cas il est seulement nécessaire de

déterminer la valeur de Y g sur la surface de la pupille de sortie et aprés qu'on ait fait 1'intégraition
sur cette surface, cette valeur de ( (r) sera donnée par 1'intégrale (10, 103),

Alors, si les constantes d'aberration sont petites, nous utilisons les méthodes des chapitres VI
et VII pour évaluer le champ d'image u(r) donné par l'intégrale (10.71) ou (10,88), Il n'y a aucune
différence de forme mathématique entre l'intégrale représentant le champ d'optique ondulatoire et
1'intégrale du champ d'optique électronique. Seulement les constantes d'aberrations sont différentes
dans les deux théories,

Si les aberrations sout grandes, 1a méthode de la phase s’ationnaire développée dans le chapitre
VIII est applicable, et les formules obtenues sont valables pour traiter la théorie de la diffraction des
ondes corpusculaires,

Ainsi, quand les aberrations sont ou petites ou grandes, les méthodes développées dans les
chapitres VI et VII et IX permettent de calculer le champ d'image. Le probléme non résolu ici est
celui d'aberrations comprises entre une longueur d'onde et quelques longueurs d'onde de la lumiére
ou du corpuscule; dans ce cas on doit avoir recours aux calculateurs électroniques.
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FORMULAIRE MATHEMATIQUE

APPENDICE

Al - CERTAINES INTEGRALES DE DIFFRACTION

Dans les chapitres VI et VII, nous utilisons 1'intégrale du type

(A.1) 1 J (pt) Jga (at) - J_ (pt) Jalat)
typoo =i f e-iz Vi-d? 2P P e - pat -fe -z V-1 T2 TR 2gna-pa,
° Wi ¢ ! t2 -1

pour évaluer le champ d'image,

On rencontre (Al) dans les problémes de la diffraction d'onde scalaire ou électromagnétique
par une ouverture circulaire dans un écran parfaitement conducteur, ou un disque circulaire. Pour
certaines valeurs de a, P et (A1) est une solution d'équation d'onde scalaire de Helmholtz exprimée
8.0z
= 0 sur 1'écran ou disque , la condition de rayonnement de Sommerfeld, et aussila condition sur 1'aréte

de Bouwkamp - Meixner (Chako, 1953, 1963).

en coordonnées cylindriques ( P z), etelle satisfaitles conditions auxlimites I a, B =0oull o

Les intégrales de Bouwkamp - Levine - Schwinger

o0
- . 2 ¥ ,2A
(A. 2) Co g,y € ‘!;Jd(at) sp0 (2 - ¥

wud=m+1/2,f =n+1/2,¥ =+1/2, 20 = -m -n sont les limites de (Al) , siz —=0 etp =a. La
valeur de (Al) est:

oo P\ m/ayn 1 1
N - 8 gm0 (—) (— r'(n+cr+ —)r@.+u+—-¢--,9
(A.3) Io,p o (rp.p.a)=i 1; (%\“ d(%) Eo( Y : m!nlﬂzlmmﬂ) 1‘(:+P+l) 1'(3+12'°'-n’
(2)

Hm+n+o’(P)

ol Hv(z) est la fonction d'Hankel, Mais 8i leg limites de (Al) sont (0’ 1), alorsona:

1 -
. 2. +22
(a.4) C 8o A (p.a)= ‘g I (pt) g (at) (1-t°)gt dt
2n
) “"r (n+p)
- ;— (%)“(g)“ (841) 3 (-1)° 2
r d+l)w30 n! T (n+ P+1) T (n+prA +1)

le (n+p . n+p FAHL, da+l -53) N

a+P+dsd sy
) 2

ou p . Plusieurs intégrales de diffraction sont exprimées par Cd B 5 2

On remarque que les fonctions de Lommel, de Struve et les fonctions Lambda, les polyndmes
de Jacobi et Zernike, sont obtenus comme des cas particuliers de 1'iptégrale (Al) et(A2)., Par exemple:
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‘!k o0 A
N L = P 4 —_—
(A.5) lim >z lm,p.d(f" z,a) Jo(p.a) 2a f-lm(xu) Jm+2n+3/2(u)u 2 du
Zz ;0 o
et
k r n+l) m 2 ) si -
* = ! — - » o =
(A5 J le.a) Vh "_L'_—zmr(m+n+3/2) pm (V1 rsioceca a-f)
=0 sif»a
1 . . .
ou & =m, g:,,‘,+2n+3/2, 20 = 2m+2n+l, ¥ = - 3" La fonction J | (r.l) est identique & G, B.m+2n+1
p ,a) du chapitre VIII,
. A1)
Les propriétés de Gm.ﬁ. m+o+ 12 sont :

(A.6) Gm.P.m +n +1_(f,a) =3, (p.a), si (0<p<a)
2 = 0 si (a<f<°0)
et quandfwoa.
_ o+, 2 m+2(n+1)- p T (m+2n+1-§)
(A.T) G 1(p=a,a) == (~) 72
p m*"l‘l*l' f 2 ‘a _5 m+2n+l-p r(p_m_n)r(m+n+1_9)
Si f = m+2n+1/2, ona:
1 1 > @

(A.3) Gm, m+2n+1/2, m+n+l /2“) ;::: VI_P_—E r'(n+%) 'if tend & a.

sir -+a,

Les propriétés orthogonales de cette fonction sont :

p2 n
(A. 9a) J: Gm,m+n+v+l,m+n +1/2(r'a)gm,m+p+9+l/2,m+p+l/2(f‘a) (1- -:2-) B%_ -V df
=0, sipin
R 1 2.2 T(m+V+1) [ (V+1)
" amrmeor) &) ™D TR T (mmet)
| si p-n.
| (A. 9b) (-1) L™ _.m .
\ 2 Gm, ntl, ooyl (f) = Zn (P) (polynOme de Zernike),
. ,m+2n-p
(A, 9¢) J: Gm,P,mm+l/2(P‘a) Jm(ft)f df t JP (at)
o a
(A, 9d) fo Jm(Pt)tdt Jo Gm,p.m+v+1/z‘“""m‘“" udu = ('_;m.B ,m+\;+l/2(r,n)

(propriété de Fourier Bessel).

La propriété (A, 9a) est obtenue de {A.9c) et (A, 5) 8i on échange 1'intég -ation dans (A, 8a).

(1) Dans le paragraphe V du chapitre VIII, le troisi®dme indice A de gn pA (P'“ ) est églloip-m-2n-}.
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B - FONCTIONS DE BESSEL ET STRUVE

B P (e ;:’ (V+ 2m) T(m+Y) () Fo(cm. msP+1 : 941; o)
: B T T m! “2map 172 Ot
a” pe v2n 1Fpl-m.- -mit L "
(B.2) Jp (ax) Iy (x) = o) ): -n™ () m! (prm+1)
m=0
oo J (xcos )
(B.3) L J" cos(xpcos(f+ yasin{) dpdq = > (- l)m xsmq)2m m*1
2m - 2 . m+l1
2 <1 m=o m! (xcoslf)
oo
(B.4)  J_(xty) = mEme(’) S S 7]
bz
B.5) Iy (ax) Jp (bx) = (5 8" 2) TGeD) 330( 1) I"(p+l7+l)
v 2
Grrr e b”> a’)

L.es fonctions de Struve sont définies par 1'intégrale ou la série suivante :

2 z" 1 1 2V - l2
(3.6a) VF 2 ‘——'r(vu/z) !: 8sin zt (1-t") dt
! z V4l 3 3 z2
R T Ty IF2(1;5;9+-2-,-Z)
F(—z-)r(W3/2)
(B.6c¢) H  -2"u +H -a " ‘_2‘@ =1
-0 n+l Z n n-1 n+l V'_ 2 T'(n+l/2)

aH

(B. 6d) 2d_z + 2 Hn - Hn-l =0
. d4 n . .n d , -n - -n

(B.6e) iz (z Hn) z Hn-l az (z Hn) An+l -z Hn+l

d ¢ o n-1
(B.60) alVzn (Vo] - 2 v (Va2

d n 1 ntl
(B.6¢) @z B 0WD-H (Vo] =-22-2 H (V2

m n-m
(B. 6h) L (2 uWal-+ 2% v (Vo

dzm n zm n-m
(B. 6i) z 2"H (2)dz = A _z-2"H (2)

’ o n+l n+l n

z
(B.6j) f 2"H_ (2) dz = 2" H_(2)

o n-1 n
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ao
1 1 n+2m- 1 [(n+m)
(B. 6k) H ) 2 —mim L, GmbeezmD T Jmem @
] izt 2 2n-1
z z
(8. 61) C (2)=J (z)+iH ()= A " f a4l T2 &
n n n n-1/2 2 A
2n+m+l
®J (2)H (2) IR,
(B. 6m) ntm_ n g4, - 2 = (n# 0)
-om o 2 Vim(2ntm) [ 204l o omil
2 2
- -5 . 0
Mm
C - POLYNOMES DE ZERNIKE
2 o (4] 4 _o
- = = + +—-2Z
(C.1) z zg +22) + 320
2.2 8 o 3 o 1 o 1 o 1 o
2 — — — —_— + - 2
(C.2) (Zy) 3 28 T % "%t %5 %
2 2.2 2 1 .2 1 .2
"7 %Y 5 % " wZ tn &
4 4 3 _4
=, - Z += 27
T “8 7 %4
23 16 _o 4 _o 54 _o 7 o 25 _o . 27 ) 1
=2 2 22 L 22 + 2L —
(C.3) (2 =331 Z12*21 %10 v 3552 * 60 26 T84 %4 T1a0 22 Ta0
U8 2 84,2 93 2 13 2 23,2 .3 .2
98 2127315 210" 70 %8 Y90 %6 *63 %4 Y35 %
64 .4 .9 .4 339 _4 _ 10249 _4 _ 3695 .4
*s9.11 212t 2 %210 1 % 330 26 2 %4
16 .6 , 9 .6 _ 1963 _§6
* 55 %212 Y22 %5t 1210 %
1,2 10 _o 1 o 4 o0 4 _o 1 _o 1 o
(C.4) (Zg) " =55 Zi0* 72 %3t a5 % Yo 24t 7 2%t g
1002 4 2,98
21 %10 15 %8t %
12 9 o 1 o 1 _o 1 _o
(C.5) (Zs) = 20 z6 +4 Z4 + 20 7.2 + 4 zo
3 .2 2 .2
“5 % t 3 %y
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]

1,33 .1 .6 1 9 .1 44 1 1.1
(C.6) (Zg)" =14 %9 *35 %7 *720% * 105 %3 * 15 &4
9,3, 9,3 8.3
282 * 20% * 35 %
.24 1 o0 1 o . 2,0 2,0 .1 0
(€. ) "T0% *T0% * 7% *5%h ts%
1 4 1 4 5 4
= — + — —
2t 4% 7% *Z
1 6 7 .,6
= — + —
8 ZB 8 ZG
2.3 1 .2 1 .2 3 .2
= — + — —_—
(C.8) (Z'.') 15 ZG 3 Z4 * S Zz
m n-m+2 _m-1 ntm ,m-1 - 1 m+l m+l
(C.9) Zn 2(nrl) ntl 2(n+m) "n-1 2(n+1) [(n+m+2)zn+l +(n-m)Zn_l
2 .m _ m-1 1a-1 m-1 m ,m
(C.10) — 4 =2n2Z + 2(n-2)Z + ... +2m 2 - —2Z
dp n n-1 n-3 m-1 p n
2k+l-n _ 2k-1-n 2k-1-n 2k-n+l
(C.11) 2k41)Z 0" = 2n - (k-1) ) Z 2z T 2k -m Z0 T
n-2k+i _ n-2k+1 . n-2k-1 n-2k+1
(C.12) 1) 220 = ekt 20 D5 +@een) 200+ k20T
(C. 13) lzm . 2n Zm-l_ 2(n-2) (n-m) m-1  2(n-4) (n-m) (n-m-2) m-1
: P”n n+tm “n-1 * (n+m)(nt+m-2) “m-3  (ntm) (n+m-2) (ntm-4) n-5
n-m
2 2m(n-m)(n-m-2),,, 2 m-1
t. (-1 (ntm)n+m-2) ..... . 2m Zm-l
C k
2L (¥ (n-2k) T (n-m-2k) ,m-!
B M (n+tm-2k) n-2k-1
k=0
APPENDICE D,
A {n+1) (n+2) (n+5) (n+7)
1 (2n+1) (2n+3) (2n+5) (2n+7)
A (n+1) (n+2) (n+3)
2 (2n+1) (2n+3) (2n+5)
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™

w

F-3

. 2n*)) (n¥2) [3(n+2)2 + 3(n+2) -2 , 3n% +3n 2 11(2n+3)]

(2n+1) (2n+3) 2n+1 2n-1 ) 8
. 4(n*1) [3(n+l)2' +3(n+1) - 2 (2n-5) (3n%+3n-2) n ]+ n+1 (n+2)2 3
(2n+1)2 2n+5 (2 (2n-1) (2n+3) " 2(2n-1) 2n+1l (2n-1)2(2n+5) 2
R 1 [ nz(n-l)2 + (n+l)2(n+2)2 ) lln2 -13n+4 23n+27n - 18 ]
2n+l L (2n-1)4(2n-3)  (2n+3)2(2n+5) 2n+3 2 (2n-1) ]
i n {3(n-l)2+3(n-l) -2 (n-1)(nt+l) 3(2n-3) ] _ 2n2(4n+3)
(2n+1){2n-3) 2n+l T 2n-1 - 2 (2n+1)2 (2n+3)

n(n-1) [3n2+3n-2 , 2n-2) 11 ]

(2n+1) (2n-1) 2n-1 2n-3 4

- n{n-1){n-3)
(2n+1)(2n-1)(2n-3)

- n{n-1) (n-3) (n-95)
(2n+1)(2n-1) (2n-3) (2n-5)

- __(n*1) (n+2) (n+5) (n+6)
(2n+1) (2n+3) (2n+5) (2n+7)

{n-2) (n+1) (n+5)
(2n+1) (2n+3) (2n+5)

_ __2(n#4) [3(n+l)2(n+2) . (n+3)(3n2+3n-2)]+ (n+1) (n-6)
(2n+1) (2n+3)

2n+7 2n-1 4(2n+1) (2n+3)
_ z [nkn+1)(n+2) +2(n+3)(3n2+3n-2)] n-3_6n(n+l)  (n-3) (n+2)
(2n+1) (2n+3) 2n+5 2n-1 “(2n+5)  2n+5 ~  2n-1
_ n(n-1) (n+1) (n+2) L, ! ] 12(n-1) (n+3) (3n+3n-2)
(2n+1) (2n+3) (2n+3) (2n+5) = (2n-1)2 (2n+3)2(2n-1)2

1
" (2n-1) 2n+1) (2n+3)

[ 2(n2-l)(2n-l)+2(n+2) {n+3) (2n+3) - g(2n+l) (3n2+3n-2)]

. 2 [2m-2)(3n%+3n-2) | n(n-1)(n+1) ] 3(n+8)
(2n-1) (?n+1) 2n+3 2n-3 T 2(2n+1)

o _m2 [(n_Z_-u +_3,n_2,t_§£-_2]
(2n+1)2 2n+3 2n-1

. 2(n-3) [(n-2)ﬂn2+3n—2) , 3ni(n-1) n (11n-51)
(2n+1) (2n-1)% 2n+3 2n-5 T 4(2n-1) (2n+1)
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n(n-4) (3n-1)
(2n+1) (2n-1) (2n-3)

n{n-1) (n-4) (n-5)
(2n+1) (2n-1) (2n-3) (2n-5)

__(n#+1) (n+3)

(2n+1) (2n+3)
1 2 n2 (n+1) (n+3) (n+2)
(2n+1) (2n+3) [‘""3) * n+l " 2(2n+1) (n+1)
3 m2? | @1 2 ]
n+1 2n+3 2n-1 n2
1 2 . (n-1)(n+1)2 (n-1) (n-2)
{Zn-1) 2n*+1) [‘"‘2’ A — ] © Zn(zntl)

n(n-2)
(2n-1) (2n+1)
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