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Sommaire. - Dans une première partie nous présentons un
exposé général de la théorie moderne de la diffraction. La
théorie rigoureuse est formulée à partir de l'équation d'onde
scalaire et aussi des équations de Maxwell, comme un pro-
blème aux valeurs limites. Cependant, un tel programme n'a
pas encore été réalisé jusqu'à présent, même pour les plus
simples des systèmes optiques, à cause de la complexité
de ces conditions aux limites. Les développements récents
montrent clairement le caractère approximatif des théories
classiques de Fresnel et Young, formulées rigoureusement
par Kircnhoff et Rubinowicz. Elles montrent aussi l'insuffi-
sance de ces théories, pour expliquer un certain nombre de
phénomènes de diffraction. Nous avons fait l'étude de ces
différentes théories approximatives, y compris une tentative

CEA-R-3151 - CHAKO Nicholas

CONTRIBUTION TO DIFFRACTION THEORY

Summary. - In a first part, we have given a general and de-
tailea treatment of the modern theory of diffraction. The ri-
goreus theory is formulated as a boundary value problem of
the wave equation or Maxwell equations. However, up to the
present time, such a program of treating diffraction by opti-
cal systems, even for simple optical instruments, has not
been realized due to the complicated character of the boun-
dary conditions. The recent developments show clearly the
nature of the approximation of the classical theories origi-
nally due to Fresnel and Young, later formulated in a rigo-
rous manner by Kirchhoff and Rubinowicz, respectively and,
at the same time the insufficiency of these theories in
explaining a number of diffraction phenomena. Furthermore,
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mites.
La deuxième partie contient une analyse mathématique

générale de la diffraction des aberrations.
Après un exposé des aberrations géométriques et ondu-

latoires selon les développements classiques et modernes
(Nijboer), les intégrales représentant le champ dans l'espace
image, ont été évaluées. Les formules obtenues généralisent
tous les résultats des chercheurs antérieurs. Pour la com- •
parer avec la théorie de Zernike-Nijboer, nous avons dévelop-
pé et généralisé notre théorie dans le cas des ouvertures non-
circulaires et pour des systèmes optiques qui ne sont pas de
révolution. La fonction d'aberration est développée en poly-
nômes orthogonaux sur l'ouverture de la pupille de sortie.
La fonction d'image a été calculée, pour des ouvertures
triangulaires et elliptiques, dans le cas d'une seule aberra-
tion du troisième ordre. , / ,

we have made a study of the limitations of the approximate
theories and the recent attempts to improve these.

The second part is devoted to a general mathematical
treatment of the theory of diffraction of optical systems in-
cluding aberrations.

After a general and specific analysis of geometrical
and wave, aberrations along classical and modern (Nijboer)
lines, we have been able to evaluate the diffraction integrals
representing the image field at any point in image space
explicitly, when the aberratipns are small. Our formulas
are the generalisations of all anterior results obtained by
previous investigators. Moreover, we have discussed the
Zernike-Nijboer theory of aberration and generalised it not
only for rotational systems, but also for non-symmetric
systems as well, including the case of non circular apertu-
res. The extension to non-circular apertures is done by





Tous ces résultats sont valables, quand les aberra-
tions sont très petites, c'est-à-dire quand la déformation de
l'onde réelle est inférieure à la longueur d'onde* Mais nous
avons étudié le problème de la diffraction, quand les aberra-
tions sont plus grandes que la longueur d'onde, par l'appli-
cation de la méthode de phase stationnaire qui permet l'éva-
luation des inégrales multiples à grand paramètre et qui a
été développée en détail dans notre deuxième thèse.

Enfin, les méthodes ont été appliquées au problème de
la diffraction par des ondes corpusculaires, dans un système
d'optique électronique, où elles satisfont à l'équation de
Schrôdinger.
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introducing orthogonal functions or polynomials over such
aperture shapes.

So far the results are valid for small aberrations, that
is to say, where the deformation of the real wave front
emerging from the optical system is less than a wave length
of light or of the electromagnetic wave from the ideal wave
front. If the aberrations are large, then one must employ
the method of stationary phase. A complete mathematical
treatment of this method of evaluating multiple integrals con-
taining a large parameter will be found in our second thesis,
including applications.

Finally, we have given a detailed development of the
diffraction theory of corpuscular waves by an electron apti-
cal system, satisfaging a Schr&dinger equation.

1969 2O3P.
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CHAPITRE I

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

La théorie de la diffraction, fondée sur la conception ondulatoire de la lumière est due à Tho-
mas YOUNG (1801) et à Augustin FRESNEL (1818). Ils ont basé leurs idées sur le principe de Huygens
qui assimile la propagation de la lumière à celle d'un mouvement ondulatoire. Les deux savants ont
approché le problème de diffraction de la lumière, de points de vue différents. Young a remarqué,
comme Newton avant lui, que les bords d'un disque ou d'un écran et en général ceux d'un obstacle placé
en face d'une source de lumière, sont brillants et illuminés, même quand l'observateur ne peut pas
voir directement la Bource de la lumière.

En d'autres termes, les bords agissent comme une nouvelle source de vibrations lumineuses.

A la suite de ses observations et de ses expériences sur les trous, Young pouvait inférer que
le bord d'un écran et, en règle générale, celui d'un obstacle quelconque, placé dans un faisceau lumi-
neux devient une source secondaire, émettant des ondes secondaires divergentes en diverses direc-
tions. Il a expliqué la diffraction de la lumière par l'interférence de deux ondes, soit deux ondes se-
condaires divergeant de points divers sur le bord de l'écran ou de l'obstacle, soit l'interférence d'une
onde directe de la source et une onde secondaire provenant du bord de l'obstacle diffractant.

Le rayon direct (onde primaire) est présent en tousles points de l'espace illuminé directement
par la source et se propage selon les principes de l'optique géométrique.

Il est représenté par la forme mathématique de l'onde incidente imperturbée. Un autre nom
pour l'onde primaire est l'onde géométrique.

Selon les principes de l'optique géométrique, l'onde primaire ou géométrique est limitée à la
région de l'espace, qui reçoit l'illumination directe du rayon de la source de lumière. Alors la lumiè-
re ne peut s'étendre jusqu'à la région obscurcie par l'obstacle et par conséquent, la fonction d'onde
dans la région d'ombre disparait complètement.

La fonction d'onde qui représente la distribution de la lumière, de l'onde géométrique, présen-
te une discontinuité sur le bord de l'ombre ; en d'autres termes, il y a une obscurité totale dans la
région d'ombre créée par l'obstacle diffractant.

D'autre part, l'onde secondaire ou l'onde diffractante, divergeant des bords de l'obstacle pro-
duit une vibration lumineuse non seulement dans la partie illuminée par l'onde primaire, mais aussi
dans la région de l'ombre, de sorte qu'il y a une illumination dans tout l'espace. Ainsi, la vibration
lumineuse résultante est en chaque point de l'espace la superposition de l'onde primaire ou géométri-
que et de l'onde secondaire diffractée. Puisque l'onde géométrique est discontinue au bord de l'ombre,
il faut que l'onde de diffraction comprenne une partie, qui compense la discontinuité de l'onde géo-
métrique, parce que la vibration lumineuse est continue dans tout l'espace.

Selon Young, la diffraction se présente.quand on fait interférer deux ondes. De cette manière,
il pouvait rendre compte de la présence des franges d'interférence dans la région de l'ombre, produi-
te par les trous. La décomposition mentionnée ci-dessus d'une onde lumineuse en une,onde géométri-
que et une onde de diffraction, ressemble à la théorie de la diffraction de la lumière de Newton, qui
l'a formulée à partir de l'idée que la propagation de lumière est de nature corpusculaire. Ainsi, l'on-
de ou le rayon primaire est dû à l'arrivée directe des corpuscules lumineux venant de la source, qui
s'éloignent à une certaine distance des bords de l'obstacle diffractant. Cette partie s'accorde avec les
lois de la mécanique classique. A présent, nous savons que la description des corpuscules lumineux
par la mécanique classique et la description de l'onde primaire par l'optique géométrique, donnent un
résultat identique pour l'intensité lumineuse dans la région illuminée. En effet, les propagations des
corpuscules et des rayons lumineux (l'onde primaire) sont soumises à des équations de même genre,
les équations de Hamilton.
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Afin d'expliquer les effets de la diffraction. Newton supposait que les corpuscules lumineux,
en passant tout près des bords de l'obstacle présentaient une déflexion ou changement de direction,
due à l'influence du bord et par conséquent, quelques corpuscules lumineux passaient dans la région
d'ombre. Cependant, la théorie corpusculaire de Newton n'est pas arrivée à expliquer la présence
des franges d'interférence, dans la région illuminée et dans l'ombre.

D'autre part, l'hypothèse des corpuscules de lumière de Newton est celle qui s'approche le
plus du concept moderne de la lumière, c'est-à-dire le photon et la propagation de lumière par un
intermédiaire, qui est le photon sans charge électrique. On sait aujourd'hui qu'à tout corpuscule en
mouvement, il faut associer un mouvement ondulatoire où la longueur d'onde est donnée parla formule
de M. de Broglie.

Dans l'espace libre, un tel corpuscule est représenté par une onde plane. Mais afin d'expli-
quer la diffraction, il faut introduire une espèce de masse pour le photon, qui sera sous l'influence
de l'obstacle. Jusqu'à présent, cette hypothèse n'est pas encore vérifiée par les expériences.

Fresnel a fondé sa théorie de la diffraction de la lumière sur le principe de Huygens (ondes
enveloppes) et le principe des interférences. Suivant cette théorie, chaque point de la surface de l'ou-
verture, devient la source d'ondes secondaires (ondelettes) divergentes qui interfèrent.

Plus tard la théorie de Fresnel a été mise en forme mathématique rigoureuse par Helmholtz
et Kirchhoff, à partir de l'équation des ondes scalaires. Du point de vue de la théorie de Fresnel, la
vibration lumineuse est continue en tout point de l'espace et se trouve singulière seulement aux sour-
ces propres. En conséquence, il n'y a aucune discontinuité de lumière ou du cham p̂ de l'onde, lors-
qu'on traverse le bord de l'ombre, du côté illuminé au côté de l'ombre, comme c'est le cas pour la
théorie de Young. La théorie de Fresnel, vérifiée par des expériences a prévalu, depuis longtemps,
dans le domaine des phénomènes de diffraction. Young lui-même, acceptait l'explication de la diffrac-
tion par Fresnel, comme supérieure à la sienne. Cependant les idées de Young ne furent jamais aban-
données et à la fin du dernier siècle et spécialement pendant le premier quart du nôtre, elles se trou-
vèrent mises de plus en plus en valeur par les travaux théoriques et expérimentaux de nombre de
physiciens. A présent nous savons que la discontinuité de la lumière à la traversée du bord d'ombre,
n'existe qu'en apparence. La séparation de la fonction d'onde en une onde géométrique et une onde de
diffraction, est un artifice mathématique pour simplifier l'expression intégrale, représentant le champ
total dans la formulation de Kirchhoff pour le problème de diffraction.

L'expression mathématique du champ total, donnée par l'intégrale de Kirchhoff sur la surface
des obstacles diffractants ou ouvertures dans un écran, peut être transformée de telle façon, qu'une
partie corresponde à l'onde géométrique et l'autre partie à l'onde de diffraction, qui est donnée par
une intégrale de contour prise sur le bord de l'obstacle ou de l'ouverture. De plus, l'intégrale de
contour possède une discontinuité à travers le bord d'ombre, dont la grandeur est la moyenne de celle
de l'onde géométrique. Sa phase change tout à coup deX lorsqu'on passe du côté illuminé au côté som-
bre. Ce changement soudain de phase dans l'intégrale de contour compense la discontinuité de l'onde
géométrique. Le champ total est continu en tout point de l'espace. Cette décomposition de l'intégrale
de diffraction de Kirchhoff, sur toute l'étendue de la surface d'ouverture en une onde géométrique et
une onde de diffraction, a été réalisée par Maggi et surtout par Rubinowicz. Elle a été plus tard géné-
ralisée par d'autres pour expliquer la diffraction électromagnétique.

Du point de vue de la formulation mathématique, les deux thèses de Fresnel et Young s'accor-
dent bien, pourvu qu'on interprète correctement les résultats mathématiques obtenus, à savoir, d'une
part, les expressions obtenues pour les intégrales doubles de Kirchhoff et, d'autre part, la transfor-
mation Maggi-Rubinowicz de l'intégrale double.

En effet, quand la longueur d'onde de la lumière est courte comparée à la dimension des obs-
tacles diffractants et la distance au point d'observation, l'évaluation de l'intégrale double de Kirchhoff,
par la méthode de la phase stationnaire, donne un terme, qui correspond à l'onde géométrique ; en
plus, il y a une contribution provenant du bord de l'obstacle, qui correspond à l'onde diffractée de
Young. Ces points, situés au bord de l'obstacle, sont placés de façon que la somme du chemin optique
de la source, jusqu'à ces points et de ces points au point d'observation obéissent au principe généra-
lisé de Fermât. Cela veut dire que les points sur le bord sont des points stationnaires de la fonction
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de phase, qui apparaît dans l'intégrale de diffraction de Kirchhoff. Les résultats s'accordent avec la
formulation de Rubinowicz du principe de Young.

Néanmoins, il faut dire que les deux théories, celle ae Fresnel formulée par Kirchhoff et ses
extensions et celle de Young formulée par Rubinowicz et son extension, sont des théories seulement
approximatives. Une théorie exacte de la diffraction de la lumière ou des ondes électromagnétiques,
devrait être fondée sur la solution de l'équation d'onde scalaire ou des équations de Maxwell, remplis-
sant les conditions de limite et de régularité. C'est-à-dire qu'il faudrait formuler la théorie, comme
un problème de valeur aux limites et de valeur initiale de l'équation d'onde scalaire ou des équations
de Maxwell.

Dans le chapitre suivant, nous présenterons une formulation rigoureuse de la théorie de la
diffraction de la lumière et des ondes électromagnétiques, fondée sur les équations d'onde et celles de
Maxwell. En plus nous montrerons le caractère approximatif des deux théories de Young et de Fresnel,
telles qu'elles ont été formulées par Rubinowicz et Kirchhoff, et leurs extensions modernes.

Du point de vue moderne, une théorie rigoureuse de la diffraction et la formulation des phéno-
mènes optiques en général, doit prendre en considération la double nature de la lumière, comme onde
et comme corpuscule. Dans toute théorie de la diffraction, il faut introduire le concept de photon de
lumière. Parce que les idées fondamentales de la théorie classique de la diffraction, sont basées sur
le caractère ondulatoire de la lumière ou du champ électromagnétique classique, cette théorie ne don-
ne qu'une description incomplète de la diffraction et des autres phénomènes optiques. En effet, toute
théorie de rayonnement et de son interaction avec la matière, y compris la diffraction et la formation
d'image par des systèmes optiques devrait être formulée selon les principes de la théorie des quanta et
non selon les principes classiques du rayonnement. Ces derniers donnent seulement une description
approximative des phénomènes physiques réels. Il est nécessaire d'introduire la théorie des quanta de
lumière, pour donner l'explication d'un certain nombre d'expériences optiques, y compris les effets
de diffraction et la formation d'images, comme le montrent des travaux récents, par exemple, les
expériences d'interférence evecdes rayons lumineux d'intensité faible; les expériences de corrélation
pour la détection coïncidente de photons, spécialement à propos des sources stellaires (radio-astrono-
mie) et la production de champs cohérents d'une stabilité et d'une intensité élevés. Donc, une théorie
correcte des phénomène" lumineux, comprenant la diffraction et l'interférence devrait inclure le
caractère d'onde et le caractère corpusculaire de la lumière. Les concepts classiques du champ élec-
tromagnétique et de son interaction avec la matière, ne donnent pas une description véritable et une
explication des phénomènes optiques.

Ces effets sont hors du domaine de la mécanique classique et de l'électrodynamique classique.
Pour arriver à une description complète et correcte, il faudrait formuler une théorie, basée sur les
principes de l'électrodynamique quantique.
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CHAPITRE II

THEORIE EXACTE DE LA DIFFRACTION

I. EQUATIONS FONDAMENTALES

La théorie rigoureuse de la diffraction de la lumière est fondée sur les équations du champ
électromagnétique de Maxwell, qui s'écrivent :

<>•> V A H - ~W = J

avec les conditions supplémentaires :

(2a) div D = 9
(2b) divB = Y

Les quantités P, J, représentent la densité de charge et de courant électrique et P , J' repré-
sentent la densité de charge et de courant magnétique, quantités fictives, qui n'ont aucune signification
physique, mais qu'on fait entrer dans les équations du champ, afin d'obtenir une symétrie. En outre,
nous avons les* équations de continuité, ou de conservation de la charge électrique :

(3a) divJ+ - | £ • 0

et l'équation analogue, pour la conservation de la charge magnétique fictive :

(3b) divJ' + - | T - - 0o t

On peut tirer les équations de conservation des charges (3), des équations (1) et (2), en prenant
la divergence de (1) et la dérivée par rapport au temps de (2).

Dans divers problèmes de diffraction, particulièrement en optique physique et instrumentale,
il est fait usage de champs monochromatiques, à savoir, de champs sinusoïdaux de fréquence co . En
ce cas, on peut écrire les champs sous la forme :

(4) F ( x i # t ) « • " l W t g ( * i ) ( i - 1 . 2. 3)

ou F et g correspondent aux champs E, H, D et B. Les quantités J, J1 et P, P' peuvent également s'é-
crire sous la même forme.

Portons (4) dans (1), on arrive à :

(5a) V A H • itdeE • J
(5b) v- A E-iwpH «-J»

où les champs D, B sont liés à E, H par :

(6a) D - e E
(6b) B - fi H

et pour le* corps conducteurs, on a :

(7a) J • 6 E

- 13-



(7b) J1 = 6* H

où d , <f' représentent la conductibilité électrique et la conductibilité magnétique.

Les équations (5a, b) sont les équation? de Maxwell pour un régime stationnaire.

En général, les quantités e , ft. dépendent des coordonnées (x.) -t du temps t et dans les mi-
lieux anisotropes e , f* sont représentés par des tenseurs nu second ordre.

Mais dans ce travail, nous supposons, que ces quantités sont des scalaires constants, indépen-
dant de (x.) et de t.

Considérons un espace, rempli par un milieu homogène et isotrope, défini par une permittivité
électrique 6 et par une perméabilité magnétique j* . Les champs sont continus dans tout cet espace
(espace de champ), par exemple, l'espace vide.

Si nous introduisons un corps conducteur, les champs E, H se modifient au voisinage du corps,
et d'une façon, qui dépend de la forme du corps conducteur. Quand le corps est un conducteur parfait,
(conductivité a•+<*), les champe F et H s'évanouissent à l'intérieur du conducteur et satisfont à cer-
taines conditions sur la surface de celui-ci, et le courant est nul à l'intérieur du corps.

On dit, qu'un conducteur parfait est un réflecteur parfait pour les ondes. Sur les parties dites
régulières de la surface d'un tel conducteur parfait, les vecteurs électriques et magnétiques E, H sa-
tisfont à certaines conditions aux limites : plus précisément E reste toujours normal à cette surface et
H est tangent.

Nous avons donc, pour le champ électrique, la première condition aux limites suivante :

(8) n A E = 0 sur £

où Z est la surface totale ou la partie régulière de cette surface du conducteur parfait et n la normale
extérieure de 21 , (fig. la).

Quand e-»« et ^-^O, on dit que le corps est un corps conducteur électrique parfait.

De même, quand }* -*«o , e -* 0, on dit que le corps est un corps conducteur magnétique parfait.
Ceux-ci sont des corps fictifs, car ce sont des abstractors qui n'existent pas en physique. Ils sont
introduits simplement afin de mettre la théorie des champs sous une forme symétrique.

Dans cette hypothèse, on obtient un? condition pour le champ magnétique H, sur la surface du
corps magnétique parfait :

(9) n A H = 0 sur E'

où Z'est la surface (régulière) du conducteur magnétique, (voir fig. lb).

Corps électrique parfait
E est parallèle à n.

Fig. 1

b)

H
Corps magnétique parfait

H est parallèle à n.
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II. DISCONTINUITÉS DES CHAMPS ÉLECTROMAGNÉTIQUES

Prenons une surface régulière quelconque £ et sa normale extérieure n. Cette surface peut-
être la surface d'un corps conducteur, qui divise l'espace de champ en deux parties. Les composantes
tangentielles des champs, s'écrivent alors :

(10) n A E =-J's

n A H = J8

où Jg et J's sont des vecteurs arbitraires, mais continus et se trouvent toujours sur lé plan tangent à
chaque point de la surface £ , où ils sont définies. Par suite, nous avons pour les composantes nor.
males des champs, les relations :

(lia) (n.E) =-^3- VAH = ̂  V (n A H)

= - i dîv. J
"ëiT 8

(lib) (n. H) = idîv. Jf

par
Les relations (lia, b) se calculent en appliquant les équations de Maxwell (5) et la relation:

(12) V A Î Î = 0 sur£

en supposant que £ est une surface lisse. Les relations (lia) et (lib) ne seront pas valables en cas
de discontinuités du plan tangent, c'est-à-dire, quand il peut exister plus d'un plan tangent (arête,
sommet, point conique de £ , etc. . . ).

La divergence div, apparaissant dans (lia) et (Ho), agit sur un vecteur de la surface £ et se
définit d'une façon semblable à l'opérateur tri-dimensionnel.

Supposons, que les vecteurs du champ prennent des valeurs différentes, suivant que l'on s'ap-
proche de E d'un côté ou de l'autre (fig. 1). Représentons par E , H et E. , H_ les valeurs de E et
H du coté de la normale extérieure à £ et par,E., H. les valeurs du côté opposé. Alors, la disconti-
nuité du champ électrique, à travers Z s'écrit : E+ - E- et celle du champ magnétique H - H . Les
discontinuités des composantes tangentielles de E et H sont données par : (fig. 2).

(13) (n A ( E + - E _))• J'

(n A ( H + - H ))= J

1
fig. 2

a) Surface électrique mince b) Surface magnétique mince

et celles des composantes normales par :

(14a) (n.(E+ - E ))=£]

(14b) (n.(H - H ) ) * ;

Quand £ est la surface d'un conducteur électrique parfait, on a E.» H.= 0 et

(15) (n A HJ • J
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puisque pour les conducteurs parfaits (n /̂  E ) - 0 du fait de la condition (8).

La quantité J est maintenant le courant électrique superficiel, engendré par le champ magné-
tique H, sous la forme d'un tourbillon de surface.

De même, la composante normale du champ magnétique est continue à travers E , mais le
cha:np électrique subit une discontinuité, donnée par :

(16) (n.Ef) = - ^ d £ j 8

Soit <*"0 la charge électrique superficielle sur £ , nous tirons de (3a) l'équation de continuité
pour la charge de surface, c'est-à-dire :

D'autre part, si la surface £ est la surface d'un corps magnétique parfait, les discontinuités
des composantes tangentielles et normales des champs, s'écrivent sous la forme suivante :

(18) (n A E+) =-J'g

G'o étant définie comme la charge magnétique (fictive) superficielle d'un conducteur magnétique par-
fait.

Supposons maintenant, que £ soit la surface d'un écran, fait d'une matière conductrice excel-
lente, -comme le cuivre, l'épaisseur de cet écran étant plus petite que la longueur d'onde de l'onde lu-
mineuse, ou électromagnétique. En ce cas, la condition aux limites (n A £) = 0 sur chaque côté de
l'écran, ou delà feuille de métal, sera presque satisfaite. Et, si E'est la surface, d'une ouverture
dans un tel écran (écran conducteur parfait), alors sur £' on aura approximativement (n A H) = 0.

En général, il faut remplacer les conditions aux limites mentionnées plus haut, par une rela-
tion linéaire - (ou une autre encore plus compliquée), entre les composantes tangentielles de E et H.
Parfois, ce genre de relation est appelé : relation d'impédance, quand le nombre d'onde k, définie
par k̂  =to2Cji, n'est plus réel, mais contient un petit terme imaginaire. Ce point de vue permet de
définir un soi-disant "écran noir", (en fait un "écran gri qui a joué un grand rôle dans le passé,
danB la théorie de la diffraction de la lumière et des ondes électromagnétiques.

Introduisons, par exemple, sur les surfaces £ e t£ des polarisations électriques et magnéti-
ques p et p . Les discontinuités des champs à travers £ et £ s'écrivent alors :

(19a) n A (E+ - E ) = i p^w

(19b) n A (H+ - H ) = - i p u

et s'ajoutent aux conditions aux limites (14a) et (14b). De telles conditions aux limites sont satisfaites
par les surfaces de corps semi-conducteurs.

III. DÉRIVATION RIGOUREUSE DU PRINCIPE DE HUYGENS

Formulation du Principe de Huygens pour l'équation d'onde scalaire.

La propagation des ondes lumineuses, non-polarisées monochromatiques, obéit à l'équation
scalaire de Helmholtz :

2
(20) A u + k u = 0
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Soit u et v des solutions de (20), régulières dans un domaiî.e fini K de l'espace de champ, limité
par la surface E , régulière et fermée (Fig, 3). Le théorème de Green novs donne :

(21)
K.

(v \ * - u !*> dr'
T> n T>n

a) Région sans source fermée par Z

fig. 3

b) Région K où les corps sont bien à l'intérieur deE

(ainsi que les sources)

Supposons que K contienne les sources, ainsi que les corps diffractants. Soit v(r) une solution
régulière de (20) et u la fonction de Green g (r/r1), pour l'espace non-borné. La fonction de Green
est une fonction symétrique de la distance entre les points r et r', c'est-à-dire :

(22) g (r/r') - g (r'/r)

Dans l'espace libre, on peut écrire g (r/r1), sous la forme explicite suivante :

(23)

ou | r - r'| =• R =

I r - r ' l

- z')2

Elle satisfait l'équation suivante :

(24) ( A + k2) g (r/r') = - S (r - r')

a>u S (r) est la distribution de Dirac tri-dimensionnelle et où goest régulière, sauf au point r = r' ; go

représente une source unité, parce que :

(25) Jfgrad» g (r/r1) n dr' = -1
v °

si rCE et r'e E

En désignant l'intégrale du second membre de (21) par W(r/r') :

(26) W(r/r») » v(?') v' gQ(r/r') - V (v (r') ) gQ(r/r')

Sa divergence s'écrit :

(27) dîv W(r/r') "vA'go - go A'v
« - v (r1) S <T - r')
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d'après (24) A' étant le laplacien pris par rapport à r1

Alors, par l'intégration de (27) dans le volume K, on obtient :

(28) v(r) = ~~ f^V'Wfr/r') dr = - ^ J W(r/r') n dS

g (r/f1) dr'
o

lorsque r est à l'intérieur du domaine K, limité par £ et l'intégrale s'annule pour r ç K + "b K, c'est-
à-dire r f r' au dehors de E .

Cette expression nous donne la formulation exacte du Principe de Huygens*. La formule nous
dit qu'en chaque point intérieur à la surface, l'onde lumineuse, ou le champ peut s'exprimer par

ikR
une superposition d'ondes sphériques —^—7 engendrées par des charges superficielles de densité

R
~ et d'ondes di-polaires g (r/r1) de densité superficielle v(r').

Cette formule représente sous une forme plus compliquée, la formulation par Fresnel du
Principe de Huygens. Pour les points en dehors de la surface, on remarquera que seuls subsistent
les ondes secondaires.

Notons que le choix de 53 est en un certain sens arbitraire. La surface 2 peut se diviser en
deux surfaces, L, et £ „ , T. étant la surface extérieure et Z! la surface intérieure, contenant

toutes les sources et tous les corps diffrac tants ou obstacles (fig. 3 et 4). Quand £ tend vers l'infi-
ni, on peut prendre pour Y, », une sphère de rayon R et alors les contributions de £ à v(r), dispa-
raissent, à condition que nous posions une condition sur le comportement de v(r) à l'infini.

J
/

I

«g. 4

Mais dans le cas où un champ d'ondes est engendré par une source p (x ,y , z ) , il satisfait l'é-
quation d'ondes non-homogènes de Helmholtz.

(20)Au + k2u = - Ç(x ,y , z )

Dans ce cas, la fonction u est donnée par l'intégrale de surface (28) complétée par une
intégrale de volume, de 1R forme :

qui apporte à ta fonction d'onde v(r) les contributions de toutes les sources contenues dans le volume
K.

- Voir les l ivres de Born et Wolf (1959) Stratton (1941) Sommerfeld (1954, 1965) Copson et Baker
(1950) et l'article sur la théorie de la diffraction dans Handbuch der Physik (1961).
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La formule (28) dome :

(28)

Les généralisations du Principe de Huygens aux ondes non - stationnaires et dans diverses
dimensions d'espaces Euclidiens ou dans les espaces de Riemann sont possibles. Dans le cas de l 'es-
pace ordinaire (espace-temps) une bonne démonstration est donnée par Jones (1964) et aussi dans
Stratton (1941, 1961) Baker et Copson (1950). On remarque ici que proprement un Principe de Huygens
existe seulement pour un nombre impair de dimensions spatiales.

Mais au sens large, on peut associer chaque équation aux dérivées partielles hyperboliques à
une sorte de Principe de Huygens généralisé, pour un nombre pair de dimensions - (Courant-Hilbert)
(1962).

La condition que nous posons pour v(r) et —̂  quand E_ s'en va à l'infini est la condition de
on i.

rayonnement de Sommerfeld, dont nous parlerons plus loin.
Dans ce cas, la formule (28) prise sur E nous donne la valeur de v(r), quand r £ K, r e £ . .

L'intégrale s'évanouit, quand r est dehors de E , r é K, r £ £ . Le vecteur n est dirigé à l'intérieur
d e E r

 1 l

Prenons pour E cette surface E , qui divise l'espace du champ en deux parties :

a) Une partie à l'extérieur de T. , dans laquelle aucune source ou corps diffractant ne se
trouve : on dénote cet espace par K+ ; •

b) L'autre partie de l'espace, contenant toutes les sources et tous les corps diffractants,
qu'on dénote par K-,

La frontière ou bord de £ , au côté de l'espace K est dénotée par 51 et l'autre cOté vers K-
par T. _, (comme indiqué dans la figure 3).

En franchissant la surface du domaine K au domaine K nous verrons, que l'intégrale saute de

r v(r') du côtéE , à la valeur zéro, du côté E . La dérivée normale -r- fait un saut de

, quand on prend l'intégrale sur £ + à la valeur zéro, quand l'intégrale est prise sur L - .

IV. RELATIONS INTÉGRALES ENTRE LES VALEURS AUX LIMITES

Considérons v(r) comme une solution régulière de l'éou««tion scalaire d'onde (20) dans un do-
maine K, limité par la surface E . Lorsque v(r), ou sa dérivée normale -=- sont données arbitrai-
rement sur £ la solution est unique.

Donc, il doit exister une relation entre v(r') et -^ pris sur la surface E . Pour trouver
on

cette relation, prenons l'équation (28) et supposons que v(r) s'approche de la surface de l'un ou de
l'autre côté, S + ou £ -, r —*r' + 0 sur le côté E + et r -» r' - 0 sur le côté E -. Comme l'intégrale
(28) satisfait (20) dans le domaine K, celle-ci ne peut s'annuler que si, et seulement si v(r) et aussi

o v(r) "b v(r)
' '-s'évanouissent simultanément, quelles que soient les valeurs que v(r) et -^ prennent dans

K , quand r s'approche de la surface £ +, r —•?' + 0, parce que pour r e K la valeur de l'intégrale
reste égale à v(r). +

Si nous introduisons les deux fonctions (f (r1) et (i) (r1) données par :

(29) ^ (r«) = v+ (r1)
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où r' est la valeur de r sur £ +, r -•r* + 0 l'intégrale (28) s'écrit alors :

pour r € K- et est égale à zéro si r € K .

Considérons maintenant la valeur de la première intégrale quand r -»?' + 0

où r' est la valeur de r sur £ t .

L'intégrale s'écrit alors

(32) v(rl) = T
si r e K.

et :

(33) 0

si r £ K+

Pour trouver la valeur de l'intégrale (30) quand r -*• r1 + 0 :

Um r -
r—r' + o l . <p (r1) -—^ gQ (r/f') dr'.

Nous prenons un élément de surface de£ (£j|) au voisinage de r, r€£n. Dans ce voisinage, la
fonction de Green peut s'écrire de la manière suivante :

lk|r-r'| ,

Alors à la limite, quand r -» r* , nous avons :

1 1
(35) ĝ |r-r«

Par suite :

(36) Um f (f (r«) J L g (?/?•) dr'
r-r'±(TE 1 în'

• 4 = "m f Cf (r«) - î dr'
41T r— ?• ± 0 e / r a |r - fl

(f (?')^-f g
Ea T ^n o

Dans la deuxième intégrale -=pr g (r/r1) est continue et bornée. De plus, nous avons :-=p
(37) ~\d? àf

- 20 -

où d u est l'angle solide sous tendu par l'élément de surface E~ au point r. Donc, à la limite
r -• r + 0, nous obtenons :

? ± =

où r o est un point sur En • Quand on diminuera jusqu'au point r', on obtient pour (38) l'expression

7 g (r/r')dr« = + <f (r')
°

suivante

(39) Um

où 4 est la valeur principale d'intégrale, quand l'élément de surface Za » tend vers le point r + 0.

De la même façon, nous obtenons, pour la deuxième intégrale :

( 4 0 )

r —• r + u

fE V <r>> Tn-.

si (|) (?•) est une fonction continue dans E .

De la formule (39) et K40) nous tirons l'expression suivante, pour la valeur limite de l'inté-
grale (32) :

(41) Um^
r -• r +

g (r/f1) dr«

^ T y J d ? t

et pour la dérivée normale - ^ — , nous obtenons une formule analogue :

r ™ f

8O <?/?') dr'

En nous souvenant que v(f) et -V ' r ' , s'évanouissent sur II -, mais sont égales à v(r) + et

~V'- ) + surZ +; nous obtenons des relations (41) et (42), les expressions suivantes :0 n

(43) -y •

2
is

(1) Une analyse détaillée est donnée par C. Mûller dans son livre important : Grundprobleme der
mathematischen Théorie elektromagnetischer Schwingungen, Berlin 1957.
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relations, qui doivent Être satisfaites par les fonctions v (f) et sa dérivée normale -=- c'est-à-dire,
les valeurs limites sur la surface % .

Le symbole i représente la partie finie ou valeur principale (au sens de Cauchy) de l'intégrale.

Les relations (43) entre <p ( f1) et (f> ( f1) forment un système de deux équations intégrales, pour
les valeurs aux limites inconnues de la solution de l'équation scalaire d'onde (20) et sa dérivée norma-
le. C'est l'intégration de ces équations, qui déterminera complètement la solution de l'équation d'onde,
donnée par l'expression intégrale (28).

Cette intégrale est la fondation rigoureuse de la diffraction pour les ondes scalaires de la théo-
rie de Fresnti-Helmholtz-Klrchhoff. Nous en discuterons dans les paragraphes suivants.

Malheureusement, il est bien difficile d'obtenir des solutions exactes pour (43), même dans le
cas le plus simple, où I! eat une surface géométrique, non sphérique (Fock, 1965).

Cependant, on sait que l'on peut attribuer des valeurs arbitraires sur £ à (|>(r) ou (|> (t), ou

bien, soit à v(f), soit à ~ ~ .
0 n

Si on donne v(P) = v (f) sur T. (problème de Dirichlet), la normale-^r se calcule à partir de
o o n

l'une ou de l'autre équation de (43). Lorsque la dérivée <f> ( r') = (|> (f ) est donnée (problème de

Neumann ), alors (f (?') = v (f) se détermine en résolvant l'équation intégrale non-homogène de

Fredholm, de la seconde espèce, qui se tire de la premiere equation de (43):
(44) tf(r') = f(f> + 2 f « ( f ' j J ^ - R (f/f'Jdr1

1 J JJ + i o n o

où f ( ?' ) est une fonction connue de f, venant de :

(45) f(î') - -2J HV?1) g o ( r / r ' ) d p

à

De la seconde équation se déduit l'équation intégrodifférentielle suivante : pour ——-
d n

T fo'^h «0<f/f'ldft

La présence de la dérivée normale précédant le signe intégrale, rend l'expression singulière
quand f -*f\ et l'intégrale elle-même n'est pas bornée. Afin d'éviter cette difficulté, on fait une inté-
gration par partie, qui introduit une dérivée dans la fonction <f (r) : Bouwkamp (1953, 1954) Baker et
Copson (1950).

En somme, on peut conclure que le principe de Huygens est lié principalement à la solution
d'un des deux problèmes de valeur aux limites, représentées par les équations intégrales (44) ou (46).

Pour les problèmes de diffraction par un écran, la surface £ est toute la surface de l'écran,
c'est-à-dire les deux faces de l'écran et on suppose que, soit le champ, soit sa dérivée normale, dis-
paraissent su rune des surfacesde l'écran. Dans ce cas, les singularités se trouvent à la source (d'on-
de incidente) ou sur les surfaces de l'écran.

Dans la théorie de Klrchhoff, donc on parlera plus loin, on peut assigner des valeurs arbitrai-
res à (f ( f ) et u> ( r ) sur la surface £ . Lorsque celles-ci sont dénotées par (f ( f ) et <i> ( f ), l'inté-
grale (28) s'écrit : ° °

(47) v(r) - — f ((f if) - 1 - - U> ( f ) ) g (r/Mdf
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T
Ceci est l'intégrale de diffraction de Kirchhoff qu'on emploie parfois dans la théorie delà diffrac-

tion, en particulier pour étudier la formation de l'image en optique instrumentale.D'après l'analyse

précédente *fo (r) et *?o (f) ne sont pas les valeurs aux limites de v(r) et *7 , obtenues sur la

surface ZJ + de l'obstacle diffractant % le champ v(r) ne s'évanouit pas, quand r est dans la région

K - , puisqu'il faudra que les valeurs aux l imites v(r) et ^~~ . quand r—»r soient l iées par l'équa-

tion (43), ou bien (44) et (46). En général, *f oft) et fo(t) ne satisferont pas simultanément l e s équations (44)

et (46)

Mais on peut rattacher (û ( f ) e t ( p ( r ) à des valeurs l imites sur E , en introduisant des dis -
•o To

continuités de la solution v(r) et sa dérivée normale à travers £ .

Les valeurs de (0 ( f ) et (1) ( r ), se définissent directement avec l'aide des équations (44) et

(46) qui donnent les valeurs limites de la solution v(r) et de sa dérivée normale _ _ sur la sur-

face. Si V..(r) et ( i2L(r)). , sont des valeurs limites de v(r) et.— surS + et v (r) et JLI )T 9n T an - an
sur£ (fig. S), alors nous prenons :

<P ( f ) - v . ( ? ) - v ( f )1 o +

fig 5

Si v(r) est régulière et satisfait la condition de rayonnement, alors, pour les valeurs des dis-
continuités quelconques données (A), une intégration de fonction (26) sur tout l'espace, bornée par la
surface de discontinuité E , peut être prise sur la surface de tout le domaine lorsque la contribu-
tion de la région infinie, limitée par une grande sphère, disparait, à cause de la condition de rayonne-
ment, l'application du théorème de Green (26) donne directement (47) ; de plus v(r) est une solution
de l'équation d'onde régulière dans tout le domaine et est uniquement déterminée par les valeurs don-
nées des discontinuités de v(r) et —=p— sur £ .

Nous remarquons ici, que dans la formule (47), la surface n'est pas nécessairement fermée;
elle peut être un morceau de surface.

Pour montrer l'unicité, prenons deux solutions de l'équation d'onde v. et v. ayant les mêmes

valeurs de discontinuité (A) et satisfaisant 1» condition de rayonnement, alors la différence w • v. - v_

est régulière dans tout l'espace et satisfera la condition de rayonnement. En appliquant le théorème de

Green à (26), l'intégrale disparait, ce que veut dire w = o.

C'est l'un des avantages du problème de la valeur discontinue d'être beaucoup plus facile à ré-
soudre que le problème des valeurs aux limites correspondant.

Quand les valeurs discontinues de la fonction et de sa dérivée normale sur£ ou bien sur une sur-
face quelconque, sont simultanément données (voir l'équation (A) ), nous obtenons l'intégrale de
Kirchhoff (47) :
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(47') v(r) = ~ J ( 01 o (r*) -^--, - tyQ (r*> ) gQ (f /A dr1

D'autre part, afin de représenter la solution de l'équation d'onde v(r) par les valeurs aux limi-

tes v(f) ou bien • sur Y.. il nous faut connaître le» fonctions de Green correspondantes. Cela veut
9 n

dire, la fonction de Green Je première et seconde espèce respectivement, pour la surface S , qui
sera singulière, comme dans Je cas de la fonction de Green dans l'espace vide(Sommerfeld 1954,
1965).

Dans ces problèmes, les conditions aux limites sont homogènes. L'expression explicite de
fonction de Green donne la solution du problème de diffraction.

V- CONNECTION ENTRE LE PROBLÈME DES VALEURS AUX LIMITES ET LE PROBLÈME
DES VALEURS DISCONTINUES.

De ce que nous avons dit ci-dessus, résulte, qu'il doit exister une connection entre le problè-
me des valeurs aux limites et celui des valeurs discontinues.

Soit v(r) une solution de "équation d'onde :

(28A) (A + k2) v(r) = - S (r - rQ)

"& v
satisfaisant la condition aux limites de deuxième espèce, -—— = 0 (problème de Neumann) sur le co-

ck n
té de S +, d'une surface fermée et régulière E , ainsi que la condition de rayonnement. Le point r est

o
un point quelconque au dehors de E . La singularité de la solution v(r) à r = r . r <£ K+ est due à la

o o
fonction de Green de deuxième espèce pour l'espace libre; celle-ci est une onde sphérique et nous
écrivons : v(r) = v (r).

o

En isolant le point r par une petite sphère S de rayon P , nous trouvons la contribution de

l'intégrale de surface sur S o ; elle est égale, d'après la fonction (30) à : -4 Tt v (r) quand r - • r , ou

( ? ~* °) parce que (11 (?) = ..v' ' = 0. Donc on a :1 ' o n

(48) v(r) » v (r) + \•- I (D
o 4TTc/£ T

où n1 est la normale extérieure à£.

La fonction <J (r ) = v (f) est obtenue par l'équation intégrale non-homogène de même forme
que (44) :

(49) 4-<f<f) - 4 ^ 1 (tif')-^r, g_ (?/?') df = vo(r)

Quand le point r est bien à l'intérieur de Z (se trouve en K-), le champ s'annule identiquement,
v(r) = 0, et alors (f ( r ) ept la discontinuité de v(r) quand on franchit la surface de K à K . Pour trou-
ver la fonction inconnue <f (f ), on peut résoudre l'équation intégrale (49) par une méthode d'approxi-
mation successive (Franz. 1949, 1950, Tricomi, 1956).

Nous commençons premièrement par ignorer l'intégrale dans (49), ainsi (I {r) - 2 v (r). On
• o o

ajoute, cette valeur de <f (r) à (49) et on calcule v(r) d'après (48), ce qui donne l'approximation d'or-
dre un, de la valeur exacte de v(r) pour le problème de valeur discontinue. Cette approximation nous
donne une solution du problème de la diffraction d'après Kirchhoff.

Pour les approximations élevées, on suit la méthode d'itération (procédés de Neumann)
Tricomi 1956 Hamel, 1939).
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Cette méthode donne les approximations successives, de différents ordres, pour v(r), et la so-
lution est donnée par une série de Neumann, le terme principal étant l'intégrale de Kirchhoff pour la
théorie de la diffraction.

Cependant, une telle solution ne mène pas à un problème de valeur aux limites parce qu'on n'a
pas fait la preuve que la série de Neumann converge vers une solution exacte de l'équation d'onde et sa-
tisfait en même temps les conditions aux limites . En effet le terme principal de la série de Neu-
mann, c'est-à-dir-?, la solution de Kirchhoff (intégrale), n'est pas l'approxima.ion d'ordre un du pro-
blème des valeurs aux limites, mais celle du problème des valeurs discontinues.

Nous avons vu, que dans la formulation originale de la théorie de Kirchhoff, le problème des
valeurs aux limites était remplacé par le problème des valeurs discontinues, avec vo(f) = v+(f) - vjr),

= ( L. + - (-=—) - quand on franchissait la surface £ . En plus, ces valeurs discontinues
3 n an ,** an "

v (f ) et — ^ - — ne s'étendent pas à toute la surface fermée de £ , mais seulement à la partie Z! .
accessible directement à l'onde incidente de la source, dans le sens de l'optique géométrique. Alors,
la solution de Kirchhoff est donnée par :

(50, vK (r) - vo (r) +^ J ^ (vo<r.)-|_, -~^P ) «o ( r /?•) df"

D'autre part, £ peut se déformer d'une manière continue, en une surface quelconque E .,

que 23

par £ , £ . , noua écrivions:

pourvu que 23, ait les mêmes bords que 53 , et qu'à chaque point r des bords d'un domaine Ko limité

v' (r) = v (r)o o

Si r est bien dans ce domaine r £ K , v ( r ) = 0. La valeur de v (r) est donnée par une for-
o o o

mule de même espèce que (50) prise sur E + E . , avec la normale dirigée à l'intérieur de K . Alors,

l'intégrale sur T. + E donne une partie qui remplace l'intégrale sur Z de (50) due à la direction

opposée de la normale à Z et seule l'intégrale sur £ , reste . Cela s'écrit:

(51) vK ( r , - vo (r) + ̂  J E j (v, (f1) £ j f . gp 4

La solutionfK (r) donnée par (50) ou (51) n'a plus de connection avec le problème de valeur

aux limites, original, défini par les équations (48) et (49). On peut cependant l'adapter à la limite des
ondes géométriques, parce qu'on peut choisir comme surface £ ., la frontière de l'ombre géométri-
que.

Dans ce cas v (r) décrit la distribution du champ optique géométrique.

L'intégrale de surface dans (51) donne ensuite, une correction à l'optique géométrique, c'est-
à-dire un champ diffractant au sens de l'optique ondulatoire, où 1» discontinuité du champ, due à v'o(r)
(onde géométrique) est compensée et la solution de l'équation d'onde reste continue, comme noua
l'avons remarqué dans le chapitre I.

(1) Voir les travaux de Franz I . e . ; Schelkunoff (1951)
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De plus, l'intégrale (51) subit à une diconstinuité, en franchissant le bord d'ombre qui, d'après

(A) est donné par v' ( r ) et -?Q .o o n

Nous discuterons ce point autre part.

VI - FORMULATION VECTORIELLE DU PRINCIPE DE HUYGENS

Dans les paragraphes précédents, nous avons formulé d'une façon rigoureuse le principe de
Huygens, pour l'équation d'onde scalaire. Maintenant, nous donnerons une formule analogue, fondée
sur les équations de Maxwell ou des équations vectorielles du champ électromagnétique. La dériva-
tion de cette formule est fondée sur les équations de Maxwell (5a), mises sous la forme (U.

(1) VAH + iU)EE = J

VAE - i U)pH = - J1

ou bien des équations vectorielles du champ E H :
o

(2) VA VA H - k2E = iUJ6 J' + VA J
2

V A V A E - k E = iu)pj - 7 A J '

et les équations auxiliaires :

(3) div H = £ -

div E = -{r-

De plus on a les équations de continuité :

(4) divJ =icop

div J' = iU> P'

Pour trouver la forme correspondante du Principe de Huygens, il est nécessaire de construire
une fonction analogue à la fonction scalaire de Green (22), c'est-à-dire, une fonction de Green pour
les champs vectoriels E et H de l'espace libre. Cette fonction qu'on peut écrire T (r/r1) est une fonc-
tion tensorielle, ou dyadique, symétrique par rapport aux deux points r et r' dans l'espace l ibre ,
F (r:r') = T (r'/r) et elle satisfait, en outre, à l'équation vectorielle suivante :

(5) VAVAr(r/r') - k2 T (r/r1) = - I 8 (r-r')

où le symbole I est le tenseur unité. Alors T (r/r1) représente une source unité placée au point r - r!

Avant de donner la forme de F (r/r1), appelons Sun vecteur constant quelconque et supposons
qu'un vecteur g(r/r') soit défini par la relation :

(6) g(r/r') =t?go(r/r')

où g (r/r*) est la fonction scalaire de Green de l'espace libre, donnée explicitement par l'expression

(23), Nous obtenons immédiatement les propriétés suivantes pour g(r/r') :

(1) Nous supposons que £ , y- sont des scalaires constants et to une constante.



(7) V A g(r / r ' ) =

= à*V0Vg + a k 2 g + "a "8 (r-r1)

= ? ( V 0 V + k 2 ) g (r/r1) + t S (r - r ')

parce que g (r/r1) satisfait l'équation scalaire d'onde :

(a) ( A + k2) gQ(r/r ') = - S (r - r1)

Puisque a est un vecteur constant, nous avons :

(b) { A + k2) g( r / r ' ) = - f S ( r - r ' )

Le tenseur de Green T (r/r1) satisfait l'équation (5) et pour les points t rès éloignés d'une sour-
ce, il décrit une onde sphérique divergente. Pour trouver la forme explicite de T (r/r1) on prendra la
divergence de T (r /r1) . D'après (5), cette divergence est donnée par l'expression suivante :

(9) k2 V . F (r/r') = I ( V . S (r-r1) = - I ( V : . S (r-r')

parce que la divergence d'un rotationnel est nulle.

Par conséquent, nous obtenons, si nous avons (5), l'équation importante :

(c) ( A + k2) T(r/r') = ( - ^ - + I) 6 (r-r1)
k

Cette équation est satisfaire quand on prend pour T ( r / r ' ) l'expression suivante :

(10) T (r / r ' ) = - ( ^ ^ +D g (r/r1)

si la fonction g (r/r1) satisfait l'équation d'onde (a).

Mais la divergence de F (r/r1) donnée par (9) impose la limitation suivante sur g (r/r1) :

(d) ( V+ V ) g Q ( r / r ' ) =0

c'est-à-dire que g^(r/r') est une fonction de la distance | r - r ' | des deux points r et r ' . Donc une solu-
le l
ik

tion de (d) bien connue est de la forme :

6o ' ' 4TT | r - r ' |
donnée déjà dans le paragraphe 3, formule (23).

A partir de cette valeur de g ( r / r ' ) l e tenseur de Green est donné sous la forme explicite sui-

vante'1 ' .

Le tenseur de Green dans l'espace libre est symétrique par rapport aux points r et r' . On c

v r . - v T , v A r - - v r e t v A r * ( v g 0 A i ) , ( * . v A r ) - < r A v g 0 ) .

(1) Notre expression d e f l r / r ' ) est le négatif de la formule donnée par Levine et Schwlnger (1950).
Ceci est dû au signe de la fonction delta de Dirac dans l'équation (5) satisfaite par f (r r ' ) .
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Pour dériver une formule analogue à celle relative au cas d'une onde scalaire, nous multiplions
la première équation de (2) par g(r/r') et l'équation (8) par H et après soustraction nous obtenons :

(II) g(r/r') VA (VA H) - H VA (VA g(rr')

= t g (r| r') VA J + i (OfcïTg (r/r1) J'

- HV (V (â*go(rr1))) - ^ g Q H & ( r - r ' )

Soit K un domaine régulier limité par une surface fermée et régulière Z. Si les fonctions
E, H, J, J1, VA J, VA J1, VJ, VJ1 sont continues dans K et surX) . alors l'application du tnéorème
de Gauss donne :

V A ( V A H ) - H V A (V g ( r / r ' ) ) } d r '

Tg ( r / r ' ) J 1 + t g ( r / r « ) ( V Ago(

H V ( sT V gQ(r/r') ) + f H % (r - r1) J dr'

Mais d'après la formule vectorielle de Green, l'intégrale à gauche de (12) est égale à l'inté-
grale sur la surface E enveloppant l'espace K :

- J { î ( n A H ) A V g o - î g o ( V A H) } df

ï { ( n A H ) A V g o - l U C ( n A E ) g

(13)

parce que pour l 'autre t e r m e - â*g . ( J A n) = 0 , n es t normale au vec teur J s i tué sur £ .

En outre , on peut é c r i r e le t r o i s i è m e t e r m e à la droi te de (12) sous la forme :

(13') f H V (V(a" g ) ) dv' = - f (V H) (t V g ) dr'
J K ° JK

Ç (n. H) (à* V g ) df •

"JE

Quand on tient compte de (13) et de(13)' et du fait que ~£ est un vecteur quelconque, on obtient*:

(14) H(r) = ~ { [ i W £ J'gQ(r | r') + J A VgQ(r | r') • (VH). VgQ(r I r') ] dr'

+ - ^ f j i a ) e ( n A E)g ( r / f ) - ( n A H) A VgQ(r | r ' ) - ( H n ) V g ( r | r ' ) l dr '

pour tout point r dans le domaine r £ K,

Si r est dehors de ce domaine r ^ K, r ^ E , la somme des intégrales s'annule identiquement :

(15) 0 * 7 T T J { iwe J.gQ + JA v-go + (VH). VgoJ dr

(n A E) gQ - (n A H) A VgQ - (Hn) 1gQ } d f
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D'après les équations de Maxwell une permutation de H et E, J* et J et M et £ conduit à une
formule analogue pour les champs électriques.

(16) E(r) --J-

1 /» f
UJ U (n A •*) I? •** (n A E )

+ (E. n) Vg o 1 d y'

si r e K, et E<r) s'annule identiquement.

i f f 1 ~
(H) 0 = - ^ - | I iOJU Jg - J'A v-g + ( v-E) ( V g _) I d r '

H)g o +(n A E ) A Vg Q +(E.n) V gQ } df

pour r ^ K et r ^ E.

et

0 = "

(17) - - j ^ - J | i U |Mn A H)g(> + (n A E) A VgQ + (En)VgQ } df •

Soit p une quantité possédant les propriétés suivantes :

P * 1 rC K

nous écrivons les équations (14) (15) et (16) (17) sous la forme simple :

(A) pE(r) * - ^ J ^ [iUf J gQ - J.A. VgQ + | VgQ } dr-

(B) pH(r) '-JTTJ { 1 < j e j I 8 o
 + J A V g o + | Vgo Jdr'

{ n A E ) g Q . ( n A H ) A V g o - (Hn)Vg o ]d f

quand on introduit les relations :

VE - ^ - VH - - p

Cas particulier :

Si les courants électriques et magnétiques J et J' sont nuls dans K, les champs électromagné-
tiques satisfont aux équations :
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VA E - i u) p H = 0

Alors les intégrales, prises sur K, dans les expressions (A) et (B) disparaissent et nous avons
seulement les intégrales sur E :

(C) ( 3 E ( r ) = ^ f { i U ) f i ( n A H ) K o + ( n A E ) A V R Q 4 ( E n ) VR(> 1 d f

(D) pll(r) = " ^ - f | i t O e ( n A E ) g o - (nA H)A VgQ - (Hn) VgQ j d f

ou bien :

(C)' p J

(D). pH(r) = T

parce que la fonction de Green est symétrique, par rapport à r, r ' et satisfait :

r1 o r o

II est facile de prouver que les deux représentations (C, D) - (C D1) satisfont aux équations
de Maxwell. En effet, si on prend la rotation de E(r) et H(v), et à l'aide de la relation (1) et (2), on
obtient (1).

Les formules (C), (D) ou (C)' et (D)' expriment les formulations vectorielles du Principe de
Huygens pour les champs E, et H satisfaisant aux équations de Maxwell. Elles les expriment en chaque
point de l'espace par des intégrales, prises sur une surface régulière et fermée E quand les valeurs
tangentielles et normales des champs, sont données sur cette surface. De plus, nous pouvons éliminer
les composantes normales, par une application de l'opérateur rotationnel (iVrt )et en utilisant les équa-
tions de Maxwell.

On obtient ainsi :

(45) jiE(r) = ^j

(46) (5H(r) = - ^ { VAJJ, (n A H) % d f - ^ VA VAJ^ (n A E) go df-

dont les dernières parties, contenant le gradient, s'annulent. Donc, l'élimination des composantes
normales du champ réduit les intégrales à une forme symétrique, par rapport au champ. Mais les
équations(45) - (46) sont un système compliqué parce qu'elles contiennent des composantes tangentielles
de E et H. 11 nous faut calculer E(r) et H(r), à partir des intégrales de surfaces, en fonction seule-
ment des valeurs des champs eux-mêmes E(f), et ses dérivées,ou H(r) et ses dérivées prises sur la
surface E . On peut le réaliser en utilisant la fonction de Green vectorielle de la façon suivante :

Dans la dernière intégrale de (45) et (46) on peut remplacer l'opérateur V A ^ A par grad div -A .
Lorsque la fonction scalaire de Green satisfait à l'équation d'onde (a) pour r f r1, on remplace VA VA
par l'opérateur VoV + K2l et de (6) on écrit :

(b) VA (vA ago (r/r«) -- (V@V + k2 l) ago (r/r1)

Si on introduit une fonction F (r/r1) qui est le tenseur de Green d'espace libre, définie par :

(c) T (r/r-) = - (vtov 4 k
2 i ) gQ ( r / r ' )
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les équations (45) et (46) peuvent s'écrire sous la forme :

(45a) p E(r) = -—^ J juî£(n' A E) ( VA T (r/f) + i (n' A H) T (r/f ' ) J df '

(46a) |ÎH(r) = ~ ~ f {wp(n' A H) (VA T (r/f) + i(n'A E) V (r/r) J df>
2

On peut aussi subsituer H(r) = (V A E) et E(r) = -4

ce qui permet d'écrire :

(d) VAr(r/r') = V te A I)

4 g ( H)

(ago) - (aAVgQ)

La bubstitution donne :

(45b) p E(r) = ~

(46b) (3H(r) = - j H

Maintenant ces formules sont symétriques par rapport au champ. Elles sont exprimées par leur
composante tangentielle et leur rotationnel, pris sur la surface E . Nous avons prouvé que (45 a, b)
et (46 a, b) satisfont aux équations vectorielles.

y A yA E - k2E = o

VA VA H - k2H = O

dans un milieu libre (sans source) limité parE . Les formules ci-dessus forment une représentation
exacte du Principe de Huygens analogue à la représentation scalaire.

Le tenseur W (r/r1) défini par :e, m

(A) W (r/r«) = VA T (r/r') (n'A E) - - ^ ( n ' A v^EjHr/r' )
e k

(B) W (r/r«) = VA T (r/r') (n'A H) - - ^ - ( n ' A VA H)T(r/r')

m ^i

est analogue au vecteur W (r/r') correspondant, pour le cas scalaire et sa divergence sur E :

(C) div W (r/r1) = E(r) & (r-r1)

(D) div W (r/r1) = H(r) S (r-r')
m

s'annule en tous les points de la surface et seulement au point r = r* de source ; elles sont égales à
E(r) et H(r) respectivement.

VU - LIAISON ENTRE LES VALEURS LIMITES DES COMPOSANTES TANGENTIELLES.

La construction d'une solution unique des équations de Maxwell quand les composantes tangen-
tlelles de E et H sont données d'une manière arbitraire, est possible, si et seulement s'il existe une
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liaison entre E et H. Afin de trouver cette liaison, il nous faut rappeler d'abord, que les composantes
tangentielles sont exprimées par les courants J et J* :

( n A H + )+ ) +

(47) (nA E) + = - J ' B

quand on franchit £ du domaine K* à K-.

(48)

(49)

Si on introduit (47) dans (45) et (46) on obtient :

Alors, les valeurs limites de E et H. quand r—»r* + 0 sont données par les expressions

(50) 6 ( n A E(f) = lim f " A V A | J (f)g d f + ^ n A (VA VA)f J' (f)« d f
r -*r '+0; ^ J E 8 ° ' «'E * °

(51) fl(nAH(f) = lim f n A VA f J (f)R df - i _ n A ( V A VA)f J' (f)g Hf
r r-r'+o{ 4trJE« ° <*>f J £

 8

On me; la première intégrale sous la forme:

(52) lim (nA TA f J g d f * ^ - \ J g df ) - - ^ - f J
r-r '+oTF JE • ° 4TT J s o ATT J^ s

où n est la normale au point t, t € T. .

Puisque J et J' sont des vecteurs arbitraires et continus sur E , ils se trouvent dans le plan

tangent à £ au point f. Comme pour le cas scalaire, on construit un élément de surface En. a u voisi -
nage du point f, f e Z j j , de telle façon, qu'elle puisse faire partie d'un élément du plan tangent de£ .
Parce que J se trouve sur le plan tangent, le vecteur n lui est normal, donc, la première intégrale

de (52) s'annule sur la limite Z/j-» f.

La seconde intégrale de (52) donne une contribution qui peut être évaluée comme nous l'avons
déjà fait pour (40) (équation paragr. 3). Ainsi, on obtient pour (C2) la forme suivante :

(53) lim n A V A f J g d f = +-J-J ( f ) - f nA (J ( f )A Vg ( r / f ) ) d f
r-r'+0 J E

 8 ° 8 JL 8 °

parce que :

" A/ •

Pour la deuxième intégrale (52) on peut écrire:

(54) lim VA VA f j ' g df - - VA f j Vg df

En effet, on remplacé* VA parVoV + k2l, on obtient :

l;m VA 7A Çj> (f)g (r/r')df » (V©V+k2iy J' (f ) g tr/f ) df
J x ° "so- » f £ 0

V f J (f) Vg (r/r')df + k2l /* J« (f ) g (r/f) df
e/JC • O ,/£ S O
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Ainsi, de (53) et (54). nous tirons les relations suivantes, satisfaites par les courants J et J'
ou les composantes tangentielles de E et H : s s

(55) 4 J <r> = T ( n A H(f) ) = ifnVA f (J> (f)A Vg ( f / f ) d f
£ S Z + 1^ S O

n/s (J (f )A Vg itft') df
S O

(56) -r J' (f) = -r
A S £

d f

- i i n V*f (J (f )*v Vg (f / f ) ) df
[ JE B °

Les équations ci-dessus expriment la liaison générale en*re les composantes tangentielles du
champ électromagnétique, sur une surface arbitraire

Par conséquent, les vecteurs des champs E(r). H(r) sont définis de façon univoque en chaque
point du domaine K+ (sans source), limité par E • Us sont engendrés par les courants superficiels
électriques et magnétiques et sont liés par les équations (55) et (56). Dans le domaine R-, qui se trou-
ve en dehors de la surface Z , les courants n'engendrent pas un champ électromagnétique, puisque les
intégrales dans (47) et (48) s'évanouissent, quand r e K-.

Une telle interprétation du champ de rayonnement parles courants superficiels, peut recevoir
une interprétation physique, si E coïncide avec la surface réelle du corps diffractant.

VIII - DISCONTINUITÉ DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Plus haut, nous avons dérivé les équations (55, 56) liant les composantes tangentielles de E et
H, quand celles-ci sont données par des valeurs arbitraires sur T. :

(57) (n A H)+ = JQ (f )

(nA E) =-J' (f)+ o

I«s deux vecteurs J (f) et J' (f)sont parallèles au plan tangent de Z . touchant la surface en f.
Alors, une solution des équations de wlaxwell s'exprime sous la forme :

A V A d f(57) fJE(D = ^

(58) pH(r) - TfTJ 7A J JQ ( f ) gQ(r/f ) df -ij-Vy, VAf J'o(f)go (r/f) df 1

En introduisant la fonction tensorielle de Green Ffr/r') les équations (57) et (58) prennent la forme
suivante :

(59) pE(r) = 7nf{j f
8<r) VA T (r/f) - i J0 ( f ) T <r/f)« J df

(60) pH(r) ' - M * | j s ( f ) VA F (r/r') + i J'Jlt') Hr/r') J dr'

où la surface Z n'est pas nécessairement une surface fermée. En effet, (59) et (60) sont des solutions
des équations de Maxwell, même pour une surface non-fermée, lorsqu'on peut écrire la deuxième in-
tégrale de (57) et (58) sou* la forme :

(61) VA /* Js(v») go(r/f ) df - dr'
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= k2 fj8<r) go(r/f) df+ V f j g (f ) VRQ (r/f1) df1

Cependant J . J' ne représentent plus des valeurs aux limites, mais des valeurs discontinues
des composantes tangenftelles de E et H. qui subissent, en franchissant la surface E (de E + & E -),
les discontinuités :

(62) (n A (H+ (f ) - H -(f )) = J(f )

(n A (E+ it) - E+ it)) = -J'(r)

Celles-ci se déduisent des équations (59) et (60). Dans le domaine k (extérieur à E ), E et H
S'annulent.

L'analyse précédente donne une solution unique des équations de Maxwell, basée sur le Prin-
cipe de Huygens, mis sous forme intégrale, exprimé par les équations (59) et (60) et par l'intermé -
diaire des valeurs de discontinuités de E et H (57) et les conditions de rayonnement (voir paragraphe
10).

PC - L'ENERGIE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE ET LE VECTEUR DE POYNTING

Lorsqu'une énergie rayonnante remplit tout l'espace, alors que toutes les sources sont à dis-
tance finie, le comportement des vecteurs E et H à grande distance sera tel, qu* l'énergie totale,
passant à travers une surface fermée éloignée, reste finie. On peut prendre pour cette surface une
sphère, de grand rayon. Le vecteur de Poynting est donné par :

(63) S = E A H

et la densité du champ électromagnétique par :

(64) W = y ( 6 E 2 + ^ H 2 )

où E et H sont réels. Si E et H sont des quantités complexes, chaque composante de E et H peut se
mettre sous la forme :

(65) E. » |A I e Y. '

et la partie réelle de E s'écrit :

(66) Re(Ek) " | A k I cos ( 0 k - 0) t)

Dans les expériences, on n'observe pas le flux d'é.«ïgie à chaque instant, particulièrement
quand O) est élevé, mais on mesure sa valeur moyenne «*ans le temps sur un cycle. Donc, on peut
écrire la valeur moyenne dans le temps sur un cycle, du produit E E .

(66) V T* I ^ W e (Ee> *
J 0

" -Wt) c o s ( 6 e - U)t)dt

1 ^°
2 | A J | A e ' CO8 ( 9 k "

Ainsi, quant! E et H sont complexes, le vecteur de Poynting a pour valeur moyenne prise sur
un cycle.

- 34 -

(67) rVE*H)

i - | ( E A H') + ( E ; H) J

La composante normal» de S représente la moyenne dans le temps du flux par unité de surface
d'énergie. De même la moyenne dans le temps de la densité d'énergie électromagnétique W, devient :

(68) W > » -J- I (E E*) + (H H*)

Les équations de Maxwell nous donnent :

(69) div<S> « <W > = --i- R (JE*)
O Z 0

dont le côté droit est l'énergie fournie par les courants J de "±a source. Quand il n'y a pas de sources
présentes, j = 0, et ainsi, la moyenne temporelle du flux d'énergie à travers une surface fermée
s'évanouit.

vons :
Si nous calculons (69) sur un volume K, entouré par une surface lisse et fermée E , nous écri-

(70) f__div-cS>dr' = f < S >dv'
J * e'Z n

(71) ~ f f(EA H*) + (E A H) | n df = -J-J (H*VA E + E VA H* + E* VA H + H VA E*- EJ*- EJ)

3 T fK 2 I l tol 6 (E E** " * °* I*(H "̂  " EJ*" E*J } d f

df

alors on a :

(72) y J JEAH*Jndf =JK|iu>e(EE*)-ia)|x(HH')-Ej'|dr'

Si le milieu est conducteur J • a-B et le dernier terme est remplacé par«r (E. E)

En séparant dans (72) la partie réelle et la partie imaginaire, il devient :

(72) Re 4" f ^S > df * - 2<f \ v E E* dr»Z (/£ n v n.

où le second membre représente le double de la chaleur de Joule, et :

2 fK { •i*)fi(H.Hf)+ (u)£) (E.*E) J dr«

2U) fK (E. D*) + (HB*) dr»

(73) y

La partie imaginaire est donc 4 O) fois la différence entre l'énergie électrique moyenne, et l'é-
nergie magnétique moyenne, contenue dans le champ électromagnétique à l'intérieur de K.

X - CONDITION DE RAYONNEMENT

Dans notre discussion de la formulation de Helmholtz-Kirchhoff pour le problème de la diffrac-
tion, la solution de l'équation d'onde a été mise sous la forme de l'intégrale (28), prise sur la surface
arbitraire £ , que nous avons remplacée par deux surfaces fermées S . et Z , . Le domaine, enfermé
par Z t , contenant toutes les sources et corps diffractants et Z 2 pouvant être considéré comme une

large sphère de rayon r', tendant vers l'infini, et centré dans la région enfermée par Z^.
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En un point r, situé à l'intérieur de L et à l'extérieur de E , la valeur de la fonction d'onde

est donnée seulement par l'intégrale, prise sur la surface Z , parce que l'intégrale étendue Bur Y. _.

s'annule, si on impose une condition convenable au comportement du champ à l'infini.

A présent, nous cherchons la forme de la condition relative à v(r) pour les ondes scalaires. On
peut écrire l'intégrale sur Z _, quand r' -»«:

(1) lim
jv(f') ^ - "^T7"

parce que n' -»r l , car r'-^oo. La fonction g (r/r1) est exprimée par :

• i i . . i k

. . . . i ,. 1 «A* Ir-rM

<2) e { r / ) - T V =<2) eo
{r/r) - TF V -

où R -*>r'. Donc, l'intégrale (1) devient :

(3) lim - ( f r ( ^ - ikv) e i k r ' du) + f v(r') e l k r ' da>
r'-*ooUE2 * r J r 2

Pour que (3) tende vers zéro, il faut supposer :

(4) r ' ( ^ i

et

(5) r' v(r')~O(l)

C'est-à-dire :

'6) lim
rt¥ -orr-»oo

et
(7) lim rv<ooo« lim (rv) * C

r -*• oo r - * oo

où C est une constante arbitraire C < <». L'équation (6) est la condition de rayonnement dite celle de
Sommerfeld, et (7) est la condition finie ou bornée. Ces deux conditions devront être satisfaites pour
toutes les valeurs des angles polaires ( $ , If ). Mais, comme Rellich l'a démontré, il n'est pas néces-
saire d'imposer l'équation (7), parce qu'elle est satisfaite automatiquement quand (6) est vrai.

Une intégration de (6) donne :
ikr

(0,<f )*-J~ (r

où A( $ , if ) est la constante d'intégration.

Toutefois, pour les problèmes ou les corps diffractants s'étendent à l'infini (comme le problè-
me de diffraction pour un demi-plan), la condition (6) n'est pas suffisante pour donner l'unicité de la
•olution du problème de diffraction. La condition de rayonnement devra être modifiée, de façon qu'elle
se rapporte seulement à la partie infinie de l'espace qui n'est pas occupée par les corps diffractants.

La raison pour laquelle la condition de rayonnement ne suffit pas à définir une solution unique
dans un problème de diffraction de cette espèce est évidente, particulièrement Ji le corps n'est pas un
conducteur idéal. Dans ce cas, il est possible que l'équation d'onde, ou bien de Maxwell homogène, ait
une solution non triviale, correspondant aux vibrations libres ou propres. Dans cette situation, s'il y
• un* solution non-triviale, il y a une infinité de solutions, parce que, à chaque valeur propre, il
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correspond une solution de l'équation d'onde. Les valeurs propres forment un spectre discontinu.

Pour les corpB diffractants qui s'étendent à l'infini, comme le demi-plan ou le demi cylindre,
Rellich (1948) et Jones (1953) ont donné des critères pour appliquer la condition du rayonnement pour
toutes les valeurs des fréquences U)ou k du spectre continu, qui fait <W>—»oo.

XI - FORMULATION VECTORIELLE DE LA CONDITION DE RAYONNEMENT

Pour dériver la condition de rayonnement pour tes champs électromagnétiques, nous considé-
rons l'intégrale (C, D) qui donne le Principe de Huygens pour le cas vectoriel. De la même façon, la
surface £ est remplacée par T. j et £2- comme dans les paragraphes précédents.

Dans ce cas, on peut se servir de la fonction de Green, g(r/r*y = if g (r/r1). Quand r' -•• 00 on
obtient :

(8) V'g(r/ r') = (tV')go(r/r«) = - (ik - -p) an'o KQ (r/r ') r ' - 00

où n* est la normale extérieure à Z _. Ainsi, la contribution de l'intégrale (C) prise sur T. _, s'écrit :

(9) C. ( iUJf (n'Q A H) + (n'o A E)A n'Q) (ik - ^ ) + (n'Q E) n'Q (ik - 1 ) | g Q ( r / f ) dr

=Jj l WP (n'o
 A H) + (ik ""P* E } « 0

( r / r l ) df'
Quand r* s'en va à l'infini, on obtient le résultat :

(10) lim ( i f Iuur'(n' A K) + kEfe i k r > d 0) - C Ee i k r ' du
r'-oo 1 Jr2l r ° J <>L2

où df = f 2 d0)

Afin que cette intégrale tend vers zéro, il faut que nous prenions :

(11) 0)u(nA H) + kE = 0 (—) E - 0 (- H = 0 (-̂ )

ou

(11)» r (W| i (n A H) + kE -» 0, rE < 00

quanf r -*• 00 •

De même, nous pouvons déduire une formule analogue pour la deuxième intégrale (D) :

(13) U)6(nA E) - kH = 0(—) E = 0^-) H - 0^)

ou
(13)' r( U) £ (nA E) - kF - • 0, rH < 00 (14)

quand r —» «*»•

Les équations (11) et (13), que lea champs E et H doivent satisfaire, sont lea conditions de
rayonnement vectorielles correspondantes. Les équations (12) et (14) sont les conditions bornées ou
finies. Par ces équations, on trouve que les composantes normales de champ (n, E) et (n. H) doivent
disparaître plus vite que les composantes tangentlelles, quand r—»oo. Donc, les champs éloignés sont
transverses et les composantes tangentielles des vecteurs E et M prennent la même valeur abaolue.

Par intégration de (H)1 et (13)', nous obtenons lea formes suivantes pour lea valeurs aaympto-
tiques des champs :
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(14) E c c ' r ) ^ | ( n A Pe
(n ) + nA (n A p j "*} *^— (r

ikr
H J ' > * (nA (nApe

(n))-(nApm
(n)) ^~

où p et p sont les constantes des intégrations dépendant seulement des angles polaires ( \}, <f ).e m
Ainsi, la forme asymptotique des champs électromagnétiques est plus compliquée que la forme sca-

laire. Dans quelques problèmes, il est possible de déterminer explicitement p et p

XII - CONDITION QUE LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DOIT REMPLIR SUR UNE ARETE

Nous avons remai-qué plus haut, que les formules sont valables, si la surfaceZ est régulière.
Mais, pour beaucoup de problèmes, la surface S est, en général, une surface ouverte, qui peut s ' é-
tendre jusqu'à l'infini. Par exemple, un écran mince, percé par une ouverture, ou un disque mince,
ou un demi-plan. Dans ces situations, la condition de rayonnement ne suffit pas pour résoudre le pro-
blème de diffraction d'une manière unique, parce que les champs deviennent infinis sur les arêtes des
corps diffractants, comme dans le cas, bien connu, de l'électrostatique. En réalité, il n'existe pas de
corps ou d'écrans naturels, possédant des arêtes idéales, mais nous considérons comme idéale l'arête
ou le point anguleux d'un corps diffractant, quand l'épaisseur de l'arête est moindre que la longueur
d'onde. Pour les corps (ou écran) qui possèdent des arêtes tranchantes ou des points anguleux, il faut
examiner, avec plus de détails, le comportement du champ électromagnétique au voisinage de cette
singularité, du corps diffractant. Les formules (72) et (73) qui représentent l'énergie, transportée par
le champ électromagnétique, engendré par les sources éloignées doivent rester finies, parce que la
formule de Gauss est seulement applicable dans le cas des champs non-singuliers. Pour les points sin-
guliers des corps, on peut envelopper les points, ou bien les arêtes tranchantes, par une surface tubu-
laire de rayon P et par l'application de la formule de Green, l'énergie apportée par ce volume tubu-
laire, s'annulera quand f-» 0. C'est-à-dire, les singularités de la surface de corps ne contribuent en
aucune façon à l'énergie rayonnée. Afin de satisfaire ce critère, il faut que les champs présentent une
forme fonctionnelle, telle que l'intégrale (A) s'annule, quand f tend vers zéro. Ainsi, il faut ajouter
une nouvelle condition aux conditions de rayonnement, quand les corps ont des singularités (arêtes,
tranchants). Cette condition, qui fut remarquée par Rayleigh, fut plus tard examinée en détails par
Bouwkamp et Meixner, qui ont clarifié les comportements des champs au voisinage de ces singularités.
Cette condition est appelée la condition sur l'arête, ou bien la condition de Bouwkamp-Meixner. On
peut exprimer cette condition comme suit :

IV - Les champs v(r) ou E et H, doivent satisfaire une condition sur l'arête telle qu'il n'y ait plus de
rayonnement des singularités (arêtes, tranchants, etc . . . ) des corps diffractants.

On peut formuler cette condition analytiquement avec l'aide du vecteur de Poynting •< S > . Si
l'on prend le cas d'une arête tranchante bordant une partie de surface £ , la direction de la normale n
prise le long du bord, subit une rotation égale àTr quand on passe de la face positive à la face négative
de l'icran.

En regardant l'arête comme l'axe d'un anneau cylindrique de rayon p , la condition de l'arête
IV - est équivalente à la formule suivante :

(a) llm P < S > » ~Um p{(EA H*)P < S > » ~Um p{

c'est-a-dire, que la composante normale du vecteur de Poynting multipliée par P s'annule avec f .
Donc, les arêtes ne rayonnent pas d'énergie électronique.

Pour clarifier notre idée : soit C la courbe limite de l'écran. On prend sur Cun point quelconque
comme centre de coordonnées orthogonales, une direction étant prise par la tangente à Cen r, la
deuxième par la direction de )a normale extérieure au corps, ou de l'écran et la troisième dans une
direction perpendiculaire A t et n, dirigée ver l'intérieur (voyez fig. 6) : s = (t An*.
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fig. 6

Par exemple, nous écrivons les composantes électriques :

E. = (s. E) eE = (t. E) E = (n. E)
\ £ «5

c'est-à-dire E2 étant la composante parallèle à l'arête, et E. , E les composantes perpendiculaires à

l'arête de l'écran. On peut construire, de même façon, les composantes parallèles et perpendiculaires
de H.

D'après la formele (a), il faut que les composantes parallèles de E et H soient finies ou bien
s'annulent, quand p -»0, mais les composantes perpendiculaires de E et H doivent rester singulières
quand p-*0, de façon que la forme (a) soit bornée, si P-»0, donc EA et HA se conduisent par rapport
à P, comme:

(b) Ex ~ p04

1 (2 <X > -1)

Pour une arête droite Œ = —

En général, il est très difficile de trouver la valeur exacte de Of pour des arêtes géométriques
compliquées.

XIII - DISCUSSION DU CARACTÈRE DES PROBLÊMES DE DIFFRACTION. UNICITE DE SOLUTION

• Après notre analyse de la condition de rayonnement (11)' ou (13)' et la condition sur l'arête
( é ) , nous formulerons, avec précision, les problèmes de diffraction ou diffusion, comme des pro-
blèmes aux valeurs limites, qui conduisent à des solutions uniques pour les équations d'ondes scalaires
et vectorielles. Nous décrirons le caractère de ces problèmes par la nature de la condition aux limi-
tes, imposée sur une surface quelconque E , qui est prise ordinairement comme la surface du corps
diffractant.

Supposons, que £ soit une surface régulière, mais possède un nombre fini d'éléments (singula-
rités) non-réguliers, comme arêtes, coins, etc, et se trouve ou bien complètement à distance finie,
ou bien s'étende en partie à l'infini, comme p. e. le plan demi-infini, cône cylindrique ou un écran in-
finiment mince, percé,par une ou plusieurs ouvertures, etc . . .

A - Problèmes de diffraction scalaire

On peut classer la plupart des problèmes de diffraction en deux genres : selon les conditions

aux limites relatives à la fonction d'onde v(r), ou sa dérivée normale, •? • sur la surface des corps
diffractwnts. n

- 39 .



Dans le premier cas. où la fonction d'onde v(r) = 0 sur E . il s'agit du problème de Dirlchlet

pour l'équation d'onde et quand sa dérivée normale ^£ ' °8UI"£ . il s'agit du problème de Neumann .

En somme, on peut poser l'unicité de la solution du problème de diffraction comme suit : trou-
ver une fonction d'onde v(r) qui remplit les conditions suivantes :

I - L'équation d'onde scalaire, ainsi que la relation d'énergie.

II - La condition aux limites (homogènes) :

a) problème de Dirichlet : v(f ) = 0 f e £

f e£b) problème de Neumann : v ' r * = n

HI - La condition de rayonnement de Sommerfeld.

IV - La condition sur l'arête (a) (Bouwkamp-Meixner).

Pour le cas où la surface E est régulière et fermée, les conditions I à III suffisent à prouver
l'unicité de solution du problem» de diffraction. Si la surface possède des arêtes ou d'autres points
singulière-, alors, il faudra pour l'unicité de solution, que la fonction d'onde v(r) satisfasse aussi la
condition IV.

Pour démontrer l'unicité de solution, regardons v(r) comme une fonction complexe. Alors,
selon (67), le vecteur de Poynting <• S > qui définit la moyenne temporelle de flux d'énergie, est main-
tenant donné par :

(69) < S > = ] « v V v*- v*Vv)>=-j

Si la div-c S > e s t intégrée sur l'espace total K de cnamp, borné par la surface T. e t Z '.ICE'
(fig. 7), nous écrirons selon la formule de Green :

(70) ' W = f
° J div<S>dv' < S > d V =-J- lim

' n 2 '
vv'r' do)

parce que l'intégrale, prise sur la surface des corps diffractants, n'entre pas explicitement dans le

résultat final à cause de la condition de limite v(r) = 0 ou •—• = 0 surZ . De plus, il faudra que le corps

diffractant n'émette, ni absorbe du rayonnement.

«g. 7
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Supposons, comme au paragraphe (10, 11) deux solutions v et v satisfaisant les conditions

(I à III) ou (1 à IV). Alors, si W = v - v il satisfera aussi les mêmes conditions et donc W , c'est-
1 2 o

à-dire l'intégrale (10') doit s'annuler. Ceci est possible, si W(r) diminue plus rapidement que r~*à
l'infini. Mais, selon le théorème de Rellich (1945) W = 0. Ainsi vj - v_, ce qui prouve l'unicité de
la solution.

Si les conditions aux limites II ne sont pas homogènes, c 'est-à-dire, conditions non-homogè-
nes, alors on remplace II par :

a) problème de Dirichlet

II' v(f) = (f (f) te Y.
1 n

b) problème de Neumann

"Sv(r) = ^ ( f )
"5 n * o fez

II est facile de démontrer î'unicité de la solution pour les conditions aux limites non-homoeè-
a vl 2

nés, puisque la différence v - v , — -r-— satisfait toutes les conditions du problème A. D'après
la démonstration de l'unicité donnée ci-dessus, nous arrivons a la conclusion que l'unicité de la solu-
tion pour la condition aux limites non-homogènes II' est vérifiée. Elle est brièvement traitée au para-
graphe (11, 12).

B - Problèmes vectoriels

Pour les problèmes vectoriels, il nous faut trouver le champ électrique E et le champ magné-
tique H, remplissant les conditions suivantes :

I - E et H satisfont les équation de Maxwell et la relation de flux d'énergie.

II - a) E satisfait la condition aux limites n A E = 0 " les composantes tangentielles de E sur Es'an-
nuleront sur la surface^ ".
ou

b) H satisfait la condition aux limites n A H = 0

III - Les composantes tangentielles de H s'annulent sur E . E et H satisfont la condition de rayonne-
ment.

IV - E et H satisfont la condition sur l 'arête (Bouwkamp-Meixner)

On peut démontrer l'unicité de la même façon que dans le cas scalaire.

D'après la relation (69), par intégration , nous obtenons :

f d iv<S>dr ' = -~ l i m

4 r'-o
(EE* + HH*) r ' 2 dU)

Alors, les différences Ei - E2 et Hj -H 2 , où E | , Hj et E2 . H2, satisfont les conditions (là III),
quand la surface est régulière et (I à IV) quand la surface possède des arêtes, coins, etc. . .D'après
(67), l ls 'en suit que dans l'espace libre de source Wo = 0 les différences duchampE et H décroissent d'une
manière plus rapide que 1. Mais, suivant les travaux de Rellich (1943), Mflller (1957) et Jones (1964),
les différences E - E =<0, H - H = 0, donc E » E , H = H et les solutions de ce genre de pro-

blêmes sont univoques.

Pour l'existence de solutions, on renvoie le lecteur aux livres de MÛller, Jones et Hilbert-
Courant, où il trouvera une bibliographie des travaux originaux sur l'existence et l'unicité de solution
des équations aux dérivées partielles de formes elliptiques et hyperboliques.

Noua remarquons ici, que les problèmes de diffraction n'introduisent pas les solutions homo-
gènes de l'équation d'onde ou des équations de Maxwell, qui correspondent à des vibrations propres
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des ondes stationnaires et des effets de résonance. On rencontre ce genre de solutions dans un certain
nombre de problèmes de valeurs aux limites quand la surface du corps dit fractant contient ou enveloppe
une région finie de l'espace ou quand une partie de la surface au limite s'étend à l'infini, et aussi
quand les corps diffractants sont des conducteurs non-parfaits. Alors, dans ces cas. la condition de
rayonnement (11 ou 13) n'est pas réalisée. Nous exclurons ce genre de problème.

XIV - DEUX MILIEUX DIFFÉRENTS SÉPARÉS PAR UNE SURFACE

Pour terminer ce chapitre, nous considérons deux milieux Mj et M2 différents, remplissant

tout l'espace du champ et séparés par une surface fermée S , où M est défini par£ , M et M_ par

£ 2> U . Déplus, nous supposons que G , M- et t , f*. sont constants.

On peut formuler le problème de diffraction de façon analogue à un milieu remplissant tout l'es-
pace du champ. Cependant, les conditions aux limites prennent des formes différentes.

Soit E , H et D , B des champs correspondants au milieu M et E , H et D B au milieu
1 1 1 1 1 « I 6 A 2

M_. Alors, les composantes tangentielles du champ électrique E sont continues à travers la surface

E et aussi les composantes normales de l'induction magnétique B. Au contraire, les champs tangen-
tiels magnétiques H et l'induction électrique B Bont discontinus à traversE . Nous écrivons ceB condi-
tions surZ comme suit :

2 - E ((2.14.1) n A (E2 - E() = 0

et (r e K+)

(2.14.2) n . ( £ O E - £ , E,) =2*2" c l V • fo

où p , J sont la densité et le courant superficiel électrique sur E et n est la normale vers l'espace
o

Dans l'espace K les équations de Ni ax well prennent la forme :

(2. 14. 3) V A H + i U > £ o E = i U ) ( £ - £ ) E = j
it 2 1 8

loù j , j ' représentent le courant électrique et magnétique dans K . A l'extérieur de Z , r€K+, lea

| équations de Maxwell sont :

i fit f
2

V A E + Î O J ^ H * 0

(2 .14 .4 . ) VA H + i U ) £ o E » 0

La polarisation électrique et magnétique est définie comme dans le problème à un milieu par les rela-
tions :

(2. 14. 5) P s « V ( 6 2 - £ j) E P 's = 7 ( T 2 ' T 1J "
et
(2.14.6) 7 J • icop ; VJ1 » i w p 1
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I
Si E i n c et H i n c sont des champs incidents, ces valeurs s'expriment :

l*T2 J «o2 - JV^o2

dr'
r -

(2. 14. 7)

où g est la fonction de Green :o, i

(2.14.8)
*o.2

|r -

14. 2 - Les Conditions aux Limites Intérieures et Extérieures de S .

Soit E, H les champs intérieurs à Ly , satisfaisant les équations de Maxwell. Les composantes
tangentielles de E sur E prennent les valeurs données :

(2.14.9) n A E >

A l'extérieur de E , E, H satisfont les équations de Maxwell et la condition de rayonnement.
SurZ on a :

(2. 14. 10) n * E -J
On suppose que les valeurs aux limites sont continues et que les dérivées satisfont la condition de

Holder. Alors E et H engendrent les courants superficiels quand r -* f + 0

Soit

(2.14.11) E )' Hk Î'A = 1.2)
k '" ' " "k

du cOtéE +. Alors, les discontinuités de E, H à travers E sont exprimées par :

(2. 14. 12) n A (E2 - Ej) = j '

n A (H2 - Hj) = - j

n étant normale vers K +.

Supposons qu'à l'intérieur de 11 , J = J' = 0

Alors, nous obtenons :

(2.14. 13) n A E t ( - n A Ej ; n A E2) = n A Ej

n A Hj ( - n A Hj ; n » n A

De la même façon qu'au paragraphe (4,7), nous obtenons If s valeurs limites r -• f + 0

(2.14.14) n(r)A f j(f}A V gQ df - + 2 W j(P) +J^ n (r)A.(j(f) A 7 gQ) df

Donc on écrit les équations intégrales homogènes, satisfaites par j(r) et fit).

(2.H.15) j(f) . ' ^ j r
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Maintenant, soit E , H les champs incidents. Ils sont exprimés par les intégrales suivantes

(2. 14. 16) ,inc
3 l 2 J * o . 2 - J ' * **o.2 " «..2» •»

Hinc 1
41T

où
(2.

et
(2.

14.

14.

17)

18)

g o.

Vj

2 (r/f) =

= i toP

eik2|

I r

: Vj'

(r - r'|

- r'j

iCJ

Les champs à un point r e K+ sont alors :

,inc _ réfl.
(2. 14. 19) F - F i

E2 - E

H, =
2

où les champs réfléchis sont exprimés par :

„ refl 1
(2. 14. 20) 411 we,- f (n.J ) df

Dans le domaine Kf, E r e , H™ satisfont les équations de Maxwell et la condition de rayonne-
ment. Les courants superficiels sont définis par :

(3.14.21) i2 ' -

h - n
A H,

refl
2

refl

«I comme au paragraphe (6), nous obtenons :

refl
EM. 22) -UH

quand on franchit la surface T. de cOté - à côté +. Les composantes tangentielles de E , r e f l , H r e f l sont
données par : 2données par :

(2. 14. 23) n n A (n A E 2
r e f l )
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nA J'2 = "A ("A H
2

refl _ H*"efl
tang

et sont égales à zéro sur E_.

Par conséquent, à l'intérieur deX les champs s'annulent. De même façon, on définit les cou-
rants superficiels J.. J* comme :

(2.14.24)

Si r £ K+. on a :

(2. 14. 25) ~
t

1
4-n

V J • = icuP f

1 o,

OT.
Sur la surface T. nous avons les relations :

(2.14. 26;

Donc, J n C et J1 "C sont donnés par les expressions

(2.14.27)
J'™ - ~

Ane 1 .inc . T
inc

(r-*f - 0)

df = 0

df = 0

inc

V
) inco

df

df

Mais d'après les relations (2. 14.23), on a

(2.14.28) " i V ^ T j 1 0 0 ^ j*2 g o , 2 ' j'2A V|

et d'après (2.14.26) :

D'autre part, du côté E +' nous déduirons de (2. 14. 25)

(2.14.30,

Mais si P . , P' , satisfont la condition de Holder, on a :
J o, 1 | o , l

(2.14.31a, n A J ^ j ^ V ^ df - - nA V'

et
(2.14.31b, o . l

df = 0

d f =

df
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sont bornées.

Nous déduirons d'après les relations (2. 14. 27) (2. 14. 30) les équations suivantes :

(2.14.32) 2 r V j l lTO* I

J Fi ,_ , % #1.2 _ ,.2 g + n A ( j ' A £

. . . df

*o.i~
k\

Ainsi, nous obtenons les équations intégrales en j et j ' :

._, 2 . | i iC _1 1 I . ,.t rji ç
J 1 " fcl e 2 3 " 2TT fcl + 6 2 j £

 A J 1A 2 B o , 2 " 6 1 g o , li)dr

2u
'2 4 i n c . J _ 1 f ni u

= f 1 + f 2 W t l + i > 2 j '^A JlA V ( " 2 g o , 2 " ^ l g o , l ) ) d f

avec j i n C - - n A H i n c j ' i n C = n A E i n C

Les champs réfléchis et réfractés sont alors exprimés par :

(2.14.34) Ere(r) - J ^ f i c o ^ J g^.y, vg^, + ^ - V g^ ] df

£ 1 J' «ol + j * 7 gol

îî. 14. 35) E r e f l (r) - - i ^ J j l W f2 j g^ - j - A Vgo2 + - £ - 7go2] df

T [ 2 J g o 2 j A go2 ^ go2] df

«Af1 Vf» f

(2.14.36) J1 = n A (E + E ) £ +
 s (nA E )

J = - n A (Hre f l + H r C ) E + = (hA H r e ) E _

e t

(2.14.37) Vj = iwP Vj1 • iwP

II n'est pas trèsdifficile de donner la formule analogue pour les ondes scalaires et aussi de for-
muler la théorie de diffraction par une ouverture A sur un écran S situé au plan z = 0, d'après les hy-
pothèses de Kirchhoff. Pour le cas général de milieu non-homogène, voir le livre de Mailer où une
étude approfondie de ce sujet est exposée.
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CHAPITRE III

THEORIES APPROXIMATIVES

SCALAIRES
ET

VECTORIELLE

Fig. 1

I - THEORIE DE KIRCHHOFF

Interposons un corps diffractant devant une source de lumière Q (fig. 1). Comme il a été dit au
chapitre I, le corps diffractant projette une ombre remplissant un cône tronqué dont les génératrices
s'appuient sur la courbe Co lieu géométrique des points de contact des rayons de la source Q tan-
gents à la surface du corps diffractant. Le long de Co, la courbe engendrée de cette façon est appe-
lée la courbe d'ombre, et la surface conique tronquée la surface d'ombre HQ.

Considérons une surface ouverte £~ limitée à la courbe Co n'entourant ni la source ni l'obsta-
cle diffractant. Cette surface peut ou non s'étendre jusqu'à l'infini. La surface Y., et la partie non
illuminée de la surface du corps diffractant T'o forment par leur réunion une surface fermée E"«Ej+£g
qui enveloppe la région de l'espace que nous avons précédemment appelée k*. Cette région ne contient
ni la source, ni le corps diffractant. La partie de l'espace extérieure à E" est k-, qui contient la
source et le corps diffractant.

Dans l'espace K+ la fonction d'onde v(r) est la même que dans l'onde non perturbée à savoir Ja
fonction d'onde géométrique, si r se trouve hors de la région d'ombre, dans l'espace illuminé (reK,.) ;
elle est nulle si r se trouve dans la région d'ombre Ko (reKo). Le principe d'Huygens (28) nous donne:

(3. 1) v * 0v (r)
g

pour

4 Wo(r/f') df

0 pour

La fonction WQ (r/r1) est la même que dans (2. 26)

(3.2) W 0 (r / f )

où v (r) eut la valeur au point r de l'onde sphérique émise par la source placée en Q (r = rn )

(3.3) vQ(r) = 41t
B

i k l r - r o |
|.r - rj
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Donc UQ (r/r1) s'écrit*:

(3.4) U (r/r') = fj-zr. 2
O 1 4 H J r ' - t

e l k

l r ' - r o l

^? | r ' - r o | R L l R j r ' - r o l / ^ l r ' - r /

It)2 I r ' - r J R V R |r'-rrt|/

ou R » |r' - r|et les relations, k |r' - rQ|»l, k R » 1.

Alors, la fonction d'onde et sa dérivée normale subissent en franchissant le bord d'ombre
du côté + au côté -, les discontinuités données par :

(3.5 a) v (f)+ - v (f) = vo(f)

(3.5b)f >>i 1 J
il "bn

De (3. 5a) et (3. 5b) nous déduisons que pour r K +, la fonction d'onde ou le champ satisfait l'équation
d'onde scalaire. Le champ d'onde est dû à des sources fictives distribuées sur la surface 2.'.Construi-
sons maintenant une fonction v . ( r ) qui satisfait l'équation d'onde dans K+, et la condition de rayonne-
ment (2.6) -Ainsi, en ajoutant la fonction v (r), la fonction \lr) aura une discontinuité à travers le
bord d'ombre Lo, égale et opposée à - vo(rf. Cependant, dans toutes les autres parties de K+, vk(r)eat

o,o
régulier. Le terme supplémentaire v (r) à v. (r) détermine un problème de valeurs aux limites, dis-
continues pour v (r), ce qui donne d'après (47) une solution de la forme :

< 3 ' 6 a >

Nous déduisons donc de (3. 1) une solution régulière

(3.6b) d f

Wo ( r / f ) df1

Ceci est la solution de Kirchhoff que l'on peut interpréter comme suit : Le champ d'onde en un
point quelconque r£K+ est dû à une superposition d'ondes élémentaires (ondelettes provenant de chaque
point de la surfaceE1 de l'ouverture. Ceci est en accord avec la formulation par Fresnel du principe de
Huygens déjà mentionnée dans le premier chapitre.

(V(r')V' - V go(r/r')

- 4 8 -



En particulier, on peut déformer la surface T. de façon qu'elle co!hcide avec le coté illuminé de
l'obstacle T.. . Mais on obtient ainsi une singularité à la source qu'on peut isoler par une petite
sphère Sp.

Alors, la surface E dans (3.6b) est remplacée par E jU sp . et comme la contribution de l'intégrale
(6) sur la petite sphère Sp est 4TTvo (r), quand son rayon P tend vers zéro, on obtient au lieu de (6)
la formule nouvelle suivante :

(3.7) vfc • v o (r) +
JZ;

•„!—] g.(r/r') df

car r € K+

Maintenant, l'espace K+ est l'espace de champ total qui exclut celui occupé par les sources et
les corps diffractants.

Dans les formules (3. 6b) ou (3. 7) exprimant la solution de Kirchhoff, le bord de l'ombre défini
par la courbe C o , n'entre pas dans la solution, mais seulement la surface^ ' ou S i limitées par la
courbe d'ombre C o . Cela résulte de la fonction de source libre Wo (r/r1) entrant dans (3. 6b) ou (3. 7).

Pour préciser, considérons le problème particulier de diffraction, où les corps diffractants
(fig. 2 a-b) se réduisent à des écrans infiniment minces faisant partie deZ.

La courbe du bord de l'ombre est alors la frontière de l'écran ; mais ce n'est pas vrai en géné-
ral, quand l'obliquité de l'ouverture par rapport aux rayons lumineux issus de la source est grande.

V

K- K-

«g. 1 a

Diffraction par une
ouverture dans un
écran mince d'après
la théorie de Kirchhoff.

fig. I b

Diffraction (Diffusion)
par un écran mine*
d'après la théorie de
Kirchhoff.



Pour que la solution (3.6b) soit continue quand on passe de l'espace K+ à K- à travers l'ouver-
ture E ', nous avons, d'après la formule (28) du paragraphe 3, la formule :

(3.8)Ç»v (r) - ~ f Wo ( r / f ) àf

où $ = 1 pour rGK+ et ji = 0 pour r€K- .

La surface E correspondant à l'intégrale (28) est ici remplacée par T. U Z. comme il est in-
diqué par les figures (a) (b).

a) Diffraction par un écran
percé d'épaisseur finie,
d'après la théorie
de Klrchhoff.

Fig. 2
b) Diffraction (diffusion)

par un corps étendu
d'après la théorie
de Kirchhoff.

Mais l'intégrale (3. 8) est la somme d'une intégrale sur S e et d'une intégrale sur Ej et la for-
mule (3.6b) donne :

(3.9) (3 vo (r) • vo (r) - J— I Wo (r/f) df '

On peut obtenir encore cette formule en déformant la surface £ j , entrant dans l'expression
(3. 7) pour la faire cofiicider avec le coté opposé négatif de Sg- Alors l'intégrale sur l'écran E reste
régulière a travers l'ouverture E j , ce qui n'est pas vrai pour l'expression (3.6b), parce qu'elle est
seulement définie dans K+ où elle est d'accord avec (3.9).

Cependant, la formule (3.9) a la même singularité dans K- que vo(r) et ainsi (3,9) donne la
construction exigée de (3.6b) dans K- lorsqu'on franchit l'espace de champ de K+ à K-. D'autre part
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quand on tient compte de (3. 8), on peut mettre (3. 9) sous la forme :

(3.10) v k (r ) ^ Q £ W

(3.1D vk(r) = 'oW + lifJ | o « f l » è W —

La solution de Kirchhoff, donnée par les formules (3. 9), (3. 10) et (3. 11) est une solution de l'équa-
tion d'onde scalaire et sa singularité dans le domaine K- est celle de v (r) . de plus , elle remplit les
conditions de discontinuité à travers l'écran :

vo
(3.12)

Les expressions (3. 10)-(3. 11) montrent que la solution présente une discontinuité égale à l'onde
incidente lorsqu'on franchit le bord de l'ombre. Cela veut dire que dans la théorie de la diffraction
de Kirchhoff, la discontinuité que présente l'onde géométrique se nivèle. Ce procédé de régularisa-
tion de la solution, représentée par vk (r) est montré dans la formule (3. 9. ) ou (3. 10) qu'on peut inter-
préter par la superposition d'ondes élémentaires (ondelettes) divergeant à partir de la surface
de l'ouverture.

En particulier, sa formulation dans (3. 9) permet une liaison de la solution de Kirchhoff avec un
problème de valeurs aux limites pour une situation réelle ou physique, au moins dans un sens quanti-
tatif. Puisque les ondes élémentaires divergentes ont leur origine dans £ e et sont indépendantes,
leur densité est mesurée par les valeurs discontinues (3. 12). Celles-ci sont exactement les sources sur
la surface E g lui rayonnent en directions données par l'expression entre parenthèses dans la for-
mule (3.4) et comme on peut l'observer, il n'y a aucune interaction des éléments de surface l'un sur
l'autre.

Par cette hypothèse, et par l'application de la formule de Green, on peut écrire :

d f ' = C(3.13)Jw0 (r/f) df = f |vo (r')Y^ - " ^ —

où Y est une surface fermer».

Mais l'intégrale de surface prend la forme :

où les sphères Sp., Sp2 et les surfaces E , X ' sont indiquées sur la fig. (3) et n est la nor

male dirigée vers l'espace K+.
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/ t. 'V

Fig. 3

Les contributions des sphères Sp et Se sont respectivement égales à + 4TTv (r) et - 41Tv (r) ,
où vo (r) représente la source.

Alors on a :

(3.15) v(r) - v o ( r j + - ^ I U ( f ) ^ - - - S * i - L V . ( r / f . , d f .ï + ^ Ĵ  |v (f)^ - \ ^

Mais l'intégrale de surface, prise sur T. ' est évidemment égale à la même intégrale sur les
deux faces de la surface T , Z+ et T. - . Nous avons :

(3.16)f WQ (r/f) df « f Wo (r/f) df =J Wo (r/f) df

• f WQ (r/f) df

Or

" X I ̂ v+(f<] "v -(f' 8 ° { r / t < ) df'

g. (r/f) df

où n' est la normale orientée vers le côté d'ombre d e £ . Alors, si on tient compte de (3.14) et
de (3.15) nous avons :



(3.18) v(r)

Cette formule a été obtenue par Kottler d'une manière rigoureuse. Quand on fait l'hypothèse des
valeurs discontinues de la fonction d'onde donnée par (3. 12), la formule (3. 18) est équivalente à la
formule (3.11).

II - THÉORIE DE KOTTLER

Dans la formulation du problème des valeurs aux limites, on peut régler la distribution du cou-
rant superficiel, d'une part par l'onde incidente, d'autre part, par les ondes secondaires rayonnant du
même élément de la sn-face de façon qu'elles incorporent les valeurs aux limites correspondantes sur
l'écran.

Nous avons déjà présenté ce point de vue ailleurs (b) (paragraphe 1) et il est exprimé en parti-
culier par l'équation (3. 18). Il faut noter ici que la solution de Kirchhoff v^ (r) est une solution du pro-
blème des valeurs discontinues donné par (S. 12) qui possède la même discontinuité que la fonction vQ(r)
comme Rubinowicz (1917) et Kottler (1923) l'ont démontré. (Voir Baker et Copson). Pour traiter le
problème de la diffraction comme un problème de valeurs aux limites, il est nécessaire d'introduire
des solutions multivaluées de l'équation d'onde, qui sont univoques en chaque point d'un "espace" de
Riemann, comme Sommerfeld l'a fait pour le problème du demi-plan. Il est nécessaire de prolonger
les solutions multivaluées dans cet "espace" formé par un nombre infini de feuilles qui se raccordent
le long du bord de l'ombre. Naturellement cet espace n'est pas l'espace ordinaire physique, mais un
espace "imaginaire" mathématique.

Dans cet espace, les solutions deviennent univoques quand on passe d'un feuillet à l'autre en
franchissant la frontière de l'ombre.

La coupure de ramification correspond à l'écran, et la ligne de ramification ft la frontière de
l'écran. Cet "espace" de Riemann est à l'espace ordinaire ce que la surface de Riemann est au plan
ordinaire. Dans ce sens la coupure de ramification de l'espace "imaginaire" est cousue ft l'espace
ordinaire de la physique. Quand on passe de l'espace imaginaire à l'espace ordinaire en franchissant
la frontière de l'ombre, l'onde incidente vo(r) apparaît dans la solution comme les formules (3. 10 - 3. 11)
le montrent. Physiquement, on dit que l'onde réfléchie a son origine dans l'espace "imaginaire" (T+)
et elle apparaît dans l'espace ordinaire en franchissant l'écran. Cette notion a servi ft Kottler comme
définition de l'écran "noir". Il aurait obtenu la même formule que (3. 11) si E était la surface d'un écran

"noir" mince, avec l'hypothèse que les valeurs vo (r) et • Tp sur la surface^ de l'écran sont don -
o n

nées par la relation (3. 12). La différence entre la formule de Kottler et celle de Kirchhoff pour le pro-
blème de la diffraction par un écran "noir" mince est dans l'interprétation des valeurs v o (r)et

° sur l'écran noir. D'après Kottler, qui a obtenu sa formule d'une manière rigoureuse v0 (r)et

sont les discontinuités de la fonction d'onde et de sa dérivée normale, prises sur la surface

de l'écran Z et données par (3. 12). D'après Kirchhoff elles sont les valeurs aux limites sur E .

Npus avons déjà montré que l'argument de Kirchhoff est faux, parce que dans notre analyse du

paragraphe (4,11) les données arbitraires vo (f) *<f(t) et—<f° =<|>(f) surZ sont incompatibles avec

la solution de l'équation d'onde scalaire. La connaissance de v (f) ' (J (f) sur la surface suffit en géné-
ral à déterminer v (f) à l'intérieur de E , et de plus la détermination de v (f) est univoque. Donc

\ ^ ' ' « Cl) (f) est déterminé quand on connaît seulement <C (f) , et inversement (f(f) est déterminé

siCU(f) est connu (voir paragraphe 5. II).

Cependant il existe des cas exceptionnels, où la connaissance, soft <f0 (f) ou bien de (po(f) ne
suffit pas & déterminer l'autre fonction.

Ces cas exceptionnels existent, quand l'équation d'onde possède des solutions propres ft l'inté-
rieur de E , et la quantité k (nombre d'onde) prend des valeurs propres k j , kg. kg . . . . , correspon-



dant à la solution du problème aux limites. Par exemple les fonctions d'onde :

(3. 19) vn (r, t) = cos W . t. v (r) n = 1. 2. 3

qui sont des solutions particulières de l'équation d'onde scalaire, et où v (r) est une solutiondeféqua-
(Un n

tion de Helmoltz (II 3. 20), possède les valeurs propres kn =

Mais les solutions v (r, t) ou bien v (r) de ce genre, ne satisfont pas la condition de rayon-
nement.

Pour les problèmes à l'extérieur de E , les solutions propres n'existent pas.

Les valeur? aux limites (f (r) et U> (r) interviennent dans les équations intégrales que nous
avons obtenues, équations (43)-(45).

D'autre part, la solution de l'équation d'onde, obtenue par la procédure d'un nombre infini de
solutions ramifiées dans l'espace "imaginaire" de Riemann n'est pas univoque parce que le comporte-
ment de la fonction d'onde peut varier considérablement dans l'espace imaginaire (Sommerfeld 1966).
Déplus, la solution v (r) ne satisfait pas les conditions sur l'arête : c'est-à-dire elle donne un

ar les arêtes de l'écran ou du corps diffractrayonnement engendré par corps diffractant.

La solution de Kirchhoff pour un écran réel, qu'on peut décrire par les valeurs aux limites
représente bien les résultats expérimentaux quand la longueur d'onde X est très petite, et quand les
points d'observation sont très éloignés des corps diffractants et ne se trouvent pas au voisinage de
la frontière d'ombre.

Ces faits expérimentaux ont pu faire croire que la solution de Kirchhoff était la première
approximation de la solution exacte du problème aux valeurs limites pour une très courte longueur
d'onde.

Alors d'après la méthode d'approximatio is successives on pourrait calculer les approximations
d'ordre supérieur v (r) et si la série ainsi obtenue était rapidement convergente pour X très petit,
elle tendrait vers la solution exacte du problème aux limites. On a cru que laformule(3. 11)donnait

réellement le champ total sur l'écran et Pouveriure T. -T Z - quand les valeurs v, (f) e t - ^ 3 — -
e î k o n

sont mises dans la formule {28) du paragraphe (3,11). Par conséquent, nous pourrions calculer les
approximations successives du champ de fonction d'onde v^ (r), par la méthode d'itération en intro-
duisant. les valeurs de v. " " m~(f). J£l (p = 1, 2, 3 ) dans la formule (28).Mais nous avons

remarqué que cette méthode ne mène pas à un résultat nouveau, parce que par cette procédure
(comme il est démontré au paragraphe 7) on arrive à la même solution v (r). Et la solution de
Kirchhoff, en général, n'est pas le terme principal d'une série, obtenue par l'application de la méthode
mentionnée plus haut et dont la somme u£ (r) pour p-»ootendrait vers la solution exacte du problème
aux valeurs limite (3.12).

Pour la solution analogue de Kirchhoff dans le cas vectoriel, on considère les valeurs discon-
tinue, des composante, tangentiellea des champs n A E Q ( r ) e t n A Ho(r) sur la surface E . Alors
à partir de l'équation (57) on obtient :

(3.20) EK(r) = PEO (r) + - ^ v"A f (n'A EQ ( f ) ) gQ ( r / f ) df
Jr.

oit 4 TT" f <"'A Ho ( f ) ) go
JE

(r/f) df

M

(3.21) = P H o ( r )

VA V A* f ("'A EO (fl)

Jz

où si r € K-

si r € K+

Les champs E (r), H o (r) sont définis par l'onde incidente sur l'écran. i.es équations (13') et
(14-) sont les soTu^onS de . équation, de Maxwell et satisfont l e . condition, aux limite, de.'composa^
t e . t^gentielle. de . champ. E. H .ur E . où i l . prennent respectivement l e . valeur, di.contlnue.
nA E o (f) et nA H o (f).

m - LA THÉORIE DE YOUNG-RUBINOWICZ.

On a vu que la «olution du problème de diffraction donnée par Kirchhoff «'exprime par une in-
tégrale (3. 1) surla surfaced, en général non fermée, limitée par une courbe ou un contour C o .

+ E + r
i éc R

-, réc

E - AU X"
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Le contour C o est la section selon laquelle le cône de sommet Q tangent à la surface du corps
diffractant est tronquée. Nous avons montré au paragraphe précédent que E " L U £ . constitue une
surface fermée. La source Û est à l'intérieur de E et en outre, le point d'observation \P) est situé a
l'intérieur comme le montre la figure. On peut la déformer d'une manière continue afin qu'elle coïn-
cide avec E .

Cette déformation ne change pas la valeur de l'intégrale sur £ . Ainsi on peut remplacer S
par E . Mais, comme la normale a E et celle à & prennent les directions opposées sur la partie
commune, on obtient la formule suivante :

(3.22) v(r, - ^ J Wo (r/f)df d f

<*> -5r) «o **/*'> d r '

où n est la normale dirigée vers la face illumine e de la surface E . La solution donnée par
Kirchhoff, au moyen d'une intégrale double, prise sur la surface E en général non-fermée, admet
une propriété mathématique intéressante, qui nous permet de donner une interprétation physique sim-
ple du phénomène de diffraction. Cette propriété est qu'on peut la transformer en une intégrale, prise

sur le contour Co qui est le bord de la surface E" . La transformation de l'intégrale sur la surfa-
ce E en une intégrale sur le contour, bordant la surface E ", est possible si E ne contient pas des
sources, ou des corps diffractants dans l'intérieur, et si la fonction d'onde ou les champs ne sont
réguliers au bord de la surfaceTJ , c'est-à-dire , si on peut appliquer le théorème de Stokes à E .
Cette transformation de l'intégrale de Kirchhoff en une intégrale de contour a été faite d'une manière
rigoureuse, d'abord par Maggi (1888), puis particulièrement par Rubinowicz (1917) qui a montré la
liaison avec la théorie de la diffraction de Young. Récemment, la formule de Rubinowicz a été géné-
ralisée par Ingarden (1955), puis d'une manière rigoureuse et générale, qui comprend l e . formules
de Rubinowicz et Ingarden, par Miyamoto et Wolf (1960, 1961, 1962) et aussi par Rubinowicz (1961 ,
1962. 1965).

* > '

Fig. 2
(1) - Parce queE n'est pas en fait une surface réelle (surface d'écran ou de corps diffractant), mais
une surface d'ombre fictive, les deux côtés de E " sont illuminés. Pour une ouverture dans un écran
non réfléchissant, on peut prendre E e m m e la réunion de la surface d'ouverture A et de 1- surface
d'ombre.

(2) - Cette transformation de l'intégrale de Kirchhoff sur une ouverture (éq. 3.24) en une intégrale
pris« sur le bord de l'ouverture, nous donne le concept de diffraction de Young. Nous en avons parlé
en détail au chapitre I : la diffraction apparait à cause de l'interférence mutuelle de deux ondes, une
ayant pour origine le bord de l'ouverture ou du disque, l'autre est l'onde géométrique directe de la
source.
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î . no«sibilité de la transformation de l'intégrale de Kirchhoff vient du fait que l'intégrale de
.urf.ee o^KlrïnSoï % $ U S S 7 t e C t a d'un vecteuï sans divergence, ce qui permet d'appfiquer le
théorème de Stokes. Cela veut dire que l'intégrant Wo ( r / f ) contenu dan. Intégrale de surface peut
ïtre exprimé comme le rotationnel d'un vecteur V(r/f') ou d'un tenseur T(r/f• ) dans le cas vectoriel.

(3.23 a) Wo ( r / f ) = V A V(r/f)_n'

(3.23 b) W ( r / f ) = V ' A T ( r / f ) - n '

Par le théorème de Stokes, l'intégrale sur la surface E , ou sur l'ouverture A dans un écran S
it à une intégrale de contour prise sur le bord C o de la surface Z ou de l'ouverture A. Nousse réduit à une intégral

obtenons :

(3.24 a) f w - ( r / f ) d f * f V'A V(r/f ) n' .df

+ f (V(r/f ) ds1)

(3.24b) f w <r/f)df « f V'*T(r/f) n ' .df

* f (T(r/f ) d?)

Pour réaliser cette transformation, on considère la surface E ou l'ouverture A dans un écran
>. qui s'étend à l'infini et qui est parfaitement "noir". La source est au point r = ro = O.

Nous avons :

(3.25) Wo ( r / f ) • ( v f r ' ) ^ ; - ^ £ ~ } *<> <r''r'>

= Mr') V - V (v(r')) n' g o (r/r«) = U o - n ' tfQ (r/r1)

Puisque la divergence de Wo (r/r«) est égale à zéro (éq. 27. par. 3) on peut écrire :

(3.26a) W (r/r') * (v(r') V - V'v(r'))-n' gQ (r/r«) » V'AV(r/r') - n1 gQ (r/r1)

(3.26b) div UQ(r/r') = vQ(r) [ / <r-r') -

où r' fr, T' frQ ' O-

L'expression de Wo (r/r') est donnée par la formule (3.4). Alors (3.26) est une équation diffé-
rentielle permettant de déterminer le vecteur inconnu V, à un gradient près.

Le vecteur V(r/r') reste toujours normal au plan de r'R. parce que Wo (r/r') se trouve sur ce
plan. Donc on peut mettre V(r/r') «ou» la forme :

(3.27) V (r/r') - (r'A R) f ( r \ R*) (R - |r' - r| ). * « ? -"r

est le rayon vecteur de la source et vo(r> correspond à l'onde sphérique donnée par l'expres-

sion. vo(r) - go(r/ro) » - (r
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où <f ( r \ H) est une fonction scalaire, on écrit

(3.28)

Mais d'après l'identité

(3.29) -L -k_ (r- • { '>} <f
on a :

C (3. 30) J_ _

En comparant les coefficients de r1 et It de (3. 30) et de (3 4)
rentielles suivantes : * nous avons les équations diffé -

D. ' 2 ( f ( r ' , 1>> = -

(3.31b) - ^ (R2(j.(r . :-?, =_

ik (r' + R)

(47T) 2

e ik (r1 + R)

(4TT) 2

R2

1 1

— * «

( 3 . 3 2 ) U = I L f r - R

Comme

J_ J_
br' u " R3

et
ik (r' + R)

J L

on a :

u

br' " R 3

e i k ( r ' + R ,

e ik (rf + R)f + R) 1

Z " e i M r ' + R) < - i t - - L
J R2 R3

Si on substitue dan. (3. 31 a) et si on fait l'intégration en r'. on obtient:

e ik (r' + R)

<4ir)'r« a

58

Pour

où (y o dépend seulement de R. De la niSme façon, en intégrant l'équation (D2) on obtient pour
(r1 , H), l'expression suivante :

(3.35)
ik (r' + R)

s—s—
(4TT)2R2u

où (pot?*) dépend seulement de"?'. Mais d'après la symétrie de <}> (r* .
nulent. Par conséquent, nous avons l'expression :

lj>0 (R^ et O)o(r*) s'an-

(3.36) (D

La quantité

(3.37) r'R + (r'R)

ik (r' + R)

(4-TT ) 2 r'2u

sin (X
1 + cos(X

ik (r' + R)

r' R r'R + (r.'R)

tg

est le facteur d'alignement. L'angle <X est l'angle de QR et PR. Avec cette expression de (f (r*, 1?) nous
obtenons :

(3.38) Wo (r/f) df' • f (v0 (f) V - V vQ (f)J.n go (r/f) df

= f (V'A V (f/ r) n df = Çc (V (r'/r) dl)

où ds est l'élément d'arc vectoriel de Co . Mais, quand le point d'observation est situé de manière
à recevoir directement la lumière de la source Q, l'angle(X =ÎTet dans ce cas le facteur d'alignement
devient infini. La singularité de l'intégrant apporte à l'intégrale de contour, d'après la formule de
Cauchy, une contribution qui est égale à l'onde directe géométrique de la source au point d'observa-
tion, parce que, dans l'application de la formule de Stokes, on peut isoler les points singuliers de
l'intégrant situés sur la surface d'intégration par de petits cercles de rayon P ; et comme dans l'ap-
plication du théorème de Green, l'intégrale (3. 38) devient : '

ds)(3.39) i n i i n (V ( r ' / r ) d l ) - <j) ( V ( r ' / r ) d s ) + l im<$ (V ( r ' / r )
J c

0
U C j J C o p - J o C

= v (r) + & (V(r'/'r) ds)
g J C 0

La limite de la seconde intégrale donne la partie géométrique de l'onde, c'est-à-dire, l'onde
non perturbée, arrivant directement de la source au point d'observation et la première intégrale re-
présente l'onde diffractée ou l'onde secondaire de Young. Alors, la seconde intégrale de (3. 39) re-
présente l'onde géométrique v-(r) et la formule (3.10 - 3. 11) prend la forme suivante : (1)

(3.40) (r) v g (r) • ' .(r'- r)]

(1) Pour lea différentes démonstrations de cette formule, voir les travaux de Miyamato et Wolf, et de
Rubinowicz déjà cités, où on trouve une analyse détaillée et aussi des applications à des cas divers.
Quelques applications intéressantes et généralisations sont aussi données par Petykiewicz (1985) et
Fabiansky (1964).
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où v (r) donne l'onde géométrique :
g

Ikr
(3.41) v (r) = vn (r)

o l " 4TTr

(3 = 1, si r C K. et (3 = O. si r è K.avec

au sens de l'optique géométrique, c'est-à-dire, si le point d'observation se trouve ou non dans le do-
maine directement illuminé par la source. Dans le cas d'une ouverture dans un écran, l'espace Kj est
l'intérieur du cône, limité par la courbe Co du bord de l'ouverture, et ayant la source pour sommet.
Dans le cas d'un corps diffractant, Ki est tout l'espace en dehors du cOne tronqué d'ombre, qui est en-
gendré par la courbe C o qui divise la surface du corps en deux parties, l'une illuminée, l'autre non-
illuminée directement par la source.

Puisque la fonction d'onde Vfcfr) satisfait l'équation d'onde, elle est une fonction continue dans
tout l'espace, même sur la frontière de l'ombre, et de plus sa dérivée normale est continue dans cet
espace. Donc, la discontinuité de l'onde géométrique v»(r)i lorsqu'on franchit la frontière de l'ombre
du côté illuminé vers le côté de l'ombre, est compensée par une discontinuité de l'intégrale sur C o
(3.40). Ceci est le cas, en effet parce que la quantité [r' |r' - r| + T.(f - "?)], qui parait dans la for -
mule (3. 40) s'annule si le point d'observation (r) se trouve sur la surface de l'ombre et la valeur de
l'intégrale (3.40) quand r-*f+ est égale à la valeur quand r-*f- avec un changement de phase égal àf.
La valeur absolue de l'intégrale, quand r-»f + O est égale à la moitié de v (f).

Par conséquent, nous voyons encore une fois que, comme dans le point de départ de la théorie
de Kirchhoff, les conditions aux limites ne sont pas déterminées sur l'écran réel ou sur la surface
physique du corps, mais sur une surface discontinue "imaginaire", qui divise l'espace en une partie
illuminée directement par la source, au sens de l'optique géométrique et en une autre l'espace d'om-
bre. Cette surface "imaginaire" est la frontière de l'ombre géométrique, produit par l'écran ou par
les corps interposés en face d'une source lumineuse. Et la propagation de cette vibration lumineuse
obéit aux principes de l'optique géométrique, ce qui est une conséquence de la solution du problème
de valeurs limites, quand on fait tendre ~K vers O, En effet, cette valeur solution est indépendante de
la condition aux limites exigée sur l'écran ou sur la surface du corps diffractant.

Une transformation analogue de l'intégrale de Kirchhoff en une intégrale de contour pour les
ondes électromagnétiques, a été accomplie par Laporte et Meixner (1958). Le point de départ d'une
telle transformation pour le cas vectoriel est «a formule (3. 20) et (3. 21), représentant les champs élec-
tromagnétiques, analogues à l'intégrale de Kirchhoff. Mais ici, les quantités discontinues sont les
composantes tangentielles des champs électrique et magnétique, lorsqu'on franchit l'écran E. Comme
la divergence des champs E (r) et H (r) s'annule dans un domaine libre de sources et de corps diffrac-
tants, les intégrales de surface (3. 24a) et (3. 24b) représentent un flux d'un tenseur libre de sources ;
on a donc :

(3.42) div lfK (r/r') - O, («fK (r/r1) = 7'A T(r/r') . n' (3.23b)

si r / r1

Alors if jç (r/r') est donné par un autre tenseur (p K (r/r>) de la manière suivante :

(3.43) <fK (r/r«) - VA f K (r. r').n. ((>f>K (r/r1) » T (r/r'))
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Par suite l'application du théorème de Stokes donne :

(3.44) E (r) = -£=T I <f> ( r / f ) d f = I V'A (1) ( r / f ) n. d f

Jz Jz

( (i)K(r/r') ds)

= E (r) + & ( (1) (r/r1) ds!
B J f*

Celle formule est l'analogue de la formule de Rubinowicz pour le cas scalaire. La détermina-
tion du tenseur^ K (r/r*) est l'objet du travail de Laporte et Meixner, déjà cité, où on trouve une
analyse détaillée permettant de construire cette fonction et par M. Rubinowicz suivant une autre mé-
thode (1962).

La formule (3.44), exprime sous une forme mathématique la substance de la nouvelle théorie
de la diffraction, qui est déjà ancienne du point de vue physique. Elle est la formulation mathématique
rigoureuse de la théorie de Young, selon laquelle le champ total de l'onde est la superposition d'un
champ d'onde géométrique et d'un champ d'ondes secondaires, engendrées au bord de l'ouverture.
L'onda secondaire, dite "onde de Young" est donnée par l'intégrale de contour. Le facteur d'aligne-
ment

r (?» AT*) . i

r' - (r'.f?» -

dépend seulement des positions de la Bource et du point d'observation et des points sur le bord de
l'ouverture. Il caractérise l'indépendance de chaque ondelette de Young, ayant son origine au bord.

En général l'évaluation de l'intégrale curviligne est difficile, mais on peut faciliter le calcul
par l'application de la méthode de la phase stationnaire. Les contributions principales proviennent des
pointa du bord, où la phase figurant dans l'intégrale, reste stationnaire le long du bord. En effet, les
contributions des autres points du bord s'annulent par interférence, à cause de la variation rapide
de la phase.

Les pointa qui satisfont cette condition, dits "points stationnaires", sont donnés par :

(3.45) cos (? , s) + cos (ft. s) = O

qui est la loi de réflexion. Les points d'observations qui satisfont (3.45) sont sur la surface d'un cOne
dont le sommet est au point stationnaire et dont l'axe est tangent à la courbe Co. Le chemin optique
géométrique, de la source au point d'observation, en passant par le point stationnaire du bord, sa-
tisfera au principe de Fermât généralité.

Ce ne sont pas tous les points du bord qui contribuent à la vibration lumineuse au point d'ob-
servation, comme on le croit généralement, mais seulement les points stationnaires, ou la phase
r' + R reste constante. De ce point de vue nous avons une connection avec la théorie de Presncl,
quand on évalue l'intégrale double de Fresnel-Kirchhoff sur la surface de l'ouverture par la méthode
de la phase stationnaire. Nous en parlerons dans -un autre chapitre.

Mais finalement, il faut souligner que la théorie de Young-Rubinowicz et de leurs continua-
teurs, est une théorie approximative. De plus, la théorie est en défaut, parce que le bord d'une ou-
verture, ou l'arête d'un écran devient une source de rayonnement d'énergie. En effet, l'intégrale de
contour possède une forte singularité quand r s'approche du point r1 du bord de l'arête. Cette singu-
larité du champ de l'onde secondaire est de forme logarithmique. Ainsi, le bord d'une ouverture, ou
l'arête d'un écran, devi«nt l'origine d'un rayonnement et même la densité de flux d'énergie rayonnée
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devient infinie, quand r tend vers un point sur le bord de l'arête. Mais, ce comportement de la fonction
d'onde au voisinage du bord ou de l'arête, contredit la condition sur l'arête deBouwkamp-Meixner : dans
la théorie exacte de la diffraction, il n'y a aucun rayonnement du bord ou de l'arête : il n'y a pas de
source engendrée sur le bord d'une ouverture ou sur l'arête d'un écran et il n'y aura jamais un rayon-
nement réel du bord d'une ouverture ou de l'arête d'un écran.

Donc, la réalisation de cette transformation, qui donne naissance à l'onde de bord est même un
grave défaut de la théorie de Kirchhoff. Les ondes secondaires d'Young représentées par l'intégrale sur
le bord d'uoe ouverture ou l'arête d'un écran, sont, en principe, d^s ondes fictives. La théorie exacte
de la diffraction montre, que, si l'écran est conducteur parfait, l'arête ne deviendra pas une source
réelle de rayonnement.

La forte singularité de la fonction d'onde, qui apparaît dans l'intcgrale de contour, est engendrée
par la transformation mathématique, qui ramène la surface d'intégration (surface de l'ouverture) à une
courbe. En effet, la valeur du champ ou la distribution de la lumière sur chaque point de l'ouverture à
deux dimensions, représentée par l'onde incidente, est rassemblée sur une ligne.

Cependant, dans la théorie de Young, et de ses continuateurs, les ondes secondaires, émises
par les bords des ouvertures ou les arêtes des écrans, elles parafssent même dans la forme asympto-
tique du champ en un point éloigné de la source. On peut comparer ce résultat aux résultats de la
théorie de la diffraction par un demi-plan, obtenus dans les études de Sommerfeld, Rubinowicz et
Bouwkamp.

IV - THEORIES SCALAIRES APPROXIMATIVES

1. - FORMULATION DU PROBLEME DE DIFFRACTION.

Dans la théorie de la diffraction par un sys tème optique, la surface d'intégration S dans la
formule (3 .1 ) est en général une surface plane: c ' e s t - à - d i r e comprend le plan total, formé par
l'ouverture A (pupille de sort ie) et l 'écran S | E = A U S ) .

L'écran S es t supposé parfaitement réf léchissant.

Pour l e s ondes é lectromagnétiques , l 'écran est en principe t r è s mince et son épaisseur d est
supposée plus petite que la longueur d'onde A ( d - s A ) . D é p l u s , l 'écran est un t r è s bon conducteur
électrique : l e s composantes tangentiel les au champ électrique satisfont à peu près à la condition
relat ive à un conducteur parfait (NnE = O surS). Dans le c a s de la diffraction par un disque S, la
surface coïncide avec tout l e plan formé par la surface S et le plan l ibre A, au dehors de S.

Soit z = o le plan total, formé par A et S.

Pour cette forme géométrique de S , la discontinuité de la fonction d'onde, d'après la formule
(2 .28) est symétrique par rapport au plan z - o et égale à la différence des valeurs p r i s e s sur l e s deux1

faces du plan z = o. D'après la formule (43.11), nous avons la relation :

(3'46) iTto h f Ufrt *><'/'> **' =

ou P~ 1 s i r e l e t P : o pour r £ E

Mais yo<t, est une fonction quelconque, définie sur S et s'annule sur A, quand z—±o. D'après cette
hypothèse la formule (3, 46) nous donne :

( 3 . 4 7 ) 4 M. '*~^ij y<fI>' ^ 7 g od7r')df \ (z £ o)

(3.48) vt(r), m±Jjr

suivant que r̂— ou V est égal à zéro sur Z
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Les quantités v(t') et -~—} prennent des valeurs arbitraires, quand on fait z-»±o. de l'un ou
l'autre côté du plan z * o. Alors. si ncus introduisons deux fonctions g. et g définies par :

(3.49a) gj(r.f) = 2 ^ - gjr/f")

(3.49b) gn(r.f') = 2g c (r / f )

(2. 47) et 2. 48) prennent la forme simple.

(3.50a) l>!(r)= - ^ j £ V (f), gj (r, r' ) 4t>, {z $ o)

(3.50b) i / 2 ( 1 * ) = ^ y ^"YT1 gn ( r . f ) df. ( z^ o).
2*

Les fonctions de Green de première et deuxième espèce
par les relations :

(3.51a) g I ( r , f ) = go(r/f, +z) - g.(r/f . - z)

(3. 51b) gn(r,r) « g.(r/f, + z) + go(r/f, - z).

pour le demi espace, sont données

Les forrres explicites de g| , g., sont

IS. 52a) gT (n. r') = - £ * * -
i r,

avec

(3. 52b)

(3. 53)

e ikr. , e ikr-

- *> 2 = <y; - y ) 2

(x'Q - xf + (y0- + (zo+ zf

où (x, y, z) sont les coordonnées de P, et (x, y, - z) les coordonnées de l'image de P par rapport nu
plan z = O, et (x0 , y0 , zj les coordonnées du point Q (fig. 1)

"2 <0

Fig. 1
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et

Pour un point Q situé sur le plan z = o, noas avons :

e i k r 2
(3.54a) gj = 0 g n = 2 — = 2 gQ (r/f)

(3. 54b) g j - 2 ^ go (r/r) , gn - 0 ( r2 , (xo . x )
2

 + (yo . y )
2

 + z
2 )

comme en (3.41a) et (3.41b). Par conséquent, la construction de gj et gjj à l'aide delà fonction
de Green de l'espace libre, e'appuie sur le principe des imiges de Lord Kelvin (Sommerfeld 1965) et
satisfait les conditions aux limites

(3.55a) g = 0 sur le plan z = 0

(3.55b) g = 0 sur le plan z = 0

et la fonction d'onde est donnée par (3. 50a) et (3. 50b) respectivement.

A l:aide des deux fonctions de Green, g. et g__, on peut construire une théorie modifiée de la dif-

fraction sans les contradictions de la théorie de Kirchhoff en ce qui concerne les valeurs limites de

v (r) et de sa dérivée normale ^ sur le côté positif de l'écran S, ou sur l'ouverture A. Cette for-
o z

irulation est le but des paragraph * suivants, où nous exposons d'une façon précise le problème de la
diffraction, par une ouverture dans un écran plan, ou un disque de dimension finie, dont les épaisseurs
sont très petites.

2. - MODIFICATION DE LA THEORIE DE KIRCHHOFF POUR L'ONDE SCALAIRE.

Soit v 0 ( r )une onde incidente quelconque arrivant du côté négatif du plan z -O ( z < o ) e t d i f fractée
par une ouverture A dans un écran plan infini S, infiniment mince . Notre sur face T. e s t a l o r s la réunion
de A à S, Y. - A U S e t co ïncide a v e c l e plan total z = O . L a fonction v o (r) sa t i s fa i t à l 'équation d'onde
de Helmholtz . On peut d is t inguer deux p r o b l è m e s de diffraction, s e lon la va l eur l i m i t e que la fonction
d'onde, ou sa dérivée, prend sur la surface S, c'est-à-diie :

v (r) = 0 ou ^ ' • * 0 sur S

Premier cas I v (r) s 0 sur S

Si v (r) = 0 sur S, l'écran S est un écran souple ; alors le champ total v (r) est donné par l'é-
quation suivante :

(3.56a) v, A - v (r. z) - {vn (r, z) + u, (r, - z), (z « o)
Z O O 1

(3.56b) v2
 A » uj (r, z). (z ^ o)
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La fonction u« est définie pour toutes les valeurs positives de Z et devra posséder les proprié-
tés suivantes :

1) u , est solution de l'équation d'onde de Helmholtz,

2) u i = 0 sur S.

3) u, satisfait à la condition de rr.yonnement de Sommerfeld

*u, *vo4) v— = v— 8 u r A«t z bz

5) u< est fini dans presque tout l'espace.

6) le gradient Vufestquadratiqùement intégrable sur un domaine d'espace, les arêtes de l'écran
incluses.

Nous avons déjà dit (par. 9, chapitre II). que les quatre premières conditions (1 à 4) ne suffi-
sent pas à déterminer u 1 univoquement, à cause de la singularité de u,, sur l'arête de l'écran S. La
condition (5) est nécessaire pour l'unicité de la solution, puisque la condition(6) découle de(5). Mais(6)
est très restrictive, parce qu'on ne peut pas exiger l'intégrabilité quadratique de u,, sur le domaine
bidimensiunnel de l'ouverture, mais on peut seulement demander l'intégrabilité absolue du gradient de
ut, sur A.

Deuxième cas H sur S.

Dans ce cas, l'écran est un écran rigide, d'après la terminologie de l'acoustique. Le champ
total est alors

(3.57a) Vj (r) = VQ (r, z) + VQ (r, - z) * u 2 d \ - z)

A

o)

(3. 57b) (r) = u 2 (r, z), (z

où u (r, z) est défini dans tout l'espace z ^ o e t satisfait aux mêmes conditions que u ,, (r, z) à cela
près, que les conditions 2 ,et 4 » sont remplacées par

(2a) sur S

(4a) u2 - sur A

deviennent infinis commef La fonction u 1# s'annule comme P 2 sur l'arête de l'écran et
p'T, quand P -*• O (Bouwkamp, Meixner, loc. cit. ).

Pour le problème complémentaire de la diffraction par un disque, dont la surface S a la même
forme que A, les deux problèmes aux valeurs limites sur S «ont résolus par les mêmes fonctions u,,
et u 2 que dans le premier cas.

Pour un disque parfaitement souple, u 2 « Ô sur S. Nous avons :

(3. 58) v? (r) • v (r, z) - u , (r, * s ), ( * S o)
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Pour un disque parfaitement rigide, ^ â . - o sur S. On a
» z

(3. 59) D
(r) = VQ (r, z) + ult (r. ï z). o)

Nous voyons que la diffraction par un disque souple est équivalent au problème de la diffraction
par une ouverture complémentaire dans un écran parfaitement rigide ; et la diffraction par un disque
parfaitement rigide se ramène au problème de la diffraction par une ouverture sur un écran parfaite-
ment souple. Cette relation est connue comme le principe de Babinet. Le principe rigoureux de Babinet
est contenu dans les relations suivantes :

(3.60) A - D
V l + V2

D - A
+ V (r, + z) o)

Ceci est étudié par Bouwkamp (1941) et Sommerfeld, (voyez aussi Baker et Copson).

Mais, pour une ouverture ou un disque de forme arbitraire il est difficile de déterminer *.d
fonctions ui, Ut sauf dans le cas où l'équation d'onde est separable par rapport à un système de coor-
données ( f,, 5 t , 5j ) et où la frontière de l'ouverture ou du disque est représentée par une équation
fi = constante (1 = 1 ,2 , 3).

Les deux exemples déjà classiques, sont l'ouverture circulaire r . elliptique (Bouwkamp, I.e. ,
Kotani (1933) et le ruban ou la fente infinie (Morse et Rubenstein (1938).

Une bibliographie très détaillée est donnée par M. Bouwkamp dans son excellent article de
1954 (1. c. )

Dans ces problèmes, les fonctions u. et u. sont données par un développement en série de
fonctions propres (sphérofdales, Mathieu), mais les séries sont seulement convergentes pour ka < 1
où a est la plus grande dimension de l'ouverture, du disque ou du ruban. Les problèmes de la dif -
fraction par une ouverture ou un disque circulaire, ainsi que par un ruban, ont aussi été résolus par
l'application de diverses autres méthodes mathématiques (Bouwkamp, 1954).

3. - LES FORMULES DE LORD RAYLEIGK.

Considérons maintenant le cas, où -^-= 0 sur S, mais est arbitraire sur A. Soit v - v sur A.
»z -

Le problème aux valeurs mixtes

(3.61) •=*£* » 0, r € S o)

(3.62) v(r) - v (f) r 6 Ao

est équivalent au problème II.

Nous considérons une onde incidente v (r), engendrée par une source située dans l'espace
gauche du plan z « o, (z < o). D'après le principe rigoureux de Huygens (2.28), l'onde diffractée v (:
pour z > o est exprimée par la formule.

à
(r)

M

(3.63) v (r) - - £ £ (vQ (f) ^ - ^ p - ) gQ (r/f ) df

v (f>

( z > o )

D'autre part, si nous utilieons les formules (3.47) et (3.49) nous obtenons :

(3.64a) v l (r) - QVo ( f ) gI ( r> f l ) d f '

v (f) gj (r. f ) df (

H ' F 1 % "• '•» -
Les valeurs aux limites (3.61) et (3.62) sont satisfaites par (3.64a) et (3.64b) à cause de (3.46)

sur S et

Les équations (3.64a) et (3.64b) sont des équations intégrales, que les valeurs aux limites v (f)

— sur A doivent satisfaire.

D'autre part, l'équation intégrale (3.63) est plus compliquée, parce que v (f) et ^' ^doivent
o Z

être satisfaits simultanément sur A et S respectivement.

Les équations intégrales (3.64a) et (3.64b) se réduisent à des intégrales ordinaires, si nous
supposons que l'inconnue v (f) sur la face d'ombre de S (z = + O) est négligeable, (vo(f)^O) sur S + et

- ~ , = -jpf sur A, c'est-à-dire, si les données de Kirchhoff sont satisfaites. Dans cette hypothèse, la
Q Z OZ

condition aux limites v = vo(f)sur A est exacte, mais la condition aux limites sur S est fausse, puisque
nous avons v (f, + o) = 0. D'autre part, dans (3.64b) ~7 ^' = ^ « u r A . et la condition (3.61 )

o z o z
est satisfaite, mais elle est fausse sur A, (v (f ) = 0).

Dans cette approximation de (3.63), nous avons la solution de Kirchhoff (3.7) :

(3.65) vk (r) =

et les équations(3.64a) (S. 64b) se réduisent à

(3.66a) v ^ (r) = — T VQ ( f ) g j (r, f ) d f - v
o <r> ""̂ TjL * o ( f ) g,(r,f) d f

M gu (r. f) df - % (r) • j £ %*StL ̂  ( r . .,, d f .(3.66b) vk
2 (r) - -

Ces formules correspondent aux formules (3.10) et (3.11) du paragraphe 8. Pour z < o , on
change les signes den intégrales.

La somme de (3.66a) et (3.66b) est égale à deux fois la solution de Kirchhoff,

(3.67.) vk* (r) • v k
2 (r) - ^ (VQW g, -

- 2 v A (r)

g n ) df
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en accord avec la formule (3.10 - 3.11) donnée au paragraphe 8, chapitre II.

Dans l'espace à gauche du plan z = 0, z< 0, il faut ajouter l'onde réfléchie à (3.65a) vQ (r - o)
et + VQ (r, - o) à (3.66a) et il faut changer les signes - a' + et + à1 -dans les intégrales(3.47) et (3.48)

Cependant, si nous considérons les formules (3.66a) et (1.66b) nous déduisons pour v (r) les
formules correspondantes*:

(3.68a) d f

(3.69a) v, -^1 vo(f) (r, f ) df

(3.69b) v S = v (r) +-U* V ° !f<) g_ (r. f ) df
2 R ° 4 VS * z "

pour z > 0. Ces formules sont équivalentes à celles données par Bouwkamp (1954). Elles sont les mê-
mes que (3.66a) et (3.66b) données ci-dessus.

Les formules (3.68a) - (3.69b) sont connues comme les formules ou les solutions de Rayleigh.
La théorie de la diffraction modifiée comme ci-dessus, est compatible avec les valeurs aux limites,

parce qu'il suffit de supposer les valeurs limites pour v (r) (problème II) ou de 7 * (problème I). En
o z

effet, toutes leurs valeurs limites existent, quand z -»+ 0 sur S ou sur A et sont reproduites exacte-
ment par les solutions (3.68a) à (3.69b) si le point (r) s'approche du plan z = 0 par valeurs positives
de z-(z-*f 0). Il est facile de déduire les solutions v (r) du côté illuminé z = - 0. En effet, le prolon-
gement de (3.68a) et (3.69b) reste valide pour - z c'est-à-dire, si on remplace z par - z dans (3.68b)
et (3.69b). Au contraire, les formules (3.68a) (3.69a) prennent les formes suivantes, quand on change
z en z :z en - z :

(3.70a) v , A (r) (f. + z, - vo (f. - z) -

(3.70b) v,
R

vo(f.z) • vo(f. - « ) - 4 t j A %

d r .

(r. f ) df

pour z '-< 0, et vo(i<Ji ) » vQ (r)

Dans (3.70a) et (3.70b), VQ (f, - z) est la valeur de VQ (r) au point de réflexion (f, - 0) sur le

plan z • 0 et vo (f, + x) 4 VQ (f, - z) est égal à l'approximrtion d'ordre zéro du champ réfléchi, qui est

l'onde géométrique.

Nous remarquons que la somme des solutions de Rayleigh (3.68a) - (3.69a) et aussi (3.68b) -
(3.69b) e*t égale à deux fois les solutions de Kirchhoff correspondantes.

(3.72) 2 v A ( r ) - v, A (r) + v , A (r)
R R

(3.73) 2 v lit) - v t
S ( r ) + v , S (r)

formules déjà obtenues (3.67a) et 0.67b). Mais d'après le principe de Babinst, on peut écrire :
fZT S D S D
lM>ans les formules (3.69a - 3.69b) Vj = v , , v^ = v2 du paragraphe précédent.

R fi

( 3 . 7 4 ) v (?) = v , A + v , S

et

( 3 . 7 5 ) 2v (» . + z ) + v (f . - z) = v A + v S

ou

A S
( 3 . 7 6 ) v « T + v

° 2R 2R

2 v (f, + z) - y (f, - z)
o o o )

II faut souligner que les solutions de Rayleigh sont des solutions exactes des problèmes aux
discontinuités, comme la solution de Kirchhoff. Mais, l'avantage de la théorie modifiée de Kirchhoff
est, qu'on peut distinguer entre les deux problèmes principaux, caractérisés par leurs valeurs aux li-

) ^ )O (écran rigide).
g

mites, formulés ci-dessus I : v « O (écran souple) et II :

gafrtV)
Puisque la fonction de Green de l'espace libre est paire en z, sa dérivée -j~ est impaire ,

1 2et les fonctions \ (r) et v, (r), (3.66a) et (3.66b) sont équivalentes aux solutions de Rayleigh ,
k l

(3.68a) - (3.69b) représentant la partie double, impaire et paire,de Kirchhoff v£(r), (J*l,2)par rapport
à x. Quand nous interpréterons ces fonctions dans la théorie de Rubinowicz, nous reconnaîtrons que

v (r)donne la partie impaire de l'intégrale de contour (3.40) de Rubinowicz et v. (r)la partie paire

de cette intégrale.

Les intégrales (3.66a) - (3.66b) ont été utilisées par Meixner et Fritze (1949), pour calculer
la diffraction par un écran rigide ou une ouverture circulaire pour une onde incidente plane.

Les résultats ont été comparés à ceux donnés par la théorie exacte. Les courbes, calculées
par les auteurs déjà cités, sont en accord pour les grandesvaleurs de ka t mais pas pour ka*l

Diverses variations des formules (3.68a, b) et (3.69a, b) ont été employées, par beaucoup
d'auteurs, particulièrement par Scheffers (1943), qui a utilisé l'application de la transformation de
Fourier, pour calculer les franges de diffraction de Fraunhofer ; par Bremmer (1951) dans l'optique
électronique Gaussienne, à partir de la formule (3.69b) ; par Luneburg (1944) pour les systèmes opti-
ques en général.

Une formule plus générale pour calculer la fonction v (r) est obtenue, si on considère la for-
V VV v

mule (3.63) et la condition IV du premier cas, c'est-a7dire r^ •
V y

A, et -^jinconnu sur

Alors, nous obtenons l'équation intégrodifférentielle :

(3.77) v(r) • -
"

( f ) gn (r, f) df - g u (r, f ) df

où on peut remplacer v (r) par v, (r) du problème I.

Cette équation est analogue à l'équation (3.64a) pour les conditions aux valeurs limites mixtes
(a) et (b), c'est-à-dire, pour les conditions suivantes :



I
(a) -r— = 0 sur A

(b) v = 0 sur S

Mais, comme ^ - ou ^ est inconnu sur S, on prend pour la première approximation
= 0 sur S.

La formule (3.77) se réduit alors à la formule déjà donnée, si on fait — ^
A Q '

(3.64b) et égale à (3.69a). Dans ce cas. nous pourrons écire. u^v
R

o (?) .dansz

Pour le problème II, v^ (r) est équivalent à v (r) de la formule (3.64), si v(r)= 0 ' sur S et

« sur A. doncu ~ v , A (r)
* *R

Alors, nous écrirons les relations suivantes :

(3.78a) (r) (r)
R

A
o , S)

(3.78b) v , A (r) ~ v , A ( r )
2 2 R

c'est-à-dire, dans tout l'espace libre.

A Maintenant, ces solutions sont analytiques et donnent les valeurs imperturbées exactes de
" 2 R A

0z e t V 1 R
 8 U r l l o u v e r t u r e , m*"» les conditions aux limites sur l'écran S sont fausses. Cependant ,

il est pius important de faire une approximation exacte du champ sur l'ouverture, que sur l'écran ou

au voisinage de l'écran, puisque si on met u x , e t - ^ pour VQ (f) et ^ ° (f) sur l'ouverture, et v (f)
• 0 sur S. d'après les équations (3.64a) (3.64b) U£v A

 et v * v
 A pour 2 positif. Alors, d'après la

R F.
condition (V) des problèmes I et II, nous obtenons les relations suivantes :

(3.79) v . A ( r ) ~ v, A ( r )
2 lR

(r) = v A (r)
Z R

( 2 > o )

(3.80) v2
 A ( r ) 2i

v A ( r ) ~ 2v - v .1 o 2

A

A

(z < o)

Les solutions (3.79), (3.80)satisfont les conditions aux limites sur l'écran, mais non sur l'ou-
verture, parce que la solution ou sa dérivée normale est discontinue sur l'ouverture, donc, les solu-
tions (3.79) (3.80) ne sont pas des fonctions analytiques par rapport à z.

Par conséquent, il est préférable d'utiliser la formule (3.78) que (3. 79) et (3.80). quand on
résoud approximativement un problème de diffraction.

Pour résoudre le problème complémentaire de la diffraction par un disque, on utilise le prin-
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cipe de Babinet. Les solutions correspondant à (3.78) pour le disque, prennent les formes :

(3.81a) v, D(r) ~ v, S (r)
* R

v , D ( r ) ~ v , S ( r )
1 2 R

(3.81b) v, D (r) ~ 2v (r) - v. S (r)

v, D (r) ~ 2v (r) - v, S (r)1 o 2 R

où, sous forme explicite

(3.82a) v , D ( r ) ~ v f -jj- f v ( f ) gT (r, f") df (z $ o )
Z O 4TTJ S O I

(3.82b) v ^ f r ) 2! v +• -^ j ^ ^ f * gn (r. f') df (z $ o )

Cep formules sont les mêmes que les formules (3.66a) et (3.66b).

4. - QUELQUES REMARQUES SUR LES THEORIES DE BRAUNBEK ET KELLER.

L'analyse des diverses théories approximatives, exposées dans les paragraphes précédents,
montre que nous sommes très loin de formuler une théorie générale de la diffraction pour les corps
réels, tant dans le cas scalaire que dans le cas vectoriel.

C'est seulement pour les corps de forme très simple, que la théorie exacte est susceptible d'un
traitement mathématique. Pour plusieurs problèmes, et surtout pour les problèmes pratiques, il faut
avoir recours aux théories approximatives, qui ont eu de grands succès, par exemple la théorie de
Kirchhoff, dans le domaine de l'optique instrumentale.

Une tentative pour améliorer les théories approximatives discutées ci-dessus, est d'introduire
fcvo \r)

dans la deuxième intégrale de (3. 77), à la place de —<? sur l'écran S, sa valeur exacte, calculée

d'après la théorie deSommerfeld pour un demi-plan, comme si l'écran possédait localement une arête
rectiligne. Par exemple, si le rayon de courbure P du bord de l'ouverture n'est pas très petit, par
rapport à la longueur d'onde P » \ , on considère le bord de l'écran comme une arête rectiligne, et

au voisinage du point f sur l'arête, on évalue
tv,

Cette théorie a été développée par M. Braunbek

(1950), qui a appliqué sa théorie & une ouverture et à un disque circulaires. Les calculs de distribu-
tion du champ sur l'ouverture sont en accord avec les valeurs exactes, calculées par Me'xner et
Fritze (loc. cit. ). Pour une discussion de la théorie de Braunbek , nous renvoyons aux travaux de
Bouwkamp (1953, 1954) et de Fritze (1957).

Une autre théorie approximative qui mérite d'être citée ici, est la théorie géométrique de la
diffraction de M. Keller (1958), basée sur une idée de Luneburg. D'après lui, en chaque point de la
limite de l'ombre géométrique sur un corps diffractant, le rayon lumineux primaire engendre des ra-
yons secondaires, qui forment un cône.

L'axe du cdne est la tangente a la limite de l'ombre géométrique, au point où arrive l'onde in-
cidente. Cette conception n'est pas différente de notre interprétation (voir chapitre IX et aussi la deu-
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xième thèse) d1.: champ diffracté, obtenu par la méthode de la phase stationnaire (Chako 1953, 1965).
Mais pour calculer le champ diffracté, Keller remplace la valeur du champ incident au point diffrac-
tant, par la valeur exacte et non par la valeur de l'onde incidente, comme dans la théorie de Kirchhoff.
De plus, il fait l'hypothèse, qu'en chaque point de la surface du corps diffractant (convexe), il existe
du cftté de l'ombre une onde de surface (onde rampante) autour de la surface du corps, laquelle diffuse
les rayons lumineux de l'optique géométrique aussi bien dans l'espace d'ombre, que dans l'espace il-
luminé directement par la source.

L'existence de l'onde rampante est vérifiée par les recherches de Franz et de ses collabora-
teurs (1952, 1954, 1957), basée sur la théorie exacte de la diffraction par une sphère et un cylindre
et, en général, par les corps convexes (Fock, 1946, 1965), et par l'expérience de Limbach. Piur une
analyse détaillée de cette théorie, nous renvoyons aux recherches originales de Keller et aux livres
de Franz et Fock, cités dans notre bibliographie.

Ce problème est lié à l'étude de la propagation des ondes de surface, posé par Sommerfeld et
depuis devenu la matière de nombreuses recherches, principalement pour la propagation d'ondes Her-
tzienne autour de la terre. Une analyse détaillée de ces problèmes peut être trouvée dans les études
de Van Der Pol et Bremmer (1937-38), Kahan et Eckart (1949), Bremmer (1949, 1958) et particuliè-
rement dans l'article sur la diffraction dans les derniers paragraphes de Handbuch der Physik, ( l ,c) .

Pour terminer ce chapitre, nous remarquons que du point de vue de l'onde géométrique, nous
pouvons expliquer que le défaut de la solution de Kirchhoff se trouve dans la première approximation
de la solution de la valeur aux limites de l'équation d'onde, comme suit :

Considérons un front d'onde quelconque S, défini par la fonction caractéristique de Hamilton
V = C. Lorsque l'ouverture a des dimensions finies, seule une partie du front d'onde S passe par
l'ouverture et le reste, forme en quelque sorte une surface de sillage près de la frontière de l'ouver-
ture comme le montre la figure ci-dessous, puisque le front d'onde S forme une surface continue et ne
peut pas être coupé brusquement par l'arête de l'écran. Ceci est vrai même pour une longueur d'onde
quelconque d'onde de la lumière. A une distance de plusieurs longueurs d'onde de l'écran, le front
d'onde S satisfait l'équation de Hamilton pour les rayons et l'onde géométrique satisfait l'équation
d'onde. Cependant, au voisinage de l'arête de l'écran, le front d'onde est tellement différent, que l'é-
quation de Hamiltonn'est plus satisfaite, même quand l'équation d'onde est satisfaite. Ainsi, la forme
de l'onde géométrique de la solution de l'équation d'onde, ou, en général, la solutionàsymptotique en
puissances de X tombe en fléfaut dans ce voisinage de l'arête de l'écran, si on exige de la fonction de
de phase de la solution àsymptotique qu'elle satisfasse l'équation de Hamilton. Pai conséquent on ne
peut pas prendre la solution de Kirchhoff égale à la première approximation de la solution rigoureuse
du problème des valeurs aux limites comme nous l'a/ons déjà dit dans les paragraphes précédents.

Cet argument est également valable pour la solution de Rubinowicz. En fait, la fonction de
phase de l'onde géométrique doit dépendre de l'amplitude dans la partie du front d'onde au voisinage
de l'arête de l'écran (bord de l'ouverture) comme nous le montrons au chapitre W (Fig. 4a, 4b)

Cette brève discussion peut expliquer pourquoi les théories de Kirchhoff, Kottler, Rubinowicz
et autres ne peuvent produire les termes principaux de la solution exacte et aussi que la modification
par Brai'nbek et Keller donne une approximation meilleure que les autres théories.

La raison est qu'une introduction d'une distribution de courant au voisinage de l'arête de l'é-
cran est nécessaire, pour expliquer la grande déformation du front d'onde au voisinage de l'écran.
Mais cette distribution de courant doit être égale à celle calculée du problème exact, à savoir, la so-
lution de Sommerfeld à proximité de l'arête.

Dans la théorie de Rubinowicz - Young les ondelettes ou ondes secondaires sont du type géo-
métrique et ne peuvent pas expliquer la grande déformation du front d'onde émergeant à proximité de
l'arête.

Comme conséquence, même pour des longueurs d'ondes très petites, la solution asymptotique
(pour le champ, obtenue par la théorie de Kirchhoff, ses diverses modification et la méthode de
Young, Rubinowicz et ses continuateurs inclues ne mènent pas à la solution asymptotique, dérivée de
la théorie exacte. L'échec de ces théories, même la théorie de Braunbek montrent de ce qu'il
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n'est pas suffisant de prendre la distribution exacte de l'onde incidente au voisinage de l'arête de l'écran,
mais il est nécessaire de considérer sur l'ouverture une distribution différente de l'onde incidente.

Nou8 reprendrons ce problème dans le chapitre X.



V - THEORIES VECTORIELLES APPROXIMATIVES

L'extension des formules précédentes aux champs vectoriels est obtenue d'une manière analo-
gue au cas du champ scalaire. Les équations de base, à partir desquelles les solutions approximatives
du problème de diffraction des champs vectoriels E (r) et H (r) peuvent être construites, sont données
par les formules (2.48) et (2.49), ou (2.57) et (2.58) des paragraphes (7 et 8) du chapitre II, qui cor-
respondent à (3.63) pour le champ scalaire. Celles-ci s'écrivent :

(3.83) pF(r) =-^V A J JM*") go(r/<") df +- ï^j?VAVAJj(f.) g o ( r / f ) df

(3.84) pH(r) = * 4 ^ - ^ A | î ( f ) gQ ( r / f ) df - - f j f â T ^ j ]'(f) gQ ( r / f )

ou

(3.85) n AEMf): = r (f)

n A H(f ) = î ( f )

Si, nous introduisons le tenseur de Green de l'espace libre à la place de g (r/f), (3. 83) et
(3.84) prennent les formes suivantes équations (2.57) (2.58) paragraphe 8, chapitre II :

(3.83) û E(r) =-J-| ¥nAE(f J.VAr(r, f ) --irCnAH(f)).r(r, f ) l df
i/rl '

(3.84) jÎH(r) = — U |(nAH(f))L V A I V , f ) - ^ - (nAE ( f )). T(r. f ) [ d f

Les formules (3.83) (3.84) sont valables pour une surface fermée quelconque.

La formulation des problèmes I et II pour le cas vectoriel est :

Problème I

Soit A une ouverture dans un écran S. infiniment mince et conducteur parfait et la. surface
Z - A U S. Trouver les champs électromagnétiques E et H, qui satisfont les conditions suivantes :

1) E, H sont des solutions des équations de Maxwell

VA H - i W £ E = o, VA E + iU)UH = O

dans tout l'espace ( z. ^ o )

2) E et H sont continus à la traversée de l'ouverture A.

a ) n A ( E + - E ) = O sur A

b) nA(H+ - H-) = O ounAH - n A H*n csurA

3) Sur S on a les condition* aux limites

a) n A E = O «'"• S ,
b) nA(nJ)>O .. 3-
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4) les conditions de rayonnement (11 - 111) et 13 - 13')

5) la condition sur l'arête (Bouwkamp, Meixmer).

Si les conditions 1 à 5 sont satisfaites par E et H, la so'ution du problème de diffraction est
unique.

Ici, nous posons deux problèmes :

a) un problème de diffraction ou diffusion par un écran plan ou disque S infiniment mince dans
l'espace libre,

b) un problème de diffraction par une ouverture A dans un écran plan S.

Soit Z = 0 le plan total, formé parla réunion de l'écran et de l'ouverture. La surface £ = A U S
est donc le plan total Z = 0 .

Dans le problème (a), nous avons la condition aux limites n /»E = 0 sur S. La diffusion du
champ sur S est symétrique, par rapport au pian Z = 0 .

S*. E,,, H,, représentant le champ diffracté, parallèle à S, et E,, H, le champ normal à S, le
champ total sera donné par l'expression :

(3. 85) E (r) = E i n c (r) + E?, (f, + z) ± E?(f, + z)
in H ri (z $ o)

H (r) = H i n c (r) ± H° (f, ± z) + rf[(f, + z)

quand E et H sont décomposés en une partie parallèle et une partie normale à S. Dans ce cas, nous
avons les conditions :

(i) EA (f J = H,, (f ) -- 0 sur A

(ii) nA(E+-E ) = 2 (nAE f)+ / 0
sur S

n^H, - HJ-2 (nAH) +

où (i i) donne les valeurs de la discontinuité des champs sur S, sur An*H n/»H = 0.

C'est-à-dire, l'ouverture A du plan Z = 0 est un conducteur magnétique parfait.

De plus, la composante normale de E et la composante tangentielle de H sont continues sur A,
c'est-à-dire :

(n.E) = (n. E i n c)

inc ( f G A )

i n c )

Dans le cas (b), nous avons les expressions suivantes pour les champs E et H, des deux cotés
du plan Z = 0.

(3. 86) E (r) • E i n c (r) + E r e f (r) + E?, (r, f, -z) - E? (r, f, -z)
. f ri A

H (r) - H l n c (r) + H r e I (r) - H° (r. f, - z) + Hj(r. f. -z)
•t ri ri

(3 . 87) E (r) » E ° ( r , f, +z) + E | (r , f. +z)
A A

H (r) »-HM (r, f, +z) k- H° (r, r, +z)

où l'onde réfléchie est exprimée à partir de E l n c , H i n c par :

(3. 88) E r* f (r) « Ej n c (r, - z) - E ? 0 (r, - z)

. . r e f . , . . lr c . . , . . i n c . .
H (r) —Ut ( r , - z) + H,, (r , - z)
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Nous avons aussi les conditions aux limites sur le plan total Z = 0 ,

.réf.(3. 89) n A I

n A |

+ E ) = 0

• HrCf) = 0

Dans l'ouverture, la composante normale deE et la composante tangentielle de H sont continues.

(3. 90)

(nAK)

(n.E) - (n.Ed) = (n.E inc)

(nAHinc)
(f 6A)

Problème de diffusion (disque)

Pour le problème de diffusion, la composante tangentielle du champ magnétique est discontinue
sur l'écran. On peut interpréter cette discontinuité du champ magnétique par un courant superficiel,
induit sur S par l'onde incidente,

(a) J (f) = 1?A(H+- H-)

Alors, chaque élément de surface du disque S est le siège d'un rayonnement, comme nous
l'avons vu dans le cas d'une onde scalaire (conception de Fresnel). Le champ total Einc-sE<l, H i n c + H^
devra satisfaire à la condition aux limites sur l'écran.

Les champs E et H, donnés par (1) et (2) ou (l ' i (21), deviennent d'après A et la condition 3a,

(3. 91) E (r) * E l n c (r) + -fnûlv»v*f S (f) go (r/f) df

H (r) * H i n c (r) (f ) go (r/f) df

Ces solutions satisfont les équations de Maxwell, les conditions 2a - 2b et la condition de
rayonnement 4. La condition aux limites 3 est aussi satisfaite.

Il est facile de démontrer (3.91 ) parce que

(3.92) lim Un*V*VA(tl f1) go ( r / f ) d' » - (nAE (f), f € S
z —*± 0 J

si la condition 5) est satisfaite.

Problème de diffraction

Dans le cas d'une ouverture A sur un écran infini S, nous avons, d'après la représentation
(3,86) les formules suivantes pour E et H :

(3.93) E (r) - fi (E i n c (r) + E r e f (r) ) ± - ^ d f

H (r) « P (H1™ (r) + H r e f (r) ) * * * — ^ A ?A JA S ( f ) go (r/f) d f

où P • 1 pour z<o et P » 0 pour z > o.

Les solutions (3.91) (3.93) reproclu^ent les valeurs aux limites nAE • o surSetn A E - J (f)
sur A. De plus, elle* satisfont 3) et la condition de continuité 2a). la condition de rayonnement et les
équations de Maxwell,

En rnitre, la condition 2b)de continuité du champ H eut obtenue par l'équation intégrale.

(3.94)
0 21 n ACV"^ J (f ) go (r/f) df - (n A Hlnc), (f € A)
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qui est une équation semblable à (2. 57). Noue voyons le rôle complémentaire de A et de S.

Il est facile de montrer que la condition 2b) est satisfaite. D'après la forme symétrique de (A)
et (B) pour les problèmes I et II, nous avons :

(nAH) =(nAH lnC) sur A

A partir de (3. 84) nous avons :

(3.95) lim (nAH) = lim
z-»± 0 z —± 0 ± 0 4TT

(r/f) df

Mais la limite de l'intégrale s'annule, parce que d'après l'équation (2. 53) du par. 7, chap. II,
(n-f ( f ) = 0 sur A, et la deuxième intégrale de (3. 84) est égale à zéro, si te A.

Le produit scalaire de 7\ avec la première équation de Maxwell, donne :

n. (VAH) = - iO>£(n. E)

Mais n.(VAH) = V(nAH) - v*(nAHinc) = - itt) S »n.E inC)

Einc satisfait l'équation de Maxwell.

Donc, à la limitez-»! 0, nous avons (n. E) = (n. E ) pour rGA. A partir des équations (3. 83)
(3.84), nous considérons le problème suivant :

Soit n^E ' 0 sur l'écran S, conducteur métallique parfait. Alors (3. 91) et (3. 93) se réduisent à :

1
(3. 96) E(r)

H(r)

4T|

1
4tT

f|(n*E).VAr- (nAH).rdf - f(nAH). T df' J

f|(n»H).VAr- (nAE).rdf+Js(nAE).rdf|

où Y est le tenseur de Green de l'espace libre.

Ces équations contiennent les équations (3.91) et (3.93).

inc incSi, on fait l'hypothèse que E et H sont égaux à E et H sur l'ouverture, nous écrivons :

(3. 97) ( r )

H ( r )"4ÏÏ

- ^ | f j(nAEinc).VA T(r. f ) - (n'AHinc). T (r. f ) J df

g^H1"0). T(r. f)df)J

f j(nAHinc).VAr(r. f) - (nAElnc). T(r. f) J df

- f (nAEinc(f). T(r, f )df l

Les intégrales correspondent & la solution de Kirchhoff si la discontinuité de la composante
tangentielle du champ magnétique s'annule sur le côté de l'ombre de l'écran.

Introduisons E1 et H1, et E2 , H2, définis par :

(3.98a) E '
(nAE).VArdf -

H1 (r) - -yj-f <»»E).r. df)
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• / *

(3. 98b)

1 2 1 2Dans ce cas E , E , H , H satisfont aux valeurs limites

(n* E) = n rtEin sur A et injl) = O, sur S et

(3.99a) (n AE) = (n AE i n c) sur A et (n.H) = 0 sur S

(3.99b) .me(nAH) = ( n AH ) sur A et (n.E) = 0 sur S

Mais, n AH est inconnu sur S et nAE sur A.

1 2 1 2
L'addition de E et E , et de H et H donne deux fois E et H.

Mais, si nous supposons que n A H = 0 sur S et si nous prenons,

(3. 100a) E^ (r) = ~ f ( n AE). V\ Tir, f ) df'

H R ( r ) = ' 4V/ A
( n « E ) - r< r . f )d f

(3.100b) E
2(r) = - | = r (nAH). r(r , f )df

H2 (r) = 44TT i [nAH).V'A T i r ,

1 2 1 2les sommes de E_ et E_, et de Hn et H sont égales à 2E (r) et 211, (r) respectivement, qui sont les
n ri n n . k k

ii n p k
solutions de Kirchhoff, si on prend H = H et E = E sur A.

Les formules précédentes sont en accord avec les solutions données par Bouwkamp (1954) et
Levine et Schwinger (1950). On peut écrire les formulef. (3.100a), (3. 100b) sous une forme compacte,
si on introduit les tenseurs de Green des demi-espaces F» et F| j .

où

Tl (r. f ) = T(r, r') - T(r, r") t

r n ( r . r')= Tir. r') +Tir. r")ï

r" = r1 - 2 e 3 (Cg. r1)

Y « I - 2 e3 e3

Par suite, nous obtenons :

(3.101a) (a1) E^ (r)

(b1) HJJ (r)

(3.101b) (a") E2 (r)

(z, z1 •> o)

(nAH). T df
II

formules équivalentes aux formules de Levine-Schwinger (1950).
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i i E Ĥ
Si ER et HR. i =(1.2) sont remplacés par-yg- et-yrples for mules (3.101a) à (3. 101b) deviennent

les formules Levine-Schwinger.

Nous remarquons que les formules (3. 100a) à (3.100b) et 3. 101a) (3. 101b) sont les formules
analogues aux formules (3. 68a) à (3.69b) pour les ondes scalaires.

Dans les problèmes pratiques de diffraction d'ondes électromagnétiques, on ne travaille guère
avec les champs eux-mêmes, puisque la recherche de E et H, même dans le problème le plus simple
(diffraction par une ouverture circulaire ou par un disque) est très compliquée et laborieuse. Beaucoup
de problèmes de diffraction se simplifient par l'usage des potentiels vecteurs. Nous suggérons cette
procédure dans notre formule (3. 91) et (3. 93).

Nous définirons alors le potentiel Hertzien TT(r), par la relation,

(3.102) TT(r) = -~ J g J (f) go (r/f") df

et le potentiel de Fitzgerald 7T (r)

(3.103) TT*(r) = -|^r f J ( f ) go ( r / f ) d f

A partir des équations (C) et (D), les champs E et H sont exprimés, comme suit :

a) pour le problème de la diffraction par un disque :

(3. 104) E (r) = E I n c (r) + XJg-VAVATT

H (r) =E l n C ( r ) - - 5 ^ r V A TT

b) pour le problème de la diffraction par une ouverture :

(3. 105) E (r) - |S (E i n c (r) + E r e f (r) ± i VA TT *

H (r) - P(Hinc (r) + HFef (r) * h^V^TT^

où J3 = i pourz.< 0 et P s 0 pourz>p
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CHAPITRE IV

LA THEORIE Dl FFR ACTIONNE LLE DES ABERRATIONS

I - LA BASE DE IA THEORIE DE DIFFRACTION DES INSTRUMENTS OPTIQUES

Nous avons dit. dans le chapitre précédent,qu'une théorie de la diffraction, formulée comme
un problème aux valeurs limites de l'équation d'onde scalaire, ou, des équations de Maxwell pour un
système optique, est très difficile et compliquée à construire, parce que la fonction de Green est in-
connue pour un tel système, même pour une lentille, formé de deux sections de surface, sphériques ou
cylindriques. Alors, nous sommes obligés d'utiliser les théories approximatives, déjà développéesaix
chapitres précédents, c'est-à-dire, la théorie de Kirchhoff, ou, une modification de cette théorie, pour
le champ scalaire, ou pour chaque composante rectangulaire du champ électromagnétique E et H.

La formulation rigoureuse du Principe de Huygens est donnée par l'intégrale :

(4.1) v(r) =4s f (v(f> ̂ -. -^l) gjr/t') df
4" t/r oïl « n O

où v(r) est une solution de l'équation d'onde scalaire de Helmholtz et g est la fonction de Green d'es-
pace libre. La surface £ est régulière et fermée et n est la normale, dirigée vers l'intérieur de E .
Le point r est un point intérieur de £ .

Nous avons dit, que v(f) et -^ sont en général inconnus sur £ . Après Kirchhoff, rendrons
&v (f)

v (f) et —-— égales, respectivement aux valeurs d'onde incidente v (f) et sa dérivée normale
* vo/f ) °

—v , sur la partie illuminée de £ et égales à zéro sur la partie d'ombre. Alors l'intégrale (1)o n
prend la forme :

(4.2) v(r) ~ [ (vQ(f) -£ i

qui donne la valeur du champ v(r) diffractée par l'ouverture A.

La formule (4.2) est la formule bien connu de Kirchhoff, déjà obtenue (formule 3. 10 du Chapitre III).

Dans l'application, on peut prendre comme surface fermée £ , la réunion de A et de la partie
de surface d'écran S du côté de l'ombre, et une surface E , étendue jusqu'à l'infini. La surface d'é-
cran S est souvent un plan et la réunion de A et S forme un plan infini, divisant l'espace en deux do-
maines : l'espace incident, où la source et l'objet sont situés, et l'espace de diffraction ou de l'image.
Ce plan est, par exemple, le plan Z • 0. Alors, le champ diffracté est, d'après l'hypothèse de
Kirchhoff, donné par la formule (4. 2).

Mais, dans presque tous les instruments d'optique, l'ouverture A correspond à la pupille d'en-
trée, ou la pupille de sortie, limité par le diaphragme S qu'on peut, en effet, considérer comme un
écran infini. Dans ce cas» les formules (3.10) du chapitre m sont valables et on peut mettre, au lieu
de (4. 2), les formules suivantes :

(4. 3) v^r) » - ^ f vo(f •) g j (r, f •) df '
""/A

• 4TT J A V T

(i > 0)

df»
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1 2où gT et g sont les fonctions de Green du demi-espace. Alors, la somme v + v est égale à deux fois

v.(r). Mais les formules (4.3) et (4.4), comme nous l'avons remarqué, sont compatibles, puisqu'elles
Vvo(f)

prennent les valeurs exactes v (f) et —j——, données sur l'ouverture. Par conséquent, dans ce pro-

blème, il est mieux d'employer (4. 3) ou (4.4) que la formule de Kirchhoff, pour calculer le champ dif-

fracté, comme nous l'avons montré au chapitre III.

(4. 5a)

(4. 5b)

(4.6a)

(4.6b)

Pour les champs électromagnétiques, les formules (3. H 6a) et (3.H6b) prennetn la forme :

1 „ - C , «incv g { p / f i ) d f ,

(nA HlnC) gQ(r/f ) d f

E2 - S (n.A E i n c

1
2Tr ik

VA V,

) g ( r / f ) d f

inc
E ) gQ(r/f.) d f

Nous considérons (4. 3) et (4.4) comme les équations fondamentales de la théorie de la diffrac-
tion des systèmes optiques, pour les ondes scalaires et (4. 5a), (4. 5b) pour les ondes électromagnéti-
ques. Dans le chapitre précédent, nous avons étrit les équations ci-dessus, sous une autre forme, qui
introduisait les fonctions et les tenseurs de Green de demi-espace, si A U S forme un plan infini.

Nous remarquons, que les intégrales de (4. 5a) (4. 5b) sont très difficiles à évaluer, ni nous
employons les coordonnées curvilignes. Cependant, si nous considérons les composantes cartésiennes
de E, H, les formules précédentes prennent une forme très simple pour les composantes E ,H

(1 • 1, 2, 3), parce que chaque composante satisfait une équation d'onde scalaire et les solutions sont
données par (4.4) et (4. 5), pourvu que E et H satisfassent les conditions V. E = 0, V. H » 0.

H - DIFFRACTION DES ONDES HOMOGENES

Comme chaque composante E et H satisfait l'équation de Helmotlz , les solutions prennent
la même forme que (3.68a) et (3.66b) du chapitre m, pourvu que V. E = 0, V. H = 0. Alors nous avons :

' 7 ) Îx * ̂  f f i ( x y l ) g I ( r / r f ) dA

JA

f 2 ( x ' y l ) « i ( r / r f )

où fJx'y'), f2(x'y') sont les valeurs des dérivées de E et E prises sur A. Les composantes du

champ magnétique sont obtenues d'après les équations de Maxwell.

,d
Les formules (4. 7) satisfont les conditions aux limites E, • E, » 0 sur A. Mais si les déri-lx ly

vées de E et de E s'annulent sur A et si E » h (x'y') et E * h-fx'y') sur A, alors au lieu de (4. 7),

noua obtenons :

(4.8) Ed
hl(x(y') r') dA
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E î . "-rnJACv*- yl) t r + h2<*t
d A

Les composantes H sont obtenues d'après les équations de Maxwell.
2 x2 x

i

Les fonctions de Green de demi-espace libre prennent la forme :
ikr ikr

(4.8) gt • - ^ r - - - 5
T

J - - g o (r /r \ + z) - gQ(r/r\ -z)

ikr ikr
^ — + = g (r/r«, +z) + g ( r / r \ -z)

r T| o o

où

- xQ)2 • (y - (z

,kr

r
ikr

par conséquent, on tire :

(4.10) gj = 0,

(4.11) g u = 0,

où r

Alors au lieu de (4. 7) et (4.8), nous obtenons :

ikr

(4. 12)

et

(4.13)

ikr

ikr

2y

dA

dA

J A- -hJA
(h2 h *

où r

(sur le plan z = 0)

On peut calculer les composantes de H d'après les équations de Maxwell. Mais d'après Hamil-
ton, on peut représenter les fronts d'onde par la fonction caractéristique de première espèce V(x , y ,
z ; x, y, z) = C, que donne la distance du point P (x , y , z ) à P(x, y, z). On a : ° °

o o o o o
z
o

(4. 14) V(x , y , z ; x, y, z) - Constante » C
o o o
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Si le point P Q = (0, 0, z) est bien sur l'axe de révolution de l'instrument, V prend la forme :

(4.15) V(0. 0, ZQ. x, y. z) = C - nR

V 2 2 2
x + y + z est la distance de P, et C est la distance optique des points P , P . Si, sur ces

fronts d'onde, les champs sont connus à l'approximation de l'optique géométrique, nous avons :

wo ^ E°('0 , (f ) ik(C.nr)(4.16)

Û ik(C-nr)
r = P. —*• oo

sur le front d'ondes à l'espace d'image.Donc les formes asymptotiques des champs E.H sus-conduisent
aux solutions de l'optique -éométrique, sont de même forme que (2. 14) et (2. 14'). Soit z = -z, un plan
dans l'espace image.

Les valeurs de E et H dans ce plan sont données par les champs géométriques :

ik(C-nR)
E°(x.'y') = E°( S . (f ) i -

(4. 17)

H°(xjy') = H°( 6 , (f ) ^
ik(C-nR)

R

où R « Vx'2 + y'2 + z'2

Les champs E et H qui satisfont les conditions aux limites Eo(x'y'),H° (x'y1) sur le plan z=-z,
sont d'après (4. 13) : '

-ikn(K - r)
(4.18a) E(x. y. z) =• - -^- (z + ̂  ) e U C E°(i-, y') ^ ikn fi - i \ dx' dy'

J\ R r i k n r
o

1 iirC C o -ikn(R - r)
(4. 18b) H(x. y. z) = - f (z + z.) e " ^ E°(x'. y') ? ikn ( - - * — J dx' dy'

J Â ; R r i k n r 2

Maintenant, nous exprimons ( 9 , (f ) par :

(4.19) x» - z tangl cos y ,

y1 " * j tang 3 sin (f>.

Après un calcul simple, nous trouvons :

(4.20) —i-2tcos (f , - l a i cos 0 (z

R r 1

dx' dy1 - z2 tg fi cos2 fi d fi à it

(4.21) r - R <v -(x sin 0 cos <f + y sin <?sin (f ) + z cos I .

Alors, les intégrales (4.18a) et (4.18b) prennent la forme suivante :

(4.22a) E(x. y, z) ' - ^ e " v | I u f " . I21T

ikn ikC
2Tre P. q)«

-ik(xp+yq+rz) dp

r°(p. q)

(4.22b) H(x.y.z) • - ^ e* 0 f H (f )
-ikn(xsin0cos

ikn ikC r H°( 8 , If j e - ^ P W r z )
dp dq

: J s " V W l T " ! r"(pq)

où p, q, r° sont les composantes du vecteur directeur -(optique) s normales aux fronts d'onde dans
l'espace d'image et n est l'indice de réfraction. En plus, E , H satisfont sur le front d'onde, les
équations de compatibilité dynamique :

(4.23) (7VA

(vVA

n2E° 0 V V A E C

AH + k2 n 2 H « 0 ou
n* H° - 0

A E + k E = 0
- H° = 0 - E

Les champs E°( Q . (f ) et H°( 8 , (f ) représentent les valeurs absolues des amplitudes de E
et H à l'approximation de l'optique géométrique (ondes géométriques), c'est-à-dire :

'OO

E"( 9 . (f ) ikV

R

donné sur un front d'onde V(x, y. z) » C-nR , RQ étant le rayon du front d'onde, et E , H sont les
valeurs aux limites des champs E et H à l'infini.

Une formule du type (4. 22a) ou (4. 22b) est connue comme la formule de Debye (1010). Elle sa-
tisfait l'équation d'onde et de valeur limite du champ d'onde :

ikr

L'interprétation de la formule de Debye, est que la solution du type (4. 22a) (4. 22b) de l'équa-
tion d'onde est formée par une superposition d'ondes planes, propagées dans toutes les directions de
l'espace d'image.

HI - DIFFRACTION DES ONDES NON-HOMOGENES

Soit Po(xQ, yQ, zo) la position d'une source dan» l'espacede l'objet, et quand l'instrument d'opti-

que est un système imparfait, il n'existe pas de point dans l'espace image conjugué de P .Dans ce cas,

les rayons lumineux enveloppent une courbe, ou une surface la caustique.

(4.24)

Les fronts d'onde S sont déterminés par 1& fonction caractéristique de Hamilton.

V(xo. yQ. zo , x, y, z) = C

qui forment un ensemble de surfaces parallèles, c'est-à-dire, admettant les mêmes normales, qui
sont les rayons.

SI on prolonge les rayons du côté de l'espace d'objet et construit les surfaces normales aux
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rayons virtuels, les surfaces ainsi construites, forment un système parallèle aux fronts d'onde virtu-
els, donné par l'équation :

(4.26» V(r. r') = Constante = C

Si, un élément de surface d'un front d'onde S est dS et de en S, alors le rapport de la projec-
tion de dS à dS eat donné par l'équation :

où K et K sont la courbure de Gauss de S et S. Les rayons passant par les frontières de S et S, for-o o o
ment une surface tubulaire et à chaque point de dS et dS, nous avons les rayons principaux R.|RO et

R1 R'_ de courbure de V = C et V = C, respectivement. Si V = C est un front d'onde S , dans l'espace1 2 o o o
d'image, alors la courbure de Gauss de S est égale à :

(4.28) Ko

et si la distance optique de S à S le long des rayons est égale à \ , V • C -n)k,la courbure de Gauss

de S est :

(4.29) K - —-
. * A l ' 9 ' 1 9

où R , R sont les rayons principaux de courbure de S .

Soit les champs E , H sur S et E , H les valeurs des champs sur le front d'onde virtuel S

Nous trouvons les relations suivantes entre E , H et E , H :

(4.30) E° "V|"K~I ^ ( « . f *
o

o

En conséquence, les champs géométriques (asymptotiques) prennent la forme :

•t les solutions E , H dans un plan z * - z qui satisfont les équations de Maxwell et des valeurs
ro o

aux limites E ^ , H ^ sont données par les intégrales suivantes :

, c.y.«) • - <==»> .'"co fl/ÎÎH E°, é. 1 ) ."•"< %-r) - w i - . - i - J
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et X donne la distance du point (x1, y1) sur le plan z = z, au point correspondant (x , y , z ) sur le
1 O O O

front d'onde S prise le long du rayon.

Nous introduisons les cosinus directeurs optiques (p, q, r ) = 1? normal à S au point (x , y ,

z ). Alors, x1, y1 sont exprimés par :

x- = x o + X P

(4.33) y' = y o +Xq

I
donc
(4. 34) dx' dy' =

r (p, q) ' K

D'après (4. 33), r est donné par :

(4. 35)

dSo JL_ l iLl dS
(P. q)

r = - x + X p ) 2 +(yQ-y+Xq)
, A O,2

- z +Ar )

Si Zj s'étend à l'infini, X -+o» et on a :

<4-36) T \[W
et comme

n r

~X^ r°(p, q)

nous avons :

(4. 37) r - % ~(x« - x) p + (y' - y) q + (ZQ - z') r° = ( ? Q - r.~e)

Alors, si nous mettons r - X dans les intégrales (4. 32a) et (4. 32b), nous obtenons :

(4.38a) . - » L eikCo f2* h
E°(p.

(4.38b) H = - « e i k Co
2 7 r

\^\ H° (p. q) e lk(?o " ^

dS

dS

où «près l'introduction de la fonction caractéristique d'Hamilton W(x , y , ZQ, p, q), les équations

(4.38a) (4.38b) prennent la forme :

(4 .39 . ) E(x, y . • > - - - & f V n 2 | K J E*,p. q) e i k ( W + ^ dS

(4.39b) H(x, y, z) - - - ^ f Vn2 |K I H°(p, q) tP^ + *' "
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où W ( V V zo ; P- Co - ( ? • S )

5.39'a) E(x. y. z) - - i f \ P l ^ I^P. q) A*

(4. 39'b) H(x. y. z) - - £ f [

dS

dS

prise sur la surface d'onde quelconques

Les champs E, H, donnés par les intégrales (4. 39a) (4. 39b) ou (4. 39'a) (4. 39'b) donnent les
solutions, au sens asymptotique de l'optique géométrique, des équations de Maxwell.

(4.40) VA H + id )6E = 0 99

VA E + - iO/ iH = 0

2
où c =» n , U « 1, et satisfont les conditions aux limites à l'infini, correspondante l'onde géométrique,

parce que E , H satisfont les conditions de compatibilité dynamique sur un front d'onde quelconque S

donné par (4.23). Les fonctions E, H représentant les champs électromagnétiques, au sens de l'optique

géométrique, sur une surface S ou S d'un front d'onde quelconque, V = C qui satisfait l'équation de

Hamilton de l'optique géométrique :

(4.41) » n

Les intégrales (4. 39a) (4. 39'b) sont connues comme les intégrales de Picht-Luneburg. On peut
les considérer comme la base de la théorie de la diffraction des systèmes optiques.

Nous remarquons ici, que les intégrales de Picht-Luneburg se déduisent de la représentation
intégrale de la solution générale d'équation d'onde, donnée par Whittaker (1902) :

•J:J> sin u cos v + q sin u sin v + z cos u ; uv)du dv

où f est une fonction arbitraire de (x sin u cos v * y sin u sin v + z cos v) et de u et v, c'est-à-dire,
si on applique la procédure de Hansen-Stratton à (4. 42).

Nous écrivons les intégrales (3.49a) (4. 39'b) formes plus commode, souvent utilisées dans la
littérature, en introduisant des coordonnées paramétriques, pour décrire la surface d'onde. Ces sur-
faces sont données par la fonction caractéristique de Hamilton.

Si, la direction d'un rayon de lumière est donnée par p, q, r , alors, le point d'intersection P.

(k, y, z) • 0 (l'intersection du rayon avec le plan z = 0) est donnée par l'expression ;

(4.43) x. - - W1 P

A Ainsi, l'intersection du rayon avec une surface d'onde arbitraire S à un point P(x, y, z) sur
S cat donnée par les fonctions :

(4.44) x - - Wp+ Xp

y • - w q + Xq

* " X r o
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où r = Vn - p - q , et A = X (p, q) est fonction de (p, q) seulemen* et connue, quand S est donné.

En fait, X est une mesure de la distance du point P, sur S au point P sur S. Les quantités (p, q, r )
i o 2

sont les mêmes que celles données plus haut et satisfont la relation (s*. "S) = n .
En fonction des paramètres ( p, q ), ( 4. 39a) deviennent:

.. . . . ._. ik CC i \ ikrw + (r.B)l . .
(4.45) u(P) = - - ^ I I g(p. q) e [ 'J dp dq

D = p2 + q2 < n2

où

(4.46) g(p.q) =Vn2 |A|(uo(p, q) .

Le symbole A dénote le discriminant de la seconde forme différentielle de S, à savoir A = LN -

M , avec L, M, N donnés par les expressions :
2 . 2

(4.47) nL = W p + r o
PP

nM = W
pq

nN = W

2n

pq
in

2
q

2ro

+ i

+

o
2
o

(Z - pW_ qwq - w)

qq n ro

Parce que la courbe de Gauss K est donnée par :

(4.4S, K .-HU3Ê
EG-F

et
(4.49) dS = VEG - F2 dp dq

nous obtenons :

(4.50) V | K | dS = V | L N - M2| dpdq
2

où l'expression EG - F , dénote le discriminant de la première forme quadratique de la surface S.

Introduisant un nouveau vecteur u*, v est donné par
o o

(4.51) u*(p, q) - - - MZ| n2 uQ(p, q)

qui est constant le long des rayons à direction (p, q, r ) dans l'espace d'image, et l'équation (4.45)
prend la forme plus simple :

(4. 52) U(P) - •&• f ut (p. q) e l k t W * ^ dpdq

On peut écrire une formule analogue pour le vecteur du champ magnétique v*(p. q) et v*(P).
O 2 * 2

L'intensité de l'onde dans l'espace d'image (onde réfractée) est proportionnelle à |u*| et 1 v I ,
comme suit :

(4.53) I
n e 2 i * i 2

W r o | u o '
e 2 , *| 2

8Tin r o lVo I
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2 2 2
Le domaine d'intégration D se trouve sur le plan p-q, enfermé par la courbe p + q = n . Le

long du rayon, défini par la direction (p, q), g(p, q) reste constant dans l'espace d'image.
Nous avons mentionné que le champ sur l'ouverture de la pupille de sortie ou sur le front d'on-

de, est supposé une constante, la valeur du champ incident. Cependant, en calcul d'optique moderne,
les lentilles sont recouvertes d'une couche de matière absorbante, et alors, la valeur réelle du champ
sur l'ouverture de l'instrument ou le front d'onde sortie est donnée par l'expression :

(4. 55) us(Q) = A(Q) UQ(Q)

où A(Q) représente la fonction d'absorption. Cette fonction est soit une fonction absorbante pure, qui
réduit seulement la valeur de l'amplitude en u (Q), par le facteur A(p, q), soit une fonction de phase
pure, où l'amplitude reste la même, mais la phase sur l'ouverture varie, soit une fonction mixte, qui
change l'amplitude et la phase du champ incident.

En termes mathématiques A(Q) ou A(p, q) sont réelles, imaginaires, ou fonction complexe de
la position Q.

Nous écrivons (4. 55) comme suit :

(4.56a) u (P) = A(f ) u (f ) (variation de l'amplitude)
m o

(4. 56b) u (f) = U (f) e
l k F ( f ) (variation de la phase)

n o

(4. 56c) u (f) = A (r) e
l k F ( f ) u (f ) (variation de l'amplitude et de la phase)

m o

L'introduction d'une fonction absorbante (couche de lentille) sert a réduire les reflections mul-
tiples, mais principalement à réduire l'intensité du maxima secondaire de la figure de diffraction et
pour concentrer celui-ci dans le maximum central. Ainsi est réduite l'amélioration de contraste pour
rendre meilleure la résolution. Le champ est alors :

{4. 57) «(P) = - W

où la fonction d'amplitude G(p, q) et la fonction de phase (f (p, q ; P) sont :

(4. 58) G(p, q) = V n2 | A | U()(p, q) A(p. q)

(4. 59) (f (p, q ; P) = W + (r, "s) + F(p, q)

L'intégrale (4. 45) ou (4. 57) nous donne toute information sur le champ d'image,en fait dans le

plan d'image z = 0, si W = W(x, y, z ; p, q) avec x. , y situé sur ce plan. Si on variez , on peut

obtenir une distribution tri-dimensionnellecu champ ou de l'intensité dans l'espace image. En pratique,

on déplace le plan image, parallèlement au plan initial i . « 0 et on.fait le calcul de U(P), ou de l'in-

tensité. Par conséquent, le travail principal est d'évaluer cette intégrale pour les expressions données

des fonctions d'amplitude et de phase.

Il est facile de calculer E M et rfoo , qui correspondent aux amplitudes des champs à l'infini.
D'après les conditions de rayonnement (11-11) et (13-13*) du paragraphe 11, chapitre II, les formes
asymptotiques de E et H sont données par (14) et (14') du même chapitre. On écrit :

(4.60) J J *fJ (s\
(r-*oo)
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H oo P(8) f *—
J r

où It est le vecteur normal au front d'onde S, défini par V(r) = Cr-»ooet P(s"),M(is) sont des vecteurs
qui dépendent seulement de 6 et (f - les angles polaires. Les caractères de P(s) et M (S) peuvent être
exprimés pour chaque problème spécifique, c'est-à-dire qu'ils dépendent du mode de rayonnement ou
d'excitation de la source et, en général, E «, et Hoo sont complexes et représentent un rayonnement
multipolaire. Par une application de la transformation de Fourier, on peut mettre la fonction de Green
de l'espace libre, sous la forme :

i / .1 » eik'r-r'1 i rf°°Ik [m . (?-
(4.61) go(r/p., . _ _ _ ; - . « _ J J ^ L t;

où m, «ont définis par les relations :

(4.62) m+ = (m°, Y(m°) ) = (rf.

m = ( m ° , - Y ( m ° ) ) = (0( . & , - ( z < 0)

m ( o t , p ; o)

et OC , 3 sont les composantes du vecteur plan m , et dm = d (X d 0 . De plus m, = 1 et Y (m ) satis-
font l'équation :

(4.63) nv = 1 * 0 l 2 + P 2 + Ï 2 (m°)

donc
(4.64)

5.65)

(m
1 1

) = Y ( a , 3 ) = V I - (m°)2

Y ( m ° ) - f i a . & ) - t V < * 2 + 3 2 - i ( m ° ) 2 < i

où le domaine d'intégration de (4.61) est ( - 00,00 ). Nous écrivons aussi :

(4.66) V (e i k ( m + ' *>) = (ikm+) e i k ( m + ^ (z ^ 0)

De même façon, le tenseur de Green de l'espace libre est donné par l'intégrale :

(4.67)
; r', -JL-2 f f '(m+ m+ - 1) e i k < m

+ ' ?

Par conséquent, le vecteur de Hertz 71 et de Fitzgerald TT prennent la forme suivante

( 4 . 6 8 a )

(4.68b)

7T (r) ' g M J(m ) e + v>
8TT2 JJ .oo * Y ( a '

ik(m . ~r) d d

( 1 ) I c i m « o n t é q u i v a l e n t s a u v e c t e u r I f • ( p , q , r ) e t 0 ( • p , P s q Y * + r . s i Y p r e n d l e s v a l e u r s

r é e l l e s d e 0 à 1 .
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où j (m ). j ' (m ) sont les transformés de Fourier et :o o

(4.69a) j(m ) = f j(f') e~ ik(nV ^ df f € S

° Js
(4.69b) ) = Ç j'(r') e ' i k ( m o - f l ) d f r 6 A

•s

des densités superficielles électriques et magnétiques sur l'écran S et l'ouverture A, respectivement.

Alors les champs E et H s'écrivent :

(4. 70.) E(r) • p El"c(r) + ~2 J*J m+ A (m., A jlnio) ,
l k < m v »> d rt d

HM • P»1- - - i - , f f i n , , A J ï

Si on décompose E et H en une partie parallèle et une partie normale à l'écran (z = 0), et puis-
que (n. j) =0, (n A jï = 0, d'après (4. 70a) et (4. 70b), on obtient :

i n c(4.71a) E(r) - E lnC(r)± — y J Jh [mQ. J(mQ)l +

(4.71b) H(r) = H lnc(r) + —«

et

(4.72a) E(r) = P E (r) + E (r) - —--n 1 fn i1 (mn)l + — t ^J>e " dddB.a^.0

(4. 72b) H (r) = 0 [H inc (r) + Href l(r)] - - ^ J n [mo<. j ' (mo)j
A
f n L . y (mo)l +

où ^ » 0, si z > 0, et P = 1, si z < 0.

Pour calculer les champs asymptotiques, E^, , H,» , quand r-»oo , on écrit :

(4.73) 'r?-r'| = r - (e, T')

(4.74, ^ •J iV*"

où "e est le vecteur dans la direction du point r, (r*= er, (e. e)= 1) et est normal au front d'onde S.

Les formules (4.71a, b) expriment les champs de diffraction par un disque S, et (4. 72«, b) par une
ouverture A.

(1) Nous remarquons que ? » s si l'indice de réfraction n = 1. m° m
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Alors TT et ÎT prennent les formes suivantes :

,4 .75. ,

,4. ,5b, -L 4• -"•*• ?> • » 4

quand r-*oo. Donc, nous obtenons les expressions :

(4. 76a) - T F <eA<eAi(e)>.
l k r

'(e)

(z^O)

ikr(4.76b) Hoo - H1jo
c+Tl.[(eAj(e)]

_ . r n ikic + Erefl. + J_ F ., . J e*4.77a) 0)

(4.77b, H
eo

quand r -»oo et |3 • 0, si z > 0, |3 = 1 pour < z < 0.

LeB expressions (4. 76a - 77a) et (4. 76b-77b) de Eoo et H^, sont les formes explicites de (E) et
(H) du paragraphe 11, Chapitre II pour ce problème de diffraction par un disque, ou par une ouverture
dans le plan z = 0.

En général, on peut développer j(e) et j'(e) en séries descendantes de k (séries asymptotiques) :

(4.78a) j(e) - S

(4.78b) j'(e) -

-i*(e. f)
n = 0 k

oo

n

n - 0 kn

Le premier terme n * 0 de la première série, donne un champ à l'infini, qui correspond à un
dipOle électrique de moment Ç j(f') df1 et celui delà deuxième série, un dipOle magnétique de moment

c JD
JAJ'(r')df..

Les formules (4. 71a) et (4. 71b) sont équivalentes aux intégrales de Picht-Luneburg. Nous re-
marquons que :

(4. 78)

et
(4. 79)

donc
(4.80)

et
(4.8U)

(s. r -"r ) * p(x - x ) + q(y - y ) + r°(z - z )
O O O O

x +\p, y» » y + X q .

m+ (r*--nr*) - W(x. y. z ; p. q) + (?.

E°«,
0)
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H°

diffraction

(4. 82a)

(4. 82b)

diffraction

par

E

H

par

= Trr [e*(e

une ouverture

o 1
= --va

o 1

un disque.

AJ'(

et :

.„]

> A

J(e)

ik(nv.~f")
+

.T)

(z ^ 0)

Le vecteur e = e(p, q) satisfait (e. e)= 1. Il détermine la polarisation d'onde électromagnétique

asymptotique, c'est-à-dire, la polarisation de Eoo > HQO • De plus, il faut mettre m = s = (p, q, r )

dans toutes les formules précédentes.
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CHAPITRE V

ABERRATION GEOMETRIQUE ET ONDULATOIRE

I- ABERRATION D'OPTIQUE

Dans la théorie de ladiffraction des instruments d'optique, la caractéristique "mixte" de Hamilton,
W, joue un rôle essentiel. Quand W est connu, l'intégrant de (4. 45) ou (4. 52) est connu et le champ
dans l'espace image peut être calculé par. intégration. En général, on ne peut pas calculer W sous
forme explicite, si le front d'onde qui sort de l'instrument optique, est déformé. Au lieu de prendre
un front arbitraire S, sortie de l'instrument, nous prenonB plutôt une surface de référence So, ordi-
nairement une surface sphérique centrée sur le point de l'image de Gauss passant par le centre de
l'ouverture (pupille de sortie). L'écart entre le front d'onde réel S et la surface de référence So, ou
l'ouverture, s'appelle aberration et la fonction qui donne cette déviation, la fonction d'aberration.

Pour les petites aberrations, la caractéristique mixte de Hamilton est développée en une série
de puissances (séries de Taylor), de certains paramètres, par rapport à la surface de référence SQ.

Puisque la plupart des instruments optiques sont symétriques par rapport à un axe, le développe-
ment de W en séries est fait, par rapport de certaines variables intrinsèques, appelées invariants
optiques.

Pour un système de révolution, W (xo, yo ; zo = o, p, q) dépend seulement de trois invariants
optiques :

(5. 1) U l = xo + y , u2 = p + q , U3 = X
O

P + y o q

et pour les systèmes d'optique électronique d'un autre invariant, u4 = xoq - yop. Alors le développe-
ment de W en Uf prend la forme.

(5. 2) Wo * WQ + Wj + V72 + W3 +

1 4

où les constantes ai, ay, aijfc, e tc . . . représentent les aberrations des premier, troisième, cinquième,
etc . . , ordre, d'optique géométrique et Wo est une constante indépendante des paramètres, qui corres-
pond en effet au rayon de la surface de référence So.

Les deux premiers termes de (5. 2) ne donnent aucun écart de l'onde So et si le point de Gauss
de l'espace image est proprement choisi, le deuxième terme est simplement égal à a^u^ OU a3u3 +

84114, Les autres quantités représentent la fonction d'aberration de l'instrument.

Pour un système de révolution, ncis écrivons W sous la forme :

(5.3) W - | Q W n

où Wn est un polynôme homogène en ut (i • 1,2,3) pour les aberrations d'optique ordinaire eti * (1, 2, 3,4)
pour celles d'optique électronique. Par rapport aux variablesu1.u2.u3 et U4, W est un polynôme homogène
de degré 2n :

j 3ou4
(5.4) W n " n 7 ^ *ijk. . . n

n ijk
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Si on introduit les nouveaux paramètres <r, 0 , f , définis par :

(5.5)

(5. 2) s'écrit

(5.6)

2 = u 2 .

w = w

p2 == u2 pcosf=u3

f m

cos

cos

où 1, n, m sont des nombres entiers n-mlO et pairs. Les quantités b l n m , sont les coefficients d'aber-
ration de type et d'ordres divers selon les valeurs numériques de 1, n et m. Par exemple :

(5.7)

Wj = aja-2 + a2 p2 + 83 crpcos (P

W 2 =

W3 =

cos

al22°~2f>4 + a222f6 cos <P

cos(p

cos2«j>

Cos
2(f

p3 cos3(p

cos

où ay donne les coefficients d'aberrations du troisième ordre, quoique le terme a n ne soit pas une
aberration. Les a i jk sont les aberrations du cinquième ordre, mais les coefficients a , , , , a l l o ne don-
nent pas d'aberrations. l i

Les coefficients aij. aijk etc . . . sont analogues à b l n m dans (5. 3). si 2 l+n+m< 2p, entier.

Une seule aberration générale est donnée par :

#e o » L __21+m n m,
( 5 > 8 ) b l n m ^ f COB i

où n - m i 0 pair

II- LES ABERRATIONS D'OPTIQUE ELECTRONIQUE

Dans un système d'optique électronique, W est développé différemment, parce qu'il dépend
aussi de u4=xoq-yop. Si l'instrument est un système de révolution, le champ électrostatique West

x +y , z, et le champ magnétiquede révolution satisfait
les relations. •

A,, = 0

les relations.

(5.9) xA + yAv » 0

où A - (Ax, Ay. Az) est le potentiel vecteur, qui reste toujours tangent à un cercle P 2 » x2 + y2 sur
chaque plan z =• constant. Par suite, les composantes A Av sont exprimées W une fonction
scalaire Ao, y

(5. 10) A • xA ,
y o'

A - 0
z

• A Q ( p, z) est une fonction de pet z.

Alors la fonction caractéristique We dépend des trois invariants :

(5. U) • x2 + y2
 ; P

2
 + q 2 ; v3 " xq -

-96

où x, y sont donnés par l e s équations d1 Hamilton :

>>We
(5.12) y - -•

où We est la fonction caractéristique mixte de Hamilton qui satisfait l'équa*irn de Hamilton d'un sys-
tème d'optique électronique U).

Si on développe We comme

(5.13) We = Weo + We l + We2 +

où W = constant ( fonction de z seulement) et:

Wel A i v i

W e 3 - -|y E

• » * • » • • • V
n

Les coefficients Aj, A4j. e tc . . . dépendent des potentiels électriques et magnétiques, lesquels
sont seulement des fonctions de z. Si V ( p. z) et Ao ( p ,z) sont donnés. A;, A^, etc . . . , seront connus.

Les quantités vy, v2 , v3 sont des fonctions de Z, mais & la première approximation (para-
mètre à l'intersection des rayons au plan z = z t) V3 est indépendante de z et v\ et v2 sont de la forme 4U

(5. 15) V! ' (X2, + y2) H2 + (pj + qj) h2 (xQpo + yoqo) Hh

V2 * (*o + y\)d 2 + (p2 + q

V3 a 2(xoqo - yopo)

où H, h, 9 , et (psont des fonctions de z, qui satisfont la relation :

(5.16) H(p-h l>=l

Les fonctions, h(z), l^(z) définissent le rayon (trajectoire) paraxial du corpuscule et H (z),
(|f(z) le rayon de l'espace image. En première approximation les coordonnées x j , y\ dans le plan
image z s z i , sont exprimés en fonction de xo . yo <*u P l a n <*>iet initial z * z o , par les équations :

(5.17)

et

xi * xoH(z]) + po h (ri)

) + qo

(1) L'équation de Hamilton est donnée dans plusieurs textes.Nous citons seulement ici : de Broglie (1950),
Cotte (Annales de Physique 1938), Luneburg (1944) 1965, note supplémentaire I, Glaser (1952),
Sturrock (1955), Picht (1963).

(2) Pour une analyse détaillée, voir Luneburg (1. c. ).
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(5.18) p = xol>(zi> w+

q =

Par suite We dépend des quatre paramètres :

(5.19) a-2 = X J + y2 ; p 2 = po + q2

erpcos'f = x 0 o p + y o q o ; «r'JîBin «j>= x o q o - y o p o

t indépendants de la coordonnée z. ' '

Dans cette approximation de vj, on obtient :

(5.20) v2 = ^ o - 2 +f*2

V3 =<r' P 8 m f

où Ai , ^i (i = 1,2,3) sont fonctions de z.

Alors, W e l , We2, e t c . . sont données parles expressions suivantes :

Wei = W«t + A4«r' p sin <p

We2 » w ; • <A14«rV. p + A ^ p3) sin (f

( 5 # 2 1 ) + A34«nr*p2 Bin((coB<J>+ A 4 4 a- ' 2 p 2 sin 2^p

We3
 = W3 + < 4 ^ 3 2

:p 4 ) sin<pcos<jp

8in 2(P
cos(fsin2<J>

où les développements de W'j, W'2, W'3 ont la même forme que Wj, W2, W3 de l'optique géométrique
(S, 7), mais les coefficients A » Aj, A • A^j, etc . . . sont des fonctions de z.

Les termes supplémentaires, donnés ci-dessus, sont les aberrations additionnelles, qui
apparaissent dans les systèmes d'optique électronique. La forme explicite de chacun des coefficients
d'aberration A ,̂ A^, e t c . . . , est donnée dans lns traités déjà cités. Les coefficients A ^ ont été
calculés par Chako d'après la procédure de Schwarschild, mais elles sont trop compliquées pour être
utiles au calcul du champ d'image.

Le développement de W, ou de la fonction d'aberration présentés précédemment sont classiques.

(1) En faitO*' est égals à ±tr, mais nous écrivons v% ce qui permet de faire une comparaison avec les
systèmes généraux de l'optique géométrique.
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Ill - DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION EN POLYNOMES DE ZERNIKE

En 1934, dans son célèbre mémoire sur la théorie de la diffraction de la méthode de contraste
de phase, Zernike introduisit un autre développement de la fonction d'aberration. Ce développement a
plusieurs avantagea sur le développement classique (5. 6). Il remplaçait les cosm<* par cos m<9 (c'est-
à-dire qu'il développait la fonction d'aberration en séries de Fourier en cosinus de l'angle <0, où le
terme général est -exprimé par :

( 5 > 2 2 ) blnm f f"21+m Z n' ( P ) CO8 m ( f

Les fonctions Z m (f) sont les polynômes de Zernike de degré n en p , et ils sont orthogonaux sur
la surface d'un cercle de rayon un. Le développement de la fonction caractéristique W est alors :

W = Wo +E£b l n m<r2 1 + m Z m (p) COB mlf

(5.22)
2 n o

= w + E '— z o (D) + Z Z f (er) zm (e) cos m«f
W o n = l tf2 Z2n (P' + n=l m = l n m n f T

pour un système de révolution.

Les coefficients b ,__ ouf (<r) sont différents de b, et f (<r) (5.6).lnm n m lnm nm

Pour un système d'optique électronique de révolution le développement de W est exprimé par
une série générale de Fourier :

(5.23) We = Weo +ZDJ r . n<r21+r«-'«pn c o s m y

+ E C lrsn< r 2 1 + r« r '8pn s i n m f

où l . r . s .n sont des nombres entiers, liés par les relations :

s + r = m n-m ^ 0 pairs 21+ r + s + n = 2N

où 2 N est le degré du polynôme W dans les variables xo, yo. Pc %• E n introduisant les polynômes
de Zernike, W s'écrit comme suit

(5.24) W e = W e o + ZC l r g n <r2 « - " Z™ (P) cos m if

Zm (p) sin m<p

ou We » W' + E - ^ , , Z" ( p )e eo 2n (P

- ) cos m (P

<r-,«»-) sin mlj» f z m ( p )

Cette expression généralise les résultats de Nijboer (1953) et est valable pour un système de
révolution d'optique électronique.

Nous remarquons que l'écart moyen entre la surface réelle S et la surface de réfé.ence S o ,
s'annule en tenant compte de la propriété orthogonale des polynômes de Zernike. Nous avons :

( 5 ' 2 6 )

4M ^

n (f > + 2 ^ I 'nm « ^ z ™ <f> c o « m T | P d f d t f "
tandis que le carré moyen de l'écart est différent de zéro. II est égal à :

_
I f -0



- m

2n+2

Pour un système d'optique électronique de révolution nous écrivons :

f" f 2 * ] ? f2n,oZVo(P) Z £
Jojo I n=l "̂ 2 n=l m=l

glrsn <"̂ > sin m (f]zm (p) | p dp

. IT E L lrsn
n=l m=l [

2n + 2

Si Do dénote la définition idéale d'un système sans aberration, alors les influences d'aberration
produisent une diminution de la définition idéale, égale à (5. 25) pourvu que les aberrations soient très
petites. Cela veut dire, que le développement de la phase en série de puissance de Z m (p) est limité
au premier termedeZm, ouauxabheratior. fnm(o-). En ce cas, la définition est donnée parla formule

(5.30)

et
(5.31)

Ainsi, chacune des aberrations contribue par un terme positif à détériorer la définition de
l'image. Il n'y a pas un mélange d'aberrations de différents ordres, comme dans le cas où la fonction
d'aberration est exprimée par le développement classique. Ici les aberrations sont compensées pour
toutes les valuers de «^contrairement à ce qui se passe dans le développement classique. C'est un
gr'and avantage des polynômes de Zernike.

IV- SYSTEMES OPTIQUES NON-SYMETRIQUES

Dans certains instruments de l'optique ordinaire et surtout en optique électronique, il n'existe
pas une symétrie ou un axe de révolution, si, par exemple le champ électrique ou magnétique est
engendré par un système formé de plans conducteurs inclinés, ou par des pôles magnétiques de forme
non-symétrique. En optique ordinaire, une lentille placée obliquement par rapport aux axes de coor-
données, détruit la symétrie du système.

S'il n'existe pas de symétrie ou d'axe de révolution, les deux formes de développement (méthode
classique et méthode de Zernike-Nijboer) de la fonction de l'aberration, ne sont pas utiles. Il faut
développer W en série de puissance de toutes les variables (xo, yo , p, q). Mais, parce que p et q sont
de* variables d'intégrations dans l'intégrale de diffraction, on peut grouper les termes en série de
puissances de p et q. Alors on écrit :

(5. 32) Wa - Wo + Wal + Wa2 + Wa3 + + Wan +

où Wan est un polynôme homogène de degré n en x , y , p et q.

Nous obtenons le développement suivant de W;;

Weo « constant
4

(5.33) Wa2 » 4 7 E
2 < i j - 1
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J
Wa3 ' 3!

ijk = 1

W = y a.. x. x
a n % ^ n » 3

où Xj = XQ. x2 = yQ, x3 = p, x4 = q. et a^ * ajk, e tc . . .

Mais, parce que x , y sont fixes, on peut exprimer W sous la forme :

(5.34) W = W + L f n m ( V yoJ P q

a ao ,n, m = 1

Si p et q sont liés par les équations :

(5.35) p = p cos (p , q - 0 sin

alors,

W al

(5.36) Wa2

p sin <p+ a2 4 y o p sin (f + a ^ p 2 co . 2 f + * 3 4 f 2 «in If cos If

2 sin2<

W r y
n L o o

où les coefficients de chaque monôme de fxQ + y o + pQ + qJ n sont différents et sont symétriques par
rapport aux indices, c'est-à-dire, a.^ - ajk , e tc . . . Les expressions explicites de Waj et Wft4 sont :

(5. 37) Wa3 - W 3 • ( a n 3 x2
 + a J 2 3 XQ yQ + a 2 2 3 y2) pcos if • W 1 M x2 • • , „ XQ y<

*224 yo» P 8 i n t + (8133 *o + a223 y o' f 2 « * ' f + ( a224 yo» P 8 i n t + (8133 *o + a223 y o' f 2 « * ' f +(a144 Xo + *244

P 2 8 i " 2 ( f + <al34 Xo + a234 y o ) f 2 8 i n < P COB «f + a 333 f ' c0* '«f

a444 f 3 8 i"3<f + a334 f 3 COB N 8 i n ( f + ft344

W . 4 = W<4 + ( a U13 \ + a i l 2 3 Xo y o + a i223 \ y o + a2223 y o ' f

+ ( a U14 Xo + a U24 Xo y o + ai224 Xo y o + ft2224 y o }

+ ( a l l33 X o + a1233 Xo yo + a2233 yl] f 2 2

lI44 Xo + al244 Xo y o + a2244( alI44 Xo + al244 Xo y o + a2244 yl] f

-101 -



(ail34 Xo + 81234 Xo a 2234 C ° S (a l333

(ai344 Xo + 82344 V f <f " « a 4444
4 4

sin (P -I- a

l2333 V P

8in<f +a3333 f

sin (P

cos

+ a4433
4 2 2 3 4

p cos iD sin (j> + a. 0 cos if sin (P

où W' et W sont des polynômes homogènes de degré trois et quatre seulement en x , y . Le résultat
o 4 O O

précédent montre qu'un système asymétrique peut se mettre sous la même forme que (5. 23), c'est-à

-dire, en série de Fourier de sinus et cosinus de (P , mais pas sous la forme classique.

Quand le système possède un axe de symétrie, par rapport à p ou q, les fonctions W sont
beaucoup plus simples. Si, par exemple, le système est asymétrique par rapport à p, alors tous les
termes qui contiennent les variables yQ, q et yo q impaires s'annulent, les termes avec les coeffi-
cients a._, a , a • , a etc., c'est-à-dire, tous les termes où la somme des incides est égale à un

14* 14 2*5 *i4

nonjbre impair. La même règle est valable pour deux plans de symétrie et.de plus, tous les polynômes

de degré impair W W , . . . —r

* PI
= 0 (p = 1, 2, 3 ).

Dans les polynômes W , W , . . . . W , tous les term.es dont la somme des indices est un nom-
^ 4 2n

bre impair, s'annulent. Pour un axe de symétrie ceci est généralement la règle. Pour deux axes de

symétrie W est invariant par rapport à toutes les coordonnées (x , y , p, q) et aux produits x p et

y q, mais pas par rapport aux x q et y p, si la somme des indices est impaire.

L'intersection d'un rayon avec un plan dans l'espace image est donnée par l'équation (5. 12).

(5.38)

y =

Les coefficients des aberrations géométriques dans divers types et ordres sont des coefficients
de diverses puissances en Q , cos (P , et sin <p , ou de p et q, si x et y sont développés en série de ces
variables.

En éliminant If de ces équations, nous obtenons :

{5.39) f (x, y) = 0

qui donne les courbes caractéristiques dans un plan image fixe z - z . Par exemple, si nous consi-

dérons le terme W qui dépend de cos U> et sin U) , nous obtenons, après un calcul simple, l'équation

d'un cercle.

(5.40)

ou

(x - (A + 2B p 2 ) 2 + (y + (C + 2D p V = (B2 + D2) p 2

2 2
113 o 123 o o 223 Jo
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(5.41)

En effet, toutes les courbes caractéristiques sont des cercles si l'on considère seulement les
termes de sinus et cosinus de l'angle (f dans le développement de W, c-. à. d de sinf et cosf .

Evidemment, les courbes caractéristiques prennent des for:nes différentes, si on considère des
combinaisons variées des aberrations. Les grandes lignes pour étudier ces courbes sont données par
Steward, Nijboer , Carathéodory et l'auteur dans des travaux déjà cités (fig. 1,2, 3,4, 5.6, e t c . . ).

(a)

« s i

fig. 1 (b)
a =1

«g. 2
a =2

Coma primaire au dehors du poirt focal
(Steward, 1926).
(la, b, 2). d- distance entre pupille de sortie
et le plan focal.

J2 .2 2 2
d d = P + Q

2.2
cr d

2 . 2
j + yj

Y l y l + Z l z\ P l + Y

fig. 3

Effets de combinaison» des aberration*.
Courbe caractéristique :
x = a co« 8 + a co«2 0

yx = b «in8 +b 2

(at - 30, bj - 30)

(a 2- 15. b2 - 16)

(Chako,1957).
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Fig. 4
2ot + 1 • 0

Fig. 5
4<X + 3 = 0

Fig. 6
01+ 1 =0

Aberrations de troisième espèce (septième ordre). Combinaisons de coef-
ficients.

»• 3 / 8 ( c

1 0 ,

13 / C12>'
, , . = 4ac

1Q .

Equation de courbe caractéristique : T̂  = cos 4 Y + 2(5 + 4a) Cos 2 (# + 12 a + 9
5 = sin 4 Y + 2(1 + 4») sin 2 Y

4d7 (Y- - 2c 1Q o 4
, 4d7 (Z> - 8 l ) - 2c

tig. 7

Courbe de déplacement d'astigmatisme secondaire

r4 coa2f . (Nijboer, 1943)

Î Q
(Steward « 1926)

Fig. 8

Courbe de déplacement d'aberration de

former cos3 <f • (Nijboer, 1943)

104-

Fig. 9

Courbe de déplacement de troisième ordre d'astig-
e

matisme r cos2(f . (Nijboer, 1943)

Kig. 10
4* + 3 « 0

Aberration de septième ordre en absence
d'Ordres Inférieures. (Steward ,1926;
Combinaisons des aberrations

C 2233 = C l2 ' C1333= C13-
13

: l2

Y
Fig. 11
a+ 1 =0

(Steward)

a

a_

Fig. 12
- 28. b

18 b

16

8

Flg. 13

- - 1 8 b , ;

'1

12

Fig. 14

V - i e . y 19

2

Flg. 15

- 18, bj • 19

6 , b2 - 15
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(Fig. 3,12,13,14,15.16,17, Chako.1957)

Fig.

at = - 18,

a = 24,

16

bl *

b2

20

= 12

Fig. 17

at = - 18. bj

a^ = 18. b«
2 2

= 12

= 6

Fig. 18

a, » - 26, bj

a = 13 , b

= 13

= 7

On dit que si W satisfait la propriété (4). il est un polynôme biorthogonal àWn, m , . D'après

l e . propriétés des polynômes orthogonaux, l'écart moyen sur 1. surface d'intégration est zéro, mais

le carré moyen de l'écart ne s'annule pas.

Par conséquent, la définition D est donnée par :

(5.45) D = D 1

°L

C .x , y .n.m( o o

N
n . m

Une analyse des polynômes orthogonaux sur un triangle et une ellipse est présentée dans le

Chapitre VIII.

V - OBSERVATIONS RELATIVES AU DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS D'ABERRATION

Le développement classique et celui de Zernike-Nijboer ne sont pas commodes pour évaluer
l'intégrale de diffraction, même pour un cercle. Il est impossible d'évaluer l'intégrale si le domaine
d'intégration est limité par une courbe simple, telle qu'un rectangle, un triangle ou une ellipse, parce
qu'il est difficile de séparer l'intégrale double en un produit de deux intégrales simples. Quand le
domaine d'intégration est d'une forme quelconque, il est possible, en certains cas, de construire les
fonctions ou les polynômes orthogonaux sur le domaine d'intégration. Alors, nous utilisons ces poly-
nômes pour développer la fonction d'aberration.

Soit D un domaine d'intégration, l'ouverture de la pupille de sortie.

Si W (p. q), (n, m = 0, 1, 2;. .-. ) sont les polynômes orthogonaux sur D, la fonction

de Hamilton Wpeut être développée en séries de W comme suit :
n.m

oo
(5.42) W(x , y , z = z ; p. q) = Z C (x , y . z ) W (p. q)

o Jo o n.m o Jo' o n.m
n, m - 0

Les quantités C sont les nouveaux coefficients des aberrations de même que f ( a~. a- '),n,m *n,m
g ( «s", <r~') dans la théorie de Zernike-Nijboer. Cependant, W sont, en général, d'un type où
n, m n, m

l'intégrale

(5.43) J' W W '
D n ' m n ' m

, h(p, q) dpdq

s'annule, si (n,+ m) f n1 + m' et est différent de z 'ro, si n+m = n'+m'. La fonction h(p, q) est la fonction

de poids de W . Donc, la propriété d1 orthogonalité n'est pas très simple. Mais il est possible de

trouver un polynôme W (p, q) adjoint de W , tel que (5. 53) se réduise à une constante).
n,m n.m

(5.44) S W W , , h(p, q) dp dq = 0
n, m n , mD

= N
n, m

gi n f n1

m / m1

si n = n'
m = m1
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CHAPITRE VI

EVALUATION DES INTEGRALES DE DIFFRACTION

I - SYSTEME DE REVOLUTION.

Dans cette section, nous décrivons les méthodes diverses d'évaluation de l'intégrale de dif-
fraction (2. 206) ou (2. 209). lorsque la fonction caractéristique mixte, en fonction d'aberration, est rem-
placée ^ar le développement classique (2.303) ouïe développement (2.309) de Zernike-Nyboer. Il
va sans dire, que l'intégrale de diffraction (2.201) est valable pour le cas de petites aberrations,
parce que le développement de la fonction d'aberration entrant dans l'intégrale, en séries de puissan-
ce des variables, est valable. Pour le cas de grandes aberrations il faut utiliser un traitement
différent. Nous en discuterons dans le chapitre IX.

En introduisant le développement classique de la fonction d'aberration dans l'intégrale de dif -
fraction (4.45), on écrit :

( 6 . D
.21+m-n

d q

D

où G (p, q) est donné par (4.46) et le domaine d'intégration est la pupille-de-sortie, définie par la re-
2 2 2

lation p + q sn
Pour un système optique quelconque,

, . , i ._ . ik f f ( . . i k f ( r S ) + E b , (xn, gn) p n c o s m ( # ]
(6.2) u (P) = - ^ r - J J | g ( p . q ) e lx l . r . s . n 1, r .s .n* ° K° | '

C.
D o

i k l , r . s . n f> d

OU

(6.21) u (P) = -

+ e
ik

où G (p. q) est

G(p.q) =

n+m>l
n m

dp dq

A| A (p< q) U Q ( p q )

La valeur explicite de fn m est donnée par (5.36) - (5;37) pour n + m t 8.

Si nous introduisons les variables r,<X , p, t* par

(6.3)
x = r cos <X ,

y - r sin a,

p = q cos(|»,

q - Qain iù

i
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l'équation (6. 2') devient

ou

où b = nsin &, $ étant l'angle maximum des rayons réfractés avec l'axe de l'instrument, et A^

Puisque dans la plupart des problèmes, le domaine au-delà de la pupille-de-sortie est homogè-
ne (espace libre), n eut constant et pour simplifier on peut le poser égal à l'unité. Ceci n'est pas né-
cessairement valable en optique électronique.

La procédure ordinaire pour évaluer (6. l )ou (6. 2") est de développer la somme dans l'exponen-
tielle en sér ies de puissances ainsi que l'amplitude G (p, q) et puis d'intégrer terme à terme. Il est
bien entendu, que l'expression obtenue pour u (H), est très compliquée, même s i , seulement des aber-
rations de troisième ordre sont admises , spécialement, quand on a besoin de calculer l e s valeurs
numériques de u (P). C'est la raison pour laquelle la plupart des auteurs ont limité leur analyse aux
aberrations simples ou, au maximum, à deux de ces aberrations. Cela n'est pas étonnant, quand on
considère l e s calculs formidables à faire, si le but est d'obtenir l e s valuers numériques de u (P).

Pour le moment, considérons la contribution, due à une seule aberration, par ailleurs arbi-
traire, du type (5 .8) .

L'intégrale (6. 1) devient*

(6.4) u (P) = - ^ - e

ikWo/V» ik [yp+qy+z Vn 2 - p 2 • l n m o - p"B i l

où (6.5) u (P) = . A e JJg(p.q) e l l n m P

Telle qu'elle est, l'intégrale n'est pas facile à évaluer.

En mettant :

x = r cos a, p - a cos (p

y = r sino*, q = p sin (p

et en introduisant ces expressions dans (6.4), on obtient.

(6.6) u (P) ; A J J G (ffV) e i k[ rec o 8«f- <*> + ZV"2 - G
2 + b l n m < r

2 1 f m « W ^ ] «jd gd f

où b s sinl^ n = \, & es* l'angle maximum des rayons réfractés avec l'axe de l'instrument. La
constante A représente la quantité hors de l'intégrale (6 .4) .

L'intégration, par rapport à (j> , s'effectue facilement de plusieurs façons. Une manière est ,
d'exprimer, c o s m (f d'abord en angles multiples de <f , d'étendre le dernier terme de l'exponentielle
en sér ies de puissance et d'intégrer terme après terme, par rapport à (f . L'autre manière consiste
& développer le dernier terme, en sér ie s de puissance et exprimer les puissances individuelles de
cos if en angles multiples de (f et enfin à intégrer terme à terme. Dans une troisième procédure on
utilise le développement bien connu des exponentielles en sér ie s de fonctions de Besse l , puis on fait
l'intégration. Les avantages d'une méthode sur l'autre sont minimes. Ici, nous prenons la seconde

Ici le facteur >— , est à omettre.
r o (p ,q)

- 110-



procédure.

En développant le dernier terme de l'exponentielle dans (6.5) nous écrivons :

(6.7) u (P) = A o EB f GJ (e) e i k z ^ ^ QBn+l d « F e ^°8 ^ a ) c o s B m + j

o o
J (e) Q « f d f

o o

où B8 = (ikbjnnj <r m ) ~, , la fonction d'amplitude G (p, q) peut se développer sous la
forme :

oo
(6.8) G (p,q) = EQ j f

au lieu du développement habituel de Fourier.*

On fait cela par commodité, pour ne pas compliquer l'analyse ; ce n'est paB une restriction
puisqu'on peut facilement faire les calculs, si, le développement de Fourier de G (p, q) est remplacé
par le côté droit de (6. 8).

L'intégrale, compte tenu de <f , est facile à évaluer.

On remplace les puissances de cos (f au moyen des cosinus des angles multiples de cos <f> .
Pour cette transformation on a la formule :

cosn = 2 1 " n | c o s n ( p + j cos (n - 2) (j> + "g" " -- cos (n -.4) <f +

n!
(6.9a) + — (npair)

2 2"

+ " C O 8 ( f

et (6.9b) sinn(f= (-1) f 2 ^ " J c o s n t l - y cos (n-2) <f + S^p^ cos (n-4) (f +

+ '-1> *?•(•£) « • " ) + (|) à (°
sinn(f= (2i) I ' n | sinn (f - ( n \ sin (n-2) (J> +(^\ sin (n-4)

. / .i n-In . . . . •
+ (-1) —^ n _ j sin lj> , (n impair»

Introduisant (6. 9a) dans la seconde intégrale de (6. 7) on obtient

C S «JoJ>2T

(6.10) + . . . + . .<8 m+J ) !
B m + j . . . ~ n . . dif (n paire)

' 2 " ' 2
(a

OU +
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Des relations bien connues

(6.1D f " . i k l co>fco..»<r
Jo

J 2ir ikz c

o

l'intégrale (6. 10) est donnée par :

2 TT i n Jn <kz)

s i n

2Tr

(sm+j) i

(6. 12)

COS ( 8 m + j ) «

C 0 8 (Bm+j-2) a JSm+j-2 (krg) + . . .

1

J ° ( k r e ) ' (8i n e8t paire)

\ 2

l a . c,pl • i ' — • ' AoBa.

Quand on introduit (6.12) dans (6. 7) et, si on arrange de nouveau un peu la somme, on obtient

P

(6.13)

u(P) = 2TTA

i8 m + jcos

-s.j
s»

. (g).

(krp) + (sm+j) i"n'*J-2
 COs(sm+j-2) a

s

(sm+J)
+ / sm+j Wsm+jV Jo <kr«> « i »•+! ^ (even n)

l 2 / l 2 / J
ou + CO8 sm + 1 dp . (odd n)

o ù B
8 .

L'intégration de (6. 13) n'est pas si simple. On peut écrire un terme général de (8. 13) comme

(6.14) f e i k z V n 2 - e 2
 Gi(Q) 3m (Q) Qn dQ

o

Puisque Gj(6)dépend de la distribution nous supposons que sur l'ouverture de la pupille-de-
tie, l'intégrale peut s'évaluer si nous spécifions la fonction absorbante Gj (p, q) , p. ex.

(6.15) Gj (p) • J (p)

ou d'une manière plus générale

sor-
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(6.15a) G j (P.q) = £ IA. . JJ (p p) cos j <f + B. Jj (fî j») sinjtj»!

L'intégrale (6. 14) est de la forme :

( 6 . 1 6 ) J o e i k r V n 2 - p 2 J . (p) J m (krp) p " d p . ( 0 - 1 )

Nous avons étudié les intégrales du type (6.16) dans réf. (1963) quand 6 - j » c'est-à-dire
b - n. Celles-ci sont rencontrées dans la théorie exacte de la diffraction» par des ouvertures circu-
laires et des écrans circulaires (équation A. 1). Si, on écrit :

(6.17)

i k n z V l - t 2 \ Jj(nt) Jm(knrt)

Vl - t2
oo

+ J* e + knz Yt2 - 1 Jj (nt) J m (knrt) tg r f t

= ± i Cj, m.q + Dj.m.q

Alors, Cj, m,q est donné par l'expression.

2r(m+l) si Hs+j+l)

T• ( | ) 2 p , ( . . . - s - j , m H ; ( k r ) ^ J±±

où A- s-
1

et ht. (z) est la fonction de Struve de l'ordre k

comme suit :

(6.19)

Alors, pour Q = H£- , l'intégrale (6. 16) est égale à la dérivée deC- par rapport à knz

) ^ k
2 o(knz)

Pour Q f -yv, on trouve par un calcul similaire à celui que l'on fait pour évaluer Cj, m, q
l'expression suivante :

« + 1J, ,m,q (sine) = 2

/n 8in9\2s

(6.20) Z(- l ) 8 -^ ' j 2 F j (-s. - s - j . m+1 ; (kr)2)

„ „„ (U™*)P (sine)
.v v / i\r __i—2J __ r .

2r

r(p/2+l)r|r(p/2-r+l)

qui, pour 0 « ^, se réduit à (6. 18).
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L'expression (6.20) est une généralisation de tous les résultats obtenus par un grand nombre
d'auteurs.

Bien qu'elle soit compliquée pour le calcu1 numérique de u (P), cependant, la série converge
rapidement et un petit nombre de termes de (6. 20) est nécessaire pour obtenir une bonne approxima-
tion du champ image u (P).

Dans la plupart des applications, faites jusqu'à présent, l'amplitude g (p, q) est supposée être
indépendante de l'angle * , c'est-à-dire.g ( f> ) ; et on peut développer g ( p ) par des polynômes simples
en p , ou bien, par les fonctions de Bessel, J8 (PJ* (s =1, 2 n), n'étant un petit nombre
entier.

En plus, on suppose que le plan image est le plan de Gauss ; en ce cas z ' 0. Avec toutes ces
simplifications, l'intégrale (6. 7) s'écrit :

(6.21) u(P) = -A

L'intégration par rapport à <f , se fait comme précédemment, en faisant j = 0. Alors au lieu
de (6. 13). on obtient :

S r r
u(P) = 2TTAO £ Q C S J Jn ( e ) [ i S m cos (sm)ct J g m (kr é» ) +

sm i s m " 2 cos(sm-2)0t J s m -2 (krç)

(6.22)
(sm)!

(sm\, (sm)
I 2 A V 2 I

(sm)!

> P n s + 1

J

+ (sm-l\ , (sm+l\, i c o s a J l
V 2 ! V 2 / !

(n paire)

sn+1 de . (n impaire)

Une intégrale typique de (6. 22) est de la forme :

(6-23) V p q

Ce genre d'intégrales est bien connu. En effet, ce sont des cas spéciaux des intégrales,
c j .m,2 <z. P >. mentionnées plus haut, obtenues par differentiation, par rapport à z et puis en laissant
z tendre vers zéro.

Le résultat du calcul donne la formula suivante :

(6. 24)

/km sinO^P /n »in0\n

l 2 / \~2 J
n'p'q (nein0)1+1

sinflX
j ) _

2
F 1

- - Pi

q + 2s + 1 )

Mlltudep . où 3 s.ont les racines de
F

j ? / ! * ' l M a , r « U T n t * d # - f O n C t i °" - d * B *" e l «**W> Mlltudep . où 3 s.ont les racines
JkiP»)'Q, c'est-à-dire on développe g<p,q) en séries de Fourier-Bessel et (6.20) est modifié
remplaçant n sin par (n sintt-p s). en
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valable pour kp<I. Pour kp>I, une expression semblable est obtenue, en permutant n et q, et en rem-

plaçant dans la somme n sin$ par k rn sin 17, et ( kr) par (k r)

Une autre forme pour Vn p q . peut-être plus convenable, est obtenue à partir de C n p q de
(6.20) au moyen de la fonction co'nfiuente hypergéométrique, l F (d . P . % . z)

Vn.p.q= -
q+1.

(6.25) E m

p + n + q - 1
+ —2 — :

p+n + q + 1
+ — 2 — • ; - ( k r )

' >

peut aussi exprimer Vn p q par des produits de fonctions de Bessel, en employant (6.25)
s des fonctions hypergéométriques confluentes). Dans le cas, p + q - n - 1 est un nombre

On
(propriétés
pair, soit 2 K. K = 1, 2. . . . , Vn „ . se réduit à une forme plus simple, à savoir :

(6.26) V
m

n p q 2 E=Q

F(k+ 1 - m) m!

2 \
n sinô/

m-q

J s + p (krn 9) J s + m + „ + , (n sin9).

Quand cela n'est pas le cas, la première somme n'est plus une somme finie en m.

Toutes ces formules sont valables si k r < 1 ; pour obtenir des formules valables pour k r > 1,
il faudra permuter p et n dans les sommes et arguments des fonctions de Bessel. Dans les fonctions

hypergéométriques, il faudra remplacer ( k r) par ( k r) .

Une autre manière d'intégrer (6.73) consiste à écrire :

tq J - t8 (t P + l 3 ) ou tq J = tB (t n + 1 J ), (s + n - q - 1)p p n n

et à intégrer par parties. Nous n'insisterons pas sur cette méthode qui paraft sans avantage sur les
autres.

Une façon plus élégante et peut-être plus commode au moins, quand m est un nombre entier
petit dans le terme d'aberration (aberration d'ordre bas), consiste à utiliser la première méthode de
développement de cosm(f aux angles multiples de (f puis à exprimer l'exponentielle de la partie d'aber-
ration en séries de fonctions de Bessel, ainsi que le terme exp (ikpcos(y- <*•).)

Cette procédure nous donne
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, g i J (kbi c
lnnt s lnm

i k b i <r 2 1 + m p n .tamf- | J (kb < r 2 1 + m p n

(6.27a) - r = t

(6.27b)

(6.27c) eiW> lnm «r 2 1 + m p n sinmf= B^o 2B J U (kb l m n <r< s l T m pn)cos2sm(f

et

oo

(6.28a) eiXc°8(T-*>= £ iP Jp (X)

oo
.r

OO OO

(6.28b) e* *"""""'= £ 0 i Jr(Y) cos rm <f

oo

(6.28c) e t l Z 8 i n n f = J Q ( Z ) + 2 £ Q J (Z) co82sm(f + 2i £ 0 J28+1(Z)sin(2s+l) m If

En multipliant ces expressions et en faisant l'intégration, par rapporta u», on trouve, que le
seul terme différent de zéro est r = sm. Sa valeur égale à 2 7T cos am a ).

Ainsi l'intégrale (6.21) se réduit à :

r b i/~2 2~f
(6.29) u(p) = 2(2TT)Ao J e l k Z f n "* |(Jo(krç)Jo I

lnm

Cette intégrale n'est pas facile à évaluer, mais on peut développer les fonctions de Bessel

' s ^kblnm l ^ e n séries de puissance de leurs arguments et faire ensuite l'intégration,
terme à terme.

Le terme général sera de la forme.

e( 6 . 3 0 ) f e
i k z V n - e J p ( k r e ) p q + 1 d g , ( q = 2 k n ) . ( k = l . 2 . . . . ) .

Dans (6.29) nous supposons la fonction d'amplitude constante. Si, on prend g (p, q) = J ( P ),
alors (6.30) deviendra : 8

.. \T2 2
î k z y n - D . , _ v , ,. _. » q + l .e *• J [Q) J (krp )p^ dQ.

Celle-ci est du même genre que l'intégrale, que nous avons déjà évaluée. Si on fait l'étude du
champ sur le plan image de Ga^ss, alors z * o, et (6.30) se réduit à Vg p „ traité plus haut avec
q = # q + 1.

Il va sans dire, que les résultats obtenus par cette méthode mènent à l'expression qu'on a trou-
vée par les autres méthodes. Le but de cette méthode sera évident quand nous discuterons la théorie
deZernike-Nijboeret sa généralisation pour traiter les aberrations ;elle mène à une plus grande sim-
plification dans le résultat final, que les autres procédés.
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Ici, il faut dire, que les intégrales du type (6.30) sont des généralisations des fonctions de Lom-
mel.

En effet, quand on limite le développement du terme exponentiel au second degré en pet si q = p,
ou q = - p, p est un nombre entier ou non, l'intégral» (6. 30) se réduit à une somme des fonctions
de Lommel Up . i et U_ f 2 > c'est-à-dire :

/«. ««» iknz (1 - —9 ) 1 /nr\ r.. ,. , 2 - , . . .
(6.32) e V 2 l—) L D+1 * 8 * 8 *

+ iUp+2 (knz sin 9, knr sin8)J

quand p * q.

J'ai mentionné ce résultat ft plusieurs reprises (voyez réf. Chako, 1953, 1963).

2. - LE CHAMP IMAGE POUR LES GRANDES OUVERTURES.

Jusqu'à présent, nous avons traité le problème de la diffraction par un système optique sans
tenir compte de la quantité r° = Ynz - p2 - q2, figurant dans l'intégrale (4. 22a, b) du chapitre IV. Mais
Mais ce terme est souvent important et on ne le peut pas ignorer. Le champ dans l'espace image
prend alors la forme (4.45), chapitre IV.

ik[w + (?.ik[w (?.s)]
(6.33) u ( P ) * A o J G(P. q)e d p d q

 ( ro
d r°(p,q)

2 2 2où G (p, q) est la distribution du champ sur l'ouverture D, satisfaisant la relation p + q ^ n .

Si, P, <j> et r, « sont de nouvelles variables définies par :

(6 34) P ? P COB Y' X ' r COB a '
q - p sin (f • y - r sin a,

(6.33) devient:

(6.35)u(P,.Ao )|%(n)eM'f«>•<*-«>+ * P V * * » , -

au lieu de (6.6).

D'après l'analyse du paragraphe précédent, nous obtenons une intégrale typique de la forme :

(6.36) U J # m , q *

où p2 + q2 - p2 , dans l'expression (6.35) au lieu de l'intégrale (6. 16).

Cette intégrale est équivalente à la partie finie de Ij, m. q (voyez 6.18), que nous avons déno-
tée par CJ, m. q. ^
Sa valeur explicite est égale à l'expression (2.416) si 8 • y ou b * 1.
Mais, si 8 f - j , nous obtenons, comme dans le cas précédent, la formule :
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u(P) = S i n

> 2 / o Fq*0 qlHq+j+l)
sin l)\2q

(6.37)
j (-j.-q.-j . m+l;(

(knz)+ iH . (knz)q+m
knz
2

q+m

qui est valable pour ^ . La formule (6.37) généralise les résultats obtenus jusqu'à présent.2

II est évident que les formules qui suivent l'équation (6. 17) sont des cas particuliers, obtenues
de la même façon que l'intégrale (4.420) en remplaçant Vj, m, q. par

(6.38) U].m.q = f Jj <fW> Jm (krnp) q d q1 -7
Les intégrales du type (6.38) ont été étudiées par Bouwkamp (1950/51). Levine - Schwinger

(1948-1951) et sont généralisées par l'auteur (1953, 1963).

Les intégrales sont des formes particulières de (6.36) du type de Bouwkamp-Levine - Schwin-
ger, qui jouent un grand rôle dans la théorie exacte de la diffraction par des ouvertures et écrans
circulaires.

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin dans notre analyse, puisqu'il n'y a aucune difficulté
pour obtenir les valeurs d'intégrale (3) si z z 0, ou bien, si les aberrations s'annulent.

Cette brève analyse complète la discussion d'un système de révolution.

D'autre part, si nous considérons un seul terme d'aberration du typeDj m n <r2 1 + npn sin m (f ,
l'évaluation de l'intégrale de diffraction est facile. En effet, si m est un nombre entier pair,
m * 2p, sin 2p(f , est exprimé par une somme de cosinus de 2p-2s, 8=0,1,. . p , d'après la formule
(6. 96). Si m est impair, m * 2p + 1, l'intégration par rapport à If se fait facilement. Nous obtenons
un cas particulier du résultat obtenu ci-dessous.

Au paragraphe suivant, nous traiterons les cas généraux de combinaisons d'aberrations.

3 . - EVALUATION DE L'INTEGRALE DE LA DIFFRACTION POUR DES SYSTEMES
NON- S Y METRIQUES.

Si un système optique ne possède aucun axe de symétrie, ou dans l'optique électronique d'un
système de révolution, le développement de la fonction d'aberration ou fonction caractéristique de Ha-
milton W, eat exprimé par une série de Fourier :

(6.39) W-W +
o

(voyei chapitre IV).

E [c. p" co8m(f+ D, p" sin m(f l
. 1 l.r.s.n r ' l .r.s.n r ' [
1. r, s ,n , l '
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Le champ diffracté u (P) est alors :

(6. 40)

r...n. f" raf

Pour intégrer (6.40). nous développons les exponentielles en séries :

T " B | - *-' . £ i H J (X)cosp(<f-tt)
f*o\ P P T

CO

(6.41) e n<f - r^Q 6 r i
r Jr (Y) cos rmf

iZ i i n r v _ . ,*,\ ̂  n ~ T
oo

c o s

r-1

où X - knrp. Y - (k E C l r 8 n pn). Z - (k T

Nous considérons simplement un seul terme de chacune de deux séries. L'intégrale (6.40)
s'écrit :

u (P) • A r
o o

(6.42)

o ù A

ik (f pm pp cos m(j + g pq sin " <f ) I p dP
q'n I VÏ?

ikn ikW
e

L'intégration par rapport à (f est effectuée comme dans les paragraphes précédents. Seule-
ment, il faut distinguer entre les termes pairs et impairs en sin n tf .

Alors les termes qui sont différents de zéro, satisfont aux conditions suivantes :

(6.43)
p • rm + 2 sn (r. s) « (0. 1. 2. . . . )

p * rm + (2s + 1) n

Les contributions de ces termes a l'intégrale sont égales à :

(6.44)

Pneperes

jcos (rm+ 2sn)(X J < p - 2 , p - r - * » o )

*n (rm + (2« + 1) n) « , ( P • 1. P. r. s f o)

où Ê « 1 si r ou p - 0, et 6 • 2 si r f 0, p f 0.
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Alors nous obtenons pour la valeur de u(P) l'expression :

[ { p t £o So £p
b

(6 .45 ) | f ( z . f>) J p (X) J r (Y) J 2 s (Z) o d j j

+ S ,„ ,v S E (-l)lH-H-ie 6 e iP+r+»+lsin<rm+<2s+l>n)«.
p* rm + (2s+l) n r = o s = o p r s

J- f iz.f» J p (X) J r (Y) J2 8 + 1 (Z)

o u e c
6 - 2, si p - r = s = 0, et o = 1, si p = s et r f 0.

g. = 1, si j = 0 et IL = 2 si j / 0.

iknz yi - p2

f ( P . z ) = G ( p )

Dans le cas de développement classique (5. 11) ou de développement de Nijboer (5. 12) les quan-
tités X, Y et Z sont prises égales à :

(6.46) X = knrf . Y - kCj, r> 8 > p p P , z = k D l , r, s .q P Q (r + s = m ou n).

et dans le développement de Zernike-Nijboer

(6.47) X - knqj» . Y « k f p m Z™ ( p ) . Z = k g q „ z j j ( p ).

Sous cette forme, l'évaluation de l'intégrale (6.45) n'est pas possible. Mais comme les coef-
ficients d'aberration kCj r g et kDj r 8 q étant plus petits par rapport à la longueur d'onde, nous

pouvons développer les fonctions de Bessel J (kC pP), J. (kD pq), etc en séries de

puissances de ces coefficients. Alors, jusqu'au degré r + 6 de kC, et 2s + 6 de kD,
l . r . s . m , l . r . s .n

nous obtenons pour u (P) l'expression suivante :
( 6 . 4 8 ) u ( P ) = 0 A i r £ ^ ; ) ^ ^ i P * 1 ^ 8 ; f f fb I Y r Z 2 s

' ; i ; P- o"p=rm+2sn r=o s»o fcpMs (;)cos(rm+2sn)«| f(p, z) J_ (X) 1— =
Jo P l 2 r + 2 s r . ' (2s).'

I* yr Z2s+2 I l FYr+4 Z 2 s yr+2 z2s+2 Y
r
 Z

2 s + 4 "1

2 r+2s+2L ( r + 1 ) I ( 2 8 ) , r , ( 2 B + 1 ) , J ~2^+5S+4" l2 ; ( r + 2 ) . ' (2S) . ' 'r+1).'(2S+1).( 2 . ' P ! ( 2 « + 2 ) H

J (• yr+6 Z 2s y r + 4
 Z

2 s + 2 yr+2 z2s+4 y r
 z2s+6 -i »

2r+2s+6 L 3 , ( r + 3 ) 1 ( 2 g ) 2.' (r+2)! (2s+l).' 2 ! (r+1) ! (2s+2) ! 3 ! r ! (2 s+3) . ' J J f «

. — / V Ç' r» iP+r+s+l K . _ 2 s + l
- A ^ - i T ^ E t . l t o c P Y 7 Z S

«j / « . . , » _ r m o g , o Cp C r f e a s i n ( r m + ( 2 s + l ) « ^ / f ( p , z ) J "" '

Jo '
o ' P ' l2

r + 2^Tr. .(2s+l). '
r + 2 Z 2 e + 1 Y1* Z 2 s + 3 "I » ryr+4 Z2s+1 yr+2 z2s+3 y r z2s+5"I » r y

) ; J 2 r+2 s+5 L2 ;2 u ( r+1 ) ( 2s+l ).' r ! ( 2s+2 )! •* % \-2 \ (r+2).' (2s+l)! (r+l)!(2s+2).' 2.'r! (2s+3)!

f V+6
I
1 3 , ( r +

Yr+4 Z 2 s + 3 Y r + 2
 Z

2 s + S Y r Z 2 s + 7

+ + + +
3.'(r+3)î(2s+l)J 2,'(r+2)!(28+2).' 2" (r+1).' (2s+3) 3. (r!(2s+4);
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Une intégrale typique de (6.48) est de la forme

(6.49) I ^ = C o £ G ( f )

-(6.49) où u = m + 2sn. ou m + (2s+l) n et \) = rp+2sq+2k + 21

(k = 0, 1, 2. ) 1 = 0, ~. 1, | , . . . et la constante

C est égale à

V ( k f ) (kg , < 2 8 + 1 > n + 2 1
^* p, m 6q.n

Si g (p ) est une constante cette intégrale est équivalente à (6. 16) si J. ( P ) = 1.
Sa valeur est alors : '

Si la fonction d'amplitude G ( p ) est représentée par une fonction de Bessel, J., ( J3, p ) l'inté-
grale est équivalente à l'intégrale (6.16) dont la valeur est exprimée par l'expression (6. 18)

Bien entendu, la valeur du champ image donnée par (7.45) deviendra trop complexe pour le
calcul numérique. Cependant dans les cas particuliers que nous rencontrons dans la pratique, il suf-
fit de limiter les indices u f V à de petits nombres ; alors le calcul n'est pas trop laborieux ainsi que
nous le montrerons dans le chapitre suivant.

Le cas particulier où l'aberrationCj r 8 p est obtenue quand on prend m = 0 dans notre formu-
le et la fonction Jr de Bessel égale à 1. On a ï'indice p - 2sn dans les termes en cosinus de l'angle
(# et p = (2s + l)n dans les termes en sinus de <j> . Alors u (P) est donné par la formule :

u(P)=pnA J £ cos 2sino( I f (z.p ) J (knrp ).
° [ s = o "o I sm l

J. [k D. p") p d p
2s ' l .n.m I f f

s in(2s+l )naj f(z,f>) J ( 2 B + 1 ) m

(6;46')

s=o

J(2«+l) ( k D l , n ,

Une intégrale typique de (6. 46') est,

où Jknz Wl -P 2

- 121 -



Cette intégrale est difficile à évaluer, mais si la fonction de BesselJ^(kd l e n mpn)estdévelop-
Bérie de ù*1 et si G(p ) ' ? J. (nfisrt , chaque intégrale de la série est du type des intégrales

' J J
pée en
de Bouwkamp - Levine - Schwinger.

A notre connaissance les formules (6.45) et (6.46) généralisent les résultats obtenus jusqu'à
présent, même si elles sont trop compliquées p>ur être utiles dans le calcul du champ de l'image
u (P), si p. r, s et Di n ra ne sont pas petits. S'il s'agit de plus de deux aberrations, dans un sys-
tème optique, elles sont pratiquement inutiles.

Nous avons pris les limites de <f de 0 à

Si, l'ouverture D est le demi ou le quart d'un cercle, l'évaluation de l'intégrale de diffraction
par rapport à f ne donne aucune difficulté, parce que les relations entre p, r ,s sont simples. Mais si
l'ouverture correspond à un secteur d'un cercle, les relations entre p, r, s deviennent assez compli-
quées et l'intégration par rapport à p est difficile.

Nous avons déjà calculé le champ u (P) en présence d'une seule aberration, où g =0. D'ail-
q.n

leurs f =0. L'aberration exprimée par g est présente dans un système >ptique. Ce cas commep, m q.n
le cas précédent est un cas particulier du résultat obtenu ci-dessus.

Pour obtenir la formule qui exprime le champ u(P), il est seulement nécessaire de faire Y = 0
dans la formule (7.45) et (6.48). La fonction de Bessel J (Y) - 1, alors on a :

(6.51)

u(P) - f (r .p) | j o (knrp ) J

£ £ p cos 2snot
p=2sn 8=1 2

p= (2s+l)n s=0

J2.n ( k n pP> ^ ' ^ . m f " '

BinJlBULnç* , ^ ( k n r f ) )

' J2s+1 (k*r pdp

où u (P) = 2TTA

. * • • • • • | H

(knrp)

2 T. T. {P
p=2sn s - 1

cos 2 sna

i, m

2242

•J2s« «^P)

(6.52) (kg )
6n,m

2s

22B (2S)I

2s+6

2s+2

2 2 8 + 4 2!(2s+2)l

2 2 8 + 6 3l(2s+3)!

+ 2 2Z E i P + 1 «in ( 2 B + 1 ) n a

p= (2s+l)n s=0

(k«n,m>
2s+l

2 2 8 + 1 (2 s + l ) !
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2s+3
'"«n.m»

2s+4 2s+6

2 2 S + 3 (2s+2)! 2 2 S + 4 2!(2s + 3)! 22 s + 63!(2s+4)!

Il est plus commode d'ordonner chaque terme de (6.52) selon les puissances de kg et d'écri-

re u (P) sous la forme d'une série :

(6.53) u (P) = 2TTA ? n (kg ) j U. (P)
o j-0 n, m j

Les quantités U. (P) jusqu'à j = 6 sont comme suit :

Jo (*P }

(6.54)

2 4

-t.

fdp

cos 2n aJ. (a
L 2

cos naJ (ap) + i
n I

P>]P: n+

2 2 3|

Jo(ap)

2

cos 4nd

cos 2 na

2 4 3 !

f4n pdp

, , . i .n+1 cos nrt . , . .3 (n+1) cos 3na T .f ( z , p ) i -= J (a,p) - i —- J (ai
M 2 5 2! 3! " r 2 5 4! 3 n '

, .
.5 (n+1) cos 5no 5n

-s. f ( z . p )

J
0

2 6

c o s

2 6

2 5 5!

(ap)

3! 3!

4na
J4n

5!

5n

C O S

2 6

ap

2

2!

T

na

4!

• j r

J2n "

cos 6na

2 6 6!

pdp

o ù a = k n r

N o u s n o t e r o n s q u e c h a q u e i n t é g r a l e d e u . e s t é q u i v a l e n t e à l ' i n t é g r a l e ( 6 . 4 9 ) s i g ( p ) e s t une c o n s -

t a n t e , e t é g a l e à ( 6 . 1 6 ) s i g ( p ) = .1 < p p ) . c . à i l .

J* b = i
V1
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On peut employer (6. 52) dans les problèmes du même genre pour les systèmes optiques de ré-
volution. Dans ce cas les invariantes optiques sont :

= x ' c sintp q -

Remarquons ici, qu'on peut exécuter notre analyse d'un seul terme d'aberration également
pour une somme d'aberrations (6.48).

Cependant, môme si on inclut seulement deux aberrations d'ordre bas, les résultats seront
évidemment très compliqués, sauf, quand les coefficients d'aberration sont très petits, c'eet-à-dire
quand le développement de l'exponentielle (fonction de phase) est limité à un très petit nombre de
termes j par exemple à des termes quadratiques dans les coefficients d'aberration.

1 II n'est pas étonnant, que Picht, Steward et d'autres aient limité leurs calculs à une seule des
aberrations de troisième ordre.

Dans le cas où dans (6. 39) est présente la seule aberration sphérique, les résultats sont bien
simples, même quand on considère plusieurs ordres, comme nous le montrerons plus loin.

Encore, il faut dire qu'en notre discussion, nous avons considéré que la fonction d'amplitude
était donnée par des fonctions de Bessel, avec ou sans dépendance de l'angle *f .Dans la plupart des cas
or. la prend constante sur l'ouverture (front d'onde, pupille-de -sortie). Quelques auteurs ont pris pour
G (p,q) un polynôme simple, d'argument (1 - p2). En général, or peut développer G (p, q) en fonctions
orthogonales sur l'intervalle (< Kp«l) ; e! on ne suppose aucune dépendance angulaire, par exemple ,
les fonctions de Legendre. Cependant, il est plus commode pour le problème d'une ouverture circu-
laire (pupille-de-sortie), de développer G (p,q) en polynômes de Zernike, orthogonaux sur un cercle
de rayon 1. Pour d'autres formes géométriques de la pupille-de-sortie (rectangulaire triangulaire
elliptique, etc . . ), les polynômes dj Hermite - Didon, les polynômes Appel, et les polynômes ellipti-
ques, sont des fonctions orthogonales respectives sur ces domaines.

La fonction d'aberration devra être développéede la même façon, en termes de ces fonctions.

Au,chapitre VIII nous en donnons un bref développement.
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CHAPITRE VII

LA THEORIE DIFFRACTIONNELLE DES ABERRATIONS DE ZERNIKE - NIJBOER

I - CLASSIFICATION DES ABERRATIONS DANS LA THEORIE DE ZERNIKE-NIJBOER

Un grand progrès a été apporté dans la manière de traiter la théorie de la diffraction des aber-
rations, quand Zernike introduisit une nouvelle forme de développement pour la fonction d'aberration.
Jusqu'alors, la fonction d'aberration était développée dans la forme (5.6) du chapitre V, connue com-
T- l'expansion classique. Ce type de développement de la fonction d'aberration, introduit dans l'inté-
grale de diffraction, menait à des difficultés d'obtention d'expressions utiles pour le champ image
u(P) et lea résultats, obtenus par Steward, Picht, Born* et d'autres, n'étaient pas satisfaisants pour
obtenir une structure détaillée du champ image , ou la distribution de l'intensité dans un plan image.
En effet, antérieurement au travail de Zernike et de ses élèves, on avait seulement un aperçu général
de la distribution de l'intensité dans le champ d'image et uniquement pour les cas simples d'aberra-
tions individuelles. Une structure détaillée de la distribution d'intensité est nécessaire pour compren-
dre les effets des aberrations sur la forme de l'image .particulièrement quand il s'agit de plus d'une
espèce d'aberration. En conséquence, peu de progrès ont été faits dans le calcul de la structure de la
distribution de l'intensité dans l'image, en tenant compte des aberrations, jusqu'à la publication de la
thèse deNijboer, qui utilise la nouvelle forme de développement de la fonction d'aberration, introduite
par Zernike. Nous avons déjà mentionné cette forme de développement dans le chapitre V, et aussi
fait allusion aux avantages qu'elle présente sur la forme classique, discutée au chapitre précédent.

Nous montrerons clairement ces avantages et comparerons dans ce chapitre l'analyse de la
théorie Zernike - Nijboer, au traitement classique de la théorie des aberrations.

Et, pour être complet, nouB discuterons brièvement un terme d'aberration géométrique de cette
théorie au paragraphe 3. Supposons encore un système de symétrie de révolution optique, dans lequel la
caractéristique mixtede Hamilton, ou la fonction d'aberration, dépend des invariants optiques ui,u2 et u3.

D'après Nijboer(1943), l'origine du système de coordonnées dans l'espace image est prise au
point image d'un système optique parfait. Un des axes, p. e, l'axe z est choisi, de façon à coïncider
avec le rayon principal, qui passe par le centre de la pupille-de-sortie. L'axe x est dans le plan
contenant le rayon principal et l'axe du système. L'axe y est perpendiculaire à ce plan et dirigé vers
la droite de l'axe du système. La distance de l'origine à l'axe du système est dénotée par er. La dis-
tance de l'origine au centre de la pupille-de-sortie est dénotée par R. Alors, on construit une surfs.ee
spt. rique (front d'onde), ayant pour centre l'origine et passant par le centre de la pupille-de-sortie.
Un point de cette surface sphérique, qu'on peut prendre comme une surface de référence So, est défini
par les coordonnées cartésiennes (f.TJ) mesurées dans les plans xz et yz. Les coordonnées polaires
( P , (P ) d'un point quelconque sur So, sont définies par les relations :

(7.1) 5 = a cos - a sin i

ou a est le rayon du cercle découpé sur la surface So, ainsi que 0 < () «* 1. Nijboer prit cette région
circulaire comme pupille-de-sortie. Mais, à cause de l'obliquité des rayons, cette région n'est pas
symétrique par rapport à l'axe de l'instrument, si le point objet est loin de l'axe, la région illuminée
(pupille-de-sortie) 8'écartera un peu d'un cercle parfait. Pour les points objet, près de l'axe, l'écart
entre l'ouverture de la pupille-de-sortie et un cercle, sera négligeable, et alors Q varie de 0 à 1. A
cause de cette limitation, on supposée»* R. '

Pour une discussion et des courbes de distribution d'intensité dans l'image (structure) , voyez la
monographie de Steward (1928) .
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Le front d'onde réel venant d'un système optique, est déformé. L'écart entre le front d'onde
réel S de la surface d'onde sphérique So, est faible pour des points objet près de l'axe du système
et pour de petites imperfections de Y instrument optique. La distance optique entre S et So, prise le
long d'un rayon, est définie comme aberration et la dépendance fonctionnelle sur les coordonnées don-
nant l'intersection de S et So, est appelée la fonction d'aberration, dénotée par V(P, Q), P et Q étant
des points sur S et So, respectivement.

Si la distance de l'origine à Q est R, l'équation du front d'onde sphérique So est donné par :

( 7 . 2 ) S 2
+ T J 2 + Ç 2 = R 2 . (Q = | . - 7 . Ç )

D'autre part, l'équation du front d'onde réel est :

(7.3, ! 2 + V 2
 + <;2 . { R

2
 + v<<r .* , r j ) } 2 - 0

qui, pour de petits écarts, se réduit à :

(7.4) £ 2 + 7J 2 + 5 2 - R 2 - 2RV(<r. t, .71 ) = 0

Si (x, y, z) sont des coordonnées d'un point quelconque sur le rayon, alors, l'équation du
rayon est approximativement*:

(7.5) X -

x -
y -v
y-RV,

pourvu que V-*R. Les dénominateurs dans (7. 5) sont, approximativement, les cosinus directeurs du
rayon, passant par le point Q sur So. Avec cette approximation, l'intersection du rayon avec le plan
z » o est donnée par :

(7.6) x = RVj . y = RV,, .

ou en terme de ( ç , y )

(7.7) cos «f -

y = ^-

La courbe d'intersection d'un plan image, avec un mince faisceau annulaire de rayons de la
pupille-de-sortie, s'appelle courbe d'aberration, ou courbe caractéristique. CeB courbes ont été étu-
diées par un certain nombre d'auteurs, surtout pour les aberrations individuelles du troisième ordre .
Nous renvoyons le lecteur à une oeuvre récente de Herzberger (1957).

Pour les aberrations d'ordre plus élevé, voir les travaux de Steward (1925), Carathéodory
(1952) qui appellent celles-ci, les courbes de diffraction et par l'auteur (1953, 1957) qui utilisent des
approches variées.

Nous avons déjà décrit le procédé classique qui développe la fonction d'aberration, avec trois
2

invariante «", P etcrp, le terme général pour une seule aberration, étant écrit sous la forme
(5.22), D'après Nijboer (1953), un terme général pour une seule aberration s'écrit :

(7.8)
enm

21+m n
•" P cos m if

ce qui introduit une classification d'aberrations différente. L'ordre N pour un terme d'une aberration
•impie, dans la nouvelle théorie géométrique des aberrations, est donné par la relation :

En coordonnées polaire (r,f ), x-r cos^, y » r sinf.
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(7. 9) N = 21 + m + n - 1

et le nombre d'aberrations d'ordre M est :

(7.10) M = 4~(N + H (N + 7)
o

Le tableau ci-dessous, emprunté à Nijboer, donne la liste du nombre d'aberrations, jusqu'au
cinquième ordre.

Table I

mn

1

2

1

2

3

4

m
n

1

2

3

4

5

6

0

Ç 2 ( 020)

r-2ç2(120)

Q4(040)

0

<r4ç2(220)

<r2 £4(140)

g 6 (060)

1

* N = 1

<r g cos to (011)

N = 2

<r3 ç LOSif (111)

a p3 cosf ( 031)

1

N = 5

<r5 ç cos (f (211)

<T3 03 cos (f (131)

<TÇ5 cos (f (051)

2

<r2p2 cos 2f (022)

2

<r4 Ç 2 cos2<f(122)

<r4g2 cos 2«(042)

3

3

T3Q3 COB3(f (033)

Le nombre entre parenthèses, dénote les indices ( l ,n,m ). Pour une discussion détaillée des
différents ordres et des termes, nous renvoyons à l'étude de Nijboer.

Ainsi pour un système d'optique de symétrie de révolutionna fonction de développement d'aber-
rations est :

00 00 00

(7.11) V( c , J , V ) ' I E E b. cT-21 + m gn ( Os m (f (développement classique)
0 0 0 l n m

OO OO OO

(7.12) ) 0 0 0 lnm
a-2l + m pn <;Os m U> (développement de Nynoer)
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II DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION EN POLYNOMES DE ZERNIKE

Bien qu'il y ait un avantage dans l'usage des fonctions d'aberration de Ptijboer ; surle dévelop-
pement classique pour le traitement des aberrations, comme nous l'avons indiqué au chapitre précé-
dent, un progrès d'importance fut achevé, quand Zernike introduisait la nouvelle méthode de développe-
ment de la fonction d'aberration par une série de polynômes orthogonaux sur la surface d'un cercle
de rayon 1. L'idée de développer la fonction d'aberration en fonctions orthogonales sur le domaine
d'intéi^ration. niest pas seulement d'une grande importance théorique, mais aussi pratique, comme
les études de Nijboer et des recherches d'autres continuateurs, l'ont montré. On connait le rôle im-
portant des fonctions orthogonales dans plusieurs domaines de physique, surtout en mécanique quantique,
en particulier dans la théorie des perturbations . quoiqu'il n'y ait pas une liaison directe entre la théorie
des perturbations et la théorie de la diffraction qui s'exprime par une intégrale, on développe la phase
de l'intégrant en fonctions orthogonales, même quand les aberrations sont très petites.

L'évaluation de l'intégrale de diffraction est alors, plus facile à faire, que par les méthodes
données par Picht, Steward et d'autres, qui emploient le développement classique.

La théorie de Zernike - Nijboer, mène aussi à une première approximation, d'une expression
extrêmement simple, de l'imperfection de la définition de l'image.

Les contributions des aberrations d'ordres divers à la définition de l'image, sont indépendantes
les unes des autres. En dépit de plusieurs avantages de cette théorie, il y a des confusions sur l'appli-
cabilité de la même méthode Zernike - Nijboer, au traitement de certains problèmes de diffraction de
l'instrument d'optique, pour les pupilles circulaires. Quoique la théorie ait été développée pour les
pupilles circulaires, l'idée du développement de la fonction d'aberration en fonctions orthogonales se
généralise aux autres formes de la pupille-de-sortie. Nous affirmons ici. que la méthode Zernike -
Nijboer est aussi valable pour développer l'amplitude de filtrage par fonctions orthogonales sur les
domaines d'intégration de formes diverses. Cette méthode est supérieure au procédé classique, utilisé
par Lornmel, Steward. Picht et d'autres auteurs.

On peut alors, développer la fonction d'aberration V ou la caractéristique mixte de Hamilton
W pour un système de révolution en série de polynômes de Zernike (5. 22, Chapitre V).

<7.a) V<or.e.«f>« E £ ^ Z ° ( e > + T. £ fnm<^)Z rV)co f lm<P
T n = 1 \[7 2f n- 1 m= 1

o u oo » n
(7.b) V(<J-, p,<f) H H E b , <r21 + m p n cos mt#

I = 0 n = 1 m = 0 '

et pour les systèmes non-symétriques, nous prenons le développement (5.22) ou (5.23) du chapitre V.
La différence entre (7. a) et (7. b) se trouve seulement dans les coefficients des aberrations fn, m

blnm et b'inm, qui n'entrent pas dans l'évaluation de l'intégrale de diffraction par rapport à l'angle
(f . Cependant, il y a une grande différence en faisant l'intégration par rapport à l'angle iff . La cons-

tante d'aberration fnm est égale à une combinaison de coefficients b'inm, blnm et des coefficients
d'aberrations d'ordre inférieur.

La propriété d'orthogonal.ié des polynômes Z ( 0 ) s'écrit :

l 2TI , 0 si p ^ m, q / n

( fz"
00 n

£ ) <O8

2n + Io o

où £, = 2 si m = 0, et f. = 1 si n > I.

o.

»p = m, q - n

Quand m = 0, les polynômes '/. ( o ) sont exprimés par les polynômes de Lt.-genrire :
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Ci-dessous, nous présentons une liste de quelques propriétés importantes de Z\ 0 ). Une liste
n '

complète de polynômes de Zernike se trouve dans la thèse de Nijober et dans notre appendice.

} z"\f) çk dg = 0 pour m < : k < n

m ede
n - m + 2

n -

,n-m.

±Z

La constante A (k) a la valeur :

l a i K • * à

A(k) \n - 2k

(n+m-2k-2), (n-jn)
2 * 2

(n-m-2k+2).
2 ' 2

D'après ces formules, on peut exprimer les produits et les puissances diverses de Z ( p ) en

une somme linéaire de mimes polynOmes jusqu'à n • 16, m • 16, en utilisant la table ci-dessous.

Z° « 1o

z ; - p

Z2° - 2 P 2 - »

Z 2 " P

TABLE II

iZ : - 3 p " - 2 p

• f - f
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= 20

« 15

* 6 p

- 20 p 4 +6 p 2

- 5

6

= 35 p7 - 60 p5 + 30 p 3 - 4 p

= 21 p 7 - 3 0 p 5 + 1 0 p 3

r

7 0 f8 " 1 4 0 f6 + 90 p4 - 20 p2 + 1f

28

p

f
42

p4

56 p8 - 105 p6 + 60 p 4 - 10

15

126 p 9 - 230 p7 + 210 p5 - 60 p3 + 5 p

84 p9 - 168 p7 + 105 p5 - 20 p3

936 p9 - 56 p7+21

9 7
9 f - 8 f

10

r4
10

= 252 p 1 0 - 630 p 8 + 560 p6 - 210 p 4 + 30 p2 - 1

10 ft R A 9
= 210 p - 504 p + 420 p - 140 p + 15 pp - 140 p

10120 p . 252 p + 168 P - 35p + 168 p - 35 p

Z

z\
f

10 8 . „» 645 p*"- 72 p +28p +28 p

. o r
1 0 - » , - 8

' f
10

11

*!.

<!,

«11

î.7.4. fl - 5.6.

» 11.7.6. p U - 20.9.1 p 9 +20.9.7. p7 - 10.8.7. p5 + 15.7. p3 +6 0

* 30.11. p U - 12.10.7. p9 + 12.9.7. p7 - 8.7.5. p5 + 35 p3

- 15.11. p H - 40.9. p 9 i

11 9 7
» 55 p - 90 p" + 36 p

• U p 1 1 - 10 p9

. - H

p - 5.6. a

. 1 3 0 -



12. 1 1 . 7 . |> 1 2 - 1 1 . 9 . 7 . 4 . p l ° + 1 0 . 9 . 7 . 5 . p 8 - 8 . 7 . 6 . 5 . p 6 + 7 . 5 . 4 . 3 . p 4 - 42 p 2 + 1

J12
1 1 . 9 . 8 . p 1 2 - 2 1 . 11. 10. P 1 0 + 9. 8. 7. 5. p 8 - 9 . 7 . 5 . 4 . p 6 + 8 . 7. 5. p 4 - 21

1 1 . 9 . 5 . p 1 2 - 12. 11. 10 p 1 0 + 9 . 7 . 5 . 4 . p 8 - 9 . 8 . 7 . p 6 - 70p p p
fi 19 10 A fi

7. .. = 220 p - 1 1 . 9 . 5 . p + 9 . 8 . 5 . « - 84 "12

8

f
66 P12 - 110 / ° + 45 p 8

p - 110 p

12 p - 11 P

. 12

1 0

= 13. 12. 11 p 1 3 - 1 1 . 9 . 8 . 7 . p 1 1 + 11. 10. 9. 7. p 9 - 10 2 . 7 . 6 . p 7 + 9 . 7 . 5 . 4 . p 5 - 7 . 6 . 4 . p 3 + 7

= 13. 11. 1 0 . 3 . p 1 1 - 13. 1 1 . 9 . p ' 3 + 11. 1 0 . 7 . 6 . p 9 - 1 0 . 9 . 7 . 4 . p 7 + 1 0 . 9 . 7 . p 5 - 8 . 7 . p 7

= 13. 1 1 . 5 . p 1 3 - 20 . 1 1 . 9 . p H + 20. 1 1 . 9 . p 9 - 12. 1 0 . 7 . p 7 + 1 4 . 9 . p 5

= 2 6 . 1 1 . p 1 3 - 1 1 . 1 0 . 6 . p U + 1 1 . 9 . 5 . p 9 - 1 2 . 1 0 . p 7

- 13. p 1 3 - 1 2 p U

13

14
22 . 13. 12. p 1 4 - 13. 12. 1 1 . 7 . p 1 2 + 14. 12. 1 1 . 9 . p 1 0 . 11. u . 1 0 . 7 . p 8 + 12. 1 0 . 7 . 5 . 0

+ 12.9.7. p +8.7. a - 1f t
14

14

*

14 12 10 8 6

= 1 2 . 1 3 . 1 1 . p - 1 3 . 1 2 . 1 1 . 6 . p + 1 4 . 1 1 . 1 0 . 9 . p - 14. 11. 10. 6. p + 10. 9. 7. 5. p "

+ 9 . 8 . 7 . p 4 + 2 8 p 2

= 1 4 . 1 3 . 1 2 . p U - 13. 1 1 . 9 . 5. p 1 2 + 11. 10. 9. 8. p 1 0 - 11. 10. 7. 6. p 8 + 14. 10. 9. p 6 - 14. 9. p 4

= 13. 11 .7 . p 1 4 - 20 . 13. 11. p 1 2 + 30. 1 1 . 9 . p ' ° - 1 2 . 1 1 . 1 0 p 8 + 2 1 0 6

14 12 10 ft
= 2 8 . 1 3 . p - 1 3 . 1 1 . 6 . p + 1 1 . 1 0 . 6 . p - 1 5 . 1 1 . p

• 2 „ „ 10
û + 6 6 p

p + 210 p

_ 1 4

81

14

r

f 1 4 -
14

13.

13

12.

12r
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"15

'15

« 1 3 . 1 1 . 9 . 5 . p 1 5 - 1 4 . 1 3 . 1 2 . 11. p l 3 + 1 3 . 1 1 . 9 . 7 . 4 . pU - 11. 9. 8. 7. 6. Ç 9 + 15. 11. 10. 7. p 7p l 3 +13.11.9.7.4. p U - 11. 9. 8. 7. 6. 0

+ 10. 9.7. 4. p 5 + 28. 9. p - 8p

p- 1 3 . 1 1 . 7 . 5 . p 1 5 - 1 4 . 1 3 . 1 1 . 9 . p 1 3 + 18. 13 .11 . 10. p U - 14. 12. 11. 10. p 9 + 11.10 . 9 . 7 . p 7

'15

15

- 7. 8. 5. 3. p + 84 p

= 2 1 . 1 3 . 1 1 . p 1 5 - 1 3 . 1 1 . 1 0 . 7 . p 1 3 + 1 3 . 1 1 . 1 0 . 9 . p U - 1 3 . 1 1 . 1 0 . 9 . p 9 + 1 1 . 1 0 . 9 . 8 . p 7

- 2 1 . 1 1 . 1 0 . p 5

« 1 5 . 1 7 . 7 . p 1 5 - 2 2 . 1 4 . 1 3 . p 1 3 + 3 3 . 1 3 . 1 0 . p U + 2 2 . 1 0 . 9 . p 7

• 3 5 . 1 3 . p 1 5 - 1 3 . 1 2 . 7 . p 1 3 + 1 3 . 1 1 . 6 . p + 2 2 . 1 0 . p

- 105 p 1 5 - 182 p 1 3 + 7 8 p H

- 15 p 1 5 - 14 p 1 3

" P
15

Î.

- 1 3 . 1 1 . 1 0 . 9 . p 1 6 - 13 .11 . 1 0 . 9 . 4 . p 1 4 - 1 2 . 1 1 . 1 0 . 9 . 7 . p 1 0 + 11 .10 . 9. 7. 5. p 8 - 1 2 . 1 1 . 1 0 . 7 . p 8

+ 1 4 . 1 0 . 9 . p 4 - 72 û2 + 1

« 1 3 . 1 1 . 1 0 . 8 . p 1 8 - 35. 1 3 . 1 1 . 9 . p 1 4 + 14 .13 . 9 . 4 . p 1 2 + 13. H . 10. 7 . 6 . p 1 0 - 11 .9 . 8. 7. 5. p 8

+ 1 1 . 1 0 . 9 . 7 . p 8 - 1 2 . 1 0 . 7 . p 4

- 1 3 . 1 1 . 8 . 7 . p 1 8 - 1 3 . 1 1 . 7 . 6 . 5. p 1 4 + 13 .11 . 9. 7. 5. p 1 2 + 36 p 2 - 20. 13. 11. 10. p 1 0

+ 1 4 . 1 1 . 1 0 . 9 . p 8 - 1 1 . 9 . 7 . 4 . p 8 + 2 1 0 p 4

» 2 4 . 1 3 . 1 2 . p 1 6 - 15. 1 3 . 1 1 . 7 . p 1 4 + 14. 13. 11. 10. p 1 2 - 13. 11 .10 . 9. p 1 0 + 130. 1 2 . 1 1 . p 8

- 11.7.6. P
'18

'16

'16

5 I§

• 1 2 0 . 1 3 . 7 . p 1 8 - 3 0 . 1 4 . 13. p 1 4 +• 13. 11. 7. 6. p 1 2 + 20, 13. 11. p 1 0 - 45. 11. p '

16 14 12 10
. 1 4 0 . 1 4 . p - 1 5 . 1 3 . 7 . p + 1 4 . 1 3 . 6 . p - 22. 13. 0

.16 16
p - 210 p - 210 p

14

• 120 p*" - 210 p v - 210

• 10 p - 15 t

• r

12

- 13* -

Nous avons vu que les ordres d'aberrations sont définis par le nombre N. donné au moyen des
nombres 1, n et m, apparaissant comme des exposants dans le terme général pour une seule aberra-
tion.

L'espèce d'aberrations est indiquée en termes de n et m, comme on l'a montré dans la table I.
leur nombre étant donné par (7. 10). On peut aussi tirer ce nombre du développement de la caractéris-
tique mixte W donnée en équation (5.2), c'est-à-dire, par le nombre des combinaisons des indices des
coefficients aij, aijk, e tc . . . où i, j , k, e tc . . . varient de 1 à 3. En fait, les termes indépendants de
U2 et U3 ne sont pas considérés comme aberrations, alors le nombre M devient égal aux combinaisons
obtenues par permutation des indices i, j et k, pour (1, 2, 3), moins 1. Par exemple, le nombre des
coefficients indépendants aij est donné par :

M = 3 (3 + 1) - 1 = 5
2

puisque nous avons supposé a^ - a^. De même façon, le nombre d'espèces diverses d'aberrations
pour la somme des coefficients a ^ est égale à 9. En général, le nombre M d'espèces d'aberration
indépendante d'ordre 2n - 1 (n = nombre d'indices aparaissant dans a , est donné par l'expres-
sion :

M = 3 (3 + 1) (3 +2) (3 +n - 1) - 1
n

Ceci est en accord avec la formule de Nijboer (7. 10).

Par exemple, le nombre de coefficients indépendants est. par rapport à ( 1 ^ ), égale à 9. Ici
n » 3 et l'ordre N * 6- l = 5. La table I montre que, pour N • 5, U y a 9 espèces d'aberrations diffé-
rentes.

Naturellement, on a supposé les coefficients équivalents pour toute permutation d'indicés.

c'est-à-dire a o = a « a , e t c . . . . ce qu'on peut voir, si les valeurs u.. u et u sont rempla-
î i z « i l 1 / 1 22

cées par leurs valeurs respectives c , P et •" p cos <P . Cependant, il ne faut pas confondre les

coefficients a;<, a ^ et les coefficients ^>imn.du développement classique ou du développement de Nijboer

pour la fonction d'aberration.

III - INTEGRALES DE DIFFRACTION

Le point de départ, en discutant la théorie de diffraction des aberrations, est l'intégrale de
Kirchhoff, ordinairement mise sous la forme :

(7.13) u(P) * u(x.
2 ikRo \ V*

0 Jo 0

t-ik(a+V(o-.e ,
pdfdf,

où a est le rayon de la jxipille-de-sortie, Ro est le rayon du front d'onde sphérique centré au point
conjugué de Gauss du point objet et passant parle centre de la pupille-de-sortie ; s est la distance
d'un point du front d'onde So à un point de l'espace image (point conjugué de l'objet), à savoir :

(7. 14) s 2 ' (x - l )2 + (y - lj)2 + (2 - t )2

Les coordonnées de Q sont ( % , 7] . \ ). Dans les coordonnées polaires, définis par (7. 1)
et x et y par (7. 6 ) s a la forme :

2 2 -
(7,15) s * [R2 + r2 - 2arpcos(<f- s) + z* • " ' ] 2
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Supposons l'ouverture de la pupille-de-sortie très petite en comparaison du rayon du front
d'onde de référence So, (a < Ro), le dernier terme du côté droit de (7.15) est développable en série .
En se limitant aux termes de second degré dans (a o ) , s se réduit à :

(7.16) s =
2 2

* * Z - 2ar p cos( if - a))

ou

2
+r r

En introduisant de nouvelles quantités sans dimension p et q définies par :
2

(7. 17) p = 2R R,o 1
q = i r r

et en limitant le développement de la racine carrée aux termes linéaires, s est donné approximative-
ment par :

(7.18) s =* R. - p - q C - a)

et (7.17) se réduit à :

u(P) =
1 2Ti

/ /
0 0

cos(<f-*) - V( a , Q , (p)l
pd gd (f

(7.19) B
.. 2 ik(R - R,)îka e o 1

2TTR R.
o 1

Dans l'équation (7. 19) l'amplitude du champ incident est prise comme une constante sur So ou
la pupilie-de-sortie, et, il est commode de la prendre égale à un.

IV - EVALUATION DU CHAMP IMAGE POUR UNE SEULE ABERRATION

Quand on interprète correctement la fonction caractéristique mixte de Hamilton W, dans le dé
veloppement par rapport aux invariants optique, noua avons montré au chapitre IV que la représen-
tation intégrale de la fonction d'image u(P) donnée par l'intégrale (7. 13) est équivalente aux intégrales
^4. 45) ou (4. 52).

Maintenant, quand on introduit le développement de Zernike - Nijboer pour la fonction d'aberra-
tion V( a-, p , tP ) en (7. 19),elle devient:

1 21T

(7. 20) u(P) = u(r, a, z) = B
0 0

- f 2 n 0 ( o > )

a)'n-l~\jT Z

cosmlf çd g du

nm
,m
'n

Le problème principal, à présent, est l'intégration de (7. 20), supposant que le coefficient d'a-
berration est petit. Nous discuterons plusieurs cas, analogues à ceux que nous avons discutés au cha-
pitre VI et nous démontrerons leur équivalence aux cas ci-dessus.

IV a) - Cas Spécial - Sans Aberrations

Dans ce cas, l'intégrale (7.20) se réduit à :
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L'intégration par rapport à (P , se réduit à et J_(kqg) et V sont égaux à :
1 ° o, 1

,_ _„. .. f ikpo , ,, » .
(7.22) V = I e Jn(kq£)ed£

O, ' A "

Si p est petit, l'exponentielle peut être développée en série et le terme général sera de
forme :

(7.23) I = / J ( k q e ) e 2 n + 1 d e
0

Cette intégrale est un cas spécial de (6. 23) où m = o, p = o et q = 2n + 1. Cette intégrale
est bien connue.

Sa valeur est :

I F / ko 2 \
(7.24) I o - 1 = i - 1 2 (n + 1; 1. n + 2 ; - (^) ) =

m=o * ' kq

Alors, (7. 21) représente le champ image hors du pian focal p f o d'un système optique sans
aberration et V( er, e , <j> ) = o est :

(7.25) u(P) =u (p, q. *)= TB Y. ~EL-
n = 0 n :

[ ) (
m = 0 ' m ' Uq

2 1 2
Un résultat plus simple a été obtenu par Nijboeren remplaçant pp * - p<2p - l)et en dévelop-

ikoo2 2 'ikoo2
pant l'exponentielle e sous la forme :

compte tenu de la relation (7B). En introduisant ce développement daqs (7. 21) et après avoir fait l'in-
tégration angulaire et en utilisant la propriété (7F), il obtenait la formule :

kp 2
(7. 27) u(P) - 2TTB e1 2 /JM 2 inj ( k p ) J2n * l ( k q )

° Ikp) nïo'8»*"1 B + l / M T / — k T ~

II est important de noter que les résultats ci-dessus sont valables pour de petites valeurs de

1 ik 2

kp. Si kp est grand, il faut intégrer par parties, prenant pour u • J (kqp) et dv 2rre I pdp. De

cette façon, on obtient une série descendante en p, ou kp, ce qui est, en un certain sens, une série
asymptotique en p.*
* Cette méthode fut utilisée extensivement par Boivin(1961) et traite les aberrations sphériques d'or-
dre arbitraire.

- 135 -



Si u et v sont interchangés, on obtient les résultats donnés dans l'équation (7. 25). Oommel a
été le premier à obtenir les résultats de (7. 25).

Lorsque (7. 19) ou (7. 20) est une fonction paire de p, la figure de diffraction sera symétrique,
par rapport au plan focal p = 0.

V - EVALUATION DU CHAMP IMAGE EN PRESENCE D'UNE SEULE ABERRATION

Si un système optique ne possède qu'une seule aberration, par ailleurs arbitraire, la fonction
d'aberration peut s'écrire sous la forme :

(7.28) V ( o - . p . f ) - , , m n - 2 1 + m Z m ( e ) c o s m f = c l m n Z m ( e ) c o 8 m ( f ( b ^ r 2 1 ^ ^ )

En introduisant cette expression pour V( <r, Q , «f ), l'Intégrale de diffraction (7. 20) est :

.f. «m #™ / % T, t f ikfpP +kqpco8(<P - a) - c, Z (p)cosm<#| , ,
(7.29) u(P) *u(p, q, a) =B J J e l » r T lnm n f '-lededu

° 0 0
NOUK avons déjà parlé de l'intégration de cette intégrale, par rapport à it , dans le chapitre VI,

en posant s * 1. Mais, ici nous avons Z ( p ), au lieu de p . Alors, la procédure décrite mène à des

expressions compliquées, puisque Z est un polynôme de degré pair et impair dans p , dépendant des

valeurs paires ou impaires de n et m, prises simultanément et de degré supérieur n. Nous suivons la

méthode de développement relative aux relations (6. 41).

Par conséquent, nous écrivons les exponentielles sous la forme :

(7.30)
r = 0

-ikc m( e)) [ e i 8 m ( <fc Zm(e)) [ el m n n l

En multipliant les deux séries, en intégrant par rapport à (f , nous trouverons, comme dans le
cas du paragraphe4, formule(6. 22), l'expression suivRnte pour u(P) -

ao

+ 2 Z i
s » 1

u(P) = 2 1 Î B n f e k p P i . T ( k q e ) J F k c . - ,
0 JQ I o o L l n m n

cos smOt J g m (kqp) J . [kc l n m Z m (p)] J pdp

D'abord, considérons le cas où p=- 0, c'est-à-dire, calculons le champ dans le plan focal. En
ce cas, l'intégrale typique de (7. 31) s'écrit :

(7. 32) V , ' J J (kqp)Jg fkc. Zm(p)l pdp
s,sm,l • sm r • l lnm n ' J ' •

L'évaluation de (7. 32) peut être faite en développant d'abord la fonction de BesselJa(kCenmZm(O),

par rapport à p , puis en intégrant terme à terme, compte tenu des propriétés des polynômes de

Zernike. Autrement dit, on exprime les produits des polynômes de Zernike comme des combinaisons

linéaires de Z;J ( p) en utilisant les relations (7A - 7F).

Quand on classe, selon les degrés d'aberration, on obtient pour u(P) l'expression suivante :
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(7.33) u(P) =u(p = 0,q.*) =2J»BOJ I Jo(kqp)fd|»

• i m + 1 cosm«*(kClnm) ™(f > f *f +

+ (1C_-25L)3 [ 2 i ( m + 3 )
Jm(kq

i 2 m
,m( Z - ( . ) f d f *

( Î^SSL)1 [21* -L Jo{kqr) +

+ des ordres supérieurs

L'intégration se fait avec l'aide des relations (7. A - 7F).

Poui appliquer la formule (7C), on se sert des expansions (AC1 - AC14) pour leB puissances

diverses de Zm(P). Après l'intégration, on obtient :
n •

(7.34) u(p = o, q. a) =2irB — j ^ (kq)+ i 1^ 'cosiwH kc lnm>
k lkq

lmn

i 2 m (kq)+ • • • •

*

i cos4md

+ i 1 " m ) G 4 n J 4 n + i (kq) J + etc. (degrés supérieurs en (kc lnm)l
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Une expression similaire a été obtenue parNijboer (i942), mais notre groupement suit la clas-

sification des divers termes de (kC|nm). Les coefficients A . B , C . . . . . G se trouvent facilement

dans la table H, si on prend les indices m et n petits. Si on voulait obtenir une formule générale

pour ces coefficients, elles sont trop compliquées po-ir être utiles.

Pour des buts pratiques, m et n sont des entiers petits (au plus 3 ou 4), et alors, les coeffi-
cients sont calculables avec la table H, sans difficulté. En même temps, le développement jusqu'au
quatrième degré des coefficients d'aberration suffit, si ceux-ci sont petits, ce qui est le cas en pra-
tique.

Pour de grandes aberrations (kcjnin) ^ 1, l'intégration asymptotique est préférable. Nous en
parlerons brièvement dans le chapitre IX.

Le cas où le point d'observation n'est pas focal, p / 0 est p?us compliqué. La présence du terme
expfikpp )nous donne un autre produit de termes Z (p = 0, 1 ,2 . . . ) donné par l'expression (7. 30).
Alors u(p, q, a) prend la forme :

(7.35) u(p. a. c») = 2TTB.

(
Les intégrales dans (7. 35) sont évaluées de la même façon que dans le cas p = 0. Au lieu de

Z (f) entrant dans les termes divers de l'intégrant de (7. 35), on obtient maintenant :

, s = 0. 1, 2 . . . , . 2 . . . .

Pour s = 0, le terme principal J (kqp) est remplacé par J* (kqp) et on fait la sommation sur

r. Cette somme est sans terme d'aberration. Le terme suivant qui contient la première puissance dans

l'aberration kc. devient une somme de termes de la forme :

(7.36, i n ' m + 2 r A
 + 2 2 J 2 2

où les coefficients A _ „ sont obtenus à partie du développement

n - m

Alors, dans le second terme de (7. 34) J devra être remplacé par la somme (7. 36) multipliée

par i et cela sommé sur r. Avec cette méthode, nous trouvons pour le champ image nors du plan
focal p / 0, l'expression :

(7.38,
ik£

A.J( (2r + „

Si + 2r-2p J n + 2 r - 2 p + l ( k q )
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ktïnm r r .2k ..
' A

kc

cos 3md

2 i
4

l + 3'°Smd(.2p r,.

'

2k
2pl 3n + 2 r - 2 p -

2.' 2/ ' ' > ' I J 2 k " 4 n + 2 r 2 p - 2 k

i2V .1
2m+2p 2m + 2k 2n + 2r -2p-2k

4Mi cos 4ma .2p
4/ '

2k
l + 2 k *2n + 2 r . 2 p . 2 k «. . . . e t . , . .

Les coefficients A'., B'. , e t c . . C . sont analogues à ceux de la formule (7. 34) et on peut

trouver E' de la même façon d'après la relation :

(7.39) Its
Z 2 t ( e ) Z 2 r ( ( ? ) =

2 t ^ r

x'+r-tr

k = 0 2 T f 2 r - 2 k

Si les indices sont petits, ce qui est le cas pour la plupart, sinon tous les cas pratiques, on les
calcule directement de la table II.

2
Une autre méthode pour évaluer U(p, q, a) est de développer exp(il<pp ) en séries de puissances,

2 2 2k 2k

de remplacer p = Z (P). . . , p = Z_ (P) dans le développement et d'utiliser des relations analogues

à (7. 37) ou (7. 39), avant d'intégrer par rapport à p. Cependant cette méthode n'a aucun avantage sur la

précédente.
D'après cette analyse, on remarque une grande simplification dans le résultat final par rapport

aux méthodes plus anciennes, fondées sur le développement classique de la fonction d'aberration,
notamment, les aberrations ordinaires du troisième ordre ou d'ordre; plus élevé. Outre cet avantage,
la théorie de Zernike - Ni jboer indique les propriétés de symétrie ,-!«» la figure; de diffraction, ainsi que
la compensation des aberrations d'ordre inférieur que donne la meilleure définition de- l'ima •«•, à ca.ise
de l'orthogonalité des polynômes de Zernike, pourvu que les aberrations soient petites.

VI-GENERALISATION DES FORMULES DE NIJBOER

Les développements précédents soni valables pour un système optique- de révolut ion. Pour étu-
d ie r le champ de d i f f rac t ion d'un système asymptot ique ou d'un système- de révolut ion del 'opt i r jue élec-
t ron ique, la fonction d 'aberra t ion ou la fonction caractér is t ique de l la-n i l ton est maintenant donnée par :

W -- W + Ef Zm (p) cos mcf + Za z ' " ( p ) sin rn«P
o n, m n | i n, m n >

(voir chapitre V)

L ' in tégra le de d i f f rac t ion s ' éc r i t , a lo rs comme; suit :
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(7.40) u(P) = A
i k n [ r p c o s ( < l - d ) + * V l - P J

d P d »[ e ik E (f Zm ( p ) cos m tf + g Zm( p > sin m d B ^

n. m n. m n f « n.m n I 'Nl-
Pour ne pas compliquer le calcul, nous considérons seulement une aberration de chaque espèce :

f Zm( D l c o s m l f , R Zm( p ) sin n U>
p. m p I ' q. n q | J

L'intégrale (7. 40) se réduit à

(7.41) u(P) = A l I e l k"(r pcos ( (p-a J + zV1 " P )

m{) m f g
m p | 1 *q. n q

Zm{D) cosm(f +
p | 1

La différence entre (7.41) et l'intégrale (6. 40) du dernier paragraphe VI est dans les arguments

de fonction de Bessel Ju. et J^ , c'est-à-dire, si nous remplaçons p par Z ( p ) et p ™ , par Z (?)

les deux intégrales seront équivalentes.

Par conséquent, l'intégrale par rapport à Y réduit les conditions (6. 43) et (6. 44) du paragra-

phe 2, chapitre VI, et nous obtenons la même formule que (6.45) en remplaçant p par Z (° )

et p p*r Z ( p ), respectivement dans les fonctions Ju- et J^ (Formule6. 47). Doncle champ d'ima-

ge u(P) est :

e 1
(7.42) u(P) » 2TtA J2 Z T. Z - ^ J 1 iP * cos (pm+2sn) <*

°1
TtA J

r
1

p + 2sn r = 0

b

û ) J (X)

2i E L Z -^~ ip + r + 2 sin
)n r » 0 s = 0

Jb
f ( z , p ) à J (X) J ^ t Y ) J 2 B ( Z ) p d p

0

ce qui généralise la formule de Nyboer.

L'intégrale par rapport à û est conduite de la même façon qu'auparavant en développant les
fonctions de Besiel en séries de polynômes de Zernike. Si, les aberrations f , g sont petites

p, m q. n r

par rapport à la longueur d'onde f < X, g < \ , il faut seulement prendre quelques termes des

séries, jusqu'au troisième ou quatrième ordre d'aberrationB, pour obtenir une bonne approximation

du champ de diffraction.
Mais le champ dépend aussi des combinaisons des aberrations.ee qui n'est pas le cas pour un
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système optique de révolution. Donc, dans l'optique électronique, le champ dépend aussi du produit

Un cas spécial de (7.60) se présente quand les aberrations f = 0 . L'intégrale (7.60) est

simplifiée, et, comme nous l'avons montré, elle est équivalente à l'intégrale (6. 51) du chapitre VI.

Alors, le champ u(P) est donné par la formule :

I e pb

2 E E ^ - i P c o s 2 s n a ( | f ( z . p ) J (X) J ( Z ) . p d p
p = 28 8 = 0 2 J o ' P 2 8 r r

+ 2i E E -J
p*2s+l8=0

L'intégration par rapport à o est faite de la même façon que dans le paragraphe 2, chapitre VI ;

on développe les fonctions de Bessel en séries de kg . Nous obtenons les intégrales suivantes pour
n, m

les valeurs s = 0, 1, 2, 3.

s - 0 2TTA

224262
J + 2 i i m + 2 s i n m e l J ^ a p j f

- î—ÎL_L+ < n ) + , 1 | d

2J2.' 252?3! J ' '

| i 2 m + 2 c o s 2 m a J . ( a p )

m

2 2
2 ;

s - 2

• - 3

243! 2 2 ! 4 !

dm
233!

i n

l\7 \ 5 1
. . ,5m +2 . . n J (a P ) \ . n ; , | p d p

+ 21 i sin5ma 5m' \ ' [ 2 5» •• [ '

In

fdf

où • • k n r ; gn, m

Comme nous avons fait auparavant, nous développons u(P) en série de puissance d'aberration

"n, m'
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(7.45) u(P) = 2 A Q Z (k gn m ) i u j < p >
i = 0

où les u- (P) prennent les mêmes formes qu'au paragraphe 2 du chapitre VI. D'après (7. 44), un calcul

simple donne des fonctions u. pour j jusqu'à 6. les expressions suivantes :

(7.46) uo = 2TTA f (z, p ) J Q (a p )

u, =2TTiA1 o s i n m * f ( z . p ) J j ( a p ) Z m ( p )

* T V*f )V * f )
J . 2 m + 2 cos 2ma .-m. „ ..2

~ «w . « • . , ,i.m+2 sin mtt T . . ,3m+2 siiu3 = 2Tf iA o | f(z, |))ji — J, (a. p ) - iïïiA P f(z o ) f i
°Jo r '-

I IO1

4 ° Jo r L 234!

2 3 l F 2 2 3 !

n (( Z n ( ) ) 3 P d f

,2m + 2 cos 2m QC
1

23 3!

2 cos 4m<ï _ , f z m (p) 1 4
L n T J

U ( . = 2 T T i A I f ( z , p ) im + 2 ain^nCi J ( a p )
5 ° J 0 ' L 2 S 2 I 3 ; l '

_ .3m+2 sin 3md
- 2 x -

2 2 .4 !

.5m + 2 sin 5nttt

25 5!.
J 5 n < a f > ] [ Z n ( r } ] ' P 4 ^

On voit que chaque intégrale de u est du type :

Jb
f(z,p ) Jp(knrp)

Cependant, la présence du facteur f(z, p) dans l'intégrale mène une grande difficulté pourlinté
gration. Mais si nous faisons f(z,p ) égale à :

(7.48) f(z,p) - e i k n z Vl - p2 = e
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'f\n.nii> se réduit à une intégrale plus simple.
2

«b iknz D

. , n, m, i J (knr 0 )

qui est équivalente l'intégrale de Nijboer

y;

En principe il est possible d'intégrer u ^ quand | Z ( p ) 1 est développé en une série
/*•, n, m,v L n I J

linéaire de Z ( 0 ) et l'exponentielle en une série en Z^ (D). Les calculs sont très pénibles si n, m,Vr i <.p •
sont assez grands, donc, il n'y a pas avantage à utiliser les fonctions de Zernike. En fait, il vaut
mieux utilieer la méthode du chapitre VI pour calculer le champ u(P) quand l'aberration g est

n t iii

d'ordre élevé, c'est-à-dire, quand n, m, ~0 sont des nombres plus grands que 4, parce que l'avantage

de l'emploi des polynômes de Zernike sur la méthode du chapitre VI est perdu.

C'est seulement dans les cas où n, m et Vsont des entiers limités jusqu'à 3 ou 4, que le calcul
de u(P) deviendra plus facile, comme nous avons fait ci-dessus.

Comme illustration, soit n = 3, m = 1 et supposons que f(z,p) soit une constante. De plus b = 1.

L'aberration est exprimée par un seul terme de forme kg , j Z (p) sin Y.

Alors, avec l'aide de la table II, un calcul simple donne les valeurs suivantes de u. :

(7.49) * 2 T T A
r1
I J (a

Jo °
f ) f d f

. Bind
1 "

U2 f

1

1180
- 88

+ 27 J (ar) - 36 JJar) + 45 J,
O O J

3eir»

aP 105 - 8ÔJo (af )P Ï + —
1 112

Les valeurs de u., u , etc . . . sont trop longues pour êtres indiquées ici
4 D

Plus loin, nous avons évalué u(P) pour le cas correspondant où l'aberration est donnée par

kf, 1 Z 3
1 ( f , c o s Y .

Si l'ouverture D est la moitié où le quart d'un cercle, l'évaluation de l'intégrale de dif-
fraction par rapport à <J> ne donne aucune difficulté, parce que les relations entre p, r, s sont simples.
Mais si l'ouverture correspond à un secteur d'un cercle, les relations entre p, r, s deviennent assez
compliquées et l'intégration par rapport à û est difficile, parce-que les indices prennent des valeurs
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fractionnelles. Il vaut mieux utiliser la méthode du chapitre VI. Dans ces cas, on peut employer avec
avantage les fonctions de Gegenbauer.

Dans les paragraphes suivants, nous étudions quelques cas spéciaux, d'une importance consi-
dérable dans les applications. Les mesures de distribution de la lumière montrent un très bon accord
avec les courbes calculées tant pour les régions optiques que pour les régions hyperfréquences.

Puis, nous donnerons quelques courbes théoriques et expérimentales, publiées par plusieurs
auteurs.

Avec l'aide de la table II, il n'est pas difficile de calculer u(P) pour les autres aberrations des

formes k g Zm( p ) sin m (f , k f Zm( p ) cos m IP ou une combinaison de k f Z m ( f ) cos m <f
n, m n [ i n , m n I i n . m n '

et k g Zm( I ) sin m if quand n, m et 9 sont petits, mais nous n'en traiterons pas.
n, m n I '

Comme dans le paragraphe 4. du chapitre VI, nous pouvons évaluer le champ u(P),si deux ou

plusieurs aberrations sont présentes dans un système optique, en remplaçant le paramètre Y par sa

valeur kf Zm{ p )dans la formule (6.48) et en développant les produits et puissances des polynômes
p. m n |

de Zernike en séries linéaires de tels polynômes. Mais les calculs sont très pénibles, si les entiers

p, q, m et n sont élevés. 11 est mieux d'utiliser les formules du chapitre précédent. Cependant, si on

limite les indices à 3 ou 4, la méthode de Nijboer donne un calcul très facile pour l'intégration

par rapport à p ; mais, si nous ajoutons la fonction f( p , z) dans l'intégrale de diffraction - cas de

grande ouverture - le procédé de Zernike - Nijboer n'est pas valable, parce qu'il est très difficile

de développer la fonction f( p , z) en séries de polynômes de Zernike. Dans ce cas, on peut utiliser les

fonctions G . _ . _ , ,. J P , a) étudiées dans le chapitre VIII. Ceci généralise les polynô-
m, m + 2n + %, m+n+i/z | r ° r

mes de Zernike, et comme nous avons remarqué, l'intégration par rapport à p est facile à faire. Nous

donnons quelques propriétés de cette fonction dans le formulaire mathématique .
VII - ABERRATIONS SPECIALES

Nous proposons, maintenant, de traiter les cas m = 1, m = 2 et une combinaison des deux.
Puisqu'il faut que n - m représente un nombre pair, nous écrivons pour m = 1, n = 3, 5, 7 . . . e tc . . . ,
et pour m = 2 , n = 2 , 4 . . . . e t c . . . . Alors, les aberrations sont de la forme :

m = 1 m = 2

(7. 50) (b) kc1 5 , z j (e) cos (p kc , 4 2 Z* (C) cos 2

(c) kc l ? 1 z j (e) cos (j> kc1 6 2 Zg (e) cos 2

etc . . . . e tc . . . ,

Dans la première colonne (a) représente le coma primaire, (b) le coma secondaire, ou coma

du cinquième ordre, (c) le coma tertiaire, ou coma du septième ordre, e tc . . .

Dans la seconde colonne, il y a : (a) astigmatisme primaire, (b) astigmatisme secondaire, ou
astigmatisme de cinquième ordre, (c) astigmatisme tertiaire, etc. ..

Comme déjà mentionné, en pratique n est limité à 3, 4, 5.
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1 - Coma Primaire

En parlant de l'effet du coma primaire sur la figure de diffraction, nous prendrons d'abord le
cas où p = 0, c'est-à-dire, où la figure est située dans le plan focal. Alors, la fonction d'aberration
est donnée par :

(7.57) V(o~, p , < p " 2 1 + 1
cos ( p )cos (3 p 3 - 2 p ) coscf

La fonction d'image prend alors la forme :

(7.52) u(0. q, a) = Ao j F jk<* CO8(<* -d ) ' ikc131 ZJ(«> COB t e

Si maintenant, nous faisons dans la formule générale (7. 38) m = 1, n = 3, la formule pour u(o,q)
donne la distribution du champ dans le plan de Gauss :

(7. 53) u(0, q. a) = 2TtBo_Lij1(kq) - cos d J^kq) +

- 2 cos 2cf | - J3(kq) + | - J5(kq)j +

r 1 44 9

- â Vk<l1 + I T J
1o(k< ') - <"* *• à J4 (kq> - àJ6(k<1) - à J i o < H

+ 4ème degré en kc + l

d'après le calcul des coefficents Aj, Bj , e t c . . . . de la table II.

Cette formule a déjà été donnée par Nijboersous une forme différente. De olus, il a évalué la

distribution d'intensité pour c
1 3 1

 = ^ avec notre notation et l e s courbes équi-photes, ou équi-lumineu-

ses . Les courbes d'égale intensité, théoriques et expérimentales, pour les micro-ond»s, ont été données

par Bachynski et Bekefi (1955, 1957). Les courbes expérimentales sont en très bon accord avec les

courbes calculées d'après l e s formules théoriques (voir figures 1 ,2 ,3 ) .

Fig. 1
Lignes de niveaux d'intensité (théorique) de coma primaire dans le plan de Gauss c * i (d'après
Nijboer 3 ' *
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Fig. 2

Lignes de niveaux expérimentales d'intensité hyperfréquences dans le plan de Gauss pour une lentille

diélectrique avec c_ , = 1. 25 et une faible astigmatisme kf = 0. 37 (d'après Bachynski et Bekefi).
•3,1 o , 1

Fig. 3

Isophotes dans le plan de Gauss (coma

primaire f_. * 1. Définition de Strehl

D « 0, 879 (Nijboer , 1947)

Isophotes dans le plan de Gauss (coma

primaire) f =3, Définition de Strehl

D = 0; 306 (Nienhmis et Nijboer , 1949)
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y *. o

Ligne? de niveaux d'intensité (théorique) dans un plan à travers la ligne focale (horizontale) en presence

d'un astigmatisme primaire f- » = 1 (d'après Nijboer)-

Lignes de niveaux expérimentales dans le plan de Gauss pour f. „ = ' (d'après Bekefi etBachynski).

- 147 -



2 - Coma Secondaire

Pour calculer le oh imp d'image u(o, q, « ), quand l'aberration est donnée parO.b), il faut sim-
plement faire m = 1 et n = 5 dans la formule générale. Le résultat est le suivant :

^ J [jj(7. 54) u(o, q. a) = 2 ir BQ ^ J [jj (kq) - kCj 5 1 cos a J3(kq) +Q ^ J [jj (kq) - kCj 5 1 cos a J3

+TJ7 ( I n«> "

J ( k ) -co*2a (à J
3
(kq) + û J7<k«> - i r

+ troisième degré en kc , + etc.. . , etc.. .Il

Ce résultat est nouveau et je ne connais aucune observation expérimentale, montrant les courbes
de distribution de l'intensité dans ce cas. Comme, dans la pratique, cette erreur reste faible, l'expan-
sion (7. 54) suffit à donner un aperçu de la distribution d'intensité. Il n'est pas difficile d'obtenir l'ap-
proximation suivante (le troisième terme dans l'aberration). Comme la formule devient très compli-
quée pour n grand, nous nous permettrons de ne pas donner la formule explicite pour le coma tertiaire.

3 - Astigmatisme Primaire dans le Plan Central

Dans ce cas, la fonction d'aberration est donnée par l'expression (7. 40a) de la seconde colonne.
La fonction d'image, dans le plan central p = 0, s'écrit :

(7.55) u(0.q.a) - Bo /
0 0

Comme on peut développer l'exponentielle par rapport à 0 , ou bien en polynômes de Zernike,
le développement en p pour ce terme d'aberration est semblable à (7. 29), quand on fait m = z, n = z.
z « o. L'expression de U(o, q,a ) est alors donnée par :

(7.56) u(o. q.a) = 21tE^ S cos 2nû E < ™^ { ^ î
n = 0 r = n 2 r! 0

Cette intégrale est semblable à (6. 31), quand on fait p = 2n , r = 2r, et z « o. Sa valeur est :

(7.57) f J, (kqe)e2n + 1de = ,2n + l

l ; n + r+ 2, 2n

Alors (7. 56) s'écrit :

(7. 58) u(o, q, a) » 2 ?[Bo E £ n cos 2 net F.

n*0 r x s

où s • n, n + 2, n + 4 e t £ " l pour n z 0, ou sinon fi » 2, n / 0, et P * kc



D'autres développements de (7. 56) sont donnés dans la référence (Nijboer 1942. 1947).

Les séries que nous venons de donner, convergent rapidement pour p petit, de l 'ordre de la
longueur d'onde.

D'autre part, si on introduit les polynômes de Zernike qui interviennent en ce cas sous forme
de puissance, facilement exprimables sous forme linéaire de Z*1( p ). p, q = 1. 2 . . . . , nous trouvons
grace à la table II. p

(7.59) z
2 - _L z0 + JLZO

Z 2 * 2 Z 2 + 2 Z 0

. -L Z2 + 1 Z2 + 1 . 2
15 6 3 4 5 2

Z

5 4

( z 2 ) 4 = -i- z° • -i- z° + -*• z° + •*- z° + -î- zu

V 2 / 70 8 10 6 7 4 5 2 5 0

. J _ Z2 + JL Z2 + J . Z2 + _§_ Z2
56 8 8 6 14 6 7 2

* 7 + 7 •+• . 7

28 8 4 6 7 4

En limitant l'expression de U(o, q. « ) aux termes de quatrième degré dar.a l'aberration U
nous trouvons pour U (o, q, ) :

{7.60) u(o, q.ct) = 2TTB 7
kq

kc

kc
122\

4

r i i 1 i
I T J i ( k q ) • T J 3 ( k q ) + ? J

5
( k q ) + c o s 4 a J5 (kq)J •

2d ( f J 3 ( k q ) - T J 5 ( k q ) + k J 7 ( k q ) ) + T CO8 6d J 7 ( k q ) +

i / 1 2 2 i i i

T li" J i ( k q ) ' T J 3 ( k q > + T J
3
(kq) - îô J 7 ( k q ) + TO V k q ) J

f J
5
(kq) - T J

7
(kq) + à J 9 ( k q ) >( 4 ] C O f l 8d V k q j ) ) }

formule déjà obtenue par Nijboer dans son importante thèse, où l'on trouvera une discussion détaillée.
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4 - Astigmatisme Primaire dans un Plan Focal

Dans notre discussion, nous avons supposé, que le plan d'observation était le plan, appelé plan

central , défini en faisant p = 0. D'autre part, si on déplace le plan d'observation dans la direction p,

d'une quantité c = p, ou c
1 2 2

 = "P« l'aberration géométrique ordinaire, ou courbe caractéristique,

se réduit à une ligne horizontale ou verticale, dépendant du signe de p , c'est-à-dire, du déplacement

positif ou négatif du plan d'observation. Ces plans sont appelés, respectivement, plans focaux secon-

daires et primaires.

m = 2.

(7.61)

Dans le cas général, où p f 0, le champ d'image est donné par l'intégrale (7.29), ou on fait

1 2TT r 2 2 1

u(p.q.a) = B / / e ' N +t 'PCO8(H)-d)-c,22Z2(P)cO82lfJededCf

oo T
Après avoir fait l'intégration par rapport à (j) , nous écrivons :

(7.62)
1 . 2 [

, q. a) = 2T!Bo J" e l k f f | J^kqe) + 2 x k c m cos 2a Z2(e) J2(kqe)

2, A 2 .
,(e' J (kqp) + cos 4c(J,(kqp) ) +
£ J 0 4

°132\ /cos2d cos6d T

) [ J ,< k q e ) Jfi
8 ' v 2! oi 63!

2
(

2
Si on prend les puissances de Zg( p )en accord avec le schéma (7A - 7F), en utilisant l'expansion

(7. 30) pour exp(ikpp )et en se servant des relations (7A - 7F). on déduit pour U(p, q, 0. ) , les expres-

sions suivantes :

(7.63) • "*•«••>• » » . •

- \ J
2 n + 1 M n(2n+l) 2 " + 3

(kq)

-L n(n-l)
21 2(2n+l) 2n-3 2 n T Ï J 2 n - l ( k q )

3n + 3n-2
(2n-l)

n+1 .
2nTT J 2n- l ( k q )

(n + 2) (n+1)
n(2n+j3)

(n + 4)
2(2n + 3) (2n+

( k q ) J J + ' ' " ' f
• •• J

où la sommation de Jj(kq) commence par n =» 1 et pour J.(kq) commence par n = 2. Cette formule a été

également donnée par Nijboer(1942). pour p - c ^ , elle donne l'expression du champ d'image dans la

plan focal secondaire et pour p = -c{22, celle du champ d'image dans le plan focal primaire. Il faut

noter, que l'expression mentionnée est un cas particulier de notre équation (G. 3), donnée dans le chapi-

tre VI.
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5 - Astigmatisme Secondaire dans le Plan Central

Nous nous proposons de discuter brièvement l'évaluation du champ d'image en présence de
l'astigmatisme du cinquième ordre (astigmatisme secondaire), quand p * 0. L'aberration est donnée
par l'équation (7. 40b) de la seconc - colonne :

(7.64) k c H 2 Z4 (e) cos 2 (f

Le champ U(o, q, d ) que le plan focal, déduit de l'équation générale (7. 29), est donné par :

(7.65) u(o. q. et) = 2^6^.1 |jn(kqp)JA(kc1 i | OZ2(p)) +

2 T. i cos 2a J (kqp) J (k
8 = 0 3 8

En développant les fonctions de Bessel contenant l'aberration, jusqu'à des termes du troisième
ordre, dans les coefficients d'aberration, et en nous servant des relations deApp. C, nous obtenons,
après intégration, le résultat suivant :

(7.66) u(o, q. a) = 2-TtB il- (kq) - icos2d(kcu 2 ) J^kq)

(•¥ 7 L35 J 9 ( k q ) + 5 J 7 ( k q ) + ^ J « ( k q ) + ™14 5'

- cos 2d y Jg(kq) + | y

10

3T5 J n ( k q ) + Wo V k q )

" SF 55 J 13 ( k q ) + à J 9 ( k q ) +-T0 J 7 ( k q ) ] +

En pratique, on essaye de rendre ce genre d'aberration très petite, afin que le développement
donné plus haut, reste peu important devant la contribution du champ d'image, due à l'erreur d'astig-
matisme primaire, donnée par la formule (7.60), quand p s 0. Cependant, dans les quelques cas où
l'inclinaison'(l'obliquité) serait moyenne ou grande, les erreurs astigmatiquesj secondaires devien-
draient considérables et on ne pourrait plus du tout les négliger, dans l'étude d'une combinaison des
erreurs primaires et secondaires.

Il peut être d'un certain intérêt d'obtenir le champ d'image, hors du plan focal central, c'est-
à-dire, la fonction U(p, q, a ).

dantes

2
Dans ce cas, l'intégrant dans (7. 55) est multiplié par exp(i k p p ), ou
(6.21, 7.30). '

les séries correspon-

L1 évaluation formelle de l'intégrale, représentant U(p, q, 01 ) n'est pas difficile, mais à cause
de calculs laborieux, nous avons limité le résultat au second ordre dans la fonction d'aberration. L'ex -
pression finale est :

(7.67) U(p ,q ,* )*A 0 (2n + 1) i" J (-1)" J 2 n + 1<kq) +
o 2

i3 cos2« E
/ . « n +
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C 3 - r

- r}A5 } J2 + 2r + l<k<»} °Ù * =

Cette formule peut s'interpréter aussi comme représentant le champ d'imaged'un système sans
aberration sur un plan non focal, mais auquel on a ajouté une variation d'amplitude incidente sur la
pupille-de-sortie, donnée par la fonction G{ p,V ) :

(7. 67) G( j>, <f ) = cos(kc142 Z^( p ) cos 2 <f ) - i s i n t k c ^ Z ^ p ) sin 2 (f )

en limitant l'expansion des cosinus et sinus aux termes de second degré au coefficient d'aberration
C142*

Ceci est un exemple d'introduction d'une variation d'amplitude et de phase (filtrage) dans l'am-
plitude ou de fonction d'onde incidente sur la pupille-de-sortie qui dépend de p et <Pdans un système
optique sans aberration.

Cet exemple montre que les polynômes de Zernike peuvent être utilisés avantageusement pour
les problèmes dans lesquels une distribution de champ donné, prise sur la pupille-de-sortie, s'expri-
me en fonction des dits polynômes, pourvu que les aberrations soient faibles. Mais si une seule aberra-
tion devient grande, l'évaluation de l'intégrale de diffraction peut se faire en intégrant par parties, ce
qui est facile pour l'aberration de sphéricité dans le système optique. De plus, il faut souligner
qu'en développant la fonction de phase et aussi la fonction de l'amplitude en polynOmes de Zernike, et
en général, en fonctions orthogonales sur le domaine d'intégration (trou, ouverture, pupille-de-sortie,
front d'onde), l'évaluation de l'intégrale de diffraction est plus facile à mener, spécialement dans le
cas de faibles aberrations, que par les méthodes plus anciennes de Steward (1925), Born (1932, 1933)
et leurs continuateure. De plus, l'utilisation des fonctions orthogonales donne une interprétation nette
de l'effet de chaque aberration danB la figure de diffraction. Si l'intégrale de diffraction se réduit à une
intégrale simple, comme dans le cas de l'aberration de sphéricité, ou bien dans quelques cas où le
domaine d'intégration est circulaire, on peut encore appliquer la méthode d'intégration par parties,
pour obtenir une série descendante, par rapport au coefficient d'aberration (Chako 1961). Ou bien on
peut, plus généralement, se servir de la méthode de la phase stationnaire pour évaluer l'intégrale de
diffraction dans les cas où l'amplitude et la phase sont deu fonctions très générales.

Le point de vue soutenu par quelques auteurs, que la méthode de Zernike - Nyboer ne peut
s'appliquer dans un certain nombre de cas importants, par exemple, l'ouverture circulaire de rayon
variable (quand on fait varier le rayon de la pupille-de-sortie), l'introduction d'une fonction de filtrage
ou le calcul du maximum d'énergie dans un domaine limité sur le plan d'image, etc . . . , est incorrect.
Les difficultés mathématiques rencontrées sont d'un genre général et non. dues à la façon de développer
les fonctions d'amplitude et de phase, figurant dans l'intégrale de diffraction en fonctions orthogonales
•ur la pupille-de-sortie, ou bien sur la surface du front d'onde émergeant.

Dans le seul cas où une aberration de sphéricité est présente dans un système optique et
où en plus, la fonction de filtrage est une fonction paire de la coordonnée radiale P de la pupille-de-
•ortie, il est possible et préférable d'utiliser la méthode de Lommel - Steward, plutôt que celle de
Zernike - Nijboer. Il faut souligner encore que cette méthode de Lommel - Steward n'est applicable
qu'à des domaines circulaires, parce que l'intégrale de diffraction se réduit à une intégrale simple,
par rapport à la coordonnée radiale a .

D'autre part, souvent, les avantages d'utilisation des fonctions orthogonales sur la pupille-de-
sortie, ou sur la surface d'un front d'onde, émergeant d'un instrument optique, sont beaucoup pluB
grands que ceux des autres procédés, y compris la méthode de Lommel - Steward et de leurs conti-
nuateurs,

Pour les grandes aberrations, les difficultés d'évaluation de l'intégrale double de diffraction ne
•e résolvent pas en utilisant le procédé Steward (l'intégration par parties), tandis qu'au moyen de la
méthode de la phase stationnaire, dont nous parlerons en chapitre IX, il est possible d'éviter ces dif-
ficultés.
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CHAPITRE VIII

GENERALISATION DES POLYNOMES DE ZERNIKE

I - GENERALISATION DE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION D'ABERRATION

Précédemment nous avons traité de la théorie de la diffraction d'après la formulation de
Zernike-Nijboer. La théorie utilisant les -polynômes de Zernike s'applique à des ouvertures circulaires
de rayon normalisé à l'unité. Si les ouvertures ne sont pas circulaires, les méthodes des chapitres
précédents ne sont plus valables.

Quand dans un problème, l'ouverture est limitée par une frontière non-circulaire, de forme
géométrique simple, par exemple, de forme triangulaire ou elliptique, il est nécessaire d'étendre la
formulation de Zernike-Nijboer.

Nous développons ici une théorie de la diffraction d'aberration pour une ouverture non-
circulaire ; une telle formulation est possible s'il existe des polynômes orthogonaux sur le domaine
d'intégration.

Soit D un domaine limité par une courbe F. Si p. q sont les coordonnées sur D, on peut expri-
mer F par l'équation f (p, q) = 0.

Soit W m n (u, v) un ensemble de polynômes de degré m + n en u et v, orthogonaux sur le
domaine D. Alors, nous développons la fonction caractéristique d'Hamilton W en une série de ces
polynômes.

(8.D W = W o o + m ^ n ? 1 A m > n (p .q)

où WQQ est une constante et où les A sont indépendantes de p,q, mais dépendent de xQ et yQ.

D'après notre hypothèse , la première propriété de W est l'orthogonalité:

(8.a) (T Wm n(p,q) Wr 8(p.q)h(p,q) dpdq = 0 si m j r
JUD ' n A s

= N m , n 8 i m = r-
n = s

La fonction h (p.q) est le poids de W m n o ù N m n estune constante, la constante denormalisa-
sation. En général, la propriété d'orthogonalité (8. a) n'est pas satisfaite, mais souvent W m n satisfait
la relation suivante :

(8. b) f Wm n W h(p,q) dp dq = 0 si m + r fa *• n

f 0 si m + r ; 8 t n

Si (8. b) est satisfait par les polynômes W m n cette seule propriété ne nous permet pas de
calculer chaque hmn dans le développement (8. 1).' Cependant, pour quelques domaines D (triangle,
ellipse, cercle) les polynômes Wm n satisfont une équation linéaire aux dérivées partielles du second
ordre danp les variables p, q avec des coefficients dépendants de p et q.

Pour calculer A m n nous construirons l'équation adjointe de Wm n . Soit W'm n une solution
del'équation adjointe deWm n. Alors les polynômes Wm n et le polynôme adjoint W'm n satisfont une
relation :
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. c) j w m n W'r s h (p,q) dpdq = 0= u SI

si

m
n
m
n

f r

f s
= r
= s

(8

Les polynômes W'm n adjoints aux polynômes W m n sont connus pour un certain nombre de
domaines à deux dimensions. L'existence de Wm > n et W'm > n dépend de la propriété de séparation de
l'équation de Laplace à quatre dimensions, dont deux variables sont séparables.

Si l'orthogonalité (8. c) est vraie, on dit que Wm n , W ' m n forment un ensemble de polynômes
bi -orthogonaux.

Alors, les coefficients du développement (8. 1) sont obtenus facilement, comme pour les poly-
nômes orthogonaux ordinaires. En multipliant (8. 1) par W'r 8 et en intégrant nous obtenons :

(8.d) J D W(xo.yo,p.q)W'r,8(p,q)dpdq= j £ n Am>n J Q W'm>n W'r 8 h dp dq

et j r

(8.e) A = W W r#s(p,q)dpdq

Evidemment les applications des polynômes bi-orthogonaux sont limitées dans la théorie de la
diffraction d'aberration, aux formes d'ouvertures les plus simples, parce que les calculs pour obtenir
le champ image , sont extrêmement complexes.

II - POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR UN CERCLE - POLYNOMES DE HERMITE-DIDON

Nous discutons des polynômes de Hermite-Didon, parce qu'ils sont très utiles pour étudier les
systèmes optiques asymétriques.

Après les polynômes de Zernike, ceux de Hermite-Didon sont les plus simples polynômes
orthogonaux sur un cercle. Les mathématiciens les ont intensivement étudiés U).

On peut construire les polynômes orthogonaux Pn m sur un cercle, à partir des puissances de
x et y c'est-à-dire, des monômes de degré en n x et y :

n n-l n-2 2 n-m m
x . x y. x y , x y

suivant la méthode de Schmidt, tel que :

= 1 / n = 0,1.2
1

n-m x ^ym \ m = 0,1,2

/ n = 0,1.
\ m = 0,1,

(l)Nous citons seulement les ouvrages principaux. Ch. Hermite, Oeuvres vol. II (1908), Gauthier-
Villars, Paris; Did on M. F. Thèse (1867), Paris; Kampé de Fériet J. Thèse (1915) Paris; Appell P.
•t Kampé de Fériet J. (1928) ; Bateman H. (1954) vol. II. 1954.
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est une condition de normalisation. Mais cette condition seule ne suffit pas pour déterminer Pn m .
d'autres conditions sont nécessaires et en plus, il faut exiger que le carré de Pn m , intégré sur le
domaine D, soit minimum :

(8.2)
n.m = min.

et en même temps (8.1) devra être satisfait.

Par une autre approche, on définit Un m par une fonction génératrice comme Hermite l'a fait,
de la même façon que nous construisons les polinomes de Legendre.

On définit Un m par la relation :

(8.3) [ ( 1 - a x - b y ) 2 - (a2 + b2) (x 2 + y 2 -1) ] = ,, m (x.y) n . m = 0

Les polynômes Un m sont cependant exprimés par une formule du type de Rodrigues :

,n+m fcn+m
(8.4) U . (-D

n, m
., 2 2. n+m(1 - x - y )

2n+n»(n!) (m!) oxn hy

Les propriétés d'orthogonalité de U n msont les suivantes:

(8. 5) f U n m U p q dx dy = 0 si n + m f p + q

* 0 s i n + = D + a

D'après la relation (8. 5), Un m ne possède pas la propriété d'orthogonalité ordinaire. Mais,oh
peut construire les polynômes adjoints Vn m , défini par :

(8.6)

tels que:

[l - 2ax - 2 bx+a2+b2 ]" = I aVVn.m (x.y)

(8.7) f U Vp.qdxdy=O
n.m 'p.q si p / n. q / m

TT (n + m) l
n+m+1 n! mî si p = n, q = m

Alors on peut développer une fonction F (x.y) en polynômes l ) n m ' ou Vn m :

D'après (8. 8) les coefficients A n sont obtenus par l'expression suivante:

(8.9)
m! ni (n + m + 1)

n ' m = Tî(n + m)!
F ( x . y ) U n > m dx dy

(n + m + 1 ) n.' m!

TT (n + m) Je
F (x.y) Vn > mdxdy
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La table (A) ci-dessous donne les valeurs explicites de Un > n ) et Vn m . jusqu'à m + n = 4. Pour
les valeurs m + n > 4, voyez la thèse de Tramm (1908) (*>.

TABLE A

u

0

1

0

2

2

1

0

3

2

1

0

1

3

2

1

0

m

0

0

1

0

0

1

2

0

1

2

3

0

1

2

3

.4.J

n.m

x

y

j(3x 2
+y

2-l)

2xy

|(x 2
+3y

2-l)

y (5x2 + 3y2- 3)

| y ( 3 x 2 + y 2 - l )

- x (x2 + 3 v 2- 1)

v 2 2
|- Ox"4 + 5yZ - 3)

^ (35 x 4 +3ox2 +3y4 - 3Ox2 - 6y2 + 3)
O

2 xy(5x2 +3y 2 -3)

|-(5x4 + 5y4 + 18x2y2 - 6x2 - 6y2 + 1 )

2 xy (3x2 + 5y2 - 3)

-i- (3x4 + 35y4 + 30x2y2 - 6x2 - 30y2 + 3)
8 _...... .

0

1

0

0

0

1

v n , m

1

2x

2y

4 x 2 - l

8 xy

4 y 2-l

4x(2x2- 1)

4y(6x2- 1)

4x(6y2- 1)

4y(2y2- 1)

16 x4 - 12 y2 + 1

8 xy(8x2-3)

2 (48x2y2 - 6x2 - 6y2 + 1)

8 xy (8 y2 - 3)

16 y 4 - 12 y2 + 1

II est facile d'obtenir les équations différentielles d e U n m etVn m . Nous obtenons les équations
suivantes : (2)

(8. 10) (1-x2) Vxy - 2xyVxy+ (1-y2) Vx y - 3 <xVx+yVy) + (n + m) (n + m + 2) V = 0

(1-x2) U - 2xyUxv+ (1-y2) Uxv - 3 (xU_+yUY) + (n + m) (n+m + 2) U = 0

(1) Les polynômes donnés par Tramm sont à un facteur constant prés . les mêmes que dans notre table,
pris du livre d'Appell et Kampé de Fériet (1926).

(2) Appel et Kampé de Fériet, Didon.
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Les solutions de ces équations, qui sont des polynômes en x et y, sont exprimées par les fonc-
tions hypergéométriques 3F2 de deux variables (x. y).

n+m

Uu n.m
2 (n+m)! n+m+2 m n . 1 1 2 , 2

3
r

2
 l 2 ' 2* 2 ' 2* 2 ' > y '

(n, m) pairs)

n+m+1r— (n+m+1 ).'
( -1)

(—) •l 2 J

<n+m+3 1-n -m 3 1 2 2

(n impair, m pair)

n+m-1
i n 2

 fn+m+L .
n+m+3. n 1-m 1 3

)

(n pair, m impair)

n+m+2

(n, m impairs)

Les équations (8.11) sont symétriques par rapport à n et m, donc Un m et Vn sont des solu-
tions de (8. 10). Didon a montré qu'on peut écrire (8.10) sous la forme :

(8.12) (1 - x2) V - xy V - ( m + 3 ) x V + m y V + n ( n + m + 2 ) V = 0

( l - y 2 ) V - xyV - (n+3) yV + m xV + m (n + m + 2) V = 0

Pour obtenir les équations satisfaites par Un m , nous remplaçons n et m pai - (n + 1) et -
(m + 1), respectivement. Ainsi, oh peut déduire les relations de récurrence entre les polynômes de
divers indices. On a :

(8.13) x(V ) - (V ) = n V
n.m x n - l ,m x n, m

(8.14) (n+m+1) V , - (V ) - x(V ) - y(V
n- l .m n, m x n - l , m x n, m-1)

Une relation importante entre V et U est
n, m n, m

V n.m = E A
n - 2 k , m + 2 k "n-2k. m+2k
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° y , n
k (n+n»+l)(n-2k)!(m+2k);

(B.ib) An-2k,m+2k" •- {'l) (2r+l) (r+k) ! (r-k) ! (n-k-r) ! (m+k-r)!
r =»

Dans la somme on prend* = k, si k > 0 et <* = - k, si k i 0. Ainsi at est toujours égal à Ik.l
Pour P on a le choix. D'abord, si n L m, et k > 0, |i = - k, si k -̂ 0, ot = n-k, ou m + k, suivant la
valeur de |2k|^ m - n. Si n = m. p = n-k, k i»0 et dans le cas contraire |3 = m + k.

Enfin soit n>m. Alors, si k*-0, |3 = n + k et au cas contraire on prend / J = n - k o u m + k suivant
que |2k| %n - m.

La formule (8.16) est analogue à la formule que donne le développement d'un polynôme de
Zernike d'ordre élevé en fonction de mêmes polynômes d'ordre inférieur.

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin, parce qu'on peut exprimer U , V en polynômes
_ , - , - . n, m n, m
de Zernike :

n. m S _

P.q r n n
V = £ C Zq (P)cosqtf+D Zq(P)8inq«P)

n, m I p, q p I ' p.q p I I '
n, m=o L r ^ r r ^ r ->

quand on introduit les coordonnées polaires P . if . liées par x = P cos tP , y - P sin (0 . Les coeffi-
cients Ap q . . . Dp q dépendent de (xQ yQ).

Les formules (8. 17) sont analogues au développement de la fonction caractéristique W quand les
systèmes optiques ne possèdent pas de symétrie par rapport à un axe.

Pour cette raison, il n'est plus nécessaire d'utiliser les polynômes de Hermite-Didon dans la
théorie de la diffraction des aberrations. Cependant, ces polynômes jouent un rôle très important dans
quelques problèmes de la théorie des vibrations de plaques anisotropesO)

III- POLYNÔMES ORTHOGONAUX SUR UN TRIANGLE

Les polynômes orthogonaux sur un triangle on- été étudiés pour la première fois par Appell
(1882, 1926). Il introduisit ce genre de polynômes comme des cas limites des fonctions hypergéom -
triques à deux variables. Ces polynômes sont du type des polynômes de Jacobi. En fait, ce sont des
polynômes à deux variables qui généralisent les polynômes de Jacobi.

Soit les trois sommets d'un triangle en (0,0), (0,1) et (1,0). Les équations des trois côtés du
triangle sont :

x = 0 , y = 0, l - x - y = 0

Alors on peut définir un polynôme de degré 2 n par :

(1) Le déplacement u(x,y) d'une plaque mince d'un cristal piézoélectrique eBt exprimé par deux
équations analogues aux équations satisfaites par Un m , et Vn m .
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Soit Tn m un polynOme défini par :

(8.19)
n.m m

" 8
= n ! 2Z ZZ *^-

r=0 s=0

; (m+s).' xr y 8

(r! ) 2 (s ! )2(n-r-s ) !

nous obtenons l'orthogonalité de Tn^m sur le triangle :

(n!)2(2n-m-q)! (m+q).'
(8. 20) f T T .1..I. (n!)'{(2n-m-q):

m.q
/ n =0.1,2 \

\m.q = 0,1 n /

Mais la propriété d'orthogonalité ne nous permet pas d'obtenir les coefficients de développe-
ment d'une fonction en Tn n ) .

Comme pour les polynômes de Hermite - Didon, nous pouvons construire un ensemble de
polynOmes T'nj m . adjoint de Tn< m . On peut exprimer T'n> m comme somme de Tn^ m , comme suit

(8.21) r
n»

M W T
m « r n » r

tel que :

(8.22) T T T dx dy «1 n.m n.q
J T

'm,q

ui m f q

si m - q

La table ci-dessous donne les polynômes T
n.m

TABLE B

n

0

1

1

2

2

2

3

3

3

3

m

0

0

1

0

1

2

0

1

2

3

1

2x + y - 1

3 y - 1

2 26x + 6 xy + y - 6x

lOxy + 5y - 2x - 2y

10y2 - 8y + 1

20 x3 + 7y3 + 12xy2 -
3 2 2

7y +42 x y+42xy -

3 221y +42xy - 24xy -

35y3 - 45y2 + 15y -1

T°n.m

- 6 y + 1

+ 1

3Ox2 - .3y2 -

6x2 -48xy -

33 y 2 + 2x +

24 xy +12x + 3 y - l

15y2+3x + 9y - 1

13y - 1
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ou
(8.23)

n q

r=0 s=C

,(n) B(n) An
m.r q, s r, s

Nous obtenons alors une relation analogue à celle de Un m . Vn m où les éléments de matrice

(B ) prennent la forme triangulaire. Parce que A n est une matrice symétrique, par rapport a mm,q m, q _ ,. %.q n q n

et q, il est possible de diagonaliser C . On trouve que si. B m est exprimé par :

(8.24) B" =(-nm + q

m.q
alorB T° se développe sous la forme :

n. m

(8.25) T° = — m

i-m+1)

m+r ,m. ,2n-m+l,
rn.m=nT S (- ! ) "-<;•) T V > Tn.r

et

(8.26)

(n = 0 , 1 ,

fT
 Tn. mTp,q

m = ( 0 , 1 ,

s i | n - p | + | m - q | > 0

1

(2n+2) (2n-2m+l) si n = p, m = q

IV - POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR UNE ELLIPSE

Dans la diffraction par un système optique asymétrique, une ouverture circulaire est changée
en une ellipse à cause de l'erreur de déformation, quand l'objet est très loin de l'axe du système, ou
la distance de l'objet à l'axe du système est plus grande que le rayon de la sphère de référence

«r = y x2 + y2 = RQ (voyez chapitre \). Dans ce cas, on ne peut pas utiliser les polynômes de Zernike

dans le développement de la fonction d'aberration, parce que l'orthogonalité des polynômes Z (p)
n'est plus valable. Alors, il faut employer les polynômes orthogonaux sur un domaine elliptique.

Les polynômes elliptiques sont obtenus des , jlynômes de Hermite-Didon par une transforma-
tion linéaire des coordonnées x et y :

(8.27) x = BjU + a2v +a g = f (u,v)

y = bjU + b2v + b3 = g (u, v)

où a, b, , f, sont des constantes.

Dans un article (1953, 1959), nous avons donné les équations différentielles que ces types de
polynômes satisfont et aussi la règle pour obtenir les polynômes.

Soit E n n i (x,y) un polynôme elliptique, où les demi-axes sont a, b. Alors, on peut exprimer
En, m (x«y) par le moyen de Un m ou de Vn m , comme suit :

<8'28> E n ( m<*'*>- U n,m ( a *' b y>

(8.29) E.nm(x,y)=Vnm(ax.by,

(1) Grôbner, 1948.
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De la table (A) nous obtenons les tables suivantes pour E et F; .

TABLE C

n

0

1

0

2

1

0

3

2

1

0

4

3

2

1

0

m

0

0

1

0

1

2

0

1

2

3

0

1

2

3

4

En,m

1

ax

by

1 ._ 2 2 . 2 2 . .
y (3a x + b y -1 )

2 ab xy

i(a2x2
+3bV-D

f (5aV • 3bV -3)

}by(3a2x2+b2y2-D
3 . 2 2 - . 2 2 , .
2 « | i » + 3b y -1 )

| ï(3a2x2
 + 5bV-3)

1 /oc 4 4 a i 4 4 „„ 2,2 2 2 __ 2 2 „ 2 2 _.g-(35a i + 3 b y -30a b x y -30a x -6b y +3)

2 2 2 2
2 ab xy (5a +x +3b y -3)
3 / c

 4 4 . . 4 4 . . 2.2 2 2 . 2 2 . . 2 2 x 1 .
T ( 5 B X +5b y +13a b x y -6a x -6b y +1)

3 abxy (3a2x2 + b2y2 -3)

1 ,n 4 4 ««.4 4 „„ 2L2 2 2 „ 2 2 __ 2 2 _.- (3a x +35b y +30a b x y -6a x -30b y +3)

E 'n.m

1

2 ax

2 by

. 2 2 ,4 a x -1

8 ab xy

. . 2 2 ,4 b y -1

2 2
4ax(2a x -1)
4by (6a2x2-l)

4ax (6b2 y -1)

4by(2b2y2-l)

16a4x* - 12a2x2 +1

8 ab xy (8a2
x

2 -3)

, , , , 2 2 2 2 „ 2 2 , L 2 2 ,.2 (48a b x y - 6a x -6b y -1)

8abxy (8b2y2 - 3)

16 b 4
y

4 - 12b2y2 + 1

TABLE D

n

0
1

0

2

1

0

3

2

2

0

m

0
0

1

0

1

2

0

1

2

3

1
a
a

1
2

p co» (f
p »in(f

[ 3 2
L ( 2 *

ab p 2 «in2

1
2
3
8
9
8
B
8colco

[<•'•!
• t [<5*2

bf[(.
2<

b p (a -<

En,m

2 2
+ b )p

f
b 2

) p
2

+ b 2 , f
2

. b
2 ) p 2 -

^b2,p2-
2 2

(a

"*

-1

-4

3

|

-4

pco» <p

-• j

J + 2" (

]«»f
p].in<p +

p] c o . Y

].mr

• b P

3 2
7a "

2-i"

fbf
f!af
4bp

«in If

b )p

ib2)p

ip 3 (5

3(3«a

3(a2-

3(5b2

)

2 2
co» (1

COI

2 .a -b
A

*" D 1

3b2)

-a2 ,

2 ) CO.3!,

•in3<f

3co» tf
3 -

c o » <p
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si m + q est pair n = 0,1, , et m. q = 0 , 1 , 2 , . . . n.

Cependant la propriété orthogonale deP n .m est très compliquée, mais on peut construire un
ensemble de polynOmes P1

 m qui sont exprimés par une forme linéaire de PR m , comme nous avons
fait pour les polynômes Vn m et Tn m (formule (8. io)ou (8. 25). On écrit :

m+r (2m-l)!'. (2n-2m+l);î "
(2r-l)!! (2n-2m-2r-l)! :

m
(«-(0.1...

n-1

Alors les propriétés orthogonales de Pn> m prennent la forme :

(8.33) J e [ " - » "••>•«**

J > r 12

P' - _ dx dy
CL n>im J (n-m)! (2n-

Je

si |n - p| + |m - qJ>0

(2m).'(2n-2m-H)!!îr
, (m

n.2m+l
i-2m-l)::TT

(n-m)! (2n-4m-l)(n+l)
L. (m = 0,1,

n-1

Ainsi, P'nf m joue le même rôle pour Pn# m que Vnf m pour les Vn. m o u T n. m- O n P«ut f a c i l e "
ment calculer les coefficients de développement d'une fonction quelconque F (x,y) en P'n> m .

Dans la table (E) nous avons indiqué les polynômes P n > m et les polynOmes P'n ,m o u

(n,m - 0,1,2.3,4).

TABLEE

n

0

1

1

2

2

2

3

3

3

3

4

4

4

P 4

P 4

m

0

0

0

0

1

2

0

1

2

3

0

1

2

3

4

n, m

1

2x

2y

2(3x2 + y2 -1)

4 x y

2 (x2 + 3y2 -1)

4 (5x3 + 3xy -3x)

4 (x3y + y3 - y)

4 (x3 + 3xy2 - x)

4 (3x2y + 5y2 - 3y)

2 (35x4 + 3y4 + 5x2y2 - 15x2 - 8y2 + 3)

8 (5x3y + 3xy3 - 3xy)

4 (5x4 + 5y4 + 6x2y2 - 3x2 - 3ya + 1)

8 (5x3y + 5xy3 - 3 xy)

2(3x4 + 35y4 + 15xay2 - 6x2 - 15y2 + 3)

- 162 -



n

0

1

1

2

2

2

3

3

3

3

4

4

4

4

4

m

0

0

1

0

1

2

0

1

2

3

0

1

2

3

4

P1
n.m

1

2x

2y

2(3x2 + y2 - 1)

4xy

4(4y2 - 1)

4 (5x3 + 3xy2 - 3y)

4 (3x2y + y3 - y)

8 (6xy2 - x)

24(2y3 - y)

P 4 o

9 P 4 1

7 P4 0 • 15 P4 2

- 3 P4 1 + P 4 3

1 0 P 4 0 - 1 5 P 4 2

m E 'n .m ( a P c o s < f ' b P i l l U

2 a P cos if

2 b p sin Y
.2 a 2 2 A 2 cos» , ,

cos

2 a* p * - 1 + 2 a
4 ab p 2 «in 2 (p
2b2p - 1 - 2b2p2

2 a p(3a2p2-2) cos<f+2 a3p3

2bf (3a2p2-2) sinf+6a3bf3

2 af(3b2f 2-2) cos(f+6 ab2p
2 bj> (3b2p2 -2) sin(f-2 b3p3

c o i

On peut aussi définir les polynômes orthogonaux sur un cercle de rayon a « 1, comme suit

(8. 30) P * —
n,m n!

( x 2 + y 2 - l ) n (n - 0 . 1 , 2 )
(m « 0 , 1 , 2 n)

(1) Voyez GrObner (1948).
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Les polynômes sont les mêmes que les Pn m d e la table (A) sauf pour les constantes numériques
multipliant le polynôme. La propriété orthogonale de Pn ,m e 8 t :

(8.31) Pn. m Pn. q
= ° si m + q (impair)

. (2n- (m+q) ! (m+q) ! TT
(n - (

2

Les polynômes elliptiques correspondants à P'n m sont donnés par la table suivante

n

0

1

1

2

2

2

3

3

3

3

m

0

0

1

0

1

2

0

1

2

3

E'n m (a pcos (f. b p siny)

1

2 a p cos (#

2 b p Bin <P

(3a2+b2)p2-2 + (3a2-b2) p 2 cos2

2 ab sin2(#

4 ( 2 b 2 p 2 - 1) - 8 b 2 p

3ap [(5a2+b2)p2-4p]

bp[(3b2-3a2) ^2-4f]
4 ap (3b 2 p 2 - 2 ) c o s »

2 cos2 if

cosip+ap3

sin(»+3bp3

-iab2p3

12 [bp(3b2p2-2) sinf - b 3 p 3

Y

5 a 2

(a2n

c o s

sin

-3b2)cos3

- - b2) sin

"ri
Après cette étude préliminaire de polynômes orthogonaux sur un cercle, triangle ou ellipse,

nous pouvons développer la fonction de Hamilton ou la phase d'intégrale de diffraction en séries de
polynômes, de la même façon que Nijboer l'a fait pour les polynômes de Zernike.

Par conséquent on peut écrire :

(8.34) W =ZA V
n, m JI, m

P1 (x.y)n,m n,m

où

(8.35) Y (x,y, - nTmQ A

si la pupille de sortie est circulaire ;

( 8 3 6 ) W l n . ^ . O Bn.

ai la pupille de sortie est triangulaire ;
oo

^ - 0 C "

P' n . m

<8- 3 7 ) W ". m
(x, y) = Dn# m P'n „ (ax. by)

si la pupille de sortie est une ellipse.

En remplaçant (8.35) (8.36) et (8. 37) dans la phase de l'intégrale de diffraction, nous obtenons :

(8. 38)

(8.39)

U = A- I e*M 2Z Z. A» (x v~ • x1 v< »M P' lx vil Hx Hv
iC 1 n'O, m'O n,m l"o' v o < * > V • z t r n ,m ( X ' y 'J a x a v

B n . m T ' n . m
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(8. 40) m=0 n, m n.m (x.y)lJ dx dy

respectivement pour un domaine de forme circulaire, triangulaire ou elliptique.
En pratique, l'évaluation de (8.38) à (8.40) est difficile. L'intégration deviendra maniable

seulement au voisinage du point focal ou de l'image de Gauss.

Dans ce cas, on peut développer les exponentielles en séries et pour les petites valeurs de n, m,
il est possible d'après les tables (A) - (E) d'évaluer les intégrales.

Mais il faut noter que, du point de vue pratique, la distribution du champ au voisinage du point
focal ou de l'i.nage de Gauss n'est pas très importante. Mais dans quelques problèmes il est intéres-
sant de connaître la distribution du champ près du point focal ou près de l'image de Gauss. Cependant,
ces polynômes prennent de l'importance dans d'autres domaines delà physique mathématique et surtout
dans la théorie de vibrations de plaques élastiques asymétriques.

5 - GENERALISATION DES POLYNOMES DE ZERNIKE

Finalement nous considérons quelques fonctions qu'on peut employer dans l'étude de la diffrac-
tion. Ce sont les polynômes hypergéométriques dont nous nous sommes servis pour résoudre le
problème de la diffraction des ondes électromagnétiques par une ouverture ou écran circulaire (1959,
1963). Si la fonction J est définie par l'intégrale :

alors pour les valeurs de 01 = m, 3 , Y = m +0 + — ,

6m, 6m+ 9+ - = Jm, |3 m+9+— e 8 t e * P r i m é P»r l e « expressions suivantes*

(8.42)

valable pour 0<j><a et :

(8.43) g m .p \

m
- m -

oo

E
r = 0 r! T(r+m+l)

cos (V-»- 2)TT ̂  m+2v+2 f av (i

2 «

' r = 0

a

2r

! f(m+p+ 1) P
valable pour a < p •< °o

La

elle deviendra

fonction g n rv 1 est une fonction discontinue en p et pour certaines valeurs de B V
m. p,m+V+ 2 ' p2 U.

dra singulière au bord de l'ouverture P = a, de forme (1 - *-z)~'2 ou bien s'annule. Mais

et v , g m Û ..-) J^s'annule quand P5a.

Supposons que V = n, (n = 0,1, )
Alors d'après (8.42) et (8. 43) nous avons :

(8.44a)gm |

(#)Cette formule est égale à :

2n+m+l-Pp m j

Rm,p . m + V + l / 2 T ' a ) = a 'a'

discontinuité est à p =a.
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si o é y i a. et
= o si

. . . . . . , , i ,2 m+2n+l-p 1 r (2n+m+l-fl)
(8.44b) gmjjj)m+n+i/2(f-a'-a

(
a' p2p

et si 6 =m+2n+l, nous obtenons :
, . l . P . m A , ..rJMr+m+n+l) , P 2 n

{ 8 4 4 c ) Vm+2n+l.m+n+l/2(P'a)=a"(f) E j " " r! T (r+m+l)r (n+l-r) (ï) ' P < a

lequel est un polynôme de degré 2n eni/a.

Supposons que P = 2n + m+ 1/2. Dans ce cas, nous obtenons :
1 2

<8-45> « < M <

donc g—»«oau bord de l'ouverture, et g—»o si P = m+2n+3/2.

Mais s i ( J = p + m + l , p s (1 ,2 ,3 ) p> n nous obtenons les polynômes hypergéométriques

1 P2m ft
22<P")

8 m , m+p+n+1, m+n+r orthogonaux sur l'ouverture circulaire avec la fonction de poids (M (1 - v a 2
II suffit de noter que les polynômes de Zernike sont exprimés par la fonction J ^ pj . comme suit :

n-m-*-2

(8.46) Z m < p ) = (-1> " ^ "

où le poids-A ( p,a) = j> . Aussi on peut écrite par l'intégrale :

(8 .47 , g ^ < p . . > = C < p . « - D - (

où n - m = 2p (p* 0,1,2 )

Si on multiplie (8.47) par P J ( Pr), nous obtenons immédiatement :

r 1
 m n-m

(8.48) J J
m<p r> z™ <P>P <f "<-D^^ Jn+r(D

formule déjà donnée par Nijboer (1942).

Il y a une relation entre notre fonction g<* , 0 , * et les polynômes de Jacobi. Soitfn(«,tf,z)
un polynôme de Jacobi, défini par la fonction hypergéométrique de Gauss.

(8.49) f (a , t, z) * «F, (<» + n, - n ; 1 ; z) (-l̂ z l̂)
n « i

où y^O. iff 0, - 1 , - 2 , . . . . -n+1. Mais alors fR est exprimé en terme deg - + + . , - ( p ) comme suit:

!

En mettant 6 -n * m + n + 1), nous obtenons la relation suivante entre les polynOmes de Jacobi et

g m , m+n+n+1, m+n+1/2
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(8.51a) Sm .m+n+n+l. m+n+l/2

T (m+n+1)

T

(n+» (m+1)
f_ (m+n+1. m+1 ; •*— )

1 P m r(m+n+l)
( 8 5 1 b ) Vm+2n+3/2. m+n+l/2 ( P ' a ) ^ (a>

1/2

n +3/2)

(n,n+m+3/2 ; m+1 ; f/ )
42

2F1

TTm+n+l)

P2
fn(m+3/2.m+l-»-2-)

a

D'après les propriétés orthogonales des polynômes de Jacobi, nous déduirons les propriétés
orthogonales de notre fonction.

a( 8 - 5 2 ) j o
= 0 si p f n

1 .4 , 6-m-2n-l ["(n+1) Rm+n+l) , .= -7; i—n) r - 1 si p = n
a2 «*

Alors les polynômes définis par :

(8.53) K . (p.a) = — a

forment un ensemble de ('onctions orthogonales sur un cercle de rayon a, ou bien d'unité si a - 1 :

1 r ( a > 1 )

(8-54)72 / V6,n (P'a)Km.P.n (r-
= ? 3l P * "
= 1 s i p - n

où N est la constante de normalisation ;

(8.55) N2. -.1 (A,
a 2 a 2

Comme cas particulier nous prenons & = m+2n+l alors K ( P. a) deviendra
m, n I

(8. 56) B m , m + 2 n + l , m + n + l / 2 ' P ' a '

et
(857)/ô Vn'r"Vp<f-8)

En conséquence de (8. 57) on a :

(8. 58) f
J 0 *m,m+2n+l. m+n+1 / 2 ( f ' a ) «m, m+2p+l,m+p+l/2 ^'^ si p f n

si p = n
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Il n'est pas très difficile de déduire les propriétés suivantes :

(8.59A)| g . A Ai/<><*. a> J <PtMdt= 2 n + m P J^ (p a)JQ
 Bm, J» , m+n+1/2 m I w \

et comme cas particulier, P ' 2n + m, nous obtenons :

(8.59B) j g o _,_ _,_,,, (p. a) J (pt) t dt = Jo _. (aP)
I em,m+2n, m+n+1/2 | m | 2n+m |

J 0
 gm,m+2n+l, n+m+l/2 ( a X) Jm ( ftJ ' d t =

 ( a )

et si JS = m + 2n + l

(8.60)

En plus si m + 2n = p et a = 1. la formule (8. 60) se réduit à :

(8•6"Jè
qui correspond à la formule de Nijboer.

Donc nous pouvons définir les polynômes de Zernike, de façon :
n-m

qui est équivalente à la formule (8. 46).

De la formule (8.41) nous pouvons déduire un certain nombre de formules intéressantes, parce
q u e ^m, ft m+n+1/2 ( P a ) e 8 t e x P r i m é P*r l'intégrale :

Jl><*t> t 2 n + m + 1 ^ dt

Si nous remplaçons la fonction Jft (at) tn+m"P par l'expression équivalente (8. 59). on arrive à la rela-
tion importante :

Cette dernière relation ressemble à la transformation de Fourier-Bessel :

(8.65) F (f) = I J ( t) t dt / uf (u) J (ut) du

Nous remarquons, que les fonctions %OL>P>% (P8) sont les généralisations des polynômes de
Zernike et Jacobi. Les polynômes obtenus pour les valeurs particulières de«,jj (jf, généralisent les
polynômes de Zernike sur un cercle de rayons quelconques a. '

Nous concluerons ce chapitre en remarquant qu'ont peut utiliser ces polynômes à la place des
polynômes de Zernike, pour étudier la théorie de la diffraction d'aberrations.

Il n'est pas difficle de construire aussi les polynômes annulaires d'après les fonctions g<*.R. rf-
Ceux-ci ont été considérés par Steel (1954). l

Enfin, on peut exprimer gm m+2n+3/2,m+n+1/2 par l e B potynomes de Legendre du type :

«m.m+2n+3/2. m+n+l+2(f a> " ^ V s ^ 1 ^ 3 / 2 } Pm+2n+l

si 0 « » p < a
* 0 si p >a

L>es fonctions g >~ .o ;o . «̂ /« (P .•) louent \in rôle principal dans la théorie exacte de lam, m+Zn+J/«, m+n+l/2 l
diffraction par une ouverture ou disque circulaire.

Pour la dérivation de la formule (8. 66), voir notre article (1963).
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CHAPITRE IX

LA THEORIE DIFFRACTIONNELLE DES GRANDES ABERRATIONS

I - EVALUATION DES INTEGRALES D'ABERRATION

Jusqu'à présent, nous avons étudié le problème de diffraction pour des aberrations plus petites
que la longueur d'onde. Mais, si la déformation du front d'onde réelle S, à la sortie de l'instrument
optique, est grande, par rapport à la surface d'onde idéale (la surface sphérique S ), alors les méthodes
du chapitre VI et VII ne sont pas valables, parce que les séries convergent très lentement, ou deviennent
semi-divergentes. Si les aberrations sont beaucoup plus grandes que la longueur d'onde, il est néces-
saire d'évaluer l'intégrale de diffraction par d'autres méthodes. Une méthode applicable dans ce cas,
est la méthode de la phase stationnaire, ou la nrfthode du col, qui est à peu près équivalente.

Aujourd'hui, l'extension de la méthode delà phase stationnaire aux intégrales doubles ou multi-
ples est bien établie, grâce aux travaux de plusieurs auteurs. Il n'est pas nécessaire de donner une
analyse détaillée de cette méthode, on peut trouver un traitement complet et historique dans notre deu-
xième thèse.

Dans la théorie de la phase stationnaire, les contributions principales de l'intégrale de diffrac-
tion :

. 2 ikRo Ç - i k [ s + V(Ç*P)J
(9..1) U(r) = v(x, y , r) - ^-^ J - '- d s

21TRo D s

/
. > ik u (x, y)g(x, y) e T J dx dyik .* A

2ir ° D

quand k est un grand nombre, sont dues aux points du domaine d'intégration D, où la phase est sta-
tionnaire et où l'amplitude cesse d'être bornée. Ceux-ci sont les points critiques de l'intégrale. Les
points critiques satisfont les conditions suivantes :

(a) tyx = 0 , (fy « 0, (x, y : e D)

(b) — L = 0, (X =• x(s), y = y(s) (x, y : C o D-V)
fcs

(c) g(x. y)-»oo (non-bornée) a (x-»x , y -—y ) : e D + "6 D)

(d) g(x, y) est une fonction discontinue dans I) ou o D

Soit (x., y,) un point stationnaire à l'intérieur de D et, déplus, (p U> U> différent de
1 i • XX, I xy, Tyy

de zéro, si x-» Xj, y-*-y.. Alors, comme nous le montrons dans notre deuxième thèse, la contribution

principale à l'intégrale (A) est donné par la formule :

(9.2) U(>> = - ^

où t s 1, si les rayons de courbure R , R «ont positifs au point x., y. ; £ = -1 , s'ils sont négatifs

et£ « -i, si Rj ;> 0, R ^ 0 ou Rj < 0, R2 ^ 0 .
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La deuxième approximation de la contribution principale est

(9.3) U^OO - V*-0)M+V?'2)M

ou

. 2 ;
* l i2, o) 2 r o , 2

rr—^Lgo2
+Wdoi+ 2 eoi ) + 2 goodoieoi .

* V 2 , o' 2 l " 0 , 2' 2

~ « 2 J o t ^ I2A
é = P (0 + 2 p o <p + 0 w
" 0 2 r » 20 r ' 11 ' 0 2

et (X , 3 » Y » et o sont des constantes de transformations.

X - X. = d u + 0V

y - y. = fu + 5 v

liées par les conditions

• 2 0 ' C

a * . P Y = i .

Les coefficients g» g.ft, e tc . . . sont donnés dans notre deuxième thèse. L'approximation (9. 2)

n'est pas très importante dans les applications.

Nous avons seulement écrit les deux premiers termes du développement asymptotique des séries
qui sont les plus importants dans les applications. La série asymptotique complète est donnée dans
la deuxième thèse.*

Si les points critiques (x , y ) sont situés sur la frontière de D, le premier terme de la contri-
bution principale de l'intégrale s'écrit :

(9.4) v[l\k) = -~V(2TT) e3 1 t l / 4 g(x, y) elk<^ ( x ' y ) k " 2 *

\ (h (h - 2 (b (b (p + w <p - -{& •
L~xx~y T x y T x r y yyT x p ' x

où p est le rayon de courbure de la courbe bordant le domaine D.

La série complète est donnée à la deuxième thèse.

Cependant, si un point ( ty , y ) sur la frontière de D, satisfait la condition (a), l'intégrale
donne une contribution dont le premier terme est :

/a et TT'^ ' / I -» - *K

* Nous remarquons ici que la série complète généralise les résultats obtenus par M. Rubinowicz et
son élève.
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qui est la moitié de (9. 2),

Si un point critique se trouve sur la caustique du front d'onde, il faut que f (x. y) satisfasse
les conditions :

(9-6) <PX = 0. h ' °. ^xx^yy^xy = °'

<PX X * ° on ( ^ f 0 .

Soit (x , y ) un point critique du type caustique,
c c

On trouve que le premier terme de la contribution principale de l'intégrale est égale à :

„ < > . ^,."'/«r(i)co.(i)e«vyi,
 gik^'y;', •

k 6 ^20 C y " 03* 3

où

H»20 - ?xx (V V <fO3 = Yyyy'V V

Pour les contributions d'autres points critiques à l'intégrale (9. 1), voyez notre thèse.

Pour des cas spéciaux, l'onde incidente s'exprime sous la forme :

(9.8) U inC = A(r)e i k V

où V est la caractéristique de Hamilton, qui satisfait l'équation (9. 9):

(9.

et

(9.

la

S)

10)

quantité

(VV) « k2

gQ ir/r j

s est la distance

iks

s

d'u point sur D au point d'observation. Les contributions des points
critiques du type ci-dessus, sont données par Petykiewicz (1965), Fabianski (1964, 1965) et Miyamoto,
et Wolf (1962).

Ces auteurs ont fondé leurs études sur la théorie de Young - Rubinowicz, formulée par Maggi
et Rubinowicz. Mais notre évaluation de l'intégrale double de diffraction correspondant à la formulation
de \ Fresnel - Kirchhoff, est plus commode, et plus générale, parce que dans la théorie de Young -
Rubinowicz, il faut évaluer les contributions des points critiques, situés sur l'intérieur de D. Ces
contributions donnent l'onde géométrique de Rubinowicz, qui équivaut au premier terme (9. 2) de la
contribution principale, due aux points stationnaires à l'intérieur de D. Les autres termes de In série
asymptotique dépendent de la longueur d'onde A . Par conséquent, ces termes donnent une contribution
additionnelle, même quand leurs valeurs sont très petites, et on peut expliquer leur effet sur l'image
de diffraction comme une interférence de diverses zones de Fresnel, comme Van Kampen et l'auteur
l'ont remarqué dans leurs publications.

Pour mettre en accord les résultats de l'école de Rubinowicz et de Wolf et ses colloborateurs,
il est nécessaire que l'évaluation de la partie géométrique (les contributions des points critiqueb dur
l'intérieur de D), soit faite de la manière que nous avons établi dans la deuxième thèse. Alors, les
deux méthodes (la théorie de Fresnel - Kirchhofï, exprimée par l'intégrale double et la théorie formulée
par Rubinowicz et Miyomoto - Wolf) donnent un résultat équivalent dans le cas des grandes aberrations.
Il faut souligner ce point de vue, pour rendre les deux théories équivalentes, parce jqu'il exiete^ne
différence entre les auteurs qui suivent la théorie de Fresnel - Kirchhoff et ceux qui donnent leur
adhésion à celle de Young - Rubinowicz,
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Alors, il faut être prudent pour interpréter les résultats, obtenus par la théorie de Young -
Rubinowicz, parce que cette théorie est basée sur l'intégrale de Kirchhoff.

II - APPLICATION A LA VITESSE DE GROUPE

Récemment, une application intéressante de la méthode de la phase stationnaire, a été donnée
par M. Lighthill (1965), pour étudier la signification de la vitesse de groupe dans la propagation en
milieu anisotrope et inhomogène.

Supposons, une équation d'onde exprimée par l'équation aux dérivées partielles

où l'opérateur P est un polynôme quelconque des dérivées partielles -p^p -f-. L& fonction de source

f(x ), de fréquence fixe 6ûo, est définie dans un domaine D fini de l'espace et s'annule au dehors de

D.

Ici nous cherchons la forme de la solution u (XJ, t) à grande distance du domaine D.

Pour obtenir une solution unique, il faudra que U satisfasse la condition de rayonnement,
c'est-à-dire, t <v oo.

Alors, Bi nous exprimons f (XJ) par une superposition d'or.dea planes.

* -
(9.12) tir) = fUp *J«, F £ ) e 2 T r i ( r ' k) dïT,
et (dk = dk4dk2 dk3)

f * * 2Tri(r7Ê)

(9.13) u £ ( r ) ' D g l ï i l ' J ^ g £ 0 O « dk

où u = exp [2Tri (e.(i)o) t] Ug .

L'équation (9.11) devient :

(9. 14) P = (k, w + i 6 ) g £ = F

La constante £ est ajoutée à la solution u pour obtenir un accroissement continu de l'intensité
de source,de zéro quand t = - 00 , jusqu'à la valeur actuelle au temps t.

Pour déterminer

(9.15) U = lim U e

dans une direction m = ( l? , (f ), nous faisons une rotation de coordonnées, telle que la direction m
coïncide avec l'axe de x.. Par conséquent, u£ est exprimée par l'intégrale :

Parce que F(ic) est régulière, les singularités de. la dernière intégrale sont des zéros de P

(k, (UQ + i£),Pour cela, nousdevons considérer les valeurs réelles deki» fonctions de k2» k3, 0)o+ ifi,

qui annulent P, parce que, si k est complexe, nous avons une propagation amortie et U.-*0 quand x,-c».
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L'intégration par rapport à kj donne :

(9.17) 21U F(k.. k2. k3)

v k2. k3>coo)

2 3
si >0

SI

Alors, la valeur asymptotique de Uo = lim Û  est

(9.18) Uo~2Tti J

La surfac«»E est la surface d« l'onde réciproque, transformée de Fourier, . de la surface

xl = xl(x2, x3). qui définit les ondes de fréquenceO) = u>Q, sur lesquelles &£- :>o.

L'intégrale (9.18) est delà forme (9.1) où la phase <f (x, y) correspond à kj (kg, k3 ;O>o)et

g(x. y) à F(k)

aP(g;u)o)

Alors, comme dans le paragraphe (9.1), le premier terme de la contribution principale de
Uo est égale à :

(9.19) U o * 2 i T i Z j F(k£) exp [ 2TT i(k} » t * kg x2 t kr

R I V k ? l k r«k roi | k r | 1/2

° «*= 1,2,3)

k représente le gradient par rapport à k et k est la courbure de Gauss. La phase V" prend
les valeurs :

Qr * o si kr ^ 0 si 52 convexe le long m +k

Ôr = 1Ï 8i 8 i s convexe " " m +

Qr » ^ si kr < 0 bi la direction m est possible à m +

» , j t g j ii ti ii ii n » » » ii " ii

Alors, la solution asymptotique, le long d'un rayon m (V-.f) est :

(9.20) U 'V e ~ 2 m W o * u o

Telles est la formule obtenue par LighthiU.
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Pour d'autres applications de la méthode de la phase stationnaire à la propagation des ondes
magnéto-hydrodynamiques, nous citonB le mémoire de Lighthill (1960).

Le cas uni dimensionnel a été traité par Cotte (1952, 1955) et Lighthill (1965).

Nous remarquons que l'intégrale (9.18) est d'une forme particulière, dont nous avons parlé
dans notre mémoire (1959). Dans ce mémoire, nous avonB étendu la méthode de Poincaré et Picard,
pour évaluer les intégrales des formes rationnelles et algébriques à deux variables complexes. Pour
une application d'un type plus général, nous référons à notre mémoire (1965).
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CHAPITRE X

DIFFRACTION D'ONDES CORPUSCULAIRES

I - EQUATIONS FONDAMENTALES

La base de l'optique ondulatoire non-relativiste des corpuscules est l'équation de Schrôdinger,
et pour les corpuscules -elativistes, l'équation de Dirac. Pour formuler une théorie de la diffraction
des ondes corpusculaires des systèmes d'optique électronique, il nous faut trouver une formule,
correspondant à celle de Kirchoff, pour les ondes corpusculaires. L'équation de Schrodinger est de la
même forme que l'équation d'onde scalaire de la lumière, avec la différence, que dans les systèmes
d'optique électronique, on utilise les champs électriques et magnétiques locaux, et dans certains sys-
tèmes, les champs sinusoïdaux. Donc, le problème de la diffraction des ondes corpusculaires est
beaucoup plus difficile que le problème d'optique ondulatoire. Ce problème est équivalent au problème
de diffraction des ondes lumineuses, les lentilles étant construites en verre non-homogène etaniso-
trope, c'est-à-dire l'indice de réfraction n est variable et représenté par une fonctiontensorielle.
Dans ce cas n dépend non seulement des coordonnées, mais aussi des directions. Une théorie
de la diffraction des systèmes optiques non-homogènes et anisotropes est très difficile à for-
muler. Même pour une théorie approximative, les difficultés mathématiques sont presques insur-
montables. La propagation d'ondes corpusculaires dans un champ électromagnétiqu statique est donnée
par l'équation de Schrodinger :

(10.1) (E - V - f - A2)
2m

où E - V est l'énergie cinétique des particules et A est le potentiel vecteur. Soit (f, le potentiel élec-
trique, normalisé de façon qu'il s'annule pour la vitesse zéro de la particule et vo la vitesse de
la particule dont l'espace du champ libre, alors, on peut écrire :

et

(10.2)

(10.3)

E - V = e (f = — v 2

' 2

m 2

7
- v o = e U

L'indice de réfraction "isotrope" net k le nombre d'onde, sont liés par les équations suivantes

(10.4)
U

(10.5) k ° =
2TT 2TT

2 meU

En tenant compte de (10. 2) - (10. 5), l'équation (10. 1) prend la forme :

(10.6)
m v.

2i kQ e
m vo

(A V(j)) = 0

Maintenant, nous considérons une solution de (10.6) ayant la forme d'une onde géométrique :

(10.7) Ci)- B (r) e i k o s ( r )
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Après un calcul simple, nous obtenons l'équation suivante, satisfaite par B^rj et S , j

[ 9 e ? i i e Ah

n - <VS + A) + — (BAS + 2 (VS + A) VB + ~ x = 0mvo J ko mv o ^

En séparant la partie réelle et imaginaire de (10.8), nous obtenons :

(10.9) n2- <VS + ^-A) 2 +± f - 0

(10. 10) JÛS + 2 (VS + r5 A) VB =0

Si la longueur d'onde de Broglie X o est très petite, de telle façon, que le troisième terme de
(10. 8) est plus petit que les autres :

( io . l i ) | - | ^ |

alors en première approximation (10. 9) se réduit à:

(10. 12) n2 - (VS + - ? — A) = 0
mvo

et la fonction de phase S satisfait l'équation différentielle non-linéaire

o 2 e 2 e^ 2
(10.13) (VS) + (B V S) = n - 5 A

m v z
m v

o mvo

La solution de cette équation donne la phase de la solution d'onde géométrique (10. 7). Une fois
S connu, l'amplitude B est obtenue en résolvant l'équation (10. 10). Comme dans l'optique ondulatoire :

S = C

donne les fronts d'onde des corpuscules indépendants de l'amplitude si la condition (9. 13) est satisfaite.

Dans le cas où (10. 9) n'est pas valable, ou pour les domaines où l'amplitude change rapidement
il faut calculer la fonction de phase et l'amplitude d'après les équations simultanées (10.9) - (10. 10).

II- FORMULE DE KIRCHHOFF

Nous savons par la théorie des équations aux dérivées partielles, d'ordre quelconque, que si
u et v sont des fonctions satisfaisants, les équations .

(10.14) L(u) = 0

L*(v) = 0

où L est un opérateur différentiel et L* un adjoint de L, l'application de la théorie de Green donne :

(10. 15) I I v L (u) - u L* (v) l dr» = [ (if. P) dr« = I P (u.v) d f

où 7 est une forme bilinéaire de u et v, et de leurs dérivées partielles jusqu'à l'ordre n-1 si (10. 14)
est d'ordre n. L.B fonction P est déterminée si les opérateurs sont connus.
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Alors, soit L l'opérateur qui entre dans l'équation de SchrOdinger :

2
(10. 16) L = A+ k2 (n2 - - — A2) + 2 i k ° e (A V)o mv mvo o

Si nous prenons pour L* l'opérateur suivant :

2
(10.17) L* = A2 + k2 (n2 - — A2) - 2 ite° e (V)Ao mv mvo o

alors la fonction P est égale à :

(10. 18) ~? = —:— I —:— (v Vu - u Vv) + 2 eA uv I

et si à l'intérieur de la surface E , il n'existe pas de source, l'intégrale (10. 15) donne :

(10. IS) I —r- (v Vu - uVv)+2e A uvl n dS

JE l J
où la normale est dirigée vers l'extérieur deZ.

Comme dans les chapitres II et III, nous supposons la surface E un plan, donné par z = 0, où la
fonction u(x.y.z=0)est connue. On prend la surface fermée comme la réunion de la surface plane A et
de 1» surface de la demi-sphère S R de rayon R.

Un point sur A est désigné par (x . y , 0).

Soit u = g(r/r') la fonction de Green, qui est une solution de l'équation singulière en P ,

(10.20) L*g = 0

Soit P (x ,y z ) = r un point presque à l'infini. Nous prenons une solution v ainsi que :

(10.21) u = g(r/r') et v * V

Donc nous écrivons :

(10.22) Vvdf = - Y^- dxo dyo

o
f CE OS » A (z » o)

(10. 23) V g d f « - -M" d*o dyo

la dérivée est prise dans la direction négative de z et

(10.23) Vv. d f = - v*r r2 d( l

tes

(10.24) Vg. d f » - ^ r2 d f l ,

où y • U>
* sphère Sp de centre r .
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(10.26)

Maintenant une substitution de (10. 22) (10. 25) à (10. 19) donne :

- \e] H>d*o dyo

4TTie . _,. . 2Ar g)<|>r2 d fl p

La condition que l'intégrale surE' s'annule, si R-*0, comme—, etque¥-Vf«0 = une constante,

et si (10. 27) Y iV— Q (tf-.if ) e l k g (r/r')iî -jj Uo(i*.<f )e l k R représentent les ondes sphériques à

l'infini comme dans l'optique ondulatoire où :
2

(10.28) k = — - — ^ û If oo

L'intégrale sur la sphère Sp est calculée de la même façon qu'au chapitre III. Sa valeur est
e à -4 "ft (r), en supposant g singulière comme-L.p

égale à -4 "ft (r), en supposant g singuliè
Donc nous écrivons :

00.29) g) dxo dy
o dyo

qui est la formule de Kirchhoff d'optique ondulatoire.

III- DERIVATION DU CHAMP IMAGE

Mais comme en optique ondulatoire, nous introduisons les fonctions de Green des demi-espaces
gT et gIT, ainsi que :

(10. 30) gj = 0 ou g n = 0 sur A U E

Alors la formule précédente devient:.

(10.31) 4>(r) = ~

où (10.32) gj = ga (r

(10. 33) g n = ga (r

pour gj, nous prenons la forme :

(10.34) g = aQ (r,

où Ao et S satisfont aux équations :

d - ^ — - A z ) g l dx Q dyQ

eh
S(r.r')

(10.35)

(10.36)

(VS + eA) . 2 2 2 k2 V. VA,
4 e m (P + *•

• o T 41T ao

eA)]
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Dans la première approximation, on néglige le troisième terme en (10. 35), donc :

.2
(10.37) (VS + eA)

2 2 H2 em,où p = k = ,-i

p2 = 0

'oo

La solution de (10. 37) exprimée par l'intégrale :

(10.38) S (r.r1) =1 (mQv dsV eA)fdr)

où S est la distance mesurée le long du rayon et r » t de, t est le vecteur porté par la tangente au rayon.

Dans la première approximation, on peut écrire S (r, r1) au voisinage de P = r,

(10.39) S(r.r') = - ( m ^ r + e ( t r j )

quand les points Pj , P de la trajectoire sont voisins et que la courbure de la trajectoire est négligée
et r* est le vecteur de longueur r du point Pj au point P. A cette approximation :

(10.40) VS = - mo v, e

et

(10.41)

sauf pour z = 0 ,

(10.42)

parce i

et

que

(10.43)

(10.44)

V.

donc

' o

ao

r

A v =

mvj —)
r

C o

r

2
C o

: 0 et v ~

= 0

-c 2 v (1
o r

. 1

(2)
Pour cette approximation de la solution (10. 35) le troisième terme de (10. 35) s'annule, donc,

au voisinage de P j , la fonction ga en (10. 34) est :

(10.45) g a

ao
c*i» (ï-^-i (mvir) + e (A .r ) )û f— exp

4TTr h r

La formule(10. 45) représente le premier terme de la série asymptotique en r, et aussi en S;

- , - , 2 f f i S l

(10.46) ga =

(1) Ici nous avons fait l'hypothèse, qu'au voisinag-» du point P,la source du courant est radiale.

(2) On demande q u e l ^ _ f r2 d JC est bien nulle ou effectivement c'est réalisé.
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La fonction g. est de la même forme que
2 a is

(10.47) S D
( I V P '

aux -oisinages du plan A • Donc :
" V

2iTi 2TTi So

= a eo a eo(10.48)

et, si gr = 0 sur A, il faut que nous prenions :

•o « v ^(10.49)

(10.50)

La fonction S satisfait aussi une équation de Hamilton

( x o . y o e A )

(10.51)

et sur A, on obtient :

(10.52)

9 2 2
(V S + e A ) = m v

z o o

^ • . A . ) A • ± y»> ,\¥• AS >l
(z = 0)

où ( — ) . dénote les valeurs sur le plan z = 0.
A

Avec l'aide de (10. 52), on trouve :

, fefti. 21Ti

donc :

(10.53)

(10.54)

*S>
21ti

a eo

où S (P.P ) est calculé de :l o

(10. 55) JP
[mv - e(A.S)] ds

Si nous remplaçons Pj par P et comme S (P | , Po) * - S (Po Pj) la valeur de M? (P) est exprimée
par la formule suivante :

(10.58)

(1) g]) doit être régulière pour z * z o et satisfait la même équation aux dérivées partielles que ga, telle
que pour s • zQ gj " ga - gj, « o. Il n'est pat assuré que g^ soit régulière pour z»zo pour le microscope
électronique.

(2) II faut écarter le signe + afin que (10. 50) soit satisfait.
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IV - EQUATIONS DE TRANSPORT D'ONDES CORPUSCULAIRES

Supposons °- o une sphère au voisinage de P. Un élément de ftQ, d O.Q, forme une cône qui coupe
le plan A d'élément dA = &x JyQ. Alors si la vitesse des particules sur d O-o est v et en dA est v0>nous
avons la relation suivante entre d i ^ et dA,

2
(10. 57) a* (Po) vQ dA = a* (P) vr2 d

2 2 0
où da (P ) v est la densité du courant au point PQ sur a et a (P) v point sur d J^' qui traduit 1

conservation du. flux des corpuscules ou de la probabilité de la densité du courant. Alors, on trouve :

2 in . 1 v dAn
(10.58)

dA

Si s = (p. q,r°) sont les cosinus directeurs de la vitesse v à P et pQ, q , r de vQ en P , nous
écrivons :

(10.59)

et comme v = v
o z

(10.60)

= d p d<* = !

r°(p,q) r°(p.q) 6(poqo)
dA

2
a
o

(mv)2

4 1 2 (mv2) (mvQ) 6(poqo)

Mais, mv. "s * Vs + eA et "S = (p. q,r°)

Par suite :

(10.61)
1

o ' o

s yy

( - ^ + e A T = , )

1/2

Si nous apportons (10. 61) dans la formule (10. 56) la fonction d'onde corpusculaire prend la forme:

(10.62a) r°<p<
T>S

'KO 1/2

La formule (10.62) est valable seulement pour le champ de diffraction paraxial, parce que la
fonction S donne la solution paraxialle de l'équation de Hamilton (10. 51).

Souvent, il est nécessaire, de prendre S et a comme des solutions d'équations (10.35) et
(10. 36) où l'équation :

(10.63) Va(Vs+eA) + ^ AS« - ^ A a o

II est possible de résoudre cette équation d'une manière exacte. Mais on peut remplacer la
solution approximative (10.61) pour ao, par une série asymptotique en h :

(10.64) L
n"0

où an dépend seulement de r * (x, y, z).
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Si nous remplaçons la série (10.64) dans (10.34), nous obtenons un système d'équations
linéaires non-homogènes, pour chaque a . Si S satisfait l'équation de Hamilton, la première équation est :

(10.65? V (a^ VS + eA) = 0

qui détermine la fonction a . Les autres équations déterminent les quantités a .

Celles-ci sont :

(10.66) A s^ir

Mais, comme div A = 0 , (10. 65) prend la forme :

(10.67) a AS + 2a m ~vV* = 0
' o o o oo o

da
Si, nous introduisons s comme la variable le long des rayons corpusculaires, v V ao =v —

l'intégrale de (10.65) est :

(10.68) - C

d 8

C est une constante. Les an satisfont les équations suivantes :

(10.69) + a - M - " - »
ds n 2mv 2imv

Si les solutions ao, aj , a
n-l> s'annulent, quand P-»Pj , an est donné par l'intégrale

-ds
(10.70) i

2m

fPA»n-l
> a o v

J Pi

Si nous ajoutons la valeur de v donnée par (10. 40) ou (10. 51) :

v = J V S (PÂ, P (x(s), y (s), z (s) ) + e A (PjP (x(s); y(s) , z(s) I

Les formules (10.68) et (10. 70) deviennent :

et

(10.68)'

(10.70)'

ao(P1.P)(s,) =Coe
AS(Pi,P(s)

IV S + é A|d s

, fP|" "y,.p, PI . . .
an * " 2 ao aQ|VS + eAJ

J Pi

ds

(1) Noua identifions (10. 66) comme les équations de transport de l'amplitude d'onde corpusculaire, qui
•ont équivalentes aux équations de l'optique ondulatoire.
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Les résultats c i -dessus sont de même forme que dans la théorie des ondes lumineuses où l e s
amplitudes an . (n = 0 , 1 , 2 . . . . ) satisfont l e s mêmes types d'équations de transport que (10.69). Du
point de vue théorique il n'y a aucune différence entre (10.89) et l e s équations correspondantes de
l'optique ondulatoire comme nous l'avons montré dans nos recherches (1963. p. 624; 1964 p. 157 et 422).
En fait, nous avons étudié le cas plus général pour un milieu non-homogène et anisotrope.

La détermination de l'amplitude principale aQ s'effectue comme précédemment. On peut prendre
a o égale à l 'expression (10. 61). Les amplitudes secondaires an , (n = 1,2, . . . . ) , sont obtenues d'après
la formule (10. 70) ou (10. 70').

Quan-i la sér ie (10. 64) est introduite dans la formule (10.62a), celle ci prend la forme:

oo 2 T r i s

n o 7i» eu /pi = — y* i-5—)n

n=0 A

Au cas où (10. 13) n'est pas satisfait, c'est-à-dire dans la région où l'amplitude de l'onde varie
très rapidement sur une distance égale à la longueur d'onde "X , ce qui se produit au voisinage de l'arête
de l'écran, la solution de l'équation d'onde ne peut être exprimée ,ni par une onde géométrique de
la forme (10. 7), ni par une série asymptotique de la forme :

(10.13-) ik S(r)
(k = -)

Dans (10. 13') la phase S (r) satisfait l'équation caractéristique de Hamilton et les amplitudes
aj des équations de transport. Au voisinage des arêtes, il ne faut pas mettre le dernier terme de
(10. 11), donc, on ne peut pas obtenir pour le terme principal de la série(10.13') l'équation d'Hamilton,
à partir de laquelle S (r) est calculée. Il faut résoudre les deux équations (10.11) (10. 12) simultanément.

Cela veut dire, que la phase S (r) de la solution d'onde géométrique, ne peut pas représenter
un front d'onde.

En fait S (r) dépendra de la fonction d'amplitude a (r) ou a (r). Donc, on ne peut plus rem-
placer S(r) et l'amplitude a. (r) par (10.13') dans l'intégrale de diffraction (10. 62a) ou (10. 71)

Ainsi. 4* (P) exprimé par (10.62a), représente la solution géométrique ou asymptotique du
champ de diffraction et non pas la solution d'un problème de valeur aux limites. Cet état est semblable
au problème de l'optique ondulatoire, que nous avons discuté au chapitre III.

Nous pouvons considérer cette formule comme la base delà théorie de la diffraction des corpus-
cules par un système d'optique électronique.

V DIFFRACTION D'ONDES NON-HOMOGENES

Dans plusieurs applications le potentiel électrique est maintenu constant et le potentiel vecteur
A - 0 au dehors du plan de la pupille de sortie dans l'espace de l'image. Pour ces valeurs des poten-
tiels, l'indice de réfraction se réduit à une constante et l'équation de SchrOdinger devient une équation
d'onde scalaire.

(10.72) U>* k u = 0 ,
2 Inoe tfo

h

où lj> = ifi la valeur du potentiel if au dehors du plan z = zp, de la pupille de sortie.

Comme dans l'optique ondulatoire, les fronts d'onde associés à la fonction de Green dans l'es-
pace d'image correspondent à ceux de l'optique géométrique représentés par :

(10.73) S « Constante

et ceci est déterminée par :
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où

(10 .74)

(10.75)

•J: F dz

r-_\f& Wl + aia ,2
Vu "

dx/ . dx .
(x i~' y T

dz dz
Les rayons des corpuscules sont normaux aux fronts d'onde, ou surfaces des ondes S -

constante. L»B rosinus directeurs 01 ,B » Y , sont donnés par :

(10.76)
y'

yi+x'2 +y'2 ,.2
ï

l+x'2+y'2

Alors soit ( f , 1J, 5) leB coordonnées d'un point sur la surface d'onde. Comme au chapitreIV,
ellee sont des fonctions de (<<,{*) et la solution de (10.72) est exprimée par l'intégrale de Debye
(équation 4.22, IV)*.

(10.77)

où g (rt.ji) est en général une fonction quelconque de a , (î . L'intégration est prise sur toutes les
valeurs de d et ^ correspondants à l'ouverture angulaire du faisceau des rayons qui convergent en un
point de l'espace image.

Pour déterminer g (<t, 8 ) nous supposons que de chaque élément de l'objet dAo, un faisceau de
corpuscules sort avec une distribution de vitesses connues et avec les amplitudes, où la densité
(nombre des corpuscules) dépendent de & , fi, Y • Soit laldistribution qui caractérise un tel faisceau à
coté de l'objet représenté par une fonction D(xo, yo , a o , JJO.U), où (xo ,yo , Ao. p*o) sont les coordonnées
et cosinus directeurs des rayons sortis du point (xo,yo> zo) de l'objet et où U représente la vitesse des
corpuscules. Si dN , est le nombre de corpuscules sortis de l'élément dAo = dxo dyo et compris
dans l'angle solide ddo dans le temp t et t + dt, avec lee vitesses comprises entre Uo et Uo + dUo,
on a la relation suivante :

(10.78) d A du

S i ^c- P c ^o indiquent les cosinus directeurs de dûo, et la projection de d XIQ dans l'espace
d'image est d A , nous obtenons la relation entre la fonction g (a , jî ) et la fonction de distribution de
la forme :

ou

(10.79)

ces»,

g2(«.p) dû D dAr

i E
* Parce que l'indice de refraction n » P, on peut écrire (10.77) sous la forme r , . ,

| | |n(r\y 5 A « ,p) exp( - ^ 9J tt ds j d^ou Z^e«t *• «urface de référence, V-Et = Constant,

•t £^ corresponde ft la surface (front d'onde) passé par le point (r). Picht (1956).



Parce que, le front d'onde sur la pupille de sortieest donné par la fonction caractéristique de Hamilton1*

(10.81)

où F est égale à :

(10.82) F

V(xoyo.x8.ys)= l/.f- | F dz

= n|fl+x|2+y'2 (x'A +y'A + A )mv n y z

pour les corpuscules non relativistes.

et

(10.83) F =
1

me » o
+x'2 + y . 2 ) _ JLe

me

pour les corpuscules relativistes. Ici, nous considérons seulement le cas non relativistes.

Les cosinus directeurs &B, fJfi, 1 s sont exprimées dans l'espace d'image, en terme <l<
V(xo. yo , x s . y s) par :

(10.84) . t

Alors, comme d iïQ et dfl sont £g:.ux à

(10.85)

(10.86)

où (10.87)

°

j let ft
5VO8, p

A (x ,3
o s J

1 s'

ro<*o

.) *n

rg) =

11271

v x x

V

V
X O X 8

V

s

m o

vx „

V

V
Ws

V

dao

1/ '1/

V».

l / 2 ^ m o
V wtj ° L

i
J -p 2 - q 2

1

où nQ et n ̂ correspondent à l'indice de réfraction, au plan d'objet et de la pupille de sortie respec tiv<-
ment, et p o ,q o , r ° , et p B ,q 8 , r° sont les cosinus directeurs d'optique électronique ou les composantes
de quantité de mouvement dans le plan de l'objet et dans le plan de la pupille de sortie.

4 Là fonction V est la même que S de paragraphes précédents.

• • L e s quantités « g , £ g et V représentant les cosinus directeurs de rayons sortant de la pupille fie
sortie du côté de l'espace de l'image.
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Si on remplace (10 .86) et (10 .87) danB la formule (10 .77 ) en tenant compte de ( 1 0 . 8 4 ) : la
formule s ' écr i t :

(10-88) r- JA— ï - i n r - JA ÏDU.y ; xbyb.U) AOA
s

où (10 .89) S ( x . y j x _ , y » = (x-x ) * + ( y - y ) fi + ( z - z ) ï - So
s > 3 SI S I S *

La quantitéSo mesure la distance optiqut-entre le point d'aberration (x.y.z) et un point quel-
conque sur la pupille de sortie (x , y . z ).

8 S S

La formule prend la forme bien connue dans l'optique ondulatoire si nous remplaçons S ou la
caractéristique de Hamilton 0 par la caractéristique mixte de Hamilton W liées par l'équation :

(10.90) W = x a, + y û, + z X, - V
s i 8 rl b 1

Alors (10. 77) devient :

, 1/2TT i

V
m JjA

où A =

Cette formule est analogue à (4. 52) de l'optique ondulatoire.

L'intégration de (10.91) est faite de la même façon qu'aux chapitres VI et VII en développant la
fonction caractéristique d'Hamilton V ou W en série classique ou en série de Nyboer (6. 11), (6. 12).
ou en polynôme de Zernike

Dans le chapitre V nous avons remarqué que pour un système de révolution les potentiels U> et

V 2 5"
x + y et z. Dans l'espace limité par le plan d'objet et le plan «le la

pupille de sortie, on développe (*et A en séries de forme :

00 r
(10.92) lf(P.z)= E H . f2r(z) (JL) 2r

' » r=0 (r ! ) 2

et

do .93)

où le vecteur est :

(10.94) a(f> , z) = [- y A(p,z),'x A(p, z), o]

Si nous subst i tuons (10 .92) et (10 .93) dans (10 .82) ou (10 .83 ) et en développant F en s é r i e <U-
puissance d e s t ro i s invariants vj = x2 + y 2 , V2 = x ' 2 + y ' 2 # Vg = Xyi . yX i et F = F Q + F2 + V. + . . . ,
a l o r s , a p r è s l ' intégration de (10. 74) nous expr imons V ou W ou S en s é r i e s de v j , v.>, v 3 .

S = S + l A . v . + ~ Z A . V . V +
o 1 1 2! ij i j

C t 1
(10.96) W = W +IB.V. + i-, I B . v. v +

o 11 2! ij 1 j

(10.95)
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L e s coeff ic ients A. , A . . . B . , B . . , sont fonctions de z .
i ij 1 ij

Parce que au dehors du plan de la pupille de sortie <f = U>j = constant et A = 0, la fonction
caractéristique v (*o .zo; x,y, z) est exprimée par :

(10.97) V ( x o , y o . z o ; x , y . z ) = F dZ +1 FQ dZ

s

= n.V8(x o ,y o ,2 o ; X8 .yg .xg) + n. = „. V, = constant

Alors exprimons les coordonnées 5 ,7 | ,5 par les équations :

(10.98) I = x + (V - V8) VS

s i x8

+ (V, - V8) V8

1 y8

i-v8 - v8

* 8 y*

( i o . 9 9 ) a = v 8 , B = v 8 V = l / i - a * - B z

s xD
 r s yo 'B V 8 r 8

Soit Ef{ une front d'onde presque sphérique, très loin du plan Z - ZR et de rayon H-*- OP. Si
5 .'H.S. sont les coordonnées d'un point sur Zp et si P(x,y,z) sont les coordonnées d'un pomi
d'observation dans l'espace d'image, la distance r = |r-r' | entre le point P(r) et un point quelccnqut-
P( f . 1[ . X , ) de surface d'intégration est :

(10. 100 r2 = (l ' - x)2 + (Tl' - y ) 2 + (f- z ) 2

Mais comme

(10.101) l • = 5 + R OL. Tl' = TIR Pj t' = 1+ R ï t

a d g l etc., alors, d'après le raisonnement du paragraphe 2, chapitre IV, nous obtenons :

( 1 0 . 1 0 2 ) r ~ R + (1- x) a . + ( T l - y ) &.

quand R = 00

Le champ (f> (P) est égal à :

(10.103) ( | ) ( P ) = — J (lf>(2) A - , - ^ ! , e _ _ d r

ce qui est la formule de Kirrhhoff .

Nous avons remarqué dans le chapitre V, que pour un système d'optique électronique (Je révo-
lution, la phase de l'intégrale de diffraction V dépend de quatre invariants.

Alors, on peut développer la phase V de l'intégrale en puissance de ces invariants.

(10.104) V = V O +V 2 +V 4 +
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où

(10. 105) vA = r A. u
2 i = i i l

V A., u.u
IJ i j

Les coefficients A., A . etc. . sont les coefficients d'aberration de l'optique électronique. Les
valeurs sont : l

A. = A = A = A . , = 0. A, = A 4 4 = °

(10.106)
A l 2 = D

A , 3 = E

B

A 2 3 = F

A14 = *

A24 = f

= C A34 = C

et pour la caractéristique mixte W

(10.107)

A \

-11

A>13
A ' l 4

A*24

A >34

1
" 2

1
= —

4

= Ë
= é

= f

= c

Â

Ai

A 1 2

A 2 3

= 0

= F

A 3

A22

A 3 3

= 4 i S

= C

A4 =

A 3 3

0

= c

A"44

où

A =yr̂ j= (A + 4 |tE + 2 fi2 (2 C + D + 4 |i3 F + f4 B)

3/4
_
B -

B

(10.108)

C » p J L (C + 2 pE +

2
(D + 2 i*F + U B) e =

S£ (c+2 uf)

. * A
(E + p (2 C + D) + 3 p 2 F + p 3 B).
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a,
u est une constante égale à -y-, et fQ est la distance focale du côté de l'objet et P est la

agrandissement de l'objet. Les valeurs de A. B, C, . . . . etc. sont données dans l'œuvre de Cotte.
(1938), Glaser (1952. 1956). Luneberg (1944. 1965). Elles dépendent de zQ et Zj. Les trois aberrations
7. c. et e sont dues au champ magnétique. Cependant, si le champ magnétique s'annule, les aberra-
tions seront de même type que dans l'optique ordinaire.

L'évaluation du champ de diffraction dans l'optique électronique est accomplie de la même façon
qu'aux chapitres VI et VII. en développant V ou Wen série déforme classique ou en polynôme de Zernike,
comme dans le cas du système non-symétrique (paragraphe 2, chapitre V). D'autre part, pour les
grandes aberrations, l'application de la méthode de la phase stationnaire, exposée dans le chapitre VIII.
est valable pour calculer le champ image. Le champ ^dépend dès coordonnées de l'objet et aussi de %.

VI - DENSITE DU COURANT DANS UN PLAN IMAGE

Soit la distribution de vitesse des corpuscules du faisceau comprises entre UQ- AUQet U AUQ.
Alors, la densité du courant à travers un plan est donnée par l'expression :

•U +AU
h

(10.109) J = r2mv
° "-J -AU

o o

Dans les microscopes électroniques de grande magnification et ainsi de très petite ouverture.
1 et on peut remplacer (10.109) par :

(10.110)

/»U + AU
I o o

J U - AU
hk,

où v o
 = g-** .—correspond à la vitesse des corpuscules dans l'espace image, c'est-à-dire, que le

courant J est égale au produit de la densité des corpuscules et de ses vitesses moyennes dans la
la direction z.

Si dans chaque point de l'objet le rayonnement est incohérent, la densité totale du courant sera
égale à la somme des contributions de tous les points du plan de l'objet.

(10 .111) J = J dA

z J A z o
où fest donné par (10. 91). °

Cependant si le rayonnement est cohérent, la fonction^ sera égale à la somme des amplitudes
W^, contribution de chaque point de l'objet (xoi, yQi) à ^ a u point (r) et puis on prendra le carré de
cette somme (Tfj)2 pour construire la densité du courant. Dans ce cas il est seulement nécessaire de
déterminer la valeur de(f>8 sur la surface de la pupille de sortie et après qu'on ait fait l'intégration
sur cette surface, cette valeur de (f (r) sera donnée par l'intégrale (10. 103).

Alors, si les constantes d'aberration sont petites, nous utilisons les méthodes des chapitres VI
et VII pour évaluer le champ d'image u(r) donné par l'intégrale (10.71) ou (10.88). Il n'y a aucune
différence de forme mathématique entre l'intégrale représentant le champ d'optique ondulatoire et
l'intégrale du champ d'optique électronique. Seulement les constantes d'aberrations sont différentes
dans les deux théories.

Si les aberrations sont grandes, la méthode de la phase stationnaire développée dans le chapitre
VIII est applicable, et les formules obtenues sont valables pour traiter la théorie de la diffraction des
ondes corpusculaires.

Ainsi, quand les aberrations sont ou petites ou grandes, les méthodes développées dans les
chapitres VI et VII et IX permettent de calculer le champ d'image. Le problème non résolu ici est
celui d'aberrations comprises entre une longueur d'onde et quelques longueurs d'onde de la lumière
ou du corpuscule ; dans ce cas on doit avoir recours aux calculateurs électroniques.
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FORMULAIRE MATHEMATIQUE

APPENDICE

Al - CERTAINES INTEGRALES DE DIFFRACTION

Dans les chapitres VI et VII, nous utilisons l'intégrale du type

(A. 1)
iftffe.

pour évaluer le champ d'image.

On rencontre (Al) dans les problèmes de la diffraction d'onde scalaire ou électromagnétique

par une ouverture circulaire dans un écran parfaitement conducteur, ou un disque circulaire. Pour

certaines valeurs de a, (3 eter(Al) est une solution d'équation d'onde scalaire de Helmholtz exprimée

en coordonnées cylindriques ( p , z), et elle satisfait les conditions aux limites I „ = Oou(I „ )

- 0 sur l'écran ou disque , la condition de rayonnement de Sommerfeld, et aussi la condition sur l'arête

de Bouwkamp - Meixner (Chako, 1953. 1963).

Les intégrales de Bouwkamp - Levine - Schwinger
oo

(A. 2) c*. p. r .A <*•a) = / V a t ) V a t ) ( t 2 - 1 ) Y t 2 A d t '

û a = m + 1/2, P = n + 1/2, ï = + l /2 , 2 <r = -m -n sont les limites de (Al) , si z -*0 et P = a. La
valeur de (Al) est :

(A. 3) m!n!flm+d+l) T(m+p+l) r(d+l2-cr-n

T,(2)

où H^(z) est la fonction d'Hankel. Mais si les limites de (Al) sont (0{ 1), alors on a :

( A 4 ) Cd 6 <r \ ( P ' a ) = / Trf <p*> ̂  (at> d-t2)6t + 2 X dt

n! r(n+p+l)r(n+p*A+l)

(n+p; n+pfX+1 . d+1 ; -

ou p = -. Plusieurs intégrales de diffraction sont exprimées par C , p , 0 , A

On remarque que les fonctions de Lommel, de Struve et les fonctions Lambda, les polynômes
de Jacobi et Zermke, sont obtenus comme des cas particuliers de l'intégrale (Al) et(A2). Par exemple:
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(A. 51) J (ç.a) =

= 0 sip>a

où <x=m, P = m+2n+3/2, 2<r = 2m+2n+l, t = - - . La fonction JQ (p.a) est identique a Gm ft>m+2n+i
(p.a) du chapitre VIII.

Les propriétés de G „ i sont :
m, p. m + n+ 2

(A.6) G a î.(p-a) = J (P.»). si (0<p< a)

= 0 si (a<p<oo)

et quand p-*a.

a'
Si p = m+2n+l/2. on a :

( A > 8 ) G mm+2n+l /2m+n+l /2 ( 8 | =m,m+2n+l/2,m+n+l/2 ( 8 | =^ J™ V ^ f V a 2 Hn+%) si j> tend à a.
sip -*a.

Les propriétés orthogonales de cette fonction sont :

( A ' 9 a ) Fo m.m+n+P+l.m+n+l/

= 0, si p f n

81 p -n

(A. 9b) (-1) 2 G . (p) = Zm(p) (polynôme de Zernike),
m, n+i, m+n+i ' n i

(A. 9c)

(A.9d, J V ft ,tdt

(propriété de Fourier Bessel).

La propriété (A. 9a) est obtenue de (A. 9c) et (A. 5) si on échange l'intégration dans (A. 9a).

(1) Dans le paragraphe V du chapitre VIII, le troisième indice A. de g . (p,« ) est égale a fi-m-2n-l.
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H FONCTIONS DE BESSEL ET STRUVE

(B. 5) J , (ax) J ^ (bx) = (-) (-) f ^ E o (-1)

(b 2 >a 2 ,

Les fonctions de Struve sont définies par l'intégrale ou la série suivante :

(j) f j ^ y j , J sin zt(l-t2) 2 dt

(2 :

m=o

°° m x M+ +2n

m=o

• °° • « J ,(xcos(»)

îïï f f S m^f2m !»tîm=o m! (xcos<f)

(B. 4) J Jx+y) = 2J J_ (x )J (y)

„ b 2 .

n+1 z n n-1

dH
(B.6d) 2—1*- + " H - H =0

dz z n n-1

(B.6e) £- (znH ) = Z"H , ^ - (Z""H ) = A , - Z""H ,
dz n n-1 dz n n+1 n+1

(B.6f) ^ - [ / 7 H (VZ)1 =- ~Y H (\Tz)

.„ _ . d - - - • - - . n + 1

Tz V l H
n

( ^ - H
n + l ( V z ) ) - - \ * ' 2 Hn+1

m — n * m

f2 l z 2 H(B.6h) A- fz2 H <|fl)l = —
• ••• •• n " 1 n-m

Jo n + 1 (z) dz = A z - z"n H (z)

f z" H ,
Jo "-'

(B.6j) f z" H , (z) dz « z" H (z)
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(B.6k)
n+2m-1

<2m-l)<2n+2m-l) Tdn) n+2m-l

2n-l

J
r1 2n-l

f e1Zt (1-t2) ~ " T dt

(B.6m) ,2n+l4

C - POLYNOMES DE ZERNIKE

2Itm

e * à f.
7 8 5 6 28 4 20 2

Z« * S ïk
- L z.2 + -51 z 2 • -?2.
' 98 Z12 315 Z10 770 90 63 35

64 4 9̂  4 339 4 10249 4 3695_
5.9.11 ^12 2 ^10 77 ^8 330 ^6 42

1§ 7
6

 + J . Z
6 11Ë3. 7

6

55 12 22 8 1210 6

4 ) ^ S * - 25 Z10 + 2 Z 8 + 45 Z 6 + 2T
1 70

 + _L 7°
7 Z 2 + 6 Z o

10
21 10

1 . 2 1 _ 2
15 8 35 2

3> " 2 0 Z 6
- 7 ° • —
4 Z4 + 20

° + J- 7°
2 + 4 Z

O

- ^ Z 2

5 6
^ Z 2

3 2
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(C 61(C.6)

Z + Z
28 9 20 5

_8 3
35 3

(C.9) • z
n+1 2(n+m) n-

tn+1 + (n-m)z

(C.10) 7̂-3
dp' n V l + 2 ( n " 2 ) Z n-3 2 m Z m ' 1

m l ?
- Z m

IC. 11) « k - n,

(C 13)
m 2 n z"1*1 2(n-2)(n-m) g m - l 2(n-4) (n-m) (n-m-2) z m - l
n " n+m n-1 " (n+m) (n+m-2) m-3 (n+m) (n+m-2) (n+m-4) n-5

n-m
2 2m(n-m) (n-m-2) . . 2

(n+m)(n+m-2) 2m

k=O

(n-m-2W)
TT (n+m- 2k) V2k-1

APPENDICE D.

A l *1 (2n+l ) (2n+3) (2n+5) (2n+7)

(2n+l)(2n+3)(2n+5)
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2(n+l)(n+2) [ 3(n+2)2 + 3(n-»-2) - 2 + 3n
2 + 3n 2 ll(2n+3) "j

3 " (2n+l)(2n+3) I 2n+7 2n-l 8 J[ +
(2n+l)(2n+3) I 2n+7 2n-

4(n-H)
4 " (2n+l)2

4(n-H) [3(n+l)2 +3(n+l) - 2 (2n-5) (3n2+3n-2) n2 ] ( n+1 [ (n+2)2 3.1
4 " (2n+l)2 L 2n+5 (2 (2n-l) (2n+3) ~2(2n-l)J 2n+l L (2n-î)2(2n+5) 2'I

1 r n
2(n-l)2

 + (n+l)
2(n+2)2 lln2 - 13n + 4 23n + 27n - 18 "|

A 5 2n+l L (2n-l)'(2n-3) (2n+3)2(2n+5) 2n+3 2 (2n-l) J

n_ [3(n-l)2 + 3(n-l) - 2 (n-1) (n+1) 3(2n-3) 1 2n2 (4n+3)
A 6 " (2n+lh2n-3) I 2n+l " 2n-l " 2 " J " (2n+l)2 (2n+3)

n(n-\) f 3n2 + 3n - 2 + 2(n-2) U_ 1
l)(2n-l) I 2n-l 2n-3 " 4 J7 " (2n+l)(2n-l)

. n(n-l)(n-3)
8 (2n+l)(2n-l)(2n-3)

, _ n(n-l)(n-3)(n-5)
9 (2n+l)(2n-l)(2n-3)(2n-5)

- (n+l)(n+2)(n+5)(n+6)
1 (2n+l)(2n+3)(2n+5)(2n+7)

2 (2n+l)(2n+3)(2n+5)

_ 2(n+4) I" 3(n+l)2(n+2) (n+3) (3n2 + 3n-2)l t (n+l)(n-6)
3 " (2n+l)(2n+3)z I 2n+7 2n-l J 4(2n+l) (2

2 [ n(n+l)(n+2) + 2(n+3) (3n
2+3n-2) 1 n-3 6n(n+l) (n-3)(n+2)

4 " (2n+l)(2n+3) L 2n+5 2n-l J *(2n+5) 2n+5 " 2n-l

. n(n-l)(n+l)(n+2) f 1_ __ _ J 1
5 (2n+l)(2n+3) L (2n+3)(2n+5) (2n-l)2J

12(n-l)(n+3)(3n2+3n-2)

(2n+3)2(2n-l)2

+ 2(n+2)(n+3)(2n+3) - | (2n+l) (3n2+3n-2)J

3(n+8). 2 [ 2fn-2)(3nz+3n-2) DllL-JJlQtLL 1
6 " (2n-l)(?n+l) I 2n+3 2n-3 J ~2(2n+l)

n 2 I" (n^ii + :<n
2 + 3n-2 1

(2n+l)2 L 2n+3 2n-l J

. ___?!5;!L_. f (n-2)(3n2+3n-2) 3n2(n-l) 1 n(lln
7 " (2n+l)(2n-l)2 L 2n+3 2n-5 J ' 4(2n-l)
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. n(n-4)(3n-l)
8 " (2n+l)(2n-l)(2n-3)

. . n(n-l)(n-4)(n-5)
9 " (2n+l)(2n-l)(2n-3)(2n-5)

'1 (2n+l)(2n+3)

, . 1
'2 (2n+l)(2n+3)

[(n+3)2 A n2(n+l)
n+1

(n+3)(n+2)

j r
2n+ 1 I

[n+2)'
2n+3

2n+lted?
2n-l

n 2n(2n+l)

n(n-2)
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