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IONISATION D'UN ATOME DE CESIUM

PAR UN PROCESSUS D'ABSORPTION A DEUX PHOTONS

ISSUS D'UN FAISCEAU USER

INTRODUCTION

Les progrès de la technologie Laser, mettant à la disposition des expérimentateurs
des appareils capables de produire des faisceaux lumineux de grande intensité, permettent
de mettre en évidence des phénomènes physiques prévus depuis longtemps par 1* électrody-
namique quantique.

De nombreuses expériences permettant l'observation de l'interaction rayonnement-
matière ont déjà été réalisées. Nous citerons entre autre les travaux de A.F. HAUGHT,
R.G. MEYERAND et D.C. SMITH [1 ] , R. PAPOULAR [ 2 ] , RAMSDEN et SAVIC [3] ,
R. TOMUNSON [4 ] , M. BERRY, Y. DURAND, F. FLOUX, P. NELSON et P. VEYRIE
[5] [6 ] , G.S. VORONOV et G.A. DELONE [7] .

Nous avons choisi d'étudier le mécanisme d'ionisation des atomes hydrogénofdes,
résultant de l'absorption de deux ou d'un nombre supérieur de photons.

Si nous considérons le cas du césium dont le potentiel d'ionisation (3,89 eV) est rela-
tivement faible, nous constatons qu'il est possible de déclencher le phénomène qui nous
intéresse, à l'aide d'une absorption deux photons pour un faisceau dont l'énergie élémentaire
peut être prise égale à 3,56 eV ou à 2,32 eV.

Le choix de telles conditions expérimentales nous a été dicté par la possibilité de
pouvoir faire un calcul de la section efficace du processus, qui soit suffisamment rigoureux,
pour nous permettre de confronter les évaluations numériques avec les résultats des mesures.

La première théorie mettant en jeu deux quanta a été proposée par M. GOEPPERT-
MAYER [8] qui a examiné l'effet Raman. Plus récemment des travaux portant sur l'ionisa-
tion multiphotonique dans l'hydrogène et les gaz rares ont été effectués par L.V. KELDYSH
[9] , par P. NELSON [10] [11], par H.B. BEBB et A. GOLD [12 ] et par W. ZERNIK
[13] [14].

En nous inspirant du plan exposé par ce dernier auteur, nous établirons dans un
formalisme différent (FEYNMAN-DYSON), la probabilité de l'événement dans le cas du
césium. Cet élément ayant un numéro atomique relativement élevé, nous devrons tenir
compte de l'effet d'écran produit par le nuage d'électrons (modèle statistique de THOMAS-
FERMI).

L'atome considéré comme un état lié sera traité dans le schéma de FURRY, qui nous
permet d'obtenir des expressions formelles analogues à celle figurant dans le schéma d'in-
teraction libre.

Dans cette représentation nous établissons, par la méthode des diagrammes de
FEYNMAN, l'expression générale donnant l'amplitude de probabilité. Afin d'exploiter ce
résultat nous ferons deux approximations classiques, applicables au traitement de ce pro-
blème. Nous nous placerons dans le cas non relativiste et effectuerons l'approximation dipo-
laire. Partant d'un état initial atomique bien défini situé dans spectre discret en interaction
le champ e. m. quantifié, nous atteindrons un état filial situé dans le continu après être
passé par tous les états intermédiaires possibles.

La sommation sur de tels état» se décomposera en deux parties : la première, rela-
tive aux parties angulaires, ne fera intervenir que des coefficients de Clebsh-Gordan ; la
seconde nécessitera une application concrète de la théorie proposée par SCHWARTZ et
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TIEMAN [16] et utilisée par MITT LE MAN et WOLF [17]. La résolution numérique récla-
mera une utilisation judicieuse de la transformée de Laplace et de la méthode des prolon-
gements analytiques.

I - EXPOSE DE LA METHODE

où

2

Figure I

La figure 1 constitue une transcription imagée
du mécanisme d'ionisation d'un atome par absorp-
tion de deux photons.

Elle nous permet d 'écrire, au moyen v)es
règles de FEYNMAN, l'élément de matrice grâce
auquel on peut calculer la probabilité de l'événe-
ment.

On peut en donner l'interprétation suivante :

- un premier photon (représenté par une ligne
ondulée) interagit avec l'électron lié au sein de
l'atome au point spatio-temporel (double trait).
Celui-ci se trouve alors dans l'un des états inter-
médiaires excités permis par les règles de sélec-
tion (segments x . , x,) jusqu'à ce que le deuxième
photon absorbé au point x_ déclanche l'ionisation
en créant un état électronique libre

L'amplitude de probabilité s'écrit :

dp;

(1)

- |k g > représente l'état initial A un électron d'impulsion k et A n photons

- Ikjf - > représente l'état final A un électron d'impulsion k. et A (n-2) photons.

- Y(x_) est l'opérateur décrivant l'électron se trouvant dans l'état final.
F £

" YF *X1* e s t 1 ' ° P é r a t e u r décrivant l'électron se trouvant dans l'état initial.

(p) e i p ' x représente la décomposition en intégrales de FOURIER
(ondes planes) du potentiel correspondant au champ
électromagnétique rayonné

- a (p) est l'opérateur d'annihilation des photons d'impulsion p

- e* (p) est le vecteur polarisation des photons d'impulsion p

- Y (x) représente l'état intermédiaire par lequel passe le système

- K « (x. »xi ) ea* l e Propagateur de FEYNMAN dont l'expression non relativiste que
nous utiliserons par la suite est :

- ,y-i3/2 f ^La

- 3 -

NR
xT)e-lE,

£ / j * VV V*l> U)

Les quantités indicées en (F) sont relatives au schéma d'interaction lié ou de FURRY.

Développant les calculs d'une manière identique à celle qui permet de retrouver la
formule de KRAMERS-HEISENBERG nous obtenons dans la limite non relativiste et dans le
système d'unités naturelle (*r = c = 1)

à?

• koi>

(E.) est l'énergie de l'électron dans l'état initial (lié),(E2) est l'énergie correspondante dans

l'état final (libre), kfl. et k_2 sont les énergies des photons absorbés.

L'expression (2) donne, moyennant l'approximation dipolaire :

«><'ni
01

x.

Etant donné que les deux photons ont la même énergie kQ et que

k 0 1 , 2 " k l , 2

(3) peut s'écrire :

(3)

(V (4)

* kQ

^

est l'énergie d'ionisation de l'atome

est l'énergie du photon en unités C.G.S.

(5)
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2 m est l'énergie cinétique de l'électron libre (k étant le nombre d'onde correspon-
dant) en unités C.G.S.

II - PROBABILITE DE TRANSITION

On obtient la probabilité d'ionisation P en prenant le moduie carré de (4)

Appelant

x. e E
En"VkO

S. = < k, f _ I R |k g >
fg f n-2 I I g 6n

_ _
- x. e I k >

' g
g

P, s'écrit
fg

K (2ir)
" 3 (2 r ) 2

K

2 2
6fg

(6)

Cette formule est applicable dans le cas ou l'on a affaire à des transitions atomiques.
C'est-à-dire dans le cas ou, partant d'un état initial d'énergie bien déterminée, on aboutit à
un état final dont l'énergie est bien connue. Ce n'est pas tout à fait le problème que nous
étudions ici puisque l'état final est un état non lié dont l'énergie est susceptible de prendre
une suite continue de valeurs. On ne peut plus décrire le comportement final du système
par un seul état d'énergie fixée mais par un groupe d'états dont chacun est affecté d'une
énergie centrée autour d'une certaine valeur.

Le nombre des états contenus dans le volume de normalisation pris pour unité est
appelé densité d'états continus.

On montre très simplement que le nombre d'états ayant une impulsion comprise entre

k et îc + dk est :

Dcnc la densité d'états ayant une impulsion comprise entre k et k + dk est

P (k) - ^ , 3

De la même façon on trouve que la densité d'états ayant une énergie comprise entre E et
E + dE est : (en U.C.G.S.)

à? (7)

k étant le nombre d'onde correspondant à l'impulsion k*

Remarque (I) II est équivalent de partir de densité d'états finals p (Ef) ou de den-
sité d'états dont l'énergie subit la variation E,«E_ * E .

f g fg

p (Ef) * p (Efg)
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La probabilité par unité de temps s'écrit :

[P<J = &*) ne
Itemps ^

2 lim 1 1

Moyennant cette autre représentation de la fonction f, (i)

. . i iim i sin xt
6 U) = ~ T-«»T TJ

(8)

(9)

(10) peut s'écrire sous la forme :

['J
K fg « V «V

ne

(10)

Afin de donner un sens physique à la quantité (2>)3 nous normons la fonction d'onde

du photon non plus à (2jr)"â/2mais dans un volume V. Cela revient à multiplier la quantité

(<2JT) / \f^S vu la présence des deux opérateurs d'annihilation de photons dans (1). (10)

peut s'écrire alors :

= lits (2JT a x ne .2

Itemps
K. (11)

neLa quantité -y a alors une signification immédiate (étant donné que V est par défini
tion le volume unité) c'est le flux de photons par unité de surface.

Posant : V

Itemps g (12)

La formule (12) nous permet de trouver la densité de probabilité de passage d'un
état initial appartenant au spectre discret, à un groupe d'états finals dont l'énergie se situe
dans l'intervalle [ E f , E f + dEf ] et dont le vecteur impulsion se trouve dans l'élément

d'angle solide a» fi+ dfi. La remarque (I) nous permet d'écrire :

wfg <Efg- •• •> •

Intégrant sur E.

(2* a F a;)2 |K f g | 2
 6 (Efg) P (Efg) (13)

w
f g

(Efg,e,cp) d E f g * K
f

(0) (14)
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Remplaçant p par son expression (7) et compte tenu de (5), on a

kWfg( 9,cp) = 2 * T i ( 2 » e F a > ) 2 JKf I2 m k

(2»r
2 (15)

Le taux de transition total s'obtient en intégrant sur 6 et co

(16)

d 0 _ m O_
d~n • % I2T)2 F

La section efficace différentielle du processus s'obtient en divisant Wf ( 8,<p) parle
flux de photons F *

I
Kfg k

(17)

Afin d'éviter l'apparition de termes exagérément grands dans l'évaluation numérique
de (17), nous allons exprimer celle-ci dans le système d'unités atomiques [15]

Pour simplifier l'écriture nous posons
r f i r r

(18)

p * i u p

Nous définissons l'intensité I par :

I = F \ i u

Elle a pour dimension :

[I] = M T ' 3

L'unité d'intensité dans le système d'unités atomiques a pour expression

I
U.A. a*

a est la constante de structure fine
Ts la constante de Planck rationalisée
c la vitesse de la lumière
a est le rayon de la première orbite de Bohr.

On trouverait de même que :
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Introduisant l'expression (18) dans (17) :

do
dû"

m 2 r t i . r i»
V E O- E P

(19)

fi .
i E.-E.-E1 1 0 p

E k
P

E étant l'énergie des photons

Exprimons (19) en unités atomiques :

dc

dû

où :

m e
; h " ^ a e*

a 7 -1a a7a a E k
P

(20)

I est exprimé en Watts/cm
O en centimètres carrés
r... r. en unités de a 7/2

Ej, EQ, E en unités de e /a
k en unités de a

Après quelques calculs (20) se réduit à

dp =

î E i" E o" E
P

E k
P

(21)

Nous voyons que le coefficient qui est situé dans la parenthèse assure l'homogénéité
de la relation (21) et possède les dimensions de l'inverse d'une intensité.

Posant : Watt/ cm

(21) s'écrit :

1 dp
f dn E k a

P (22)

(22) s'exprime encore sous la forme

1
I

d
d

0

0
a

At lo r
i

E.-EA-Ei 0 p
2 B ka 2

(22)

« 1 T>c o « 7,019.10 l8W/cm2 (23)

•i : J/sec
a - 5,29,10"9cm

e - 3.1010 cm/»
a'TTt
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lïl - EFFET D'ECRAN

Pour évaluer l'expression (22) il nous faut expliciter les états initial, final et inter-
médiaire dans lesquels va se trouver tour à tour l'électron au cours du processus.

Si l'on connaît avec précision la fonction d'onde de l'électron lié au sein d'un atome
d'hydrogène, par contre il est plus délicat de trouver l'expression rigoureuse de cette fonc-
tion lorsque l'on a affaire à un atome caractérisé par un nombre atomique élevé. La diffi-
culté provient du fait que le potentiel auquel est soumis l'électron n'est plus dû à une charge
ponctuelle mais résulte de la superposition de deux potentiels :

Celui dû au noyau et celui que crée le nuage électronique l'entourant, ces deux effets
étant de signes contraires on dit alors que les électrons constituent un écran vis-à-vis de
l'action du noyau.

Il existe deux méthodes permettant d'évaluer quantitativement cet effet d'écran. La
première, semi-classique, est due à THOMAS et FERMI, la seconde, plus fine quant aux
résultats obtenus, a été exposée par HARTREE et FOCK.

Nous utiliserons la première en raison de sa simplicité :

Modèle de THOMAS-FERMI de l'atome

On montre [18] que le noyau et le cortège électronique l'entourant ont pour effet de
créer un potentiel donné par

(24)

Posant :

On voit que x est une variable sans dimension si l'on exprime (r) en unités atomique
(a) étant alors l'unité de longueur . Dans ce système on a alors :

0,8853

X est une fonction donnée par l'équation différentielle :

(25)

- 9 -

qui a été résolue numériquement [19] et dont la courbe représentative à l'allure suivante

tx

Figure II

En première approximation nous supposerons que x garde une valeur constante. Cela
pourra être par exemple la valeur prise par cette fonction ft la distance (r) égale au rayon
de l'atome. On peut trouver alors les fonctions d'ondes de l'électron avec une bonne appro-
ximation étant donné que l'on peut résoudre l'équation de SCHRODINGER radiale de la même
façon que pour l'atome d'hydrogène. Il suffit d'effectuer la substitution Z - Z x pour obtenir
les nouvelles fonctions d'ondes. Afin de simplifier l'écriture nous posons :

Z

IV - CALCUL DE L'ELEMENT DE MATRICE DIPOLAIRE K

A) EXPRESSION ETATS

Nous allons expliciter les états dans lesquels l'électron va se trouver au cours du
temps. Nous nous reporterons, pour effectuer les calculs, aux repères représentés figure m

L'origine des systèmes de coordonnées est le centre de l'atome
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Figure ni

Le trièdre Oxyz est déterminé par la direction de propagation de l'onde électroma-
gnétique polarisée ( axe O"z ), par le vecteur polarisation e qui lui est orthogonal (axe Ox),
et par l'axe Oy qui leur est perpendiculaire.

Mj est la position de l'électron lié définie par les angles 9 et cp, qui déterminent la

direction Oz1 ; Oy1 est perpendiculaire au plan ZOZ1 ; OS?1 complète le repère.

M. est la position de l'électron libre qui s'échappe dans la direction dz", définie par
les angles fi et er. Le repère est complété par l'axe 6y", qui est perpendiculaire à Oz et Oz"et
l'axe Ox".

61 est l'angle des directions Ol1, Ol", déterminé par Cos 8. - sin e sin fi cos («P-«)

+ cos 8 cos fi. Ces définitions nous permettent de rappeler la formule d'addition des
fonctions sphériques dont nous ferons usage

LO 2tTl
1/2

LM

- 11 -

ETAT INITIAL

Exprimé dans le repère (Oxyz) cet état s'écrit

R , (r) est la solution de l'équation de SCHRODINGER radialem
Y, (6 ,cp) est un harmonique sphériqueim

n, 1, m sont respectivement les nombres quantiques radial , orbital et magnétique.

ETAT INTERMEDIAIRE
De la même façon on peut écr i re dans le système [Oxyz',

9i = R v ( r ) Y (6fC?) ( 2 7 )

ETAT FINAL

Cet état s 'écrit dans le système (Ox'y'z1) |15J

cpf = £ (2L+1) (-i)L \fë e'iT1LRc
L (r) PL(cos 6^

V

<V

Soit dans le repère (Oxyz) qui nous intéresse : T)L = arg F (L+l-i/k)

M
LM LM (28)

Cette expression de l'état final nous permettra d'effectuer, dans le système d'axes
(Oxyz), les opérations qui se présentent sur les fonctions Y (6,cp) en utilisant les relations
d'orthogonalité et de fermeture propres aux harmoniques sphériques.

Seules subsisteront dans le résultat final, les fonctions des angles a et fi qui carac
térisent l'électron libre.

SECTION EFFICACE DIFFERENTIELLE D'IONISATION

Dans l'élément d'angle solide d(j « sin fi àfi àa elle est donnée par l'expression (22)

I dO 4 , r l o , f

En explicitant les produits scalaires (t. r) « r fin 6 cos cp et eu utilisant les expres-
sions (26) (27) (28), il est possible d'exprimer la section efficace en séparant les opérations
à effectuer sur les parties radiales et les parties angulaires .
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vX l R
nl

E - E + En v p

L M
6 ' ^ L M » ' 1

>') s in Q1 cos ' i«P') « in 91 d6' dq»« (29)

l,cp) sin 9 cos <p Y. (9tcp) sin e de dcp E k aun | p
2

Nous poserons

(30)

dont nous déterminerons ultérieurement la valeur,et nous ferons les calculs relatifs aux
parties angulaires,

B) ETUDE DES PARTIES ANGULAIRES

TRANSITIONS PERMISES ET TRANSITIONS INTERDITES

Le système quantique ne peut changer d'état que dans la mesure ou certaines règles
de sélection sont respectées.

On montre que les seuls éléments de matrice dipolaire non nuls sont ceux pour
lesquels :

1) - la variation du nombre quantique orbital 1 est

Al = ± 1

2) - la variation du nombre quantique magnétique m est, dans le cas d'une onde élec-
tromagnétique dont la polarisation est perpendiculaire à la direction de propagation

A m = ± 1

Si l'on part d'un état initial ( 1, m ) l'état intermédiaire d'un atome pourra être l'un
des 4 états suivants

1 - 1 m
mt ! )

et l'état final obtenu après absorption de 2 quanta se trouvera parmi les 16 possibilités
suivantes :

. ) •• (>\r* )• M : . . )
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Le dénombrement par les règles de sélection des états intermédiaires et des états
finals possibles nous permettra d'effectuer la double sommation ]T£ figurant dans l'expres
sion de K

f
L M

(9'><p')sin e1 cos sin 9'd9'd<p' (31)

. f Yj* (9,cp) sin 9 cos cp Y l œ (e,cp) sin e de dcp I

Evaluons les intégrales en utilisant la forme suivante des harmoniques sphériques
normes

(32)

on a

(Y * (6,<p) sin Bcos cp Y l m (9,q>) sin 9 de d<p = I P * (cose) »**» « i n S de.

mais

2»7o coscp dcp = ±-
4*

e i m c p jd œ

lorsque m - \i = + 1 pour la vibration circulaire droite
m - \i - - 1 pour la vibration circulaire gauche

Ce qui correspond aux règles de sélection,sur le nombre quantique magnétique m,que
nous avons mentionnées plus haut.

L'élément de matrice K. s'écrira maintenant

K.
L M

• /

(33)

P L M ( c o g 9 > ) Bin 9' PX|* (C°* 0 l g i n e P lm ( C O 8 9 )

En employant les relations de transformation connues
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on fait apparaître des produits de polynômes de LEGENDRE associés, qui s'expriment sim-
plement grâce à la relation d'orthogonalité

2*
de (35)

Les relations de transformations (34) utilisées a partir de l'état (l tm) introduisent
toutes les possibilités qui peuvent se présenter pour l'état final et pour cette raison permet-
tent d'effectuer la double somme YY

LM

L'expression (33) donnant la section efficace différentielle se met sous la forme :
2

•- v
ou

(36)

Vl/2

'•U.9 m 9^***

l+z, m-«
3) (l+m+4)J 1+2, (37)

' ^ l 1-2(ED>
2 U ' 1 ! P

f1*"»"1) Cl*a-1) a+m-3)l
J

1 / 2

Yl-2,m-2 (*'c) +Rl- (38)

a-m-1) a+m+1) a+m+2)J 2Y l f in+2O,a)

,«)!

- 15 -

1-1 , (21-:

la- la+m) a+m-1) + a-m) a-m-1)

(39)

SECTION EFFICACE TOTALE D'IONISATK>N PAR ABSORPTION DE 2 PHOTONS

L'expression (36) fournit immédiatement la section efficace totale :

2
E a2

+ M l + M l - 2 I (40)

Les relations d'orthogonalité des barmoniques sphériques Y. {fi,a) montrent claire-
ment qu'il ne subsiste que des termes de la forme

Q_ (l,m) étant un polynôme en (m) facilement identifiable, dont les coefficient dépen-
dent de 1

Si le nombre quantique magnétique (m) prend une valeur qui est la moyenne des
(21 + 1) valeurs possibles, les relations

m2 = | l ( l + l )
m=-l

1 ^
mA'à (312 +31 -1)

141)

permettent d'exprimer la section efficace totale sous la forme

pnl 2 f o , 2 2(1+1) (1+2) | ni f2 21 g-!) l -n l
I 15 IQ pa / (21+3) (21+1) I 1+1,1+21 (21-1) (21+1)1 1-1,1-2

> ( l+lM41%81+5)(pnl 1 ^
1-1,1

(42)

Pour pouvoir utiliser cette formule il nous faudra maintenant déterminer les valeurs

des termes | P .1 car les autres paramètre» sont maintenant tous connus

I est l'intensité du faisceau en Watt/cm2
 2

E est l'énergie des photons incidente en unité e /a
a est le rayon de BOHR égal à 5,29.10"Ôcm
a est la constante de structure fine égale à 1/137
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16 2
1= 7,019-10 Watt/cm est un facteur assurant l'homogénéité des formules.

* ° a2 * , °_ a = 3,831.10"36 cm4/W
* 5 I 0

C) ETUDE DES PARTIES RADIALES

CALCUL DU TERME P111, (E )
XL l p '

Nous avons vu que la section efficace différentielle faisait intervenir des expressions
de la forme (30)

P , (E )
XL v p1

 v

| r R . >yXl I ni
E - E + En v p

>) r > R y X
( r > ) r

E - E + E
n v p

m
E - E -i-En v p

(43)

Celles-ci ne peuvent se calculer par des techniques classiques. Elles nécessitent l'utilisation
d'une méthode particulière que nous allons développer.

Soit x.n (r) 1& solution régulière de l'équation de SCHRODINGER radiale :

(r) = r Rvx (r) (44)

Elle vérifie donc l'équation :

*vi
2 A 2

dr

Ou ce qui revient au même

,2,

(45)

(46)

_ Q

Multiplions par (R (r1) R, (k,r() r1 ) et intégrons les deux membres sur (r1)

f
Ajoutons aux deux membres de cette équation la quantité ;

(47)

V vx
d r '

- 1 7 -

vient :

(En+ V 5 ^ +

Sommons sur(v)et posons :

rR ( r » (r'JR,0 G*.*'*1 <*'

(48)

r l ) B ï (kiI") r'3dr'

L'équation (48) se réduit à

Z #

(49)

(50)

Le deuxième membre de cette équation peut se mettre sous la forme

La relation de fermeture des fonctions7 x = r R (r)

. r'R (r')= ft(r-r')

nous permet d'écrire (51) sous la forme :

fm c 2 c 2
ln*(r-r ' )R. (k fr') r ' dr' • RT (k,r). r

Finalement l'équation (50) s'écrit :

(51)

(52)

(53)

(54)

Une application directe de la méthode de SCHWARTZ et TIEMAN [ 16] , aurait conduit
a la même équation.

Si l'on se reporte à l'expression de P , (E ) donnée par (43) on remarque que :

XL ( 5 5 )
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Etant donné que :

3 ; \ ~
2Z*r (56)

( • V

-(n-l-l),21+2, l e s t la fonction hypergéométrique confluente

(57)

Si l'on pose

f-pn
C a,n,P) - "(2HÎ)î\ (n-l-l) (58)

(55) peut s'écrire :

XL • V (59)

.niet on voit que P . est donné par la somme des dérivées successives par rapport à p de la

transformée de LAPLACE de la fonction U° (r,E ) à condition de les prendre toutes au point

f ième
i è m ePn= f- . La dérivée d'ordre le plus bas étant la dérivée ( l+2) i è m e . Nous désignerons par

Sn . (P,E ) la transformée de LAPLACE de Un . (r,E )
X^ P XL P

,n (60)

Substituant à .F la série équivalente on trouve que

1+2 (61)

.ni
Ce qui nous permet de réécrire P . (E ) sous la forme

XL p

" 1 1 + 2 n-1-1 \ 1+3 2 (n*l-l)(l-(n-l-l)
I P (21+2)(21+3)21

- 19 -

La fonction Sn,(p,E ) et par conséquent ses dérivées successives est donnée par la

transformée de LAPLACE de l'équation (54). Afin d'obtenir cette dernière multiplions (54) par

(r e F ) et intégrons sur (r) :

jfl p 2 . 2 ( 6 3 )

On a alors :

(E +E \ L I Un P) I + Z"L u"(r,E> - 2 (r.EJ

d 2

(r ,E p ) ) r2 R« (k,r)rVprdr (64)

Sachant que

L r

dp

dp2

[

dr
s r2e-prdr

,Ep) 2 d2s"L(P ,E
P . 2 ^

La transformée de LAPLACE de l'équation (54) est alors :

d2Sn .

V
* ]

dp

dS

2 ï p"
d2Sn

d p2

,r) r4e*prdr
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Soit :

Dérivons (\-l) fois cette équation par rapport à (p). On vérifie Aisément que

»x+1sV r ^ V2 «n-Z J

l è m e
et l'équation nous donnant la dérivée x

l è m e de la fonction s" s'écrit :

Cette équation ne nous donne pas la valeur des dérivées de S - d'ordre inférieur ft X.
ni x

Cela n'a aucune importance étant donné que le calcul de P . (E ) ne met en jeu que les
x P i i+ i

dérivées d'ordre supérieur ou égal ft (1+2). On rappelle ft ce propos que \ »

Afin d'évaluer le deuxième membre de l'équation (66) nous utilisons la formule sui-
vante (Appendice I)

^rje'^dr

)
k2 " 1 1 / 2

£•2) . (67)

2Z#. . .
--r—Arc xg k/p

On vérifie que :

dp'

- / .
k2 1jj»2)J

e^Arctgk/pJ

. 2..2.L+1 i

- 21 -

Afin de mettre l'équation (66) sous une forme condensée nous considérons la quantité

E + E + ^ p 2

n p 2

E est l'énergie de liaison de l'électron se trouvant sur le niveau n. En unités ato-
n

miques elle est égale ft
•2

(69)

E est l'énergie d'un photon incident. L'énergie mise en jeu lors de l'absorption de
P

deux photons par l'électron lié est utilisé pour extraire celui-ci de sa couche, puis pour lui
communiquer l'énergie cinétique k2/2 (En unités atomiques)

dès lors :

2 E n *P

k2 Z*2

2 2n2

2nS

(70)

ou

Posant

1 # 2 2 ,
2 (P " B )

2 Z
i =

2n

. 2

dp'

l'équation (65) s'écrit :

(71)

(72)

V - RESOLUTION NUMERIQUE

A) RAPPELS DES RESULTATS ETABLIS

On a vu que la section efficace pouvait se mettre sous la forme

(73)
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qnl 2r2o
I " 15 Io

2 I 2 (l+l)(l+2)
/ 1+1,1+2

2 + (l+D(412+81+5)
(21+l)Z(21+3)

nl (74)

1-1,1

I étant l'intensité du rayonnement incident en Watt/cm

IQ une constante égale 7,019.1016Watt/cm2

a la constante de structure fine 1/137
9cm

a le rayon de la première orbite de BOHR : 5,29.10 2

E l'énergie des photons incidents exprimée unité —

La valeur du coefficient constant est donc

2 2
2*. f l

T
a = 3,831 10"36 cm4/Watt

Au paragraphe (IV C) nous avons défini le facteur P w , (E )(équations 43 et 62) nous
le reécrirons sous une forme équivalente.

pnl Œ . . ( , J _ J \ / (n+1)! , 2 Z \
P X , L ( V " ( 1 } (21+1)« V(n-l-l)l2n ( n }

ri
(7S)

avec
1+ 1
1 - 1

i 1+2
L = ) 1

• 1-2

On remarquera que lorsque n est fixé, la série jP. ne possède qu'un nombre limité

de termes n1 - n-1, 1 prenant alors toutes les valeurs entières de 0 à n-1.

Nous avons vu que y , était solution de l'équation

2 2 dy% L F

(p2-«2)-^+*l_
ou

X-L+2 exp[ - ~ -

(P

(76)

(77)

- 2 3 -

avec

AL(k) =

(1-e k )

V .l1'2
(78)

(79)

"2 =«D-^2P n *

• 2
(80)

Comme nous ne nous intéressons ici qu'au cas de l'ionisation d'atomes par absorp-
tion nécessaire de 2 photons

»2

2 2
o > 0 et a est réel; puisqu'il faut aussi que k £. 0 :

E
E

nous ne considérons donc que l'éventualité

*2

<Ep
£-- <E
40?

L'utilisation de la transformation de LAPLACE que nous avons faite nous impose

Re p > 0

II faudra de plus que y - et toutes ses dérivées soient finies pour toutes les valeurs
de p situées sur l'axe réel positif.

B) EXPOSE DE LA METHODE

Nous allons chercher une solution analytique de l'équation (76) qui nous permette de
calculer les dérivées successives de y , au point P s £r

X,L n TT
Nous connaissons une solution analytique y. . lorsque ^

coefficient de y . e s t différent de zéro.

n est possible de faire un développement de Taylor autour du point P * o à l'intérieur
d'un cercle de rayon R. ou R limité par les singularités :

a dans ce cas le

P * * i k

si 4.2-B2

c'est-à-dire si :

5 n

b) p • - o

• 2 #2

5n P
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Nous remarquerons d'autre part que p - a est toujours positif.
n

Par conséquent si nous voulons prolonger le domaine où nous connaissons une solution
analytique de l'équation ( 7 6 ) , de manière à approcher puis à englober le point P Q =-z

r*, il

faudra reévaluer les termes d'une nouvelle série développée autour d'un point P. du segment
[o,P ] . Cette opération sera renouvelée autour de points P
y. . et ses dérivées puissent être calculées au point P =.

\ tL> n

Im(P)

P 2» P M

Puisque nous effectuons des
développements de TAYLOR
dans lesquels nous ne conser-
vons qu'un nombre fini de
termes, nous n'obtiendrons
qu'une approximation de la
solution correcte. L'erreur
introduite dans la première
série se répercutera dans la
seconde et ainsi de suite. Pour
éviter l'amplification de cette
erreur nous traiterons le point
P- = a comme une singularité

qui limitera le rayon de conver-
gence de la 2ème série et ceux
des suivantes.

Figure IV

Nous pouvons déterminer le nombre M de séries nécessaires pour obtenir un domaine
dans lequel y L (p^) soit calculable et dont le centre P M soit voisins de Pfl

Soient R le rayon de convergence de la première série et r Infraction du rayon de
convergence utilisée à chaque fois.

Le rayon de convergence de la M m e série est (appendice 2)

cpn = (1 + « (1 + r)M~l r R k (81)

l'abscisse du point Pfl * P-_ autour duquel on effectue le M développement est :

si

5n

Log(l+r)
(82)
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ou [f x-|] représente le premier entier supérieur A x

si 5ÏT * <-£î
P 2nJ

2 a

(83)
L o g ( l + r )

C) RECHERCHE D'UNE SOLUTION ANALYTIQUE

Soit PQ un point quelconque du plan complexe p et y^ T (pn) = yft la valeur de la fonc-

tion y . (p) supposée parfaitement connue en ce point.
X»1-»

Nous définirons la variable complexe

5 s P " P0

et nous introduirons les séries de TAYLOR

y, L(P) ? m

_ (p.) = y .

(84)

F
x ,L< p ' k > -

.m

(85)

(86)
m=0

qui vont nous permettre de résoudre l'équation différentielle (76)

Puisque les séries (85) et (86) satisfont A l'équation (76) celle-ci va nous fournir une
identité vérifiée quelque soit Ç

(P J-
m=2

(87)

2(pJ-a 2 )a 2 +2[( X +2)P 0 -Z # ] ^ • 2 (X+l) aQ - 2bj J Ç

2 2. = 0

a) Expressions des coefficients a de la série y . « f a ç
m x,L. *p m'

Lorsque PQ f o l'identité (87) conduit A :

2 (b0 - Po - Z» ] a0) / (p l - a 2)

(88)

*m+l *
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Au point initial p . * a l'équation (76) conduit A

v b
a » y « l .L(a .k) , 0

° ° (x+l)a-Z#

et l'indentité (87) donne

am+l * ~~I
(89)

m £ 0

b) Calcul des coefficients l>m de la série F L ( pfk) = .m

m=0

Considérons la fonction

e*p C " T"~ »rcotg (
p,k)

(P

(90)

En différentiant une première fois par rapport à P obtient

(p2 + k2)G(1£ (P,k) « 2 [ Z#- (L+l)p ] GL (p,k) (91)

Poursuivant la differentiation on est conduit à la relation générale (appendice n* 3)

2+ k2 jJS ) -(P2+ k2)G®*1 ) ' 2 [ Z*- (L+l+S) P] GjJS) - S (2L +S+1)

Revenons à la fonction F. . (p,k) qui s'écrit

(S-l) (92)

S>0

F L (P fk) * AL(k) mlA% (GL(p,k)
' dp

(93)

1 1+2
1 qui interviennent
1-2

dans le processus d'absorption, la quantité \ - L + 2 peut prendre les valeurs 1 ou 3

j+g et P^j ^- si x -L • 2 * 1 nous pourrons calculer

on a
(94)

la quantité au second membre de l'équation (94) se développe en série de TAYLOR autour du
point P o , ce qui permet d'écrire:

& S+l **
- G (p0) _S y . m /05%

s»o œ*°
La relation (92) nous donne :

(pj • k2) 2 C Z # - (96)
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si bien qu'une identification dans l'équation (95) nous conduit A

m+1 2 . 2 m+1 m " m m-1

(2)

bo I A L W G I L (po>

- s i X "

on a

+ 2 = 3 nous pourrons calculer P. , . o et P

| p 3 ( G L ( p , k ) )

(97)

(98)

(99)

(100)

Comme précédemment la quantité au second membre de l'équation (100) se développe
en série de TAYLOR autour du point pQ

F X,L<P' k > = A L
• n1*0 m

(101)

La relation (92) nous donne l'expression

( pf, + k2) GL
S+4) = 2 [ Z#- (L+4+S) p 0 ] G^*S) - (S+3)(2L+S+4) G^2) (102)

qui nous permet, par une identification dans l'équation (101), d'exprimer les coefficients b
m

1 l 2 [ Z*- (L+4+m)p0] (m+3)(2L+m+4)
.2..2 ) ~ m+ 1— m " m (m+1) m-1

(103)

bx * AL(k)GL"(p0) (104)

bQ « AL(k) G(3)(p0) (105)

Si nous résumons maintenant l'organisation des calculs nous constatons que :

nous connaissons :

- L'intensité 1 du faisceau de photons et l'énergie E de ces dernier».

- La nature du gaz considéré, c'est-à-dire la valeur du nombre atomique effectif Z*
(compte tenu de l'effet d'écran); le nombre quantique principal n et le nombre quantique
orbital 1 de l'électron ionisé par absorption de 2 photons ( 1 variant par valeuri entières de
0 à n-1).

nous déduisons :

- La valeur L du nombre orbital final

- Les valeurs de k,a,A^Çk) par les équations (78), (79), (80)



- G. (p ,k) et ses dérivées
Li

y'

- 2 8 -

fp,k) sont connues par les relations (90) et (91)

- Les expressions (97), (98), (99) d'une part et (103), (104), (105) d'autre part, nous
fournissent respectivement les valeurs de coefficients b du développement de F . (p,k)
lorsque X - L + 2 = 1 ou 3 m Xfij

- Les relations (88) et (89) nous donnent les valeurs des coefficients a du dévelop-

pement de la fonction y . (P) =5" a Ç
*'L £ 0 œ

m

nini
L'expression (75) nous fournit enfin la valeur des différents facteurs P . (E )

XfL p
Tous les éléments sont alors connus pour calculer A l'aide de la relation (74) la sec-

tion efficace d'ionisation c , , relative A l'électron pour la sous couche (n,l).
Il est cependant plus utile de calculer la section efficace d'ionisation par absorption de

deux photons pour un électron de la couche (n).

Nous tiendrons compte de ces deux éventualités dans la présentation des résultats
numériques.

CONCLUSION

L'expression de la section efficace totale d'ionisation A laquelle nous sommes arrivés,
a été obtenue A l'aide de la méthode de perturbation, en utilisant l'approximation dipolaire
tons le cas non relativiste. Exception faite de ces approximations, qui sont d'ailleurs justi-
fiées par les valeurs des grandeurs physiques qui interviennent dans ce problème, les calculs
ont été effectués rigoureusement. Us nous permettront de déterminer numériquement la sec-
tion efficace pour un atome de faible potentiel d'ionisation tel que le césium. Des comparai-
sons avec les résultats de mesures expérimeu&les portant sur les phénomènes d'absorption
de 2 photons seront effectuées dans un proche avenir, n serait cependant intéressant d'éten-
dre le domaine de cette étude aux gas rares, qui ne peuvent s'ioaiser qu'A l'aide d'un nombre
élevé de photons. Aussi, la prochaine étape de notre travail consistera A essayer de généra-
liser la méthode de calcul des sections efficaces que nous avons décrite, au cas d'un proces-
sus multiphotonique.
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APPENDICE 1 - Etablissement de la formule (67)

soit :

(l-e ) S=l

2mz#i/2_

)-2»Z*
l - e

» " V s 2 + ITs=i

»1'2

S=l

Vi-e
2*Z» # l

Nous allons calculer l'intégrale :

Posant :

.1P1(in'+l+l,21+2f2ikr)

:,r) e"prdr

-2rZ
• 1 + j T k2 .2

. . . (1+L 2

dr

Connaissant la transformée de LAPLACE de la fonction hypergéométrique confluente

b

On a dans le cas que nous étudions :

/••J 2 1 + 1

"



Pour n entier on a :

r ( n + 1 ) = n

D'autre part

2 F j (a, bf b,a

II en résulte :

K

. K

Posons :

1 =

- 30 -

-a

Z*
k

«F
K

2Z*i

p - t k

V
2Z*i
k

. 2Z*i
- i

]
2Z*i

=

2Z»cp
e" k Arctg k/p

On obtient finalement
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APPENDICE 2 - Expression des rayons de convergence

R est le rayon de convergence de la série développée autour du point particulier p =o

r sera la fraction de ce rayon,(et de ceux engendrés par la suite ) qui nous permettra
d'obtenir le rayon de convergence de la série suivante .

On a successivement les rayons :

R
<p = r R

<P2 = q>x + r <p = (1 + r) cpj = ( 1 + r ) r R

** X

APPENDICE 3 - Etablissement de la relation (92)

LA dérivation de (90) donne

(p2 + k2) G([} = 2 [ Z» - (L+l) p ] G

En dérivant successivement =

(k2+p2

(k2+p2)

(k2+p2)

®

= 2 [ Z#- (L+l+1) p ] G ( ^ ' - 2 (L+l)

2 [ Z* -

2 [ Z*-

- 2 - 2

3 G*?*- 2 (L+l+1+1)G^ -2

Finalement on s'aperçoit

(k2+p2) = 2 [ Z •- (L+l+n) p 3 G° - 2 [ nL + | (n+1) ]'

en rappelant que la somme des entiers

l + 2 + 3 + . . . . + n * f ( n + l )

Par conséquent on obtient bien la relation cherchée

• 2 [ Z # - (L+l+n) p 3 G£> - n (2L+H+1)<kV)

Manuêcril reçu le 13 octobre 1966
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IONISATION D'UN ATOME DE CESIUM

PAR UN PROCESSUS D'ABSORPTION A DEUX PHOTONS

ISSUS D'UN FAISCEAU USER

INTRODUCTION
i
! Les progrès de la technologie Laser, mettant à la disposition des expérimentateurs
1 des appareils capables de produire des faisceaux lumineux de grande intensité, permettent
; de mettre en évidence des phénomènes physiques prévus depuis longtemps par l'électrody-

namique quantique.

| De nombreuses expériences permettant l'observation de l'interaction rayonnement-
! matière ont déjà été réalisées. Nous citerons entre autre les travaux de A.F. HAUGHT,

R.G. MEYERAND et D.C. SMITH [1 ] , R. PAPOULAR [2] , RAMSDEN et SAVIC [3] ,
I R. TOMLINSON t4 ] , M. BERRY, Y. DURAND, F. FLOUX, P. NELSON et P. VEYRIE

[5] [6 ] , G.S. VORONOV et G.A. DELONE [7] .

Nous avons choisi d'étudier îécanisme d'ionisation des atomes hydrogénoîdes,
| résultant de l'absorption de deux ou d'un nombre supérieur de photons.
j
i Si nous considérons le cas du césium dont le potentiel d'ionisation (3,89 eV) est rela-
: tivement faible, nous constatons qu'il est possible de déclencher le phénomène qui nous

intéresse, à l'aide d'une absorption deux photons pour un faisceau dont l'énergie élémentaire
peut être prise égale à 3,56 eV ou à 2,32 eV.

i
| Le choix de telles conditions expérimentales nous a été dicté par la possibilité de
J pouvoir faire un calcul de la section efficace du processus, qui soit suffisamment rigoureux,
J pour nous permettre de confronter les évaluations numériques avec les résultats des mesures.
i

La première théorie mettant en jeu deux quanta a été proposée par M. GOEPPERT-
l MAYER [8] qui a examiné l'effet Raman. Plus récemment des travaux portant sur l'ionisa-

tion multiphotonique dans l'hydrogène et les gaz rares ont été effectués par L.V. KELDYSH
[9] , par P. NELSON [10] [11], par H.B. BEBB et A. GOLD [12 ] et par W. ZERNIK
[13] [14],

!
En nous inspirant du plan exposé par ce dernier auteur, nous établirons dans un

formalisme différent (FEYNMAN-DYSON), la probabilité de l'événement dans le cas du
césium. Cet élément ayant un numéro atomique relativement élevé, nous devrons tenir

.. compte de l'effet d'écran produit par le nuage d'électrons (modèle statistique de THOMAS-
FERMI).

L'atome considéré comme un état lié sera traité dans le schéma de FURRY, qui nous
permet d'obtenir des expressions formelles analogues à celle figurant dans le schéma d'in-
teraction libre.

Dans cette représentation nous établissons, par la méthode des diagrammes de
FEYNMAN, l'expression générale donnant l'amplitude de probabilité. Afin d'exploiter ce
résultat nous ferons deux approximations classiques, applicables au traitement de ce pro-
blème. Nous nous placerons dans le cas non relativiste et effectuerons l'approximation dipo-
laire. Partant d'un état initial atomique bien défini situé dans spectre discret en interaction
le champ e. .n. quantifié, nous atteindrons un état final situé dans le continu après être
passé par tous les états intermédiaires possibles.

La sommation sur de tels états se décomposera en deux parties : la première, rela-
tive aux parties angulaires, ne fera intervenir que des coefficients de Clebsh-Gordan ; la
seconde nécessitera une application concrète de la théorie proposée par SCHWARTZ et
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TIEMAN [16] et utilisée par MITTLEMAN -t WOLF [17]. La résolution numérique récla-
mera une utilisation judicieuse de la transfermée de Laplace et de la méthode des prolon-
gements analytiques.

I - EXPOSE DE LA METHODE

où

Figure I

La figure 1 constitue une transcription imagée
du mécanisme d'ionisation d'un atome par absorp-
tion de deux photons.

Elle nous permet d 'écrire, au moyen des
règles de FEYNMAN, l'élément de matrice grâce
auquel on peut calculer la probabilité de l'événe-
ment.

On peut en donner l'interprétation suivante :

- un premier photon (représenté par une ligne
ondulée) interagit avec l'électron lié au sein de
l'atome au point spatio-temporel (double trait).
Celui-ci se trouve alors dans l'un des états inter-
médiaires excités permis par les règles de sélec-
tion (segments x . , x,) jusqu'à ce que le deuxième
photon absorbé au point x_ déclanche l'ionisation
en créant un état électronique libre

L'amplitude de probabilité s'écrit :

< k f ' n - 2 • / - . /
02

(1)

01

- 1k g > représente l'état initial à un électron d'impulsion k et à n photons

. 2 > représente l'état final k un électron d'impulsion k. et à (n-2) photons.

est l'opérateur décrivant l'électron se trouvant dans l'état final.

(xx) est l'opérateur décrivant l'électron se trouvant dans l'état initial.

jS=a
V?PQ

(p) e i p 'X représente la décomposition en intégrales de FOURIER
(ondes planes) du potentiel correspondant au champ
électromagnétique rayonné

• a (p) est l'opérateur d'annihilation des photons d'impulsion p

- e (p) est le vecteur polarisation des photon» d'impulsion p

- Y (x) représente l'état Intermédiaire par lequel passe le système
un

- K « (*2'xi) e s t l e Propagateur de FEYNMAN dont l'expression non relativiste que
nous utiliserons par la suite est :
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NR - » - i E <vv

VV

Les quantités indicées en (F) sont relatives au schéma d'interaction lié ou de FURRY.

Développant les calculs d'une manière identique à celle qui permet de retrouver la
formule de KRAMERS-HE1SENBERG nous obtenons dans la limite non relativiste et dans le
système d'unités naturelle fhr = c = 1)

V »• - E l *

(E.) est l'énergie de l'électron dans l'état initial (lié),(E.) est l'énergie correspondante dans

l'état final (libre), k-. et kQ2 sont les énergies des photons absorbés.

L'expression (2) donne, moyennant l'approximation dipolaire :

; t-l!-îH-L
2 VV*«i

x.

Etant donné que les deux photons ont la même énergie kn et que :

.2 ?2

(3)

(3) peut s'écrire :

• E i "
2ko ' | E j - u.c.G.s.

2 2

T5,

est l'énergie d'ionisation de l'atome

est l'énergie du photon en unités C.G.S.

(V (4)

(5)
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2 m est l'énergie cinétique de l'électron libre (k étant le nombre d'onde correspon-
dant) en unités C.G.S.

U - PROBABIUTE DE TRANSITION

On obtient la probabilité d'ionisation P. en prenant le module carré de (4)

Appelant

K - i < k Ix ? l T ° > < T p l ; --,k ,

Kfg l < k f | X C E o - E 0 - k 0 » • • | V

Sf« = < k f f n - 2 l R l k
K « n >P. s'écrit

• éé'^T1)!'» (6)

Cette formule est applicable dans le cas oti l'on a affaire à des transitions atomiques.
C'est-à-dire dans le cas où, partant d'un état initial d'énergie bien déterminée, on aboutit à
un état final dont l'énergie est bien connue. Ce n'est pas tout à fait le problème que nous
étudions ici puisque l'état final est un état non lié dont l'énergie est susceptible de prendre
une suite continue de valeurs. On ne peut pîus décrire le comportement final du système
par un seul état d'énergie fixée mais par un groupe d'états dont chacun est affecté d'une
énergie centrée autour d'une certaine valeur.

Le nombre des états contenus dans le volume de normalisation pris pour unité est
appelé démâté d'états continus.

On montre très simplement que le nombre d'états ayant une impulsion comprise entre

ic et îc + dk est :

Donc la densité d'états ayant une impulsion comprise entre k et k + dk est

P (k) = ~ - } 3

De la même façon on trouve que la densité d'états ayant une énergie comprise entre E et
E + dE est : (en U.C.G.S.)

m k
T?" (2Ï)3

k étant le nombre d'onde correspondant à l'impulsion k*

(7)

Remarque (I) II est équivalent de partir de densité d'états finals p (Ef) ou de den-
sité d'états dont l'énergie subit la variation E,-E_ * E-

f g fg
0 (Ef) - p (Efg)
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La probabilité par unité de temps s'écrit :

2

Moyennant cette autre représentation de la fonction
2

, . 1 lim 1 sin xt
6 U) • ~ T - - T — -

o (1

i U)

(8)

(9)

(10) peut s'écrire sous la forme :

-- (2w) (2» a i 5 ^ T 3 ) 2 I
I temps *.g

» U . ) s (E )fg fg

= 2*% o i
(2*)*

Kfgf ' < V c

ne

(10)

Afin de donner un sens physique à la quantité p » 3 n o u s normons la fonction d'onde

du photon non plus à (2jr)"â'2mais dans un volume V. Cela revient à multiplier la quantité

/ 3/2 2
((2*) ' y' \f^\ vu la présence des deux opérateurs d'annihilation de photons dans (1). (10)
peut s'écrire alors :

[-J temps
e(Efg) ( H )

ne
La quantité -^ a alors une signification immédiate (étant donné que V est par défini-

tion le volume unité) c'est le flux de photons par unité de surface.
Posant : V " F

Itemps (12)

La formule (12) nous permet de trouver la densité de probabilité de passage d'un
état initial appartenant au spectre discret, à un groupe d'états finals dont l'énergie se situe
dans l'intervalle [ E,, E-+ dE. ] et dont le vecteur impulsion se trouve dans l'élément

d'angle solide n, fi + dp,. La remarque (I) nous permet d'écrire :

W , ( E , , û, cp)
fg f g

Intégrant sur E.

(2r ° F *) (Vp (V (13)

Wfg (8,cp) = / w (Efg,e,cp) d E fg
f g

(0) (14)
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Remplaçant p par son expression (7) et compte tenu de (5), on a

WJ8|3,) = 2fl.(2wF,)2 |K,J2 jn k
(2Tp

(15)

Le taux de transition total s'obtient en intégrant sur 8 et ©

(16)

La section efficace différentielle du processus s'obtient en divisant W. ( 8 ,<s>) par le
flux de photons F

m 2
(2»)

2 i |2
K. k

(17)

Afin d'éviter l'apparition de termes exagérément grands dans l'évaluation numérique
de (17), nous allons exprimer celle-ci dans le système d'unités atomiques [15]

Pour simplifier l'écriture nous posons
rfi . r i e

 r f i - r ie
Kfg = ? « - ou - a> = > 1 ? E - E - E

Nous définissons l'intensité 1 par :

I = F \ i »

Elle a pour dimension :

[I] = M T"3

L'unité d'intensité dans le système d'unités atomiques a pour expression
i
t

*U.A. = ~"
a est la constante de structure fine
1s la constante de Planck rationalisée
c la vitesse de la lumière
a est le rayon de la première orbite de Bohr.

On trouverait de même que :

C r f i. r ] 2 - [L] 7

(18)
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Introduisant l'expression (18) dans (17) :

do m 2 Itxk (IS)

2
E k

P

E étant l'énergie des photons

Exprimons (19) en unités atomiques :

d ç _ m e
d w It
oU :

a 7 -1 _o -g a a I E k
P

(20)

I est exprimé en Watts/cm
a en centimètres carrés
r,.. r. en unités de a 7/2
n ig 2

E . t E . , E en unités de e /a
k en unités de a

Après quelques calculs (20) se réduit à

do 9
Tt-c

a2 a l Z
i

fi- ig E k
P (21)

Nous voyons que le coefficient qui est situé dans la parenthèse assure l'homogénéité
de la relation (21) et possède les dimensions de l'inverse d'une intensité.

Posant : Watt/cm*

(21) s'écrit :

1 d e _ a
r d Q I» r

E -E -Ei i 0 p
Eka'

P
(22)

(22) s'exprime encore sous la forme :

(22)

1 -i0 4»

s i : > • 1.05.10"84 J/»ec
a " 5,29.10"°cm
c » 3.1010 cm/»
4M K *

= 7,019.1016W/ cm2 (23)
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III - EFFET D'ECRAN

Pour évaluer l'expression (22) il nous faut expliciter les états initial, final et inter-
médiaire dans lesquels va se trouver tour à tour l'électron au cours du processus.

S: l'on connaît avec précision la fonction d'onde de l'électron lié au sein d'un atome
d'hydrogène, par contre il est plus délicat de trouver l'expression rigoureuse de cette fonc-
tion lorsque l'on a affaire à un atome caractérisé par un nombre atomique élevé. La diffi-
culté provient du fait que le potentiel auquel est soumis l'électron n'est plus du à une charge
ponctuelle mais résulte de la superposition de deux potentiels :

Celui dû au noyau et celui que crée le nuage électronique l'entourant, ces deux effets
étant de signes contraires on dit alors que les électrons constituent un écran vis-à-vis de
l'action du noyau.

Il existe deux méthodes permettant d'évaluer quantitativement cet effet d'écran. La
première, semi-classique, est due A THOMAS et FERMI, la seconde, plus fine quant aux
résultats obtenus, a été exposée par HARTREE et FOCK.

Nous utiliserons la première en raison de sa simplicité :

Modèle de THOMAS-FERMI de l'atome

On montre [18] que le noyau et le cortège électronique l'entourant ont pour effet de
créer un potentiel donné par

(24)

Posant : 1 , 3 , , 2 ' ' 3 -h.2
(> me

"0,8853 a ^

On voit que x est une variable sans dimension si l'on exprime (r) en unités atomique
(a) étant alors l'unité de longueur . Dans ce système on a alors :

0.8853

X est une fonction donnée par l'équation différentielle :

(25)
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qui a été résolue numériquement [19] et dont la courbe représentative à l'allure suivante

Figure II

En première approximation nous supposerons que x garde une valeur constante. Cela
pourra être par exemple la valeur prise par cette fonction à la distance (r) égale au rayon
de l'atome. On peut trouver alors les fonctions d'ondes de l'électron avec une bonne appro-
ximation étant donné que l'on peut résoudre l'équation de SCHRODINGER radiale de la même
façon que pour l'atome d'hydrogène. Il suffit d'effectuer la substitution Z •* Z y pour obtenir
les nouvelles fonctions d'ondes. Afin de simplifier l'écriture nous posons :

Z* -Z

IV - CALCUL DE L'ELEMENT DE MATRICE DIPOLAIRE K

A) EXPRESSION DES ETATS

Nous allons expliciter les états dans lesquels l'électron va se trouver au cours du
temps. Nous nous reporterons, pour effectuer les calculs, aux repères représentés figure m

L'origine des systèmes de coordonnées est le centre de l'atome
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kf

Figure m

Le trièdre Oxyz est déterminé par la direction de propagation de l'onde électroma-
gnétique polarisée ( axe (Si ) , par le vecteur polarisation e qui lui est orthogonal (axe Ox),
et par l'axe Oy qui leur est perpendiculaire.

Mj est la position de l'électron lié définie par les angles 6 et cp, qui déterminent la

direction Oz1 ; Oy1 est perpendiculaire au plan ZOZ' ; Ox1 complète le repère.

Mg est la position de l'électron libre qui s'échappe dans la direction Oz", définie par

les angles fi et a. Le repère est complété par l'axe Oy", qui est perpendiculaire à Oz et Oz" et
l'axe Ox".

81 est l'angle des directions Ol1, Ol", déterminé rar Cos 6. * sin e Bin fi cos(qp-«)

+ cos e cos fi. Ces définitions nous permettent de rappeler la formule d'addition des
fonctions sphériques dont nous ferons usage

4* \ 1 / 2 #

- 11 -

ETAT INITIAL

Exprimé dans le repère (Oxyz) cet état s'écrit

R (r) est la solution de l'équation de SCHRODINGER radiale

Y, (6,cp) est un harmonique sphériquelm

n, 1, m sont respectivement les nombres quantiques radial, orbital et magnétique.

ETAT INTERMEDIAIRE
De la même façon on peut écrire dans le système (Oxyz;

ep. = R (r) y (etç) (27)

ETAT FINAL

Cet état s'écrit dans le système (Ox'y'z') \ 15 ;

<pf = fë e"iT1LR°L (r) PL(cos

L

Soit dans le repère (Oxyz) qui nous intéresse : T)L = arg T (L+l-i/k)

LM LM
(28)

Cette expression de l'état final nous permettra d'effectuer, dans le système d'axes
(Oxyz), les opérations qui se présentent sur les fonctions Y (8,c?) en utilisant les relations
d'orthogonalité et de fermeture propres aux harmoniques sphériques.

Seules subsisteront dans le résultat final, les fonctions des angles a et f qui carac-
térisent l'électron libre.

SECTION EFFICACE DIFFERENTIELLE D'IONISATION

Dans l'élément d'angle solide dn * sin fi ûfi do elle est donnée par l'expression (22)

I dfl 4rio ,

En explicitant les produits scalaires {t. r) « r sin 6 cos cp et en utilisant les expres-
sions (26) (27) (28), il est possible d'exprimer la section efficace en séparant les opérations
à effectuer sur les parties radiales et les parties angulaires .
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v X | R nl
E - E + E

n v p

, (P,
L M

,<p') s in e1 cos qp'

Xxu C O S V Y l m

1 ,<P') s i n e1 d6« dq>'

I 2 2
8 i n 6 <*e dq> I E k a

(29)

Nous poserons

«ni m : „ <»£, <*
-XL-p' v

,r) |r|R,
En

»x<r>
- E

v

>
+ E

P
fc(r) lRnl (ry>

(30)

dont nous déterminerons ultérieurement la valeur,et nous ferons les calculs relatifs aux
parties angulaires.

B) ETUDE DES PARTIES ANGULAIRES

TRANSITIONS PERMISES ET TRANSITIONS INTERDITES

Le système quantique ne peut changer d'état que dans la mesure où certaines règles
de sélection sont respectées.

On montre que les seuls éléments de matrice dipolaire non nuls sont ceux pour
lesquels :

1) - la variation du nombre quantique orbital 1 est

Al = ± 1

2) - la variation du nombre quantique magnétique m est, dans le cas d'une onde élec-
tromagnétique dont la polarisation est perpendiculaire à la direction de propagation

Am = ± 1

Si l'on part d'un état initial ( 1,m ) l'état intermédiaire d'un atome pourra être l'un
des 4 états suivants

(•••!::;) . (••• I:::)
et l'état final obtenu après absorption de 2 quanta se trouvera parmi les 16 possibilités
suivantes :

:*1)' (H:-)
> )• ( « I : . , )
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Le dénombrement par les règles de sélection des états intermédiaires et des états
finals possibles nous permettra d'effectuer la double sommation J'Y figurant dans l'expres-
sion de K. L M

LM
c o s 8 i n (31)

. / Y * (e,<p) sin 6 cos qp Y l m (e,q>) sin 6 de dtp I

Evaluons les intégrales en utilisant la forme suivante des harmoniques sphériques
normes

on a

lm
= - P l m ( c o s 9 ) e (32)

* (e,v) sin ecos «p Y ^ (e,q>) sin 6 de dq> = f P ^ (cose) sin 6 P ^ (cos 9) sin 9 d9.

mais

2*70 d " 4* J O |
dcp , 1

lorsque m - p = + 1 pour la vibration circulaire droite
m - y = - 1 pour la vibration circulaire gauche

Ce qui correspond aux règles de sélection,sur le nombre quantique magnétique m»que
nous avons mentionnées plus haut.

L'élément de matrice K. s'écrira maintenant
fg

7 PLM(CO8e>) 8ir- 9' P ) H(COS 6<) 8 l D e f d 0 > / P W

En employant les relations de transformation connues

8 i n 6 P
im

(33)

sinede
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on fait apparaître des produits de polynômes de LEGENDRE associés, qui s'expriment sim-
plement grftce A la relation d'orthogonalité

2v

«in (35)

Les relations de transformations (34) utilisées à partir de l'état (l,m) introduisent
toutes les possibilités qui peuvent se présenter pour l'état final et pour cette raison permet-
tent d'effectuer la double somme YY

LM

L'expression (33) donnant la section efficace différentielle se met sous la forme :
2

T dô= TT~ lMi+2 + Mi + M i-5 I E « a (36)

ou
kl/2

Yl+2,m-2«^H a+m+3)
1/2

(37)

-2=P1^1 l- l2 11,1-2 T72(21-1)(21+1)1/2{21-3) Ï72
{21-3)1/2

Q+m-1) a+m-2) a+m-3)~|J
1/2

(38)

U)

-j ((1-m+l) (l-mf2) + (l+m+2)•] *!.-»••»!

- 15 -

- |ââ+m)

(39)

SECTION EFFICACE TOTALE D'IONISATION PAR ABSORPTION DE 2 PHOTONS

L'expression (36) fournit immédiatement la section efficace totale :

2 « t
(40)

Les relations d'ortbogonalité des harmoniques sphériques Y. O,cr) montrent claire-
ment qu'il ne subsiste que des termes de la forme

Q_ aim) étant un polynôme en (m) facilement identifiable, dont les coefficient dépen-
dent de 1

Si le nombre quantique magnétique (m) prend une valeur qui est la moyenne des
(21 + 1) valeurs possibles, les relations

(21+lf1^ m2=|ia+l)

(21+1)

m=-l

" L
m=-l

permettent d'exprimer la section efficace totale sous la forme

(41)

ynl _ 2r2q -. 2 l 2q+l) q+2) I ni f2 21 q-1) I ni
I "15 Io pa / (21+3) (21+1) 11+1,1+21 (21-1) (21+1)1 1-1,1-2

, q+i) (4r+8i+5) | r m2 I 1+ nl (42)

Pour pouvoir utiliser cette formule il nous faudra maintenant déterminer les valeurs
ni * 2

' car les autres paramètres sont maintenant tous connus
des termes IP

I est l'intensité du faisceau en Watt/cm' ,
E est l'énergie des photons incidents en unité e /a
a est le rayon de BOHR égal A 5,29,10~9cm
a est la constante de structure fine égale A 1/137
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16 2
IQ= 7,019-10 Watt/cm est un facteur assurant l'homogénéité des formules.

2* ° a = 3,831. u f 3 6 cm4/W
x 5 I 0

C) ETUDE DES PARTIES RADIALES

CALCUL DU TERME P*1 (E )

Nous avons vu que la section efficace différentielle faisait intervenir des expressions
de la forme (30)

i m
E n" E v + E p

>> r' R v x ( r > ) ^ ,(r) r2dr

E - E +En v p

7Rnl(r))r V V ^ ^ Rvx(r>) rt3^'|r

E - E +En v p
(43)

Celles-ci ne peuvent se calculer par des techniques classiques. Elles nécessitent l'utilisation
d'une méthode particulière que nous allons développer.

Soit v (r) la solution régulière de l'équation de SCHRODINGER radiale :

(r) = r R (r)

Elle vérifie donc l'équation :

,2

(44)

(r) (45)

Ou ce qui revient au même :

«
) • •

. r . w (46)

c 3
Multiplions par (R (r1) R_(krr

l) r1 ) et intégrons les deux membres sur (r1)

ï f p'3dr'

(47)

Ajoutons aux deux membres de cette équation la quantité ;

^ ) RL *' r i> r ' 3 d r 'V r RvX (r) Rvx

- 1 7 -

vient :

( E n + E p + è ^ + T-

(48)

Sommons sur(v)et posons :

L'équation (48) se réduit à :

(49)

(50)

Le deuxième membre de cette équation peut se mettre sous la forme

d r '

La relation de fermeture des fonctions7 x = r R (r)

(r). r'R (r') = 6 f " 1 )

nous permet d'écrire (51) sous la forme :

,6(r-r') r'2dr' = 2). r2

(51)

(52)

(53)

Finalement l'équation (50) s'écrit :

(54)

Une application d irecte de la méthode de SCHWARTZ et TIEMAN [ 1 6 ] , aurait conduit
à la m ê m e équation.

Si l 'on s e reporte A l ' express ion de P , (E ) donnée par (43) on remarque que :

<E
P>
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Etant donné que

(56)

Ou 1 F J I -(n-l-l),21+2, I est la fonction hypergéométrique confluente

(57)

Si l'on pose

»

(58)

(55) peut s'écrire :

XL e"prdr (59)

et on voit que P , est donné par la somme des dérivées successives par rapport A p de la

transformée de LAPLACE de la fonction U _ (r,E ) à condition de les prendre toutes au point

Pn= f- . La dérivée d'ordre le plus bas étant la dérivée (l+2)xème. Nous désignerons par

Sn
L (P,E ) la transformée de LAPLACE de Un

T (r,EJ

,n (60)

Substituant à F. la série équivalente on trouve que :

1+2 - 1+2 on n-1-1 1+3 4Z * (n-l-l)d-(n-l-l)) 1+4
p 21+2 " n2 (21+2)(21+3) (61)

Ce qui nous permet de réécrire P^T (E ) sous la forme

p nl , E .
P

XL (E
P>

1+2 1+3 2
4 p

(21+2){21+3)2

- 1 9 -

La fonction Sn.(p,E ) et par conséquent ses dérivées successives est donnée par la
XL P

transformée de LAPLACE de l'équation (54). Afin d'obtenir cette dernière multiplions (54) par
2 —ni*

(r e p ) et intégrons sur (r) :

2 r
X P

e r dr (63)

On a alors :

(64)

Sachant que

^KL^-VI-^-V

i 2 n
L |rVL(r fEp) dp'

L r
X * ^a^ I m^0 n XT f W* •• 1

'Vp) (2-4rp+r2p2) e*prdr

La transformée de LAPLACE de l'équation (54) est alors :
.2_n ._n n .2cn

n p' dp 2 I2 dp"



- 20 -

Soit :

(E +E + £ pZ) — 5 ^ +1 n p 2 K ' . 2dp
(65)

Dérivons (x*l) fois cette équation par rapport à (p). On vérifie aisément que

* n p+ 2 p ~~
XL

et l'équation nous donnant la dérivée x
i è m e de la fonction Sn_ s'écrit :

XL

(66)

Cette équation ne nous donne pas la valeur des dérivées de S T d'ordre inférieur à X
ni *

Cela n'a aucune importance étant donné que le calcul de P T (E ) ne met en jeu que les*• K I 1+1
dérivées d'ordre supérieur ou égal à (1+2). On rappelle à ce propos que \ = J , .

Afin d'évaluer le deuxième membre à& l'équation (66) nous utilisons la formule sui-
vante (Appendice I)

tL(k,r)e"p dr
/
(l-

\ 1/2

2 2
!•>) (1+4 i û )

k2 n 1 / 2

Z»2)J. (67)

c—j-Arctgk/p

On vérifie que :

- (-D*+1 / ^

7
2

•Arc tg k/pi
(68)

- 21 -

Afin de mettre l'équation (66) sous une forme condensée nous considérons la quantité

— &

E est l'énergie de liaison de l'électron se trouvant sur le niveau n. En unités ato-

miques elle est égale à

E = - -— (69)

E est l'énergie d'un photon incident. L'énergie mise en jeu lors ie l'absorption de

deux photons par l'électron lié est utilisé pour extraire celui-ci de sa couche, puis pour lui
communiquer l'énergie cinétique k2/2 (En unités atomiques)

dès lors :

k2 Z*2

p 2 2n2
(70)

ou

Posant :

1 2 k2 Z*2
= ô (P + * ô

2 2 2n

1 . 2 2
<P a

2 Z*2 k2

2n

dp '

l'équation (65) s'écrit :

(71)

(72)

V - RESOLUTION NUMERIQUE

A) RAPPELS DES RESULTATS ETABLIS

On a vu que la section efficace pouvait se mettre sous la forme :

(73)
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gnl _ 2r2o 2 ( 2 [2
1+1,1+2

(21-1) (21+1)

1(412+D

1-1,1-2

,nl 12
1-1,1

2 + (l+l)(4T+81+5) | p n l |2
<2Hl)2(21+3) l+lA\

(74)

2I étant l'intensité du rayonnement incident en Watt/cm'
16 2

I. une constante égale 7,019.10 Watt/cm
a la constante de structure fine 1/137

a le rayon de la première orbite de BOHR : 5,29.10* m

E l'énergie des photons incidents exprimée en uni é —

La valeur du coefficient constant est donc

2 2
2 * ° a = 3,831 10"36 cm4/Watt

1 « A*»

Au paragraphe (IV C) nous avons défini le facteur P U
L ( E ) (équations 43 et 62) nous

le reécrirons sous une forme équivalente. *•' p

, 2Z_"
(n-l-l)i,2n * n ' (75)

- (n-W), (21+2), - 2p | p ] ^ g y

avec
1 + 1
1 - 1

i 1+2
L = ) 1

« 1-2

On remarquera que lorsque n est fixé, la série JFJ ne possède qu'un nombre limité

de termes n' - n-1, 1 prenant alors toutes les valeurs entières de 0 à n-1.

Nous avons vu que y , était solution de l'équation

(76)

ou

dX-L+2 exp[ -~-arcotg(£)]

(P2 * le2)
(77)

- 2 3 -

avec
2 2 2 k 2

2rZ (78)

(79)

k = 4E - -S
P n (80)

Comme nous ne nous intéressons ici qu'au cas de l'ionisation d'atomes par absorp-
tion nécessaire de 2 photons

Z*2

P 2n2
2 2

a > 0 et a est réel; puisqu'il faut aussi que k £ 0 :

E
E

nous ne considérons donc que l'éventualité

*»2 „ *
< E <

P

L'utilisation de la transformation de LAPLACE que nous avons faite nous impose

Re p > 0

n faudra de plus que y _ et toutes ses dérivées soient finies pour toutes les valeurs
de p situées sur l'axe réel positif.

B) EXPOSE DE LA METHODE

Nous allons chercher une solution analytique de l'équation (76) qui nous permette de
calculer les dérivées successives de y . a u point P = éf

X»L n n
7 *Nous connaissons une solution analytique y. . lorsque — ~ ^ a dans ce cas le

\,L, X+1

coefficient de y L est différent de zéro.
n est possible de faire un développement de Taylor autour du point P = o à l'intérieur

d'un cercle de rayon Rfc ou Rg limité par les singularités :

a) P = * i k

si 4 . 2 . E*
o

c'est-à-dire si :

Tn

b) p » - a

• i «•2

5nz < EP
<

Z*2

2n z
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Nous remarquerons d'autre part que p - o est toujours positif.

Par conséquent si nous voulons prolonger le domaine où nous connaissons une solution
analytique de l'équation ( 76 ) f de manière à approcher puis à englober le point P =-%-*, il

faudra reévaluer les termes d'une nouvelle série développée autour d'un point P. du segment
[o,P ] . Cette opération sera renouvelée autour de points P . , P , , P U . . . jusqu'à ce que

y* et ses dérivées puissent être calculées au point P =

lm(P)
Puisque nous effectuons des
développements de TAYLOR
dans lesquels nous ne conser-
vons qu'un nombre fini de
termes, nous n'obtiendrons
qu'une approximation de la
solution correcte. L'erreur
introduite dans la première
série se répercutera dans la
seconde et ainsi de suite. Pour
éviter l'amplification de cette
erreur nous traiterons le point
p . = a comme une singularité

qui limitera le rayon de conver-
gence de la 2ème série et ceux
des suivantes.

Figure IV

Nous pouvons déterminer le nombre M de séries nécessaires pour obtenir un domaine
dans lequel y (p ) soit calculable et dont le centre P . , soit "oisins de p

xi DU n

Soient R le rayon de convergence de la première série et r la fraction du rayon de
convergence utilisée à chaque fois.

Le rayon de convergence de la M série est (appendice 2)

r R k (81)

.ièmel'abscisse du point Pn » P._ autour duquel on effectue le M développement est :

_ . « « . % M—1 —. , ., Z

si Z • E
2Z»

5n 2

. 1 t
| 7 (82)

-25 -

ou [T X1] représente le premier entier supérieur à x

2Z* Z*r—* < E < —o5n ^ p 2n*si R = 2 o

(83)
L o g ( l + r )

C) RECHERCHE D'UNE SOLUTION ANALYTIQUE

Soit P. un point quelconque du plan complexe p et y

tion y . (P) supposée parfaitement connue en ce point.
Xi1*

Nous définirons la variable complexe

Ç = P " P0

et nous introduirons les-séries de TAYLOR

m=0

^ _m

(pn) = yA la valeur de la fonc-
0 O

(84)

(85)

(86)

qui vont nous permettre de résoudre l'équation différentielle (76)

Puisque les séries (85) et (86) satisfont à l'équation (76) celle-ci va nous fournir une
identité vérifiée quelque soit Ç

(P î -
m=2

["[( x+D + m ] PQ - Z # l• 2 [ [ (
m

(87)

1 J
2 2. = 0

a) Expressions des coefficients a de la série y . « T a ç
m Xi1* Q m

Lorsque PQ ^ a l'identité (87) conduit à :

2 (bQ - [ (x+1) Po - Z* ] a0) / (p \ - a 2 )

[C
(88)
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Au point initial p Q = a l'équation (76) conduit à

- Z * (x+l)cr-Z#

et l'indentité (87) donne

in+1
(89)

m £ 0

b) Calcul des coefficients b m de la série F L ( p,k) .m

m=0

Considérons la fonction

2Z*
exp [ - Y ~ arc 0 ^

En différentiant une première fois par rapport ft P obtient

(90)

(P2 + k 2 )G ( 1 £ (P,k) = 2 [ Z#- (L+l)p ] G L (p,k) (91)

Poursuivant la differentiation on est conduit à la relation générale (appendice n* 3)

(P2+ k2) 2 [ Z # - (L+l+S) P ] Gj | S ) - S (2L +S+1) (92)

Revenons à la fonction F. . (p,k) qui s'écrit
X,L.

(P,k) = AL(k) _ —
' dp 1+2

1 qui interviennent
1-2

dans le processus d'absorption, la quantité \ - L + 2 peut prendre les valeurs 1 ou 3

- si X -L + 2 » 1 nous pourrons calculer P j + 1 j + 2 ** P l - 1 1

on a

F ! (Gf (P,k)) (94)
X»L I

la quantité au second membre de l'équation (94) se développe en série de TAYLOR autour du
point Pr t , ce qui permet d'écrire:

S-0

La relation (92) nous donne :

(PJ + k2) 2 C Z # - (L+2+S) p 0 ] O ^ l ) - (S+1M2L+S+2) (96)
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si bien qu'une identification dans l'équation (95) nous conduit A

2 [ Z * - ( L + 2 + m ) p 0 1 ^ 2L+m+2
m + 1 m ~ m m-1 (97)

(2)

(1)b0 = A L ( k > G L ( V

(98)

(99)

- s i X " L nous pourrons calculer P.
^ A y X ^

et P. t

on a (100)

Comme précédemment la quantité au second membre de l'équation (100) se développe
en série de TAYLOR autour du point pQ

(101)

La relation (92) nous donne l'expression

(p 2 + k2) GL
S + 4 ) = 2 [ Z # - (L+4+S)p - (S+3)(2L+S+4) G (102)

qui nous permet, par une identification dans l'équation (101), d'exprimer les coefficients b

p 2 + k 2
2 I Z # - (L+4+m) p o ]

m
b - (m+3)(2L+m+4) .

m m (m+1) m-1

b l « AL (k> G L % 0 J

bQ = AL(k) G ( 3 ) ( P 0 )

m

(103)

(104)

(105)

Si nous résumons maintenant l'organisation des calculs nous constatons que :

nous connaissons :

- L'intensité I du faisceau de photons et l'énergie E de ces derniers.

- La nature du gaz considéré, c'est-à-dire la valeur du nombre atomique effectif Z*
(compte tenu de l'effet d'écran); le nombre quantique principal n et le nombre quantique
orbital l de l'électron ionisé par absorption de 2 photons ( 1 variant par valeurs entières de
0 ft n-1).

nous déduisons :

- La valeur L du nombre quantique orbital final

- Les valeurs de k ^ A ^ k ) par le» équations (78), (79), (80)
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- G . (p ,k) et ses dérivées G, fp,k) sont connues par les relations (90) et (91)

- Les expressions (97), (98), (99) d'une part et (103), (104), (105) d'autre part, nous
fournissent respectivement les valeurs de coefficients b du développement de F _ (p,k)
lorsque X - L + 2 = 1 ou 3 m X*

- Les relations (88) et (89) nous donnent les valeurs des coefficients a du dévelop-
m

pement de la fonction y T (P) ~Y a Ç m

m=(
ni

L'expression (75) nous fournit enfin la valeur des différents facteurs P _ (E )
X L P

Tous les éléments sont alors connus pour calculer A l'aide de la relation (74) la sec-
tion efficace d'ionisation a.t relative A l'électron pour la sous couche (n,l).

Il est cependant plus utile de calculer la section efficace d'ionisation par absorption de
deux photons pour un électron de la couche (n).

Nous tiendrons compte de ces deux éventualités dans la présentation des résultats
numériques.

CONCLUSION

L'expression de la section efficace totale d'ionisation A laquelle nous sommes arrivés,
a été obtenue A l'aide de la méthode de perturbation, en utilisant l'approximation dipolaire
dans le cas non relativiste. Exception faite de ces approximations, qui sont d'ailleurs justi-
fiées par les valeurs des grandeurs physiques qui interviennent dans ce problème, les calculs
ont été effectués rigoureusement. Ils nous permettront de déterminer numériquement la sec-
tion efficace pour un atome de faible potentiel d'ionisation tel que le césium. Des comparai-
sons avec les résultats de mesures expérimentales portant sur les phénomènes d'absorption
de 2 photons seront effectuées dans un proche avenir. Il serait cependant intéressant d'éten-
dre le domaine de cette étude aux gaz rares, qui ne peuvent s'ioniser qu'A l'aide d'un nombre
élevé de photons. Aussi, la prochaine étape de notre travail consistera A essayer de généra-
liser la méthode de calcul des sections efficaces que nous avons décrite, au cas d'un proces-
sus multiphotonique.
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APPENDICE 1 - Etablissement de la formule (67)

soit :

.c

/Ve
" s = 1

. l /2

d-e
-2*Z

(kr)
(21+1)!

S=l

1/2 lêïïTi z # 1

Nous allons calculer l'intégrale :

Posant :

K
(
11-e

2
/ 1/2

' K

, - 21+1

k2 k2

| , 2 ) d+4 §

,21+2,2ikr)

9
. . . (1+L 2 4*]

Connaissant la transformée de LAPLACE de la fonction hypergéométrique confluente

"b(a,c,kt) ' r (b) S

On a dans le cas que nous étudions :

(a,b,c, £)

1 *K Jihrm * '<lk+rtr iF» (in'+1+1 -ïi+i'
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Pour n entier on a :

T ( n + 1 ) = n »

D'autre part

( a , b , b t z ) « ( l - z ) -a

II en résulte :

, . K (i -

<p-ikf

- < t a I + 1 + 1 >
t*

^ + k -

1k\2~l

J-) J
if|

J
2Z*i

k

Posons :

= ( P W 1 L
. 2Z

r - , 2Z^_
1 cos ep - i sin <p I" k _ K /

2 , 2 1+1 L J " , 2 1 2 %
1 + 1 I

(p +k ) (p +k ) \

- i y \ - —r

« I k

2Z#<p
e * k e - ^r1 A r c t« k'P

On obtient finalement
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APPENDICE 2 - Expression des rayons de convergence

R est le rayon de convergence de la série développée autour du point pardculier p -a

r sera la fraction de ce rayon,(et de ceux engendrés par la suite ) qui nous permettra
d'obtenir le rayon de convergence de la série suivante .

On a successivement les rayons :

R

a>_ = r R

r) r ) r R

= ( 1 +
M-l

APPENDICE 3 - Etablissement de la relation (92)

La dérivation de (90) donne

(p2 + * 2 [ Z»- (L+l) p ]

En dérivant successivement

(k2+p2)

(k2+p2)

(k2+p2)

= 2 [ Z#- (L+l+1) p '- 2 (L+l) G®

l [ Z* - (L+l+l+ l )p] G ( 2 ) - 2 (L+l+1) G ( . l )- 2

= 2 [ Z*- (L+l+l+l+l)p ] G ( ^ - 2 (L+l+1+1) G ( 2 ) - 2

Finalement on s'aperçoit

2+p2(k2+p2) G**"1} = 2 [ Z •- (L+l+n) p ] G £ - 2 [ nL + f (n+1) ] - 1 )

en rappelant que la somme des entiers

1 + 2 + 3 + . . . . + n = | ( n + 1 )

Par conséquent on obtient bien la r«»i<»fion cherchée

- 2 [ Z#- (L+l+n) p ] G("} - n (2L+n+l) oj j" l )

Uammêerit reçu U 13 octobre 1966
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