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Sommaire, - L‘’analyse binaire a pour objet 1'étude mathéma-
tigue des proprieétés d'ensembles binaires algébriques et
pour but 1l'élaboration de méthodes simples, rigoureuses et
pratiques, destin€ées aux techniciens, aux ingénieurs et 3
tous ceux qu'intéresse directement le traitement numérique
de l'information, discipline en expansion rapide qui, déja,
en électronique nucléaire comme dans de nombreux autres
domaines de la recherche, tend a jouer un rdle essentiel
sinon déterminant,
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DEFINITIONS AND TREATMENT OF BINARY FUNCTIONS

Summary. - The study of binary groups under their mathe-
matical aspects constitutes the matter of binary analysis,
the purpose of which consists in developping altogether
simple, rigorous and practical methods needed by the tech-
nicians, the engineers and all those who may be mainly
concerned by digital processing.

This subject, fast extending if not determining, however
tends actually to play a main part in nuclear electronics as
well as in several other research areas,
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ANALYSE BINAIRE
lére partie

DEFINITIONS ET TRAITEMENTS DES FONCTIONS BINAIRES

INTRODUCTION

Pourquoi s'agit-il ici d'analyse binaire et non d'algébre de "' ROOLE" ?

Simplement parce qu'il sera question, dans ce qui suit, d'analyse mathématique
avec pour objet 1'étude des propriétés particuliéres des ensembles binaires,

Malgré la trés large audience accordée aux algébres de "BOOLE" et 1'existence
d'objectifs communs, il convenait d'éviter les confusions et les difficultés qui auraient inévitable-
ment résulté d'un rapprochement trop hatif avec l'analyse binaire, Les raisons sont diverses et
apparaitront clairement au cours du développement de 1'étude et au travers des définitions et des
théorémes proposés,

L'analyse binaire repose sans restriction sur l'axiomatique de 1'algébre classi-
que et permet d'établir une intéressante réciproque du théoréme de "STONE', montrant que toute
algébre de "BOOLE" peut 8tre considérée comme une forme homomorphe de 1'algdbre classique.

George BOOLE lui-méme, dans son ouvrage publié en 1854 et intitulé "AN
INVESTIGATION OF THE LAWS OF THOUGHT'", s'est servi de 1'algébre classique comme base
mathématique pour 1'étude de la logique, Il découvrit trés vite que cette algébre n'est pas dans sa
structure, convenablement adaptée &4 1'utilisation visée,

Deux issues étaient alors possibles

- modifier 1'axiomatique et conserver globalement le formalisme ; ce qui a été fait par BOOLE

et pratiquement tous ceux qui ont développé l'algébre logique ou l'algébre des propositions, com-
me RUSSEL ou WHITEHEAD,

- ou bien, modifier le formalisme et conserver l'axiomatique dans toute sa rigueur ; ce que fait
irés exactement 1'analyse binaire,

I1 est incontestable que la seconde voie, qui est vraiment mathématique au sens
le plus strict, est plus simple, plus fructueuse et plus pratique que la premi2re, Il est surpre-
nant qu'elle n'ait pas été adoptée par tous ceux qu'intéressent les circuits de commutation, et que
SHANNON méme, ait, i 1'origine, choisi de modifier 1'axiomatique plutét que le formalisme,
alors que l'étude des chaines de contacts conduit tout naturellement au second type de solution,

Ernst MACH écrivait en 1904 : "A cause de la courte durée de la vie et des
limites resserrées de l'intelligence humaine, un savoir digne de ce nom ne peut étre acquis que
par la plus grande économie mentale'', A

Cette pensée est un critére de grande valeur par ses résonances profondes, S'il
nous oriente vers une optimatisation des structures complexes de nos modéles, n'est-il pas néces-
saire de nous y référer au niveau élémentaire des concepts, des définitions, des axiomes et des




symboles qui constituent les bases fondamentales de notre connaissance ?
C'est ce critére méme qui a présidé a 1'élaboration de 1'analyse binaire,
- Une premi&re partie, objet du présent rapport, est consacrée aux définitions et au traitement

des fonctions binaires.

- Une deuxiéme partie sera relative aux applications et aux fonctions explicites ou de transcodage,

- Une troisié¢me partie traitera des fonctions récursives ef des systémes séquentiels,

Dans cette premigre partie, chaque chapitre est assorti d'exercices d'applica~
tion simples qui en facilitent la compréhension, en reldvent 1'intérét et rompent la monotonie
aride et déprimante qui souvent ressort d'un texte purement théorique,

Les bases de 1'analyse binaire sont introduites en faisant appel exclusivement
a l'axiomatique de 1'algébre classique. Un symbolisme bidimensionnel simple traduit le caractére
de dualité inhérent & tout ensemble hinaire,

Un soin particulier a été apporté au choix de la terminologie qu'il fallait rendre
aussi concise, aussi claire, aussi précise que possible, en utilisant quelquefois, lorsque c'était
nécessaire, des termes empruntés a l'algébre dite "logique', Le lecteur jugera et pourra consta-
ter la richesse et l'efficacité de rmméthodes simples, dépouillées de tout artifice inutile suscepti-
ble d'en géner la compréhension ou d'en alourdir l'utilisation,

Le spécialiste peut y trouver, avec un moindre effort d'assimilation, un outil
mathématique sQr, rapide et pratique qui permet de pousser trés loin l'investigation dans 1'étude
formelle des circuits de 1'automatisme numérique,

L.e chercheur, pour sa part, peut disposer d'une base de départ qui autorise,
au dela des techniques, l'exploration aisée du vaste et passionnant domaine des systémes de l'in-
formation que la logique élémentaire ne peut qu'effleurer et que la philosophie n'avait fait qu'en-

trevoir,

CHAPITRE 1

DEFINITIONS

1.1. Ensembles binaires algébriques

On appelle variable ou fonction binaire, toute variable ou toute fonction ne pou-
vant prendre que l'une des deux valeurs algébriques distinctes a ¥ b, a l'exclusion de toute autre,

L'Ensemble “Eab" des variables et des fonctions ainsi définies est appelé
ensemble binaire algébrique, Si 1'élément "d)ab” est égal & "a" lorsqu'il est différent de 'b"

et s'il est égala '"b'" lorsqu'il est différent de "a'', alors ¢ab appartient 4 l'ensemble "Eab”'

b, € By st (b, Fa) = (P, =b), etsi (b, Fb = (b, =a)

1.2. Dualité des ensembles binaires algébriques
.

I1 est possible de trouver différentes relations d'application d'un ensemble
binaixje Eab vers un ensemble hinaire Eaﬂ .

Les applications les plus sirnples consistent A faire correspondre les valeurs
"a' et '"b" de l'ensemble "E_," aux valeurs "¢ et 8" de l'ensemble ”Eaﬁ”. Cette corres-
pondance peut revétir deux formes particulidres associées a deux groupes différents d'implica-
tions. Ces implications conduisent respectiverr.ent aux bijections que traduisent les deux relations

algébriques suivantes, :

1.2,1. Premiére relation

P =8) & (O,5 = a); (O =D & (@, = 8)

(B - a) (§ -2 = (b - 2a) (§, g - @)

1.2.2, Deuxiéme relation

g, =2) & By g =8) 5 (B, =b) & (P =0)



(B -a) By =D = (-1 (9 -a)

q)atﬂ € Eﬂtﬂ = “pabe Eap e q)abe' Eab)*

L'Addition membre A membre des relations algébriques "'1,21" et "1,22" four-
nit une relation algébrique linéaire entre les éléments de 1'ensemble "E_, "

(O, + rpab) - (a+h = O

Il existe donc dans tout ensemble binaire, une relation algébrique linéaire et
biunivoque qui fait correspondre deux i deux tous les éléments de 1'ensemble,

Cette propriété fondamentale d'automorphisme des ensembles binaires qui
résulte du role symétrique que jouent les valeurs algébriques a et b choisies pour leur définition

en compréhension, est appelée "dualité",

On peut, en particulier, choisir pour a et b les valeurs algébriques "O'" et
"1, 1l est en effet intéressant, afin d'utiliser le produit algébrique, de choisir pour "a" 1'¢lé-
ment absorbant ""QO" et pour "b" 1'élément neutre "1, de cette opération,

L'une des deux relations,

(b-a). ¢y = (@, - a)
(b-a) . (1-8y) = b, - a)

définit une application de 1'ensemble By, vers tout ensemble binaire Eab**.

Pour l'ensemble E01' la relation de dualité s'écrit

gy = 1 - (I)Ol, est appelé complément de @, et s'énonce "(b01 barre',

* Chaque bijection ne fait pas correspondre au méme élément (Da un meéme élément de l'ensem.
ble "Eab". C'est pourquoi deux symboles différents ¢ab et (Dab ont été utilisés,

** Ainsi se trouve établie d'une fagon simple la réciproque du théoréme d'isomorphisme de STONE
qui réveéle que toute algtbre de BOOLE n'est autre qu'une application de 1l'ensemble binaire algé-
brigue E01 dont la définition repose sur l'axiomatique de 1'algébre classique,

JPppR—rE

Réciproquement ¢01 = 1 . d)m, est le complément de $01. L.a double
complémentation conduit & la relation d'involution

Poy = 1 - (1-9y1) = Py,

1,3. Produits binaires

L.e choix de l'ensemble binaire particulier E01’ se justifie par 1'adoption d'une
valeur d'absorption "O'" et d’une valeur neutre "1" qui font du produit algébrique une fonction
binaire appartenant au méme ensemble,

La dissymétrie introduite fournit deux possibilités de représentation qui se

correspondent par dualité en permutant les valeurs 'O" et 1",
1,3.1. Produit

Soient n fonctions binaires fl, f2 fn telles que fi eEOl, vi = 1,2...,n,

Le produit algébrique de ces n fonctions appartient A 1'ensemble EOI'

(P = f. 8. ... .fn)éEm

Le produit P est en effet égal a 1'unité lorsque toutes les fonctions en facteur

sont simultanément égales A 1'unité, (f; = o=, =1 =1)& (P=1)

Il est nul dans tous les autres cas, puisque chaque fonction en facteur ne peut
prendre que la valeur '"0" lorsqu'elle n'est pas égale & "1" et, que le produit est nul si un facteur
au moinsg est nul,

Le produit "P" est habituellement appelé fonction "ET" quand il est l'objet
d'applications technologiques, ‘

1.3.2. Produel

Les définitions algébriques qui préc2dent sont suffisantes en principe pour per-
mettre le calcul et 1'établissement de toutes les fonctions binaires appartenant 4 1'ensemble EOI'

Mais l'important n'est pas uniquement le choix de 1'ensemble E01 avec ses pro-
priétés élémentaires simplificatrices,

I1 faut également choisir un symbolisme simple qui puisse traduire dans 1l'expres-
sion écrite, la dualité qui caractérise les ensembles binaires et qui permette, en utilisant si pos-
sible les deux dimensions du plan, 1'établissement de relations duales élémentaires,

Nous savons qu'un produit s'exprime algébriquement en disposant horizontale-

ment les facteurs

f1 . f2 . f3....-fn =P

Nous savons aussi, par dualité, qu'il est possible de lui faire correspondre la

fonction algébrique binaire,

mE Lo (l-1) (Q-gy) . (L -f) = £ g, ... f
(fi € By, Vi = 1,2, ... n) & (1 € Ey,)



Nous constatons que la fonction 7 est égale a zéro lorsque toutes les fonctions
fi sont simultanément nulles,

(f1=f2=...=fn=0)(=)(17=0)

et qu'elle est égale A 1'unité dans tous les autres cas, puisqu'il suffit qu'une fonction fi au moins

soit égale A 1'unité pour que le produit algébrique

(1 - fl) . (1 - fz) ..... (1 - fn) soit nul, ce qui entraine & = 1,

Noug retrouvons alors dans l'expression de la fonction 7 , toutes les propriétés
d'un produit algébrique (commutativité, associacitivité). La seule différence qui résulte de la dua-
lité, réside dans le fait que la valeur d'absorption se trouve &tre l'unité ""1" et la valeur neutre
" if

o,

"+ ", que nous appellerons

Nous conviendrons alors de représenter la fonction
" produel " ®, en groupant les termes qui la composent suivant une colonne verticale par analogie
avec l'écriture horizontale du produit et afin de traduire dans le symbolisme, la propriété de dua-

lite,

"= N = 1- (1-f1).(1-f2)...(1-fn) = fl'fz"‘ fn

n

Dans le cas des applications technologiques, nous appellerons également " 7 ",

fonction "OU" comme a l'ordinaire,
Les termes f;, f,, ... f seront, par analogie, appelés ''facteurs duals",

1.3.3, Théorétme de DE MORGAN ,

Ce théoréme est contenu implicitement dans les définitions précédentes,

fl fl
) f
1 - E = E = 1 » f2 L fn=(1"f1)-(1-f2) R (l-fn)
f f
n n

Le complément d'un produel est égal au produit des compléments des facteurs

duals qui le composent, fl
f2
fl . fz . fn = + = 1 - (fl » f2 D fn)
?_
n

* Les racines latines "pro" et "dualis" ont été choisies dans la constitution du néologisme

"produel" pour marquer, d'une part, la nécessité de conserver la dualité dans les expressions

binaires, et aussi par analogie avec le mot ''produit",

Le complément d'un produit est &égal au produel des compléments des facteurs
qui le composent,

1.3.4. Correspondances duales des propriétés élémentaires

Le symbolisme proposé repose sur des bases algébriques simples et rigoureu-
ses,

La correspondance duale biunivoque introduite par la définition du produel a
partir du produit, adapte parfaitement ce symbolisme 3 la représentation simple de toutes les

s . W N

fonctions binaires,
Toute opération, tout théorédme de 1'analyse binaire, qui posséde nécessairerment
le caractére de dualité, va donc se traduire dans l'écriture par deux applications possibles, abso-
lument analggues ; 1'une suivant la direction horizontale, l'autre suivant la direction verticale,
A 1l'exception du théoréme de DE MORGAN, vu précédemment, les propriétés
duales élémentaires comparées des produits et des produels sont résumées dans le tableau sui-

vant
Produit Produel
P = a,b.c.d b
m= 1. = 1-(1-2a).(1-b).(1-c)., (1-d)
- élément neutre """ d
- élément absorbant " 0" -  élément neutre " 0"
Tt
- le produit s t s - €élément absorbant "'l
produit est commutatif et associatif - le produel est commutatif et associatif
Le produit par " 0" de toute fonction f Le produel par "1" de toute fonction f
est nul : est égal a 1'unité
1
(0.9) =0 lfl =1
Toute fonction multipliée par 1 reste Toute fonction multipliée dualement par
égale A elle-mé&me O reste égale & elle-méme
0
( 1 N f) = f £ = f

Théorames dlidempotence

Si tous les facteurs d'un produit sont Si tous les facteurs duals d'un produel
égaux 4 un méme terme, le produit est gont égaux 4 un méme terme, le produel
égal 4 ce terme est égal A ce terme
n a
gl
P= a.a...a = a® & n
pour a = (0)11 — T = . 0 = 1 - ( 1 - a-)
pour a = 1 (1)n = 1 '
a
" n . pour a = 0 o= 1-(1)n==0
P a a pour a = 1 7 = 1-{0)= 1
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£, (x5, x5, ., X )
Si dans un produit, deux facteurs sont Si dans un produel, deux facteurs duals
complémentaires, le produit est nul, sont complémentaires, le produel est fy (x5, x5, o Xy )
— -
p - f'f'Pl éga1&11n1té ! F1 S
2 f |
P=f (1-D. P = (-1 Py mosf{t| =1-0-0.t.0-2p & | TTTT--T---
P=(0.P1)=O Ty fp(xl’x2‘ ,xn)
= 2 -
= 1- (=) . (1emy) =1-0.{1-7,) Chaque fonction f, (x;, %, ...., x_) de ”Fl" est un produit faisant interve-
1 nir chacune des variables ou son complément, ”fk” est égale a 1'unité pour une seule combinai-
L T = 1 son de valeurs des variables.
Nous en déduisons que "Fl”, produel des "p' produits "fk" est égal a 1'unité
pour chacune des "p'' combinaisons de valeurs des variables qui correspondent successivement
Corollaires a la valeur unité de chacun des ''p" produits. Ceci résulte des définitions précédentes,
Il est également possible d'exprimer la méme fonction "F1 " par un produit de
Le produit de deux fonctions complé- Le produel de deux fonctions complémen- produels appelé, par définition, '"deuxidme forme canonique”
mentaires est nul, taires est égal a 1'unité.
—_— — = t ] 1
i f = 0 T Fl f]. (le xz: ey xn) fz(xla x2.| « s s wa xn) v fq(xl, xz;o.., xn)
(f.1)
= 1
f
Dans cette expression, le nombre "q'' de produels esttelque p +q = 27,
Chaque fonction ”f'k” représente un produel faisant intervenir chaque variable ou son complément,
L duel '"f' " est nul ul binai v i ii i
1.4. Fonctions canoniques et tables de vérité e produ x ©st nul pour une seule combinaison de valeurs des variables qui interviennent
dans la fonction F, et par suite cette fonction ”Fl” qui est le produit des produels "f'k” sera
Nous allons démontrer & partir des définitions précédentes que toute fonction nulle pour chacune des "q“ combinaisons de valeurs des variables qui annulent successivement
binaire peut s'exprimer ; soit par un produit de produels, soit par un produel de produits fai- chacune de ces fonctions '"f' "
sant intervenir toutes les variables directes ou complémentées, Les expressions obtenues sont Nous appe]_llierons "transposition'’, le passage, pour une méme fonction, de la
t 2 1t
appelées “formes canoniques. premigre 4 la deuxiéme forme canonique et réciproquement, 8i l'on veut établir le produit égal
. . » » . [P ] . . .
Considérons en effet une fonction binaire qui dépend de ; ':1“ variables distinc- 4 1'unité pour une combinaison donnée des valeurs de ''n' variables, il suffit de faire le produit
tes X, Xo, Xg, ..., X ;. X,. Nous ne pouvons envisager au total que "2 " combinaisons de des variables directes qui sont égales 2 "1'" d'une part, et le produit des compléments des varia-
. . 1ot . . . + . N
valeurs distinctes (0 ou 1) de ces ''n" variables. 5i la fonction binaire cherchée est égale a bles égales & "0" d'autre part, dans la combinaison choisie, .

1 , 11l : : - . re It . -
l'unité pour "'p" combinaisons particuliéres des valeurs de ces ''n’ variables, elle est néces Prenons par exemple quatre variables X, Xy, Xy, X, et cherchons le produit

sairement égale & zéro pour les 2" - p" combinaisons complémentaires et nous avons dans tous 6gal A 1'unité pour la combinaison x, =1, x, =0, X, =0, x. =1
n . . - : 1 T2 A | i -
les cas p g 2. Nous pouvons don¢ écrire la fonction sous la forme d'un produel de produits Ce produit s'établit immédiatement
que nous appellerons, par définition, 'premieére forme canonique',
f = X . Xy . Xg . x4

Pour la combinaison choisie, nous avons en effet

Nous rappelons, pour mémoire, les expressions équivalentes des produits et

des produels en algébre de BOOLE . ¥ 7t ¥ 7 b X3 =1 %7 dox =
Produit : a. b. ¢ = afyjbflc = aAbAc Pour établir le produel correspondant a4 une combinaison de valeurs de "n"
variables, il suffit de mettre en facteur dual les variables directes qui correspondent 2 "0" d'une
a : part et les compléments des variables égales & '"1" d'autre part, dans la combinaison choisie.
produel : bl = (a+b+e) =(aybyc) = (aybyc) Dans le cas, par exemple, de la combinaison de quatre variables x; = 1,
¢ , Xy =0, Xg =0, X, = 0, on aura

Malgré 1'équivalence d'expression, le produel se distingue de la "somme logique'' dans sa défi-

nition et son symbolisme.
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fl =

Nous obtiendrons bien dans le cas considéré

-f1=0, X, =0, X0, x, =0 et par suite f' = 0

I1 est donc intéressant, pour établir rapidement une fonction canonique, de
connaitre le tableau des combinaigons de valeurs des variables qui rendent la fonction égale A
zéro ou égale A l'unité,

Ce tableau est appelé, par définition "table de vérité",

1.4.1. Etablissement de la premidtre forme canonique

Pour établir la premiére forme canonique (produel de produits) on peut opérer

de la fagon suivante

On inscrit horizontalement les variables dans un ordre quelcongue, puis on
porte successivement sous ces variables, dans le sens horizontal, les combinaisons de valeurs

pour lesquelles la fonction est égale a 1'unité, Il suffit alors, d'aprés ce qui vient d'étre dit, de

"x " de la

k

méme colonne et chaque valeur "0'" par le complément X de la variable de la méme colonne,
k

remplacer respectivement dans le tableau obtenu, chaque valeur '"1" par la variable

Exemple

Etablir la premié&re forme canonique d'une fonction de trois variables X5 Xy,
x égale a 1'unité lorsque l'une des variables est égale a 1l'unité, les deux autres étant nulles,

La table de vérité s'écrit

3]

1
X 1 xz x3 f
I
1 0 0 1
0 1 0
1

0 0 J 1 J

La premiére forme canonique s'établir immédiatement 4 partir de la table de

vérité comme nous l'avons indiqué précédemment, et nous écrivons

xl - x2 xs
= *1 Xy X3
xl X2 1{3

11

1.4.2. Etablissement de la deuxidme forme canonique ,

Pour établir la deuxiéme forme canconique relative aux combinaisons de valeurs
de ''n" variables pour lesquelles cette fonction est nulle, on inscrit verticalement les variables
X10 Xgs weas X dans un ordre quelconque et successivement dans le mé&me ordre vertical, les
combinaisons de valeurs pour lesquelles f = 0, Il suffit alors d'écrire le produit des produels
obtenus en remplagant respectivement dans ce tableau chaque valeur "0" par la variable ”:-:k "

de la méme ligne et chaque valeur "1" par le complément X _ de la variable de la mé&me ligne.
gn k gn

Exemple

Etablir la deuxiéme forme canonique d'une fonction de trois variables X5 Xg
Xg, égale a zéro lorsque deux au moins des trois variables sont égales a l'unité,

La table de vérité s'écrit

Xy x2 xs f
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

Comme nous l'avons indiqué précédemment, nous en tirons le tableau

3] 0 1 1 1
J-:2 1 0 1 1
x3 1 1 0 1
d'oll 1a fonction cherchée
Xy X Xy Xq
f = xz x2 :-:2 :-:2
%3 X3 | *3 | *3

1. 5.‘ Présentation dez fables de vérité

Comme nous l'avons vu, une table de vérité fait apparaitre les combinaisons de
valeurs des variables qui définissent une fonction binaire, _

Nous allons préciser dés maintenant la présentation que nous adopterons pour
les tables de vérité et les différentes formes qu'elles pourront revétir,

1.5.1, Table de vérité complate

Nous dirons qu'une table de vérité est compléte lorsgu'elle fait apparaitre la
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M combinaisons de valeurs possibles, relatives aux ''n'' variables dont dépend

totalité des ''2
la fonction. Nous conviendrons d'inscrire les valeurs (0 ou 1) que prend la fonction & droite

d'un double trait vertical de séparation et sur la méme ligne que la combinaison correspondante
des valeurs des variables, o

G
Ainsi la table de vérité compléte d'une fonction de trois variables, F (a, b, ¢)

peut s'écrire par exemple

a b c F
0 0 0 0 1
1 0 0 1 || 0
2 0 1 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 0 '| 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 JL 1

11 est souvent intéressant de faire figurer dans une colonne, 4 gauche, des
repéres décimaux qui correspondent aux nombres représentés par les chiffires binaires a, b et ¢,
en plagant ces nombres dans l'ordre naturel, Cette disposition permet, en particulier, de s'assu-
rer qu'aucune combinaison n'a été oubliée,

Une table de vérité compléte autorise, en suivant les régles énoncées précé-
demment, 1l'écriture immédiate de la fonction sous ses deux formes canoniques.

En ce qui concerne 1'exemple donné, nous pouvons écrire

a.b.c a|lalalz

F a.b.c. E|B|B| Db
a.b.c. cjeclT|®T
a.b.c.

La premieére forme utilise les combinaisons pour lesquelles F =1, (0, 4, 6, 7)

et la seconde forme les combinaisons pour lesquelles F =0, (1, 2, 3, 5).

1,5.2, Tables de vérité incomplétes

Une fonction binaire est entidérement définie si 1'on connait seulement les combi-
naisons de valeurs des variabler, pour lesquelles elle conserve la méme valeur (0 ou 1),

Nous appellerons, par définition, table de vérité incompléte, le tableau dans
lequel sont inscrites ces combinaisons. Nous préciserons 4 droite de ce tableau, la valeur corres-
pondante de la fonction. Pour chaque fonction, il existe donc deux tables de vérité incomplétes.

Les deux tables de vérité incomplétes qui correspondent & la fonction précédente

F (a, b, ¢) peuvent s'écrire suivant que 1'on choisit pour "F'" la valeur '"0" ou la valeur "1"

13
Table de vérité (F = 1) Table de vérité (F = 0)
a b c F a b c F
0 0 (] 0 1 0 0 1
4 1 0 0 2 0 1 0
6 1 1 0 F=l 3 0 1 1 F=0
7 1 1 1 5 1 0 1

1.5.3. Tables de vérité réduites

Ce sont des tables de vérité incomplétes dans lesquelles certaines combinaisons
sont groupées afin de tenir compte d'une partie ou de la totalité des adjacences qui existent entre
elles. Ces adjacences étant repérées dans la table par le symbole "@" qui signifie que la valeur
prise par la variable peut &tre indifféremment ''0" ou "1", '

Nous pouvons tirer de l'exemple précédent différentes tables de vérités réduites,
parmi lesquelles les deux suivantes

a b c F a b c F
0-4 p ] 0 - P 0 1
6-17 1 1 9 1 2-3 0 1 p 0

L'adjacence, comme nous le verrons quand nous &tudierons les simplifications ,
a pour etfet de supprimer la variable biforme (directe et complémentée) dans le produit ou le pro-
duel qui résulte des combinaisons groupées, Une table de vérité réduite ne donne donc plus une
forme canonique mais une forme déja simplifiée, Dans le cas envisagé, nous tirons de la premiére
table de vérité réduite
b . ¢
a

F = b

De la seconde table de vérité réduite, nous tirons

b a
F oyl %

1.6, Transformations des formes canoniques

Nous allons examiner maintenant quelques transformations simples que peuvent
subir les formes canoniques compte tenu des théorémes déja établis.

1,6.1, Transpositions

Nous avons appelé (1. 4) transposition, le passage, pour une méme fonction, de
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la premiére a la deuxiéme forme canonique ou réciproguement,

Pour transposer une fonction de "'n' variables, mise sous forme canonigue, il
. : . : . n
est recornmandé d'écrire pour cette fonction, une table de vérité compléte en inscrivant les fa™

combinaisons de valeurs des variables dans un ordre binaire naturel,

Si une fonction binaire de '"n" variables, mise sous la premiére forme cana~
nm_u

nique, contient ''p" produits, elle contient nécessairement lorsqu'elle est transposée, ''q'' pro-

p+q = 2"

I1 en résulte que la transposition est un moyen de simplification dans le cas on

duels tels que

le nombre de produits ou de produels d‘une fonction canonique de ''n'' variables est supérieur &
1gh-1
2 .

1.6.2. Complémentations

L'application du théoréme de DE MORGAN permet d'écrire immédiatement la
fonction complément d'une forme canonique. Il suffit de remplacer chaque produel par un produit
et réciproquement, en complémentant chacune des variables, Les lignes horizontales deviennent
des colonnes verticales, les colonnes deviennent des lignes horizontales et les variables se trou-
vent complémentées, La simplicité de la complémentation résulte de 1'aspect dual du symbolisme

adopté,
X; o XX
A titre d'exemple, la fonction f = ':7{"2 X, ')—{5
Xg « X3 . Xg

peut étre complémentée facilement, selon la méthode indiquée; et nous obtenons

X1« ¥g3 - %3
f = X . Xy . X
Xl . X2 . 3

5i la fonction ne se présente pas sous une forme canonique, la méthode de com-
plémentation est identique, et reste aussi simple dans son application ; ce qu'illustrent les deux

exemples suivants

b a
. £ = a = To= | _
1 . d ! b| g
X —
X 2 x2 x1

"
i
b4 |
=]

1 ~ Quelle est 1'expression algébrique développée de la fonction

2

3
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EXERCICES D'APPLICATION RELATIFS AU CHAPITRE 1

Réponse

Réponse

- Réponses

a

b

PP op w|

¢ - ¢d + ab - abec + abed

1

fa

o o o ol

c

d

compléte relative a la fonetion

o o)lo o

4

f

2

a
bl c ?
d

b
d

I ?

a+b-ab—ac-bc+ﬁbc+acd+bcd-abcd

b

- ab + ahc + abd

M, 4t

y

En partant de l'expression algébrique, y

¢+b. (a-c), établir 1a table de vérité
et donner les deux formes canoniques correspondantes,

- abcd

a b c y
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
i 1 0 1
1 1 1 1

Premieére forme canonique

Quelle est l'expression algébrique développée de chacune des deux fonctions suivantes

Deuxiéme forme canonigque

oy olw

a
b
c
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al s a. b
4 - Montrer que les fonctions et - admettent la méme expression algée-
. b c a, c
brique,
Réponse a|a a.b
= - = ab - at¢ + ¢
b c a, c
5 — Etablir les tables de vérité réduites relatives aux deux fonctions binaires
a . b - a|a
_ et F2 _
a , ¢ c b

Montrer que Fy et F2 admettent la méme table de vérité complete et repré-

sentent par suite la méme fonction,

a b c Fl = F2
Réponse
] 0 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 0
T 1 1 1 0

6 -~ Pour réaliser un ''va et vient' a l'aide de trois interrupteurs X1, X5, X3 ; On désire que
le circuit d'allumage goit fermé (F = 1) lorsque le nombre de valeurs "1'' des variables
Xys X, ¥g est irnpair, et que le circuit soit ouvert (F = 0) lorsque le nombre de valeurs

"1'" des variables est pair,

— Ecrire la table de vérité relative a la fonction "F"
- Quelles sont les deux formes canoniques de ''F' ?

]
—_
v
o3
o]
o

Réponses

e e = I =~ B = I =}
(SR T e T v T T T = S v S e
- o - O = O = ©
= Q0 QO = O = = O
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X, . X, . X
1 2 73 - -
< = 2l * 1 %
¥1 - %2+ %3 — —
F = _ = X X X X
X) . X5 . Xg 2 2 2 2
X| . Xy . Xg X4 Xg Xq X,
7 - Etant donné la forme canonique suivante
a.b.c.d 0
a.b,c, a 4 qui groupe les combinaisons 0, 4, 5, 86,
a,b.c.d 5 9, 10, 12, 13, 14, 15, transposer la
2.b,c.d 6 fonction "F' de maniére a obtenir un produit
F = a,b,c.d 9 de s8ix produels,
a.b.c,d| 10
a.b,c.d 12
a.b.,c.d 13
a,b.c.d 14
a,b,c.d 15
a a a a _a ;.
Réponge : F = b b b b b b
c T < 3 c <
d | alda| @] af d
1 2 3 7 8 11
8 — On donne la table de vérité suivante

' ' a|l b} c | d e | d

o O = o

- L e}

T e S o

Lo~ - -

Lan = B~ A~}

- QO = &
=

Ecrire la fonction " ¢ " sous la forme d'un produit de produels et indiquer
le nombre total de combinaisons qui apparaltrait dans la table de vérité incompléte pour ¢ = 0,
en précisant le nombre décimal associé 4 chaque combinaison et en prenant les variables dans
l'ordre a, b, ¢, d, e, f.

a {a|al] d
Réponses : ¢ = b b e e
c t f f

La table de vérité incompléte relative & @ = 0 grouperait 27 combinaisons
correspondant dans 1'ordre aux nombres décimaux: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 15, 16, 20, 23,
24, 28, 31, 39, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, &3, |
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9 -~ Pour déverrouiller la bobine de sécurité de la porte d'accés a la cabine d'un transformateur
haute tension {p = 1 au déverrouillage), on désire que le disjoncteur 'D'' d'alimentation
du transformateur et que le sectionneur "S" de liaison, soient ouverts (D = S = 0)

Etablir la table de vérité compléte de la fonction ''p' et donner les deux formes

canoniques correspondantes.
CHAPITRE II

D S p
0 0 : D D D SIMPLIFICATION DES FONCTIONS BINAIRES
réponses 0 1 0 p = D S = — _
1 0 0 ) S 8
1 1 0
Par simplification des fonctions binaires, nous entendrons la réduction du nom-
10 - ZEcrire les compléments des fonctions suivantes bre des éléments littéraux ; c'est-a-dire la simplification, en dehors de toute considération
_ _ technologique, des expressions symboliques écrites.
a b 3 *2 -a_. al® Le but poursuivi sera donc, en général, la recherche et 1'élimination des termes
f1 = . . d. e l R fz = x; };3 s f3 =l b |b|b redondants : en définissant comme tel tout terme qui peut étre supprimé dans une fonction binaire
4 c |c sans lui apporter de modification numérique relativement aux combinaisons de valeurs des varia-
bles indépendantes,
réponses Les simplifications devront &tre les conséquences démontrables des propriétés
_ - algébriques des produits et des produels, Parmi les méthodes fondamentales, nous étudierons en
_f_ _ Y _z T - X . i-z- T - : ' :; ' Z particulier les simplifications par rise en facteur et développements, par adjacences, par trans-
1 m ' 2 _ P73 . ’ ™ ) = positions et par consensus, qui sont des méthodes fondamentales et simples et s'avérent suffisan-
e Xg - Xg « Xy ) : tes dans la plupart des cas.
. )
11 -~ Calculer l'expression algébrique développée de la fonction f = a,|— Déduire de cette 2.1, Mise en facteur et développement

expression une table de vérité réduite correspondant & f = 0 puis la table de vérité

late d TRTR g 1 are f ) . L'ensemble binaire ”Eol“ définit un anneau commutatif automorphe, puisque
compléte donnant . Ecrire sous la premiére forme canonique. -

"By = Ew" et que 1'on a choisi deux lois algébriques internes de composition qui sont le pro-

Réponses : f = a - abc duit, "P = xy " et leproduel "7 =1 - (1 - x).(1-y) = ; "
Il est intéressant de démontrer la propriété algébrique de distributivité du pro-
a b ¢ f duel par rapport au produit et réciproquement, du produit par rapport au produel, Cette récipro-
0 0 0 0 Table de vérité réduite cité, qui résulte de la propriété fondamentale de dualité, est une caractéristique essentielle et
0 0 1 0 particulierement intéressante des ensembles binaires.
0 1 ] 0 a b c £ ' .
0 1 1 0 2.1,1. Mise en facteur dans un produel
i g (1) i g f T z Considérons le produel : F = $ ;; = 1 =-{1-~- (;D,fl) (1 -(b.fz)
1 1 0 1 . -
) 1 0 L'expression algébrique développée s'écrit
' Premiere forme canonigue

F o= @ + 015, - ¢2 f,.f, , en utilisant le théoréme d'absorption -0,

F = .¢"-f_1 + (bofz - @.f;.{, que nous pouvons écrire

h

L]
o ol ol
o] o ol
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- fy 2.1,2. Mise en "facteur dual” dans un produit
F=o.[1-0-1).0-50] =017 d] &
2 Considérons la.fonction F = £ £

1 2

Ainsi se trouve démontrée l'identité réciproque
Le développement algébrique de "F'" s'écrit

O£y fy F = [1-(1-¢).(1-f1)].[1-(1-¢)).(1-f2)] |

¢.1, ) b £

S 1= (1) (1-£ )= (1), A=) # (1P 1) (1= 1y)

Nous appellerons '"mise en facteur'' le passage de la premidre expression 4 la Le théor#me d'absorption permet d'écrire (1 - (!))2 = {1-¢), dod

seconde et ''développement'’ le passage inverse, l'expresgionde " F "

Ltidentité précédente peut etre étendue & un produel contenant un nombre quel-
. g F=1-(1-¢9.[@-1)+@-£)-0-£).-£)]
conque de produits admettant 4) comme facteur commun. 1 2 2
Py ’ = 1-(1-@). (1-14,) .
P 1* "2
2
. Nous avons ainsi démontré l'identité réciproque
soit, en effet, la fonction s, ¥ = Pq
- oo _ )
. f f2 fl. fz
P
n

dans laqueile, P, = O.f,, P, = ¢f, ..., P_ = QPf , g n. Nous appellerons "'mise en facteur dual"” le passage de la premidre expression
1 1’ 2 2 qQ q o passag
a la seconde et ''développement dual' le passage inverse,

f : R i
Appelons P'12 = . 1 . 1la fonction obtenue en mettant " ) " en facteur dans les deux Comme pour le produel, l'identité précédente peut étre étendue a un produit con-
f, ' tenant un nombre quelconque de produels admettant "' comme 'facteur dual' commun,
premiers produits P1 et P,. Soit
T =7 T T T T
En groupant ”Pl'z” et " PB" , nous pouvons & nouveau mettre "Q" en facteur 1 2 q q+tl n
] ip . 9 ® ®
et nous obtenons P'123 = ¢, f2 » et ainsi de suite jusqu'a Pq . Ce qui permet d'écrire avec m o il - T, = |y s ees s "q = s | 9 &n.
£ . 1 2 q
3
1'identité Nous pouvons de proche en proche mettre " "' en facteur dual dans les pro-
(t).f1 fl duels 7 1° Tgs «ve s W q° et obtenir finalement l'identité
¢. 1 b.}f
‘T2 2
¢ 0 ¢ ¢
- . T N | = . veas T
f1 f2 fq q+1 n fl.fz.. fq g+l n
¢.f = £ ‘
q 1 Nous avons ainsi démontré la distributivité du produel par rapport au produit,
P q+1 Pq-&-l -
2.2, ©Simplifications élémentaires des fonctions binaires
P n Pn La propriété réciproque de distributivité des produits et produels va nous
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permetire de tirer un certain nombre de conséquences et de théorémes élémentaires relatifs a la
simplification des fonctions binaires.
2.2,1, Simplifications par produits effectués

Si la mise en facteur fournit en général une forme simplifiée des fonctions
binaires, l'opération inverse par produits effectués peut, dans les cas que nous allons envisager,
fournir également des simplifications intéressantes.

~ ler cas

g O .1
¢A.$ A.d.

= ¢..f

Dans le cas particulier, souvent rencontré ot A = 1, nous pouvons écrire

[{]
<
L]

— 2&me cas

0 ol <
B = f (b =
- B
O
B

Dans le cas particulier = 0, nous pouvons écrire

¢ ¢
i, 0 £

2.2.2. Implications

Nous savons que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un produit binaire
soit égal & 1'unité, est que chacun des facteurs soit égal a 1l'uniteé,

(P=1.f f =1) & (f; =1f = ... =f 1)

1""2 """ "n 2 n

Nous pouvons donc appeler chaque facteur fl R f2 2 aeas fn , implicant direct,
ou implicant de la fonction "P" .

~ Toute fonction partielle pouvant &tre mise en facteur dans une fonction donnée sera
donc un implicant de cette derniére,

Nous savons également que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un pro-
duel soit nul, est que chaque facteur dual soit égal a zéro.

I

n = 11 =0 & (f, =f, = ... = f

1}

0)
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— Toute fonction partielle pouvant €tre mise en facteur dual dans une fonction donnée
gsera par définition un implicant dual de cette derniere,

Consgidérons le produit ayant pour facteurs un produel et 1'un de ses implicants

' ¢
duals, F = (I) . ‘ Q' étant 1'élément neutre du produel, nous pouvons écrire
i

|d) o ¢
0

et F =

¢. =

0 f

¢

En mettant "@" en facteur dual, nous obtenons F = |

¢

De méme, le produel ayant pour facteurs duals un produit et 1'un de ses impli-

cants, s'écrit :

F',= ¢f ) 'Ilf b

b .

¢) 1
R
Nous tirons de ces égalités les deux théorémes suivants :

2.2,3, Théortgmes

Le produit d'une fonction binaire et de 1'un quelconque de ses implicants duals
est égal 4 cet implicant dual,

¢

£

b . = b

Le produel d'une fonction binaire et de 1'un quelconque de ses implicants directs,
est égal & cet implicant,

2.2.4. Adjacences

Deux produits ”Pl” et "qu sont dits adjacents lorsque 1'on peut passer de l'un
a l'autre en complémentant 1'un des facteurs et ce facteur seulement.

P, = l([).f‘, P2=[(b.f

Nous pouvons également par dualité définir 1'adjacence pour des produels,

Deux produels "7, " et "7, "

l'un & l'autre en complémentant 1'un des facteurs duals et ce facteur seulement,

sont dits adjacents lorsque 1'on peut passer de
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2.2.5, Théoradmes

Le produel de deux produits adjacents est égal au facteur commun des deux

1 ¢.f ¢
1 30 B S R Y B

Le produit de deux produels adjacents est égal au facteur dual commun des

produits .

deux produels.
ol 6.9

f f f

[}
i
h

ﬂl L] ﬂz

La fonction "¢'" est appelée ''fonction adjacente' ou ''variable adjacente "
lorsqu'il s'agit d'une simple variable,

2,3, Méthodes générales de simplification utilisant la mise en facteur

Compte tenu de la propriété de commutativité des produits et des produels,
les mises en facteur sont des opérations qui peuvent s'effectuer en cascade, dans un ordre quel-
conque mais qui ne ménent pas nécessairement 4 une forme opiimale des fonctions binaires,

2,3.1, Exemples de simplifications par mises en facteur

Considérons le produit de produels suivant

£ !
1
I I5
F, = £

1 T B
3 |, 6

T ¢
7

. " peut s'écrire, aprés mise en facteur dual de "fl“ puis de "f7

£ —
£, —
fa fg
Fp = — —fg — = i £ N
L f3 5
£
7
f

Lorsque les fonctions ne remplissent pas complétement 1'espace qu'elles occu-.
pent entre les deux traits verticaux qui symbolisent les produels, on peut compléter par des traits
continus horizontaux comme cela est indiqué dans les expressions simplifiées de la fonction ''F L
ci-dessus.

N.B. Le trait vertical d'un produel est équivalent au symbole (.) du produit, Ce qui permet
d'écrire -
bl

lc - = a,b,c
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Considérons d'autre part le produel de produits

Y

f‘{
7
S o
F, = -f u = _ £
2 1 5 - g1 4
f3___J. -1
fy

Les produits et les produels sont commutatifs, les colonnes ou les lignes des
fonctions binaires peuvent étre permutées entrec elles et par suite les mises en facteur peuvent
s'effectuer aussi bien en partant de la droite qu'en partant de la gauche pour un produit, et les
mises en facteur dual, en partant du haut ou en partant du bas pour un produel.

Ces mises en facteur peuvent mé&me se faire simultanément & droijte et a gauche
pour la premi2re forme (produit) ou en haut et en bas pour la deuxiéme forme (produel), Cette
facon de procéder introduit une solution étrangére.

I1 y a donc lieu de s'assurer que la solution étrangére introduite dans la simpli-
fication obtenue correspond & un produit nul,

Congidérone en effet la fonction :

Si 1'on met, dans cette fonction, ”f5 " en facteur A droite, la simplification

obtenue
f i
f .
SN
f2 | f4

fait apparaitre suivant le parcours indiqué par la fléche, le produit fl . f3 . f 4 qui n'était pas

contenu initialement dans la fonction proposée, Cette simplification ne peut pas étre effectuée si
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f, . f3 . f 4 %= 0. |
Nous pouvons par contre effectuer une simplification par mise en facteur a droite

et a gauche, dans la fonction suivante

X - % 3
Xp - ¥ 0 X =
X - X3 - %

1 322 5 - 3:'2 5 indiqué par la fleche est identiquement nul

puisqu'il contient en facteur deux variables complémentaires Xq et 'E.,. I1 n'y a donc pas de modi-

Le produit x . X . X
fication introduite dans la fonction initiale et la simplification obtenue est valable.
Notons gue dans certains cas, la solution particuliére introduite est redondante

et permet d'améliorer la simplification, C'est le cas de la fonction suivante

£y f4 |f4'
£
fy. 14 . 14 1 jfa £y
F= —f. 1 - = flfz” — =
5
£ . f, . f
5« fg - Iy £, .1,

Les deux parcours indiqués par les fléches correspondent au méme produit

1t L1 2 " "
f. . f3 . f4 . Le produit f3 . f4
mé sans que la fonction soit nwodifiée, Nous obtenons donc finalement

(f.) (f,)
‘l 1|—“‘_‘(f3)_. 4

(£5) e L())

en facieur dual de "f2 " peut, en conséquence, étre suppri-

F:

Le symbolisnme choisi permet ainsi, par des mises en facteur simnultanées de
part et d'autre des expressions binaires, d'établir des liens étroits avec la topologie et d'aboutir
a des expressions simples ayant 1'aspect de schémas,

Notons cependant gue ces simplifications particuli¢res n'offrent d'intérét que
pour des circuits utilisant une technologie ol les éléments sont & commande isolée (relais électro-
magnétiques, optoélectroniques ou transformateurs)., Ce n'est pas le cas des circuits électroni~
ques utilisant des semi-conducteurs des types diode et transistor.

2.4. Décomposition des fonctions binaires par rapport aux variables

Il est intéressant, dans un but de simplification, d'étudier les différentes formes
que peut revétir une fonction binaire relativement a une variable indépendante.

2.4,1. Définitions

Nous dirons, par définition, qu'une fonction est monoforme par rapport 2 la

variable "x" si cette variable intervient dans la fonction sous une seule de ses formes binaires
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(directe ou complémentée),

Nous dirons dans ce cas que ''x' est une variable monoforme de la fonction,

sont des fonctions monoformes par rapport & la variable "x" a condition que P 9 (bl et @,

soient des fonctions indépendantes de "x" ,

Nous appellerons fonction biforme par rapport a la variable "x", toute fonction
binaire dans laquelle la variable 'x" intervient 2 la fois sousses deux formes (directe et complé-

mentée) et nous dirons que ''x" est une variable biforme de la fonction

X X x fl
¢1 . et x . f2 sont des fonctions biformes par rapport a la
f f s o
1 2 b variable "x ",
1

Nous dirons qu'une fonction binaire est un produit monoforme de la variable "x'

lorsque "x" ou "x", est unimplicant direct de cette fonction.

F = x, A estunproduit rionoforme de la variable ''x".

Un produel monoforme de la variable "x" admet cette variable ou son complé-

ment comme implicant dual,

X

B! = est un produel monoforme de la variable ''x"

B

Nous appellerons fonction carrée biforme, une fonction biforme comprenant
quatre termes groupés en carré suivant un produit de deux produels de deux facteurs duals, ou
suivant un produel de deux produits de deux facteurs directs,

o 10
B

sont des fonctions carrées biformes en "',
A :

b . A

- et

¢ . B ) 1
2,4.2. Propriétés des fonctions carrées biforrnes(*)

Les fonctions carrées biformes ont un aspect dual qui laisse prévoir des pro-
priétés particulidrement intéressantes.

Toute fonction peut s'écrire sous la forme d'une fonction carrée biforme,
X x . x| x x| x| x p < X

i, f £ £ s | ¢ £ £ f

(*) L'algedbre de BOOLE ne peut pas mettre en évidence d'une fagon simple les propriétés fonda-
mentales des fonctions carrées biformes qui ont une symétrie duale particuliere et sont extréme-
ment utiles pour la simplification des circuits de commutation,
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x . O x X | &
b, x | $ x . B,
x x x . x| x| x x x
d)]_ = =
f1] & ¢ 1] 12 b1y 9y 4
X f1 b 4 fl X f1
X fz X . f2 (bl
(Dl X d) f2
l 1 x o
x 1
Si une fonction carrée biforme se présente sous la forme d'un produit de pro-
duels, -
o | ¢
P = la| B

nous pouvons l'écrire sous la forme de produel de produits en effectuant les produits élémentaires.

B
¢ .B ¢$. B (D.IA.B
F=|a.9l =]4aA.0 = 35_‘?]3
A. B ) )
A.B.‘—-—
¢
B .y oA
A.Bl ’ A.B ’
¢ . B _ () B
A.® Al ©

Nous avons ainsi établi le théorame suivant ; théor&me fondamental et irés
important qui va nous permettre la recherche systématique des implicants directs et duals d'une
fonction par la méthode des consensus,

2.4.3., Théordme

Une fonction carrée biforme n'est pas modifiée par la suppression ou le tracé
d'un trait vertical médian, a condition de disposer les facteurs complémentaires suivant une dia-

gonale du carré correspondant & son expression symbolique,

d

ok
i
et
[

1
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Les facteurs "A' et "B" sont appelés simplement facteurs diagonaux de la
fonction carrée biforme,

Ce théordme nous permet de passer ainsi facilement d'un produel a un produit
et vice-versa, sans introduire de terme redondant. Ce qui justifie 1'attention particulidre consa-
crée a 1'étude des fonctions carrées biformes,

n (%)

2.5. Simplifications par la méthode des "consensus

Etant donnée une fonction carrée biforme, on appelle "consensus'' de cette fonc-

tion, le produit des termes diagonaux non complémentaires, et "consensus dual'', le produel des
termes diagonaux non complémentaires,

o 1 $. 1
La fonction carrée biforme F = - = —
fz o Q. f2
admet pour 'consensus' le produit £, . £,
T
et pour "consensus dual" le produel
f
2

En procédant par produits effectués, nous pouvons écrire

f
. 1
o .1 ol —

F = = - = f.
£,. 9 L, | &1 2+ ¥
2 £ £
2+ N

Le consensus f, . f, estdonc un implicant dual de "F" et le consensus dual

¢ | estunimplicant de "F" ., Nous en déduisons les théorémes suivants .

2,5.1., Théorémes

2.5.1.1, Si parmi les facteurs d'un produit, il existe une fonction carrée bi-

forme et un terme contenant en facteur dual, le consensus dual de cette fonction; ce dernierterme
est redondant et peut étre supprimé,

2.5.1.2, B5i parmi les facteurs duals d'un produel, il existe une fonction carvée

biforme et un terme contenant en facteur le consensus de cette fonction, ce dernier terme est
redondant et peut étre supprimé,

(%) Rappelons pour mémoire qu'une théorie compléte des consensus, dans le formalisme de 1'algé-
bre de BOOLE, a été développée par M, TISON.
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Nous pouvons écrire en effet

k o k ¢. 1l .1
| &.5 |t 1 |.f £ = - f,... = =|.f f
OIS S I S A 611 1153 "n | f,. |5, [*78 " n f,. §| 73" 'n
- f £, | f
2 2
De méme
0.t 6.1 ®. 1
fy . ® f, . § t, . O ¢ £
k. f L, = 1.1, . f = f, . £, = £, ()]
f3 k fl.xz f3 f3
f, :
£ ) £ £
fn

2.5.2, Regles générales des ''consensus"

Donnons -nous la fonction carrée bhiforme

|1 ¢ .1
F o= = —
£, ® £, . ¢

2,5.2.1., Le consensus " f .f, " mis sous la forme d'un produel de produits,

172 .
traduit, locsque 1'un de ces produits apparait en facteur dans vu terme facteur dual de "F'", une

condition suffisante pour affirmer que ce terme est redondant et peut &tre supprimé.

f

£,

traduit, lorsque l'un de ces produels apparait en facteur dual dans un terme facteur de "F" une

2,5.2,2, Le consensus dual mis sous la forme d'un produit de produels,

condition suffisante pour affirmer que ce terme est redondant et peut étre supprimé.

Supposons que le consensus de la fonction carrée biforme '"F' soit mis sous la

forme d'un produelde 'q" produits
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et que le consensus dual soit mis sous la forme d'un produit de " r " produels ;

Si la fonction '"F" est en facteur dual d'un terme de la forme "Apk"’ ce terme
est redondant,
Nous pouvons écrire en effet dans ce cas :

F
F F Py
Apy Ap,
Py 1--:
. '
' '
Pq ;
Apk -
n fnoo. . n 1 Pk
Py s implicant de Apk » €st en facteur dual et nous savons que = Py
Apk
F F
] . = -_
dion : fl.f2 fl'f2 F
.Apk
Si la fonction "F'" est en facteur d'un terme de la forme ﬂj , TNous pouvons
écrire
B f1 B B
F . | =F. o= .
nJ F fz wJ F. Tie Ty oo 1TJ. ﬂj .1r3+1. L
B
'n'j est un implicant dual du produel 'n'j
f B f
donc, F . 1 = B, 1 = F
f2 ﬂj f2
2,5.3, Exemple de gimplification par consensus
B.C.F
D.C.F|}| D
Considérons la fonction Fl = D,B. E B
A.C C
D. A P
A . B
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Il existe, dans le premier facteur de "Fl" deux variables biformes "C" et
"A" et nous pouvons faire apparaitre successivement les deux fonctions carrées biformes

C.B.F c
A B qui admettent respectivement
D.F — _
a | .© D.A
B,.D.F D.C
pour consensus A.B.Fl*|p. Bl
A D
et admettent pour consensus dual : { D A et B
Bl T C

Nous voyons par le consensus de la fonction carrée biforme en "A" consensus

égal & D. El , que les termes D.C.F et D.B.E peuvent étre supprimées, Nous pouvons
D.C
donc écrire
A{C|p alcl|?®
B B
- |B = B| =
ot -] C
D.A C D a =
B.C.F |F BCF
D D
Le produel B | contient le consensus dual | B
c C
F
d'ol, A C A.C
p| 2 A.B
Fl = A = D . A‘
BCF B.C.F
A A AlA|A|A
Nous pouvons encore écrire ; F1 = D B = | D|D[D|B
B.C.F| C Bl C|F|C

La recherche des consensus conduit souvent & la simplification optimale desemp
fonctions binaires, Elle complete utilement les méthodes de simgplifications par mises en facteur
transpositions et adjacerices.

Ces quatres méthodes combinées permettent en général, lorsqu'elles sont utili-

sées judicieusement, d'obtenir des formes minimales,

2.6. Simplifications par adjacences

Les simplifications par adjacences sont les premiéres qui ont ét€ utilisées en
algebre de "BOOLE'". Elles étaient alors les plus faciles & mettre en oeuvre et ont donné nais-
sance a différentes méthodes comme celle établie par "QUINE et Mc CLUSKEY" ou celles des

a3

diagrammes de "VENN" et de ""VEITCH'" que nous citons simplement pour mémoire.

Nous développerons, par contre, la méthode des diagrammes de "KARNAUGH"
parce que ces diagrammes sont assimilables aux tracés de tables de vérité particuliéres dans
lesquelles les adjacences sont topologiquement groupées ou bien se correspondent géométrique-
ment par symétrie,

Le diagramme de KARNAUGH se présente sous la forme .- an carré ou d'un
rectangle selon la parité du nombre des variables, L'ensemble des variables est généralement
partagé en deux sous-ensembles contenant, i une unité prés, le méme nombre de variables,

Au nombre de combinaisons de valeurs de ces deux sous-ensembles, on fait
corregspondre respectivement le nombre des cases de chacun des c0tés du rectangle ou du carré,
11 suffit ensuite de ranger les combinaisons de valeurs des variables dans un ordre respectant les
adjacences par groupements ou symétries commme le précisent les exemples suivants

Cas de deux variables Cag de trois variables

B BC
AN_ 0 1 A 00 01 11 10
0 0 1 0 o 1] 3 2

1 1
2 3 4 s 1 8

Il est intéressant, comme cela es: fa2it sur les exemples traités, de repérer
chaque case par 1'équivalent décimal du nombre binaire associé a la combinaison de valeurs qui
lui correspond,

Cas de quatre variables : Cas de cing variables
CD CDE
AB \00 01 11 10 AB ™~ 000 001 011 010 110 111 101 100
!
00
ol 1| 3| 2 00 of 1| 3| 2| e 7l 5| 4
01 01
4 5 7 6 8 9] 11| 10| 14| 15| 13| 12]
11 11
12| 13 15] 14 24{ 25] 27| 28] 30 31 29] 28
10 10
8 9 11 10 16 11 19 18 22 23 21 20

Pour utiliser le diagramme de "KARNAUGH", on porte dans chacune des cases
du carré ou du rectangle, la valeur que prend la fonction binaire envisagée pour la combinaison de
valeurs des variables qui correspond justement i cette case, Puis on constitue une table de vérité
réduite, soit par rapport aux ‘'0", soit par rapport aux ""1" de la fonction selon ce qui parait le
plus simple, en tenant compte des adjacences possibles qui sont localisées avec facilité grice a la
distribution topologique particulieére du diagramme. Il suffit ensuite d'établir la fonction & partir
de la table de vérité réduite, Avec un peu d'habitude, on peut tirer la fonction directement du dia-
gramme sous forme de produits ou de produels ,

La méthode du diagramme de "KARNAUGH" est intéressante et permet des sim-
plifications rapides, mais présente l'inconvénient de n'utiliser que les adjacences comme mode de
recherche des implicants., Le choix des groupements et des symétries reste arbitraire et la
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méthode des mises en facteur ou celle des consensus la complétent utilement,

2.6.1, Exemples

Les variables étant rangées dans l'ordre A, B, C, D, écrire i 1'aide du dia-
gramme de "KARNAUGH" la fonction binaire simplifiée égale 4 zéro pour les combinaisons 3
(0011), 7 (0111), 8(1000), 9 (1001), 14 (1110} et 15 (1111} des valeurs des variables,

On trace le diagramme de KARNAUGH pour les quatre variables A, B, C et D,
On inserit " 0" dans les cases correspondanta 3, 7, 8, 9, 14 et 15 et " 1" dans les autres
cases,

CD
AB 00 01 11 10

00| 1 1 0 1

01| 1 1 0 1

110 1 1 0 0
12 13 15 14

107 0 0 1 1
8 8 11 10

En groupant les cases adjacentes 3-7, 8-9 et 14-15, on obtient la table de
vérité réduite suivante

Combinaisons groupées Al BJ|JCiD |F
3-7 0 8 1 0
8-9 1 0 0 i)
14-15 1/ 111 |¢p
ce qui permet d'écrire Al Al &
F = |C|B!| B
D{c| C

Mais on peut aussi bien grouper les cases adjacentes 0-1-4-5, 0-2-4-8,
4-5-12-13, 10-11 et 1'on obtient la table de vérité réduite relative aux "1" de la fonction
binaire,

Combinaisons groupées A|lBlc |Dp |F
0-1-4-5 ol p 0 |p H1

0-2-4-6 o | P o 1
4-5-12-13 pl1lo|p {1

10-11 1l o1 (9|1

P - i

[+
[<)]

ce qui donne : F =

Bow e
Wl Qg ol

Cc

En utilisant les propriétés des fonctions carrées biformes on peut écrire succes-

sivement
A.C C A
A.D A|D A A|lalaA
A.B.C| = B.C = = B| BIT
A.B.C B.C| B § § c|T|D
A.B.CcC C.B c| B] D

Le diagramme de KARNAUGH se révéle vraiment utile dans le cas ol les fonc-
tions binaires sont incomplétement définies et présentent un certain nombre de combinaisons de
variables disponibles qui ne sont jamais réalisées et pour lesquelles nous pouveons altribuer 3 la

1!

fonction aussi bien la valeur '"1'" que la valeur ''0" selon les simplifications possibles,

Donnons-nous par exemple une fonction de cing variables x5, x4, Xgs Xps X
rangées dans l’ordre inverse des indices pour pouvoir leur faire correspondre les puissances de

""2'" des nombres binaires associés,

Il s'agit d'écrire la fonction binaire "F" é&gale a 1'unité pour les combinaisons
1-3-7-8--10-12-17-20,

Les combinaisons disponibles sont les suivantes
0~-5-6-9-11-14-16-18 -21 -22.

La fonction est égale a zéro pour les combinaisons qui n'ont pas été considérées,
ctest-a-dire

2-4-13-15-19~23-24-25-26-27-28-29 -~ 30~ 31,

Les données permettent de tracer le diagramme de KARNAUGH suivant

372 "1
X%, 000 001 ©11 010 110 111 101 100
" 00 ¢ 1 1 0 p 1 p 0
0 1 3 2 6 7 5 4
01 1 i p |1 P 0 0 1
8 of " 11f 10f 14| 15| 13l 12
11 0 0 0 0 0 0 0 0
24/ 25| 271 26 30| 31 29 28
10 p 1 0 ) g 0 g 1
168 17| 1y 18] 22 23 21| 20
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Nous pouvons tirer du diagramme la table de vérité réduite relative aux valeurs

1" de la fonction "F' en utilisant au mieux les combinaisons disponibles repérées par le sym-
bO].e Ilpﬂ.
Combinaisons groupées X | X4 1 X5 | X5 | Xy F
1-3-5-7 ol o ||| 1
8-10- 12 - 14 ol 1|p|e]o 1
16 - 17 - 20 - 21 1 p o] p 1
X5 - X4+ %y X | a1
1 = < ey -
d'ol F Xg o Xy 1 1 %4
Xg . X4 . X Xy Xy o Xg
x x| x, | X X f = | — {—
1 _1 2 4 1 X4 %4 | %5
F = x| x,|= | = p.4
4 4 x-| x 4| = = | =
5 5 Xy 5 | X5

»
]
»

Nous pouvonsg également dresser une table de véri.é réduite relative aux zéros
de la fonction "F' en utilisant les combinaisons disponibles,

Combinaisons groupées Xg | Xy [ X5 | Xy | Xy F
0-2-4-86 o loflplp|o 0
9-11-13-15-25-27-28-31 | 1|9 | 0|1 0
24-25-26-27-28-29-30-31 Wmgn gl | 1 | # | £ | # 0
18-19-22-23-26-27-30-31 AR I T S W 0
d'ol
X -1 X, | = -
1 X, x4 X, 1 Xy Xg
F = x,| = =| = = |x, 1= =
4 x4] *5] %5 4 X, Xy
Nous pouvons également écrire "F'' sous la forme
x x X X, . x
__5 1 _4 ] ;5 1 4
F = Xg X, Xy, = C x_l_l =
- - X..X 4
Xg Xy X, 572

2.7, Simplifications par transpositions, mises en facteur et adjacences.

Nous avons constaté dans ce qui préciéde que les transpositions, les mises en
facteur et les adjacences sont des moyens qui permettent d'opérer des simplifications sur les

fonctions binaires,

La méthode que nous proposons réunit ces trois moyens de fagon efficace et
systématique. Elle permet de simplifier une fonction binaire mise sous forme canonique avec le
maximum de rapidité,

Nous savons qu'une forme canonique est en général une fonction carrée biforme
lorsque l'une des variables a été mise en facteur partiel,

xi . G Xy G
F (xl" xz, *+ w9 > x ) = — ———
n H . xi H xi

Si "F" est une fonction canonique, "H'' et "G' sont également des fonctions

canoniques qui ne contiennent plus le variable "xi” .

i

G G (x.,

1 Xgo s Xipo Kyppeocee s X))

H (xla xza v

H s X e Kipgs oeee o 0 )

Elles sont donc également carrées biformes et les fonctions diagonales rési-
duelles sont toujours des fonctions canoniques sur lesquelles il est donc possible d'effectuer des
trangpositions.

Scit "p'" le nombre de produits ou de produels élémentaires d'une fonction
cancnique. Le nombre total des variables littérales qui apparaissent dans la fonction est égal &

""n " désigne le nombre des variables indépendantes,

"p.n" si
Le nombre total de variables littérales qui apparaissent aprés la mise en fac-

teur partielle de la variable "xi” est égal a

p.(n-1}) + 2, si ”xi” est une variable biforme

et p.{n-1) +1, si "xi” est une variable monoforme,

Une fonction binaire peut étre simplifiée, en opérant successivement des mises
en facteur partielles, des transpositions et des réductions par adjacences,
Supposons, en effet, que la fonction canonique de ''n" variables F (x

X
2; .-
x ) contenant "p'"' termes tels que p = P-1

- m ("m" entier, positif, inférieur a 2“1‘1),

soit écrite sous forme de fonction carrée biforme par mise en facteur partielle de la variable “xi”
de telle manidre que les deux fonctions diagonales "H" et "G'" contiennent respectivement P,

et p, termes, (produits ou produels}, .
2""

Nous aveons nécessairement p,*tP; =P = !

contiennent chacun les (n-1) variables (xl,

-m, Les ”po' et ”pl" terines

x2: s 4 60 3 xi"l, xi_l_lJ e 2 xn)"

2.7.1. sip < 212 o p; € 272 sucune transposition ne peut étre envisagée.

S'il existe un nombre 'a" (a ¢ P, €t 2« pl) d'adjacences relatives & la varia-

ble "xi" , c'est-a-dire un nombre "a" de termes communs aux fonctions "H" et "G', on peut
opérer une simplification par adjacences, le nombre total réduit des variables littérales étant
égal 3

N, = (p~ a).{(n-1)}+ 2 lorsque p, et p, sont tous deux différents de zéro,

p.{n-1) + 1, d-.sle cas ol "xi”

et N1 est monoforme et ol 1'une des valeurs
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ou p, estnulle ainsi que "a",
" n

La simplification par adjacences, relative & la variable x,", aprés mise en
facteur partielle de la variable ”xi" fournit donc une réduction des variables littérales égale a :

Po

AN, = p.(n-1) +2-(p-a).(n-1)~-2

AN1 = a,(n-1)
n-2
2.7.2. Supposons par contre 2 ¢ P,y -
(po = M2, k, k entier positif et inférieur & 2 n-2 ).

Dans ces conditions, la fonction diagonale "H" qui comprend, P, = a2 4

termes, peut 8tre transposée et le nombre de termes, aprés transposition, est égala:
- p, = 2%k

Le nombre total des variables littérales qui apparaissent dans la fonction "F"

ainsi simplifiée, est alors égal a

" It

2 (py + P).(n-1)+2 lorsque "x;" est biforme

=z
il

N, = p2.(n -1)+1 lorsque ”xi" est monoforme,

La simplification par transposition aprés mise en facteur partiel de la variable

"x," fournit donc une réduction des variables littérales égale 2

AN, = p.(n1)+2-(p,*p;). (n-1)-2

= (p-pPy~Py). (n-1)= (p,-py).(n-1)

ANZ = 2k.(n-1)

" AN, " est maximal, lorsque "' k' est maximal et nous remarquons que
po'pll - |2po-(p0+p1)l - |2p0-p|
= |2(2“'2+k)-2“‘1+m| = |2k + m|

11 suffit donc, pour obtenir la simplification optimale par transposition, de faire
une mise en farteur partielle par rapport 4 1'une des variables ol & la variable pout laquelle le
module de la différence P, - Pg est maximal,

2.7.3. Théor2me

Lorsqu'une fonction binaire mise sous forme canonique est simplifiée par mise
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en facteur partielle d'une variable, suivie d'une réduction par transposition, la simplification est
optimale lorsque la mise en facteur partielle a été faite par rapport & une variable pour laquelle
le module de la différence | p_ - p;| est maximal, Dans cette formule "po-“ peut représenter
le nombre de fois que la variable est écrite sous forme directe, et "pl" le nombre de fois qu'elle
est écrite sous forme complémentée, dans la fonction avant mise en facteur.

2.7.4. Méthode pratique

Pour opérer en pratique une simplification par transpositions, mises en facteur

et adjacences, on procéde de la maniére suivante

- on écrit d'abord la fonction sous forme canonique si elle ne 1'était pas, et cn la transpose dans
le cas oil le nombre de termes (produits ou produels élémentaires) est supérieur a ngn~lu (n étant
le nombre de variableg). On calcule ensuite, pour chaque variable, le module | Pg - P1I .
On écrit la fonction carrée biforme relative A 1a variable, ou A l'une des variables "xi" qui
correspond aux maximum du module ! P, - Py|- "H" et "G" étant les fonctions diagonales
de la fonction carrée biforme obtenue, on détermine le nombre "a' des termes communs A ces
fonctions diagonales,

Si "H" et "G" ne sont pas réductibles par transposition, on simplifie par

adjacences en écrivant selon le cas

“Hl" et “Gl" étant obtenues a partir des fonctions "H" et "G", en suppri-
mant dans ces dernidres les termes communs, J, et K,,représentent donc respectivement et
selon le cas, le produel ou le produit des termes communs 2 "G' et "H".

- Lorsque l'une des fonctions diagonales, "H" par exemple, est réductible par transposition,

n-2

c'est-a-dire que le nombre de termes qu'elle comprend est égal a 2 + k, on calcule "k" que

l'on compare au nombre d'adjacences ''a" .

- 81 2k ¢ a, onprocéde comme précédemment,

- 8i a < 2k, ontrangpose la fonction "H' mais on écrit "Gl" et "Jl” ou ”I{l"
en tenant compte des adjacences,

En appelant ”Ht” la fonction transposée'de g (Ht = H), on obtient selon le !

cas

x, . H

G, . % ou G, | %,

On poursuit la simplification en répétant les mémes opérations pour les fonctions
canoniques Ht’ Hl' Gl‘ .]'1 ou Kl jusqu'a épuisement du nombre des variables,



2.7.5. Exemple :
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Simplifier la fonction F (a,' b, ¢, d) égale & 1'unité pour les combinaisons de
valeurs binaires qui correspondent aux nombres 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 13 des quatres

variables a, b, ¢, d rangées dans 1'ordre alphabétique.

La fonction, écrite sous la premiére forme canonique, comprendrait dix produits

alors que le nombre total de combinaisons de valeurs des quatre variables est égal & 2% =

16,

Nous pouvons donc simplifier par iransposition en écrivant la fonction sous la
deuxidme forme canonique qui comporte les 16 - 10

11, 14 et 15,

e |
1l
©c oo oD

Le calcul des meodules

- pour " a

- pour "b"
- pour 1] c 1t
- pour g

Nous pouvons donc mettre '"e' ou 'd"

o o o ol

|
|
|
|

®w flo T

o]

o]

b0 Y v
o]

s}

carrée biforme relative 3 "d'" par exemple

d
F = a'a'.aé.
b |b b
c e c
y SN,

ale o] el

i

ol Tl

al of ol p

—
-9

Py
p1|
Py |
Py |

ol ol »l

ol ol ot »|

ju—y
(<]

[ Po - Py

"

6 combinaisons complémentaires 0, 1, 8,

fournit

en facteur dual, Etablissons la fonction

Nous constatons qu'il existe une adjacence, indiquée par les flaches, mais que
les fonctions diagonales ne sont pas susceptibles d'étre simplifiées par transposition,
Nous écrivons done

S|
l
o o »lo

o olwpl

oloclw

(oW |

ol ol pl

Sans qu'il soit besoin de calculer les valeurs des modules P, - pll s nous
voyons que b peut étre mis en facteur dual dans la fonction diagonale
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-_s:;. a|a b
b|b|b = al] al a
clelc gl ©
alala
cleie peut &tre simplifiée par transposition,
Cette fonction est égale au complément du produel | 2 qui n'y figure pas et
qui correspond & la quatridme combinaison possible des deux variables ‘''a" et "¢,
l alala a L
—-— — = - a . c
c|clec
Finalement :
a .c-i b c b
a — — — —
F = b a.c = a.d| a.c
bl - -
c d b d
2.8, Fonctions carrées

La propriété des fonctions carrées biformes qui permet de passer trés simple-
ment d'un produit & un produel ou vice-versa, peut s'étendre A une fonction carrée gous certaines
conditions,

Nous allons rechercher les conditions générales auxquelles doivent satisfaire les
termes fl’ f2‘ f3, et f4 d'une fonction carrée pour que soit vérifiée l'identité :

Cette identité mise gsous forme algébrique s'écrit

[1-a-p. -] L1-(1-6) . -] = 1-01~£1) . (1-1,£)

Ce qui donne aprés simplification

.05, (1-fy) . (1-£) + £,.f,. (1-f;). (1-£5) = 0
Théoréme
_ f, f2 fl .
La condition nécessaire et suffisante pour que l'identité =
£, f3 f4 . f3

soit vérifiée, est que les fl’ f2’ f3, et
simultanément les deux identités

f 4 qui apparaissent dans les fonctions carrées, vérifient

fl.f3.f2.f = 0 e £, .f, .f .f, = 0

Notons que les fonctions carrées "biformes' correspondent aux deux cas parti-
culiers ol
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(f1 Ay =0, £ .My = 0) soit {fl s ?3) L.es produits et les produels étant commutatifs, les permutations respectives
_ . - des facteurs ou des facteurs duals permettent d'obtenir d'autres égalités de méme forme sous
et (fz : f4 =0, f.?. ' f4 = 0 soit (fz B f4) réserve d'écrire tonjours des termes complémentaires aux extrémités des diagonales des fonctions
carrées.
Parmi les nombreuses solutions possibles, il est intéressant de retenir celles
qui corresgpondent respectivement aux relations
fl . f3 = 1'2 . f4 = 0
_ - - = f
et f .f, = f, .1 =0 soit | Ll =(2]-
1°°3 2" "4 £ £
3 4
Si dans une fonction binaire mise sous forme ''carrée' les produits des termes
diagonaux sont respectivement nuls ou leurs produels respectivement égaux & 1'unité, nous pou-
vons écrire
f1 fz f1 fz
fg | T3 Iy - I
Les conditions précédentes sont en particulier vérifiées lorsque : )
£, 0= Ay, 1, = AL G, f; = B.O et f, =B O
A A B B
ou lorsque : f, = ° , f, = 1 £, = 2 let £, = 1

S N R I B Y ] e

Cela entraine différentes égalités qu'il est intéressant d'utiliser au cours de
simplifications ; telles les égalités suivantes

b, . 2 -3y ... a, - O Po - By -8y o3y B s ap'¢)1
Oy - by by e By L B d)l.bl.bz...bj Bigg +oe By B
v i, t
P, ¢, G, | 9,
ay b1 a; bl
a2 b2 a2 b2
cu . . = . . Y (i 2 J)
ap bq a, bj+1
T e a. b,
¢'1 d)o i+l j*1
. o
|2
¢ %
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3 - Simplifier par la méthode des "consensus', la fonction suivante
A . B
Ala.c.p
F = 1¢s.C.p
PiB.c.p
.EXERCICES D'APPLICATION RELATIFS AU CHAPITRE 1I
A. B A
Réponses F = B.C.D =1 B-ic.p
B.C.D c.p . B
A
—1 A B
F = B
- D
1 - On donne la table de vérité incompléte suivante C
— 4 ~ On donne la table de vérité réduite suivante
A B C D F
3 0 0 1 1 Xo | % X, Xq );4 f
9 1 0 0 1
11 1 0 1 1 1
13 1 {110} L:
15 1 1 1 1

Ecrire la fonction "F¥" sous forme canonique puis la simplifier en utilisant le
diagramme de "KARNAUGH".

Vérifier la simplification par la méthode des transpositions, mises en facteur

[l o - - -
L = - S R A =)
Lol -~ S o T o S N Y

=T~ T - W )
- N o - M < A o
-y

et adjacences,

A
Réponse : F = D ,}= - écrire la fonction "f' qui correspond a cette table de vérité.
B.C
- calculer les "consensus’ relatifs 4 chaque fonction carrée biforme de chacune des variables,
2 - On considére le produel des produits de quatre variables A, B, C, D (premi2re forme cano- -

simplifier la fonction en utilisant les consensus calculés et 1'écrire successivement sous forme

nique) qui correspondent aux combinaisons (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15). de produit de produels et sous forme de produel de preduits en constatant qu'elle est carrée

Transposer la fonction (deuxiéme forme canonique). _ biforme en. "xz” .
La simplifier en utilisant la méthode des transpositions, mises en facteur et
. Réponses
adjacences,
Vérifier la simplification par la méthode de "KARNAUGH" . - consensus relatifa " X, " - X . X
AtA Al A A B 1 X, X
slelelisls - consensus relatif a " Xy - xo .  x
Réponses T = clcictlte |c = A C ° .._3 ¢
= e et oo X . X, ., X
D{D}|D|{D|D D - consensus relatif a " Xy "o o173
Xy . Xy . X,
1
Il n‘existe pas de consensus relatifa " X5 qui est monoforme,
- : n n - - -
consensus relatif a Xy X, X)Xy, Xg
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J':o_ )
fonction simplifiée : £ = Xy ;:'1
_ | %
Xz X4
x| % X, « X,
X
= 2 = X, . X
f Xy X, _ 1 . 2
—_— X3 Xl . Xz . X3
*3 ) *4 -
Xz . X3 X4
A . B
5 - Simplifier les fonctions A . B C. A
f1 = B.C . fz = A 2
;‘1 ;2 C'. A D. C
C. A
Xy - %3
*o ; X X —
1 "2 o _ A IB lB
= - in = b4 X - =
f3 X, X % | s f4 X, Xg _1 --3 . f5 C-_ C
- x x A.B.C
xo xl x3 xz xl 2 1
Réponces
A A *1
h=ls.c| - "¢ B |,
D 3
xl Xg xo - XL X, B
f = x, = - = - , f- = A
4 o X, X, X, . X5 . Xg 5 C

6 -~ Démontrer que si une fonction canonique, mise sous la forme de fonction carrée biforme,

ne contient aucune adjacence relative a la variable mise en facteur partiel, son consensus est
identiquement nul dans le cas de la premiére forme canonique (produel de produits) et son consen~
sus dual est identiquement égal a 1'unité dans le cas de la deuxiéme forme cancnique (produits de

produels).
7 ~ On donne dans l'ordre alphabétique les six variables (A, B, C, D, E, F} et le produit des
produels correspondant aux combinaisons suivantes
I (4, 5, 7, 12, 13, 15, 20, 21, 23, 28, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40
41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 52, 53, 55, 568, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63).

Dans 1'équivalence binaire des nombres indiqués, on affecte A la variable "A'" le poids "32" et
successivement les poids 16, 8, 4, 2 et 1 aux variables B, C, D, E, F,

Simplifier la fonction "I'" par mises en facteur, transpositions et adjacences
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successives et vérifier le résultat par la méthode de "KARNAUGH".
a l D ]
Réponse : I = E.F

8 - [Etablir les tables de vérité réduites relatives aux valeurs '0" puis aux valeurs "1" de la
A
B.C

fonction f1 =

Etablir ensuite la table de vérité complate de ”fl“ et les deux formes canoni-
ques correspondantes,

Réponses
Tables de vérité réduites
A B C f1 A B C f1
1 g )] 1 0 1 0
0 0 i 0 1 0

Table de vérité complate

A B |C f1 Premiére forme canonique
A.B.C | o0
0 0 0 0 1 = =
1 o|lo|t || o A.Z.C
£, = A,.B.Cc | 5
2 0 1 0 0 -
A, B.C 6
3 0 1 1 0
A.B.C ]
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1 Deuxidme forme canonique
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1 i e
f1 = B B B
clci|c
. X . x
9 - [Etablir les tables de vérité réduites relatives 2 la fonction simplifiée f4 = X, . 1 2
bs X
1° "3

En déduire la premidre forme canonique (produel de produits) en partant directement de la forme

donnée de " £, ",

Réponses :

o + %1 - g o T
On peut écrire : f4 = - = X, - -
Xy o X . Xg Xq Xy
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Ce qui permet d'établir les deux tables de vérité réduites : Réponse
A o 2
%1 | % | %3 [ X | *1 | X2 | *3 | % 5 .x | B lx .= €y
1 2 o 1
1 oo |¢ Oq p
1 1 9 0 ) 1 ] 1
p|]o 118

-

Pour obtenir la premiére forme canonique, il suffit de multiplier le premier

Xg X Marugorit regu le 4 quril 1968
produit de "f4” par | = et le second produit par | -
3
*o 1 X3 + X5
f = ¥+ *1 - X3 - X
4 —
Xy o X . Xy . Xg
xo .xl X2 . Xs
10 - DEecrire la fonction "F" qui correspond a la tahble de vérité réduite suivante

- S S
o O o O

=0
= S = S

Puis, la simplifier par la méthode des consensus.

Réponse
Alaja|B A C
F=lp|Blc|® " Ip.Bla
D
11 - Simplifier les fonctions suivantes
i} . X, - X5 . Xg
0 1 ey
i} . X, « Xg . Xg
A = ° 2 ., B = xO ";1 ;2 , € =
X x ‘ -
e _}_{_3 X, . Xy . Xg
X
1 72
X, » Xy . Xg

A.C
" |]A.B.D
xc> 1'[1 1 xo -fo
Xl x2 Xl xl
¥ | X3 | X3 | X
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ANALYSE BINAIRE
léme paortie

APPLICATIONS ET FONCTIONS DE TRANSCODAGE

Taigsant suite 4 1'étude mathématique entreprise, il apparalt intéressant, aprés
l'examen des avantages concrets qu'offre l'analyse binaire pour la réalisation des circuits de
commutation, de poursuivre, en accordant une attention particuliére aux fonctions algébriques
explicites discontinues dont les valeurs numériques résultent d'éléments binaires ordonnées,
Ces fonctions, appelées 'fonctions de transcodage' parce qu'elles traduisent, sur le plan
théorique, les transformations que peuvent subir les codes d'information numériques, conser-
vent, dans leur forme développée, le mode d'expression propre aux fonctions binaires,

Les solutions de continuité sont évitées, de telle sorte que soit conservée 1thomo-
géneéité de 1l'architecture proposée,

Les fonctions de transcodage, sous leurs différents aspects ; paramétrique,
itératif et maillé, peuvent revetir des formes lexicographiques diverses qui s'harmonisent
avec la topologie tout en élargissant le domaine d'application des résultats obtenus lors de
1'étude des fonctions binaires élémentaires,



CHAPITRE 111

FONCTIONS BINAIRES ET CIRCUITS DE COMMUTATION

Malgré des bases mathématiques rigoureuses, l'analyse binaire ne présenterait
aucun intérét si elle ne constituait un outil utile, simple et adapté & la mise en équation, &
1'¢tude et 4 la réalisation des circuits de commutation qui sont les constituants fondamentaux
des automatismes complexes de plus en plus indispensables & l'organisation dfune société
moderne,

Il est donc absolument nécessaire que l'informaticien puisse établir immédiate-
ment les liens étroits qui existent entre des résultats théoriques et l'ensemble des possibilités
technologiques dans une continuité harmonieuse qui méne de la conception a la réalisation
pratique.

3.1 — (Circuits & relais

Un relais est constitué généralement d'un circuit magnétique sur lequel sont
bobinés un ou plusieurs enroulements de commande. Le circuit magnétique comprend une
armature mobile supportant des contacts & ouverture ou A fermeture dont 1'état ouvert ou
fermé dépend de l'excitation, Les circuits de commande et les contacts sont généralement
isolés les uns des autres.

La représentation schématique d'un relais se fait en général comme l'indiquent
les figures 3,11 et 3,17 ci-aprés,

figure 3,11 figure 3,12
—0 O —op o2
X
X X
centact travail contact repos

ou normalement ouvert, ou normalement fermé,



En désignant un relais et ses contacts par la méme lettre 'x'', par exemple, on

peut établir des correspondances simples avec les expressions binaires,

- Sile relais est au repos (désexcité), x = 0, Les contacts 'travail" désignés également

par "x'" sont ouverts, Les contacts ''repos'' désignés par "X ' sont fermés ( x =1)

- 8ile relais est excité, x = 1, Les contacts "travail” sont alors fermés (x = 1). Les contacts
"repos' sont ouverts (X = 0),

11 est ainsi possible de réaliser en pratique un produit bhinaire & l'aide d'une

chaine de contact montés en cascade, dans laquelle les variables directes sont des contacts
"travail" et les variables complémentées des contacts ''repos' des relais correspondants.

On peut également réaliser un ''produel’’ en utilisant des contacts de relais
montés en paralldle et en respectant les mémes correspondances,

— Le produit :

— -

¥g - X3 - Xy 7 Y

peut &tre représenté par la chalne de contacts suivante

2 X3 :L

o

U O— O O— O~
o o \—0 "~N-o \1
* %2 X3 X, n L

On peut convenir, dans l'expression binaire, d'affecter & "U" la valeur '1"

ou "0" selon que la tension nécessaire 3 l'excitation du relais ”yl”

est appliquée ou non,

Pour que le relais "yl' soit excité (y, = 1), il faut que la tension "U" soit
(1] 11

appliquée (U = 1), que le relais x," soit excité (x; = 1), que le relais "xz” soit au repos
" i

{x, = 1), que le relais x,"', soitaurepos (x; = 1) et que le relais "x," soit excité

4
(x, = 1)L

4
Dans tous les autres cas, le relais ”yl“ reste au repos (y, = 0). Ces condi-
tions montrent bien l'identité de la chaine réalisée et du produit binaire,

U.x). %5 X3, %, = ¥

- Le 'produel' : U. | =% = Yy

peut également étre représenté en pratique par la chaine de contacts suivante :

Xy
0 O

Nk

7
/
:SNx

/
!
/

k ) 1

Les contacts et relais associés étant désignés par une méme lettre, il n'est
pas toujours nécessaire de représenter ces derniers dans un schéma,
Le schéma guivant :

q,, =b

-
y

r*

- -

wils b
[o o

af—>

correspond & la fonction

et nous constatons que le schéma méme se confond avec la fonction et devient ainsi superflu,
Les fonctions binaires sont donc immédiatement utilisables pour la réalisation de circuits
comprenant de simples relais & contacts multiples, Certains circuits particuliers correspon-



dent 4 des fonctions binaires qu'il est intéressant de déterminer, C'est le cas, par exemple,

du relais "r'" A deux enroulements inversés, alimentés en courant continu, de la figure

ci-dessous

(f1 )1

~
TU (fo) {bbl

Lorsque les deux enroulements sont parcourus par des courants de méme inten-
sité, le relais reste au repos et il ne peut étre excité que si f1 =0 et fz =1 ou fl =1
et f2=0avch=1.

Le circult est donc équivalent & la fonction

fJ. * TZ fl i.2
r = U, = 1= U. T
f2 . fl f2 fl
~ Lorsque la chalne d'excitation d'un relais "y" est un produit "fl.fz", il est

possible de réaliser l'un des schémas équivalents suivants :

%)

—'—(f1 ) (fz)'o‘\ _(f-| R

@ o P

y —y
_ {f2)
(fq) =
i L (t)
—(fp) R
y y

Les résistances "R'" évitent simplement que la source d'alimentation se trouve
en court-circuit lorsque les fonctions —fl ou —fz , Inontées en paralléle avec le relais, sont
égales & l'unité,

3.2 —~ Circuits utilisant des semi-conducteurs

Les progrés et les perfectionnements apportés a la fabrication des semi-conduc-
teurs, l'amélioration en particulier de la fiabilité des circuits, ont ouvert a l'automatisme

d'immenses perspectives,

Avec l'utilisation des semi-conducteurs, l'analyse binaire trouve ses applications
les plus fécondes.

Les dicdes sont utilisées surtout pour des transcodages faisant intervenir des
"produits' (fonction ET) ou des “produels” (fonction OU} A condition, toutefois, de disposer
des tengions qui correspondent aux variables directes et complémentées nécessaires 2 la
constitution de ces fonctions,

' Nous avons vu qu'il était possible d'associer une variable binaire 4 une tension
en convenant d'affecter la valeur 0" ou "1'" a cette variable selon que la tension est absente
ou présente au point considéré,

Il est ainsi possible, a l'aide de diodes, de réaliser par exemple la fonction
"OU" et la fonction "ET" suivantes

X1 X3

%, Xg :
$ # ; = X

o~ > 5y 3
E4
ﬂi5

~ "produel" ou fonction "OU" a diodes

%2
3

i S!L _{L S!z {Z Sp T Xp. Xg. Xg. Xy X5
% % %

- "produit" ou fonction "ET" i diodes

Si nous nous référons aux caractéristiques d'un transistor, du type NPN par
exemple (figure 3,21), nous voyons que la polarité de la tengion de sortie est inverse de
celle de la tension d'entrée, Nous pouvons, d'autre part, obtenir un gain de puissance en
utilisant l'amplification du transistor. Ces deux particularités permettent donc de complé-
menter une fonction binaire et de régénérer son signal de sortie,



Figure 3,21
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Nous pourrons, ainsi, a liaide de diodes et de transistors, réaliser des fonctions
"Ou", des fonctions "ET'" , ainsi que leurs compléments avec régénération de puissance

comme le montre le schéma ci-dessous

_ X % X
Y

3

X,
% A = Xy, Xg. Xg. X,

Il est également aisé de déterminer directement la fonction binaire associée a
un montage électronique, comme le montre l'exemple suivant

a

A l'entrée du transistor n° 1 est appliquée la fonction bl et nous obtenons,
1
en sortie, le complément El, '51 . A la sortie du transistor n° 3 est réalisée la fonction
a '
52. Bz = b2 ., A l'entrée du transistor n° 2 se trouve donc appliquée la fonction
2 .

9
i‘l' El =y ce qﬁ; permet, en définitive, d'écrire 2 la sortie du transistor n° 2, la
a,. b
2* "2
a, | a
fonction y = 1 2
By | P2

En conclusion, nous constatons que toute fonction binaire est réalisable en

pratique a l'aide de relais ou a l'aide d'éléments semi-conducteurs., Dians ce dernier cas,
cependant, il est nécessaire d'exprimer la fonction sous forme dlun produit de produels ou

d'un produel de produits,

3.3 - Circuits logiques intégrés

Le nombre considérable d'éléments exigés par la réalisation d'ensembles
complexes, tels que ies calculateurs électroniques, ne peut se concevoir et s'admettre gue
si chacun des éléments possdéde un temps moyen de bon fonctionnement élevé sous un volume
aussi réduit que possible,

Du tube électronique au transistor, un pas trés important a été franchi dans
cette voie et les circuits intégrés marquent une nouvelle étape vers la réduction de l'encom-
brement,

L'évolution des circuits électroniques logiques s'est faite et continue & se faire

en fonction de critéres d'amélioration précis qui peuvent s'énumérer ainsi :

— réduction de 1l'encombrement,

— réduction de la consommation,

— réduction de la sensibilité aux parasites,
— augmentation de la rapidité,

— augmentation de la fiabilité,

Ces améliorations ne sont pas toujours compatibles entre elles et font, en
pratique, l'objet de compromis qui dépendent du but recherché dans l'utilisation d'un circuit
donné, ‘

L'étude de la réduction des dimensions et de la recherche d'un fonctionnement
plus rapide ont amené les constructeurs i envisager d'étendre aux ensembles logiques des
techniques de fabrication appropriées comme celle appliquée aux transistors "Planar’,

Malgré les difficultés présentées par les micromanipulations, la tentative a
6té couronnée de succés, Les premidres difficultés passées, la fiabilité et le prix des
circuits intégrés n'ont fait que s‘améliorer,

Dans la technique "Planar', que nous désrirons sommairement 2 titre d'exemple,
les circuits intégrés sont réalisés 2 partir d'une plaquette de silicium de type "N" tres pur,
recouverte d'une couche protectrice de silice (Si 02). La formation d'un cache par photo-
gravure préserve une partie de la couche de silice de 1l'attaque chimique (fluorure d'ammo-
nium) qui, par dissolution, met a nu le silicium aux endroits restés sans protection et qui
ont été préalablement choisis pour étre traités par diffusion A haute température dlune impu-
reté de type 'P'" (Bore) ou de type "N' (Phosphore).

Le silicium de type "P'" constitue la base des transistors et l'anode des diodes,

Les émetteurs sont réalisés ensuite par diffusion d'une impureté de type "N,
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Enfin, les résistances sont obtenues & l'aide de transistors blogués,
Les circuits intégrés sont généralement réalisés sur des parallélépipddes de
silicium de 500 &4 600 y de cb6té et de 150 a4 200 g d'épaisseur environ,

Les connexions extérieures sont reliées aux circuits par des fils d'or de quelques

dizaines de microns de diamétre soudés par thermocompression sur les points & connecter qui

ont été preéalablement métallisés i 1l'aide d'un dépot d'aluminium,

La métallisation a l'aluminium permet également d'intégrer des condensateurs en

utilisant la silice comme diélectrique ; mais il est difficile d'augmenter beaucéup la surface
des armatures et, par conséquent, d'obtenir des capacités supérieures a4 quelques centaines
de picofarads,

Notons, en conclusion, que l'intégration permet une réduction considérable de
l'encombrement des circuviis, Pour un méme montage, le gain de volume, hors tout, est de
l'ordre de 600,

3.4 - Classification des circuits logiques

Différents sysidmas logiques ont été élaborés pour répondre aux conditions
citées, tout en essayant d'obtenir un cofit acceptable,

Nous allons passer en revue les principaux systémes rencontrés en pratique,

3.41 -~ Systéme i résistances et transistors (R,T.L.)

(R.T.L, Resistors Transistors Logic), ce systéme n'est plus gudre utilicé,
Les iransistors y jouent uniquement un réle de régénération des signaux et de complémenta-

tion, La fonection "QU", al'entrée, est obtenue 3 l'aide de résistances montées en parallle,

ARAR

l ) I
h 3|
wl
al

QT

4”
llil

Dans l'exemple cité, les fonctions logiques indiquées sont valables en 'logique
négative'’, c'est-a-dire si l'on affecte la valeur logique "1" aux tensions négatives par
rapport a la masse électrique, laquelle constitue le zéro logique de référence,

Les inconvénients de ce systdme sont nombreux du fait des interactions élec-
triques entre les différentes entrées qui limitent le facteur pyramidal d'entrée (entrance ou
fan-in) et de l'absence de seuils élevés qui se traduit par une sensibilité aux parasites plus
importante, Il présente, par contre, l'avantage d'étre peu onéreux,

11

3.42 -~ Systémes A diodes et transistors {D.T.L.)

(D.T.L, Diodes Transistors Logic), C'est 4 ce systdme que se rattachent les
exemples du paragraphe '"4,2" précédent,

A +V
ABCB

L1} S e
i)

- - i E
2 7 B
-< ) tf

A.B.C

Pt or o

|
o

La présence des diodes isole les différentes entrées les unes des autres et le
facteur pyramidal d'entrée (entrance ou fan-in) peut étre important,

Les seuils fixés par les diodes améliorent 1l'immunité aux parasites ; les
faibles résistances directes et les faibles capacités en font un circuit rapide. C'est, par
contre, un systéme dont le prix est plus élevé,

3.43 - Systéme A transistors & couplage direct (D.C,T.L.)

Comme la désignation l'indique (D.C.T.L,, Direct Coupled Transistors Logic),
ce systéme utilise des transistors 3 liaisons directes collecteurs-hbases,

FEER

Lo

-
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11 est intéressant par sa simplicité, car il se limite aux deux éléments de
base que constituent le transistor et sa résistance de charge de collecteur,

La fabrication en est facilitée, mais la saturation des transistors augmente
la consommation et réduit la rapidité,

3.44 -~ Systéme A transistors A émetteurs couplés (E,.C.T.L.) :

(E.C.T.L., Enitters Coupled Transistors Logic},

11 se rattache au systédme D,C,T.L. précédent, mais la résistance corminune
d'¢metteur évite la saturation des transistors , aceroit la rapidité de fonctionnement et -
permet d'ajuster les seuils, L'écart entre les niveaux logiques ''0" et "1" est, par contre,
dec l'ordre de grandeur de la tension de sewmil émetteur-base d'un transistor ; soit 0,7 Volt,

pour les transistors au silicium, Ce faible écart rend le circuit trés sensible aux parasites,

+V

& s® QP T [T

| -W—

|||
il
|}|

Généralement, les niveaux sont respectivement de 0,8 Volt pour le "0" logique
et de 1,5 Volt pour le 1" logique,

Les circuits "E.C.T.L." sont les seuls qui allient, & l'avantage de la rapidité,
celui de la compensgation, c'est-i-dire que la consommation reste pratiquement indépendante
de 1'état logique du circuit, Cette particularité est trés intéressante lorsque l'on considére
les faibles impédances mises en jeu dans les circuits & transistors relativement & celles des
alimentations. L.a compensation affaiblit les niveaux des impulsions transitoires de courant
et réduit considérablement les couplages parasites et les possibilités d'interaction des circuits
par llintermédiaire de la source, L'intéi.¢ en est d'autant plus grand que les circuits ali-

mentés par une méme source sont plus nombreux, ce qui est souvent et de plus en plus le
cas,

3.45 - BSystéme & transistors multiples :

(T.T.L, Transistor-Transistor Logic)
Le transistor d'entrée & émetteur multiple posséde un faible temps de recou-
vrement qui réduit les temps de propagation, Grfice au montage en cascade prévu en sortie,

13

les impédances sont faibles et le facteur pyramidal de sortie (sortance ou fan out} est
important,

AB.C

Oo>
@ilea/ >

lfj-

L.e circuit réalisé est assez rapide et présente une bonne immunité aux para-
sites, Il est, par contre, peu compensé et sa consommation est importante, Une bonne fiabi-
lité globale en fait cependant un circuit intéressant et recherché.

3.5 —~ Symboles et schémas logiques

Les multiples possibilités de réalisation technologiques des fonctions binaires,
sous forme de circuits électreoniques, nous orientent vers la recherche d'un symbolisme
simple destiné & la représentation générale des schémas logiques mais étroiterment lié aux
expressions mathématiques,

Nous avons adopté des symboles # qui sont d'exécution facile, mais on peut en
utiliger dlautres aussi commodes et aussi bien définis,

— La fonction "ET" (produit) sera représentée par un rectangle dont un coté
prolongé correspond & l'entrée des variables,

{entrées) (sortie}
A |

B ey |
a ETp———3 S = A.B.C.D

* Ce symbolisme a été emprunté i llouvrage de Monsieur DEBRAINE "MACHINES DE

TRAITEMENT DE L'INFORMATION'" Masson, Editeur,
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- La fonction "OU" (produel) sera représentée par un triangle dont le sommet
cel orienté vers la sortie et dont la base correspond aux entrées,

ou S =

gad»
wlol R

— Un cercle entourant une entrée ou la sortie indiguera que la variable ou la
fcaction correspondante est complémentée,

——

._1}____@ K B A
B S = B = A.B B 4 »> S = A.'ﬁ.a
£ 9
A— A A
B o B B
o NI S=A.B,C.D c ONp——— S = [ @&
D D D

Les deux derniers circuits "NI" et "ON" sont désignés respectivement en
anglais sous les noms de circuit "NOR'" et circuit "NAND",

Un circuit correspondant & une fonction binaire est susceptible d'étre représenté
schématiquement de plusieurs manidres différentes, A titre d'exemple, le circuit "OU"

.b

exclusif y = ; 3zl = I il%l , peut &tre représenté a l'aide de l'un des quatre schémas
guivant selon la technologie utilisée,

o @ a- |
b__>‘]|§| b ®

] y
— -1y - >
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o Q
[=Y]
ag]
o o

lL.es formes 3 et 4 sont les plus courantes, Les transistors permettent, en
effet, de régénérer le signal en le complémentant, L.es différents circuits logiques utilisant
diodes et transistors meénent donc souvent & des éléments qui correspondent, soit au complé-
ment dtun produel (circuit "NI"), soit au complément d'un produit {circuit "ON'),

On peut établir un certain nombre de régles élémentaires de base quant a la
forme & donner aux fonctions binaires suivant la technologie imposée ou choisie,

Loresquton digpose des variables et de leurs compléments, il est toujours
possible d'établir un schéma logique en deux couches, ce qui réduit le temps d'action des
circuits & deux fois seulement le ternps de propagation d'un élément,

Dans le cas ol l'on utilise des circuits "NI'", il suffit de mettre la fonction
binaire sous forme d'un produit de produels pour limiter le montage & deux couches,

~ Ezxemple

b
c

gl
N
D ——~
= _la.
|| %ﬂ.c NI
C ——t—
b |
c NI

I
T~
2 couches

. 1alz
Y " lble

ala)bd
y = |blclc|

[
— W v — oy o —p——
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Dans le cag ol 1'on utilise des circuits '""ON', il suffit de mettre la fonction

binaire sous forme d'un produel de produits pour limiter également le montage & deux

couches,

- Exemple :

L a
y = I alath - T
bic|lc b
2 couches
l
wun; S
T e
1
E*—,*-—-}lgl N |
{ 1
C—T— —
L 2]
b-—-—r—- C
c———#—;g

Y

g

n
o oral
o 0o

Lorsqu'on ne dispose pas des variables complémentées, il faut utiliser un

circuit "NI"

tion pratique ne peut se lirniter, généralement, 4 moins de trois couches, En ce qui concerne
les deux exemples précédents, il faudrait alors réaliser les montages suivants

3 couches

ou un circuit '"ON"

v=|2ja)

3 couches
/‘_/\_.—\

o | foNa - |2
. ?l_g
| P '
' b

E'O
7]
b L db BN

c IE

c

supplémentaire pour chaque complémentation et la réalisa-

d.b
Y=ld.c
b.c

- s gy e AN £ ®

direct.

il est intéresgant de mettre la fonction
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D'une facon générale, il faut essayer, lorsqu'on utilise des circuits "NI', de

Exemple

o

1,1

y ' sous la for

X1 %3

X9

X1

Dans le cas oll l'on utilise des circuits du type "ON",

me

mettre les variables directes en facteur dual et les variables complémentées en facteur

il faut essayer de

mettre en facteur direct les variables directes et en facteur dual les variables complé-

mentées,

Exemple
x
X, '_1
%o
X
% o
1 -—
*1

] LI

M|

X, . X
- = 173
xl.xa i xo .
X X, °
o' 2 -
X, ¥
X ——
1 xl
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Cette derniére expression permet de réaliser le montage suivant

X3 Xg
X0 0%3

X1Xg
AT
0 —f I

X1X2
XOX.I

o—>y

X
;)

La recherche des expressions binaires optimales en fonction du type de circuit
utilisé peut faire 1l'objet d'une étude trés approfondie reposant sur les bases élémentaires que
1'on vient de passer rapidement en revue, Compte tenu, cependant, de 1'évolution des circuits
intégrés, il est 4 prévoir que les circuits logiques se présenteront dans un proche avenir
sous forme syméitrique et compensée, c'est-a-dire que chaque circuit élémentaire nécessi-

tera sur chaque entrée une double connexion correspondant aux deux formes directe et
complémentée des variables et fournira également en sortie les deux formes directe et
complémentée de la fonction.

La symétrie permettra avec facilité de compenser les circuits qui conserveront
ainsi une consommation constante quel que soit leur état, Ces dispositions sont intéressantes
parce qu'elles augmentient la fiabilité de fagon notable en réduisant les interactions et la
gsensibilité aux parasites en assurant la possibilité de liaisons bifilaires ou coaxiales entre

cirecuits,

3.6 - Tonctions "MAJORITE"

L'exemple général que nous allons traiter a pour but de montrer surtout la

marche & suivre dans 1'étude d'un probléme particulier,

Etant données ''n'' variables binuires distinctes et 'p' un nombre entier infé-

rieur ou égal 4 ''n", on appelle fonction "MAJORITE'" une fonction binaire des ''n'' variables

qui prend la méme valeur logique (0 ou 1) lorsque le nombre des variables qui prennent

simultanément la mé&me valeur (0 ou 1) fixée & l'avance, est supérieur ou égal a "p'',

Nous désignerons par "Mg” la fonction '"majorité" de "n" variables binaires

qui prend la valeur ''1" lorgque le nombre de variables qui prennent la valeur 1"

rieur ou égal 2 "p" (p < n).

est supé-

Nous désignerons par "Mf—l” la fonction "majorité" de '"n" variables qui prend

la valeur '"1" lorsque le nombre des variables qui prennent la valeur "Q'" est supérieur ou

égala 'p
Nous en déduisons que I'\.—"If)1 est une fonction "majorité" qui prend la valeur "0
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lorsque le nombre des variables qui prennent la valeur "1" est supérieur ou égal a ''p" et

que M?i est une fonction majorité qui prend la valeur "0 lorsque le nombre des variables

qui prennent la valeur '"0'" est supérieur ou égal a ''p",

On passe de la fonction Mg a M% en remplagant toutes les variables littérales.
par leurs compléments,

I1 suffit donz d'étudier la fonction ME et d'étendre les résultats obtenus aux
auires formes M-g- s 1\7[?1 et 1\71%

Compte tenu des définitlons précédentes, nous pouvons écrire immeédiatement la

fonction majorité ”ME" sous la forme d'un produel de tous les produits distincts de "p

variables directes prises parmi les ''n'" variables, ou sous la forme d'un produit de tous
" i n

les produels distincts de ''n-p+1" variables directes prises parmiles '"n'" variables,

Le nombre des produits est dans le premier cas, égal &

nin-1)(n-2)... (n-p+1)
cP -
n 1
p!
Cas particuliers
n _
I"”In KyeXg woeee *n
o .
Mn = 1
3,61 -~ Décomposition des fonctions "majorité"

Si nous mettons l'une des variables, "xi” par exemple, en facteur partiel dans

la fonction "majorité" Mﬁ, nous obtenons l'égalité

p-1
xl. Mn_1 )
MP =
n P
Mn-l

Les fonctions ''majorité" Mﬁ .1 €t Mﬁ:i ne contiennent pas la variable "xi"

mais tous les produits en facteur dual dans M% "_11 se retrouvent en facteur direct dans les
produits des produels ngl .
Nous en déduisons que le produit de Mg par Ml;zll est nul,

P p-1
Mpa1- Mpy =0
En utilisant la relation ::t’ E \'_P_ » Dous écrirons :
Av
p-1 MP 1
X.l . Mn-l xl . 1
P = =
n — MP =
2P i n-1* %
n-1| __ p D1
NIP"']- I Mﬂ-l ) Mn—l
n-1
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et M}; peut également s'exprimer par la fonctiun carrée biforme

p-1
o . . Mn-l
Mn =

Si nous effectuons, par exemple, la mise en facteur partielle de la variable

" 11 n 11

b dans la fonction ''MP" puis la mise en facteur partielle de "'x dans les deux fonctions

1 2
résiduelles ”Mﬁ_l" et "ng" nous obtenons :
p-1 p-1 p-2
- Xpe Mp o ¥ 0 Mpp bot Xy - Mp_p
M, = MP > My, 7 P » My T MP-1
n-1 n-2 n-2
s0it 'p_z 9 p-2
Xpe %50 My My . M,
X
P - p-1 - 1 p-1
M . My o My « M,
2
P Qo P
1 ].'\/In_2 MZ . Mn_z

Dans cette dernidre expression les symboles M};
rt Tt "

t
"majorité" des deux variables "x_" et "x," et les symboles Mﬁ_z, les fonctions '‘majorité"

représgsentent les fonctions

1 2
des ''n-2" variables Xas Xgo vnnes X
La décomposition de la fonction ME peut @tre poursuivie par récurrence jusqu'aux
termes de la forme ”ME” et ”ME” mais nous obtiendrons, dans ce cas, les Cﬁ produits

"Mg” relatifs aux combinaisons des ''n'" variables prises '"p'" a "p'. Il est, par contre,
intéressant, si les temps de fonctionnement n'exigent pas la réalisation du circuit en deux

couches, de séparer l'ensemble des ''n'" variables en deux sous-ensembles ; l'un contenant

n_1 .
par exemple les ''p° variables Kio Koy cvinnny X, auxquelles nous ferons correspondre les

fonctions ”M};" ¢t l'autre contenant les 'n - p" variables x

!
nous ferons correspondre les fonctions ”Mﬁ ",

p+1’ Xp+2, ceees X auxquelles

La fonction majorité ”Mﬁ” peut alors s'écrire

- Dans le cas ol p g -211

MPE . Mm°
p n-p
Mphl Ml
P n-p
-2 2
MP = P& M
Mp n-p
M |, MP
p n-p

[
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Danslecasoﬁg-<p<n.

p o]
Mp . Mn—p
-1 1
MP™
p MH-P
p-2
MP o= Im. . MmP
n p n-p
MZp-n M2P
p n-p

Dans les deux cas, le nombre des fonctions ''majorité" qui apparaissent dans le
produel "Mﬁ" est inférieur 4 ''n'' et le nombre final des éléments du schéma inférieur a
"CE”.' Le nombre des couches est supéricur a deux et le temps de réponse est, en consé-
quence, plus long.

La figure 3,611 représente le schéma partiel de réalisation dans 1&} cas oll

p € 5 et ol les éléments du montage sont des circuits "ON".

)

La figure 3,612 fournit le schéma partiel dans le cas ou L

3 <p<n les ¢elé-

ments du montage étant des circuits “NI",

(fig. 3.611)

Mg —— Mg ]
o : ~ 0
Mn_p —— Mn_p =

(fig. 3.612)

——— e . ——

——a— e S i e e m—

3.62 - Exemples de fonctions ''majorité"
a a.b
M; (a,b,c) = b M§ (a,b,c} = b,c Mg {a,b,c) = a.b.c
e c.a



2 =
M4 {a,b,e,d)

Mg (a,b) . MS

2

(a,b) . M, {c,d)

2
M; (c,d)

(xlxzxs) . M

(xlxzxs) . M

NN N~ NGO

("1"2“3) . M

(x
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4*5

(x,%5)

)

(x 4"5)

a.hb.
a
b
1, ¢

o oM oM
| o I T

]

KoM
L D = W

1(2 .x3
J'E2 . x4
x3 x
x 5
1

X4-%5

n o o W oo W

a a0 o 6 o

1 - a)

b)

quemeni des fonctions de type "ON', puis des fonctions de type "NI", On supposera que l'on
dispose des variables directes et complémentées X et x..

Réponses
*1

xz’

En effectuant les

A

N4

Tracer successivement en deux couches les deux schémas possibles utilisant uni-

EXERCICES D'APPLICATION RELATIFS AU CHAPITRE II

\p
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produels et en tenant compte de la

démontrer 1'égalité

]

Nﬁl

L
A

-
|

1 2
x, | %
*3 %4
Xn-2 En- 1
*n-1 SE.n
*n -il

1

e e —

relation

NI
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2 — a) On désire installer un ''va-et-vient' de commande d'allumage comprenant les trois 3 —~ On donne le schéma ci-dessous
points de commande a, b et ¢, Etablir la table de vérité incompléte relative au circuit
d'allumage en admettant que ce circuit est fermé (y = 1 } lorsque le nombre des variables A BT o
a, b ou ¢ qui prennent la valeur ''1" est impair, B —
b) Ecrire l'expresgion binaire du 'va-et-vient" et montrer qu'elle peut étre réalisée en c —ET
pratique a l'aide de deux inverseurs et d'un permutateur. Inverseur et permutateur corres- A l
pondent aux deux schémas ci-apreés : y
C —
{inverseur) {permutateur) D ET —>—r—_|“
> o~ D
—— B ET-—-—-’-——
(a) —p >
.+a > >
a — — a- Ecrire la fonction binaire '"y" correspondante et réaliser le schéma i 1'aide de
circuit "ON" uniquement,
— b —
I l b- Simplifier la fonction ''y" par mise en facteur et l'écrire sous la forme d'un pro-
_ b}—- | duit de deux produels. Réaliser le schéma A 1l'aide de deux circuits "OU" et d'un circuit
. _J "ET" puis & l'aide de trois circuits '"NI" seulement,
réponses
Réponses A —
- — —+—C a- A.B ON;
a.b.c a1t b - } g = |CA B —
a) B y= | 2BCl - 4 p}acC c.D c —]
- ON
a.b.c a D.B A ‘
atblcl y a.b.c E ET, J
1{ofo] 1 N B .
o|l1]| 0] t ———— _ D —
olo]1]1 e il |
1 ——a e .
= _P/;:gf::\_n_ D —ox]
111 1 1 I - ] | B

AlB
y = - 'ch ETH - NI

5§

4 - a- Calculer et simplifier la fonction binaire f(a,b,c,d) égale a 1'unité pour les combinai-
sons de valeurs 2, 3, 5, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 15 des variables prises dans 1l'ordre alphabé-
tique.

b- Mettre la fonction sous la forme d'un produel de produits, puis sous la forme d'un
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produit de produels et, enfin, sous la forme maillée en faisant une mise en facteur de part
et d'autre de ]la premiére expression et en rendant nulle la scolution étrangére introduite de

ce fait,
c~ Réaliser ensuite les circuits optimaux correspondants aux trois cas suivants

1) Utilisation exclusive de circuits '"ON"
2} TUtilisation exclusive de circuits '"NI"

3} Utilisation de relais,

I‘épOnSES a
Y
a - f(a, b,c,d) = d
d
c —
a
b- a,b - a
b.d ’ b a b ‘ d.3 b [?
f=ldey = clc|?® = da| = d]
c.,a d d C —_
A C a

-{3-c)

R ok
b ( d
f d f
i "
c o
a

5

7

- On considére le schéma suivant

)

=

Les transistors sont bloqués ou saturés suivant la répartition des tensions
appliquées aux points A, B, C et D,

Etablir en fonction des valeurs de A, B, C ou D, les expressions binaires qui
correspondent successivement aux points Sl’ Sz, E et S. On admettra que le niveau logique
"1" correspond A une tension positive appliquée au point considéré,

réponses

el
,S=E=|B

wn
1]
»
o
wn
1]
0
ol
b
1
0
ol o

6 =~ a- Ecrire la fonction " f (xo, Xps Xo, 8y b} " donnée par la table de vérité réduite

suivante
xo xl X 2 a b f
0 1 0 '
0 i i 0 1

Mettre '"f" sous la forme d'une fonction carrée produit de deux facteurs dont
1'un ne contient que des variables directes et }'autre des variables complémentées,

b- En supposant que l'on ne dispose que des variables directes, montrer que la fonction
peut &tre réalisée en trois couches de fagon optimale 2 1'aide de six circuits ''NI" ou égale-
ment 2 l'aide de six circuits "ON'", Représenter, dans les deux cas, les schémas corres-

pondants,
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réponses : Ecrire la fonction bhinaire correspondante, puis faire le schéma en utilisant trois
_ — - s : Vgt
XX %y.2 X%, | E.2 cirecuits "NI" en deux couches,
a - f= _ _ = o Montrer que le schéma peut &tre réalisé a l'aide de cing circuits "NI" au maxi-
xo'xl'b *1 xo‘b mum si 'on ne dispose que des variables directes.

Réponses
b- Réalisation optimale 2 l'aide de circuits "'NI
_ X% B X, 1%
X . X, X | %,
8 - Déterminer le circuit d'égalité, ou circuit de coincidence, relatif aux deux nombres
X2 binaires de n chiffres, A et B_.
3E.l - A. -
x,.%, [ _" f.a a } n 2p 85.1° ces 85, 8y
= %o |
’ o | ~ - .~ By % bpe bp_gs evees by By
X — « D - L
' )_{.l )_‘_Q :‘0 §J
a~ Etablir en premier lieu, la fonction binaire "Fn” telle que F_ = 1 lorsque
)(1 X1 - f An = Bn. On calculera, dans ce but, les fonctions S5 Sgs ve.es S telles que s; =1
lorsque a; = b; .
b 3 b- Faire les schémas en utilisant des circuits ‘'NI" :
1) Dans le cas oll le schéma est réalisé en deux couches et oll l'on dispose & la
7 — On donne la chaine de contact suivante fois des formes directes et complémentées des variables.
2) Dans le cas ol l'on dispose seulement des variables sous la forme directe,
..I.XO X Indiquer dans chaque cas le nombre de circuits "NI" nécessaires,
L E
- "Lx
5 — - _ = - = —
Yo ‘ XO _l; 1 ai'b_i a; (b a;. b, ai.b_i
“ . 1 a - S. = - -
B)’ N O Py 3 By
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I oo
!7: o sl

oo

Cas on l'on dispose des deux formes des

Cas on la forme directe des variables

variables, Le schéma comprend alors est seule disponible, Dans ce cas, le

{(2n + 1) circuits "NI" dont un a "2n" schéma comprend (3n + 1) circuits

entrées, "NI" dont un & ''2n'" entrées.
9 —~ Pour réaliser un circuit de colncidence, on utilise la fonction binaire ”Fn" suivante
Fo- al.b1 a2.b2 an‘bn
n e
r;o.l.b1 az.bz an'bn

;s 2a,b
p-17 "p’"p
puis en supposant que l'on dispose des variables directes et complémentées, montrer

que la fonction ”Fn" peut étre réalisée A l'aide de ''3n" circuits "ON" ayant au maxi-

mum trois entrées,

a- Etablir la loi de récurrence qui permet de passer de "F__ " a "Fp", Fp(F
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b- Montrer que la complémentation de la formule de récurrence permet d'envisager la
réalisation de la fonction "Fn” en utilisant "3n + 1" circuits ''NI" ne disposant que de trois

entrées au maximum,

- Quel est, alors, dans chacun deg deux cas précédents, le nombre des couches (circuits

en cascade) utilisées *?

- Que peut-on en déduire quant au temps de réponse du circuit de colncidence ainsi

réalisé 7

Réponses :

a_.b F__..a_,

a- Fo=F | PP - p-1'%p
P p- b F

°p'p p-1"p

Fp-—1
Q
p
bp
a
D
PP
p—1
—p-l f}-l
% % o
I
E _1 ——rrr———
ag —meete—I N |
bp — _
& i
bp  ————NI
Fp1 ——

o T

p

Il faudra "3n" circuits "ON", au
total, avec "2n" couches au maximum,
Le temps de réponse maximal sera
donc égal & 2n. T en appelant "¢ "
le temps de réponse moyen d'un

circuit "ON".

Il faudra, dans ce cas, envisager un

“cireuit "NI" supplémentaire pour

complémenter fn’ dtodr "3n + 1"
circuit et "2n + 1" couches avec un
temps de réponse mazimal égal &
2n +1). 7.
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CHAPITRE 1V

FONCTIONS DE TRANSCODAGE

Il est possible d'exprimer, de diverses fagons, des combinaisons de valeurs
binaires par des nombres entiers associés, exprimés dans le systéme de numération binaire,

Prenons, par exemple, les cing variables x5, x et choisissons

X,, X,; X
4* 73 T2 r
pour ces variables un ordre défini, l'ordre inverse des indices par exemple, Tout nombre
binaire de cing chiffres peut =lors représenter sans ambigulté une combinaison de valeurs
de ces cing variables et une seule,

Le nombre (13) 011012 définit la combinaison,

Lorsque le nombre est inférieur A (16) 10000 il faut écrire les cing chiffres'

2.'
en complétant par des zéros les chiffres correspondant aux poids les plus élevés,

% =0, x, =0, % =0, x,=1, % =1, correspondpar exemple 2 g, 00011,.

4.1 - Définitions

Nous appellerons fonction de transcodage toute fonction algébrique explicite
discontinue et limitée faisant correspondre i des nombres entiers donnés ”Xn” {vecteur
variable ou vecteur de commande), des nombres entiers “Yp" {vecteur fonction),

Une fonction de transcodage Yp = F (Xn) définit donc une application de

l'ensemble des vecteurs ”Xn" vers l'ensemble des vecteurs ”Yp”,

La fonction peut éire représentée par un systéme de p fonciions binaires qui
dépendent de n variables, en posant :

= X

n n* *

n-l, xn_z.l et e) xza xl

Yp yp,yp_l, --n-o.nrp-o-lyzl y1
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Nous obtenons alors le systéme suivant :

Yo =yp(xn, Xpogr rreeees Xpa X
yp_l = yp—l (xno xn_l.' . 1 xz, Xl)
YP(XH)- e e et C e e
yz yz (x 3 xn_l: ------ r] xz.p xl )
yl yl(xnj xn 17 et xz, xl)
4.2 -~ |Propriétés des fonctions de transcodage

Une fonction de transcodage Yp = F (Xn) fait correspondre & toute valeur entitre
du vecteur de commande “Xn”, une valeur entitre du vecteur fonction "Yp” et une seule,

Cette propriété essentielle caractérise les fonctions de transcodage que 1'on peut
représenter graphiquement dans un plan ramené a deux axes de coordonnées OX et QY.
Le graphe obtenu se limite & un ensemble fini de points absolument indépendants les uns des
autres. Ce qui signifie qu'il est toujours possible de choisir pour quelques points ou pour la
totalité des points du graphe, un ordre de succession quelconque,

Réciproquement, si & chaque valeur de “Xn" d'un graphe donné correspond une
valeur de ”Yp” et une seule, le graphe considéré définit une fonction de transcodage,

Notons que les fonctions élémentaires "yi” du vecteur "Y " sont des fonctions
binaires au sens défini dans les chapitres précédents Y; € Eﬂl' Les résultats établis concer-
nant l'utilisation des tables de vérité et toutes les méthodes de simplification, étudiées précé-
demment, leur sont applicables,

Pour conserver une représentation homogéne, nous conviendrons d'écrire la
table de vérité d'une fonction de transcodage en plagant 4 gauche d'un double trait vertical
les composantes du vecteur de commande et, i droite, celles du vecteur fonction. L'établis-
sement des fonctions binaires "yi" ne présente aucune difficulté comme le montre l'exemple
suivant

Soit a établir la fonction de transcodage

_ 2
Yior, - %o,

1 Y = ys: yS: Y4’ y3" YB-' yl

L'indice placé au bas du vecteur variable ou du vecteur fonction indique le nombre de
composantes de ce vecteur ; c'est-a-dire le nombre de chiffres binaires associés,
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Table de vérité

X Y
X3 | *2 | X Ye | Y5 | Y4 | Y3 | Y2 | N1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0] 0 1 1
2 0 1 0 1] 0 0 1 0 )] 4
3 0 1 1 0 0 1 0 0 1 g
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 16
5 1 0 1 ] 1 1 0 ] 1 25
6 1 1 0 1 0 0 1 0 0 36
7 1 1 1 1 1 i 0 0 1 49
Nous tirons immédiatement de la table de vérité
Xq . Xy . X X | %,
Y, T x Ya ° ey = X 7
1 1 4 xs.xz.x1 1 :xz Xq
Xy X%,
3 _2 1 x,
y, = 0 Y5 = Xg . X, X, = xq |
X
Xq . Xg . X
Xg . Xg . X Xg . Xy . X
v, = _ y, = = X, .X
3 xa.xz.xl 6 x3.x2.x1 2 3
= Xg . X,

Il arrive souvent qu'une fonction de transcodage soit incompl2tement définie,
lorsqu'un certain nombre de valeurs peuvent &ire arbitrairement fixées. Ces valeurs corres-
pondent & des combinaisons disponibles,

Il y a lieu de choisir, alors, ces combinaisons disponibles de fagon A simplifier
au mieux les fonctions binaires calculées, Considérons, par exemple, la représentation
graphique suivante
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*Y =
‘ Y5 YL: .‘/3,)/2,)’1, yo
10000|~--—-————~ A
// l
——————— !
1000 ,;1, ! Vg = F (X3 )
I's
100]--——~¢ |
SV
0= | &
S | { |
oo ,
0 N A A ! -
0 1 10 1 100101 110 1M *Xq= Xy, 1X9 X1

On peut, en partant du graphe, établir une table de vérité dans laquelle les
combinaisons

X = 101, X = 110, X = 111 sont disponibles,

0
|
0 o [ o [ o o Lo o] o} o 1
1 o { o |1 o fo | o] 1] o 2
2 o |1 { o o {o |1 | o | o 4
3 o | 1 | 1 o {1 | o {0 | o 8
4 1 | o | o 1 o (o | o] o 16

NN
NN
NN
N

disponibles

RERER /7

En utilisant au mieux les combinaisons disponibles, nous voyons que "yl" peut

etre simplifiée par adjacence en associant 1 et 5, "yz“ peut &tre simplifiée en assgociant

2 et 6, ”y3” en agsociant 3 et 7 et ”y4” en associant 4 -5 - G et 7,

/ combinaisons
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Ce qui donne ;
X, . X, . X
- — - — - 4. 2. 1 - —_
Yo = %g-¥ar ¥ Yo % x % 2%
4'72"'7]
- - X, . %,.X
g - Xy Xg o Xg - gu = 47271 - x
1 - 2*71 3 X, . XX, || 2°71
Yo © %4

Notons que la fonction de transcodage considérée correspond a

- X
Y(5) = 2 X3

i

a4 condition de limiter Y(5) a (16) 100002 .

4.3 - JFormes de transcodage

Lorsque les fonctions binaires élémentaires qui constituent une fonction de trans-

codage sont exprimées séparément en fonction des variables

dit que la fonction de transcodage se présente sous forme développée,

C'est le cas des deux exemples précédents.

Une fonction de transcodage peut cependant revétir d'autres formes parmi
lesquelles nous distinguerons principalement : la forme maillée ou arborescente, la forme
paramétrique et la forme itérative,

4,31 - Forme maillée oy arborescente

C'est une forme que 1'on obtient en procédant 4 des mises en facteur sur plu-
sieurs fonctions binaires groupées appartenant 2 un systéme de transcodage,
Prenons, par exemple, la forme développée suivante

-_— e

Yo 4% %
y, * 24.:-:2.2{1

1\
]
]

yg = 54.x2.x1
Yy °© x4.§2.3£1

xi” du vecteur de commande, on
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Nous pouvons 1'écrire sous forme maillée ou arhorescente :

4,33 - Forme itérative
1 T Y _ §4 =Y, La forme itérative est une forme paramétrique particulidre qui s'établit lorsque
*a S S _ *3 x =y les fonctions élémentaires d'un systdme de transcodage sont reliées entre elles par une loi de
X — _ xl L4 _ 4 récurrence,
4 X) T Yy Xg o X4 = 7 Yo -
Xy ou encore yp = yp~l'xp est un exemple simple de récurrence qui conduit, si l'on pose
__‘ Xy % Y N ;,;‘2 R Yo = %X, ala forme itérative suivante
X x
_ _ 1 4 . .= y
Xy oKy o Xy T Yy . 2 3 Yo 7 %o ,
YI = yo- xl
Nous obtenons des réseaux & structure arborescente ou pyramidale qui ont Yo Y- X,
surtout un intéré&t lorsque les fonctions binaires élémentaires sont des produits,
4.32 - Forme parameétrique Yn T Yn.1-*n
Elle se caractérise par la substitution de fonctions ou paramdtres a des groupes On peut, en partant d'une forme itérative, retrouver la forme développée correspondante :
fonctionnels de variables qui apparaissent simultanéraent dans plusieurs fonctions binaires
élémentaires du méme systéme de transcodage, Yo = %o
Rien ne s'oppose & ce que le paramétre soit méme, dans certains cas, une y, % x X,
fonction binaire du systéeme, .
= X ,X..X
Considérons, par exemple, la fonction de transcodage développée 2 0 7172
y0=-§1.-£ R R EEEREER R
- X - T X X, Xy ... X
v, = x.% = | L In o' *1 %2 n
*2
On peut mé&me, le cas échéant, 1'écrire sous forme maillée
-— Xl —
Yo = XX, = X, - % {’ = Yo
X
2 =
*1 l‘ Y1
X Xq = Yy
Nous constatons qu'en posant a = % , nhous pouvens écrire la forme Xq =
paramétrique 2 _ r
xl L I I I ]
a = X _
2 I_ *n " T Yp
Yo = 2 . :
o L'avantage d'une forme itérative est de pouvoir &ire déterminée 3 partir de
Yy © 2%y tables de vérité trés simples ol les fonctions binaires apparaissent également comme des
Yy = a_;{l variables selon la valeur de l'indice considéré,

Dans le cas de l'exemple traité, la table de vérité est particulierement simple :
mais nous pouvons écrire également

= X..x X, X, =¥
Yo X1-%g 1 _2 o variakles fonction
Yy = V% ou encore — |*1 T Yq
h 4
- — olgy = X y
Yy = YooX Xp ° N p | Yp-1 P
1 1 1
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Le double trait vertical de séparation permet systématiquement de distinguer
dans toute table de vérité, les éléments considérés comme variables (4 gauche) de ceux qui
ont été choisis comme fonctions (A droite).

La forme itérative est, en conclusion, celle que l'on rencontre le plus souvent
en pratique, Elle résulte du fait que la recherche des algorithmeg dang les systémes de
iraitement numérique de l'information procéde, le plus souvent, de loig de récurrence lides
a l1a distribution des fonctions.

4,4 - Simplification des fonctions de transcodage

Comme dans le cas des fonctions binaires, l'optimisation des fonctions de
transcodage est un probléme qui ne peut &tre résclu de fagon systématique,

1 est, d'ailleurs, illusoire de vouloir optimiser si l'on ne s'est pas donné, au
préalable, une régle précise d'optimisation,

Ce serait vouloir résoudre un probléme en ignorant l'une de ses principales
dennées, Une régle étant fixée, il faut encore l'assortir d'hypothéses complémentaires
(hypoth®se d'additivité par exemple), Ces régles et ces hypothéses ont, A priori, un caractére
arbitraire qui dépend essentiellement du but recherché, et laissent entrevoir lesg difficultés
du problé¢me lorsqu'il est considéré dans sa généralité,

Il est donc sage de nous limiter, comme nous l'avons déja fait, 2 1'établisse-
ment de méthodes de simplification qui, sans prétendre a l'optimisation, permettent d'obtenir
desa formes plug accessibles 4 la compréhension ocu mieux adaptées aux réalisations pratiques,

La simplification des formes paramétriques conduit souvent & la recherche de
facteurs directs et de facteurs duals communs & plusieurs fonctions binaires, Pour opérer
avec facilité, 11 suffit de se référer aux deux théorémes suivants

4.41 - Théoréme
Tous les facteurs ou implicants communs 4 "p' fonctions binaires élémentaires

Yi» Ygr e yp, sont facteurs ou implicants du produel de ces fonctions.

Considérons, en effet, le produel e = Y2

7, est un implicant de toutes les fonctions 'y,"

(frf=: )——:>(y.

; S fg.¥.¥Vi=1,2, ... p)
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Tout facteur "f'" commun aux fonctions "yi" est réciproquement facteur de

n "
'f .

h,

(‘yl =f.h1, Yy =f_h2, cvn 8 yp =f, hp)::}(ﬂf:f. h2 )

='-

4,42 - Théoréme

Tous les facteurs ou implicants duals communs & ''p" fonctions binaires élémen-
taires Yo Yoo aees yp, sont facteurs ou implicants duals du produit de ces fonctions,

Soit le produit Pf = Yye Ygeees yp

P, est un implicant dual de toutes les fonctions "y,".

, Vi = 1,2.....p)

(Pf oD SR SURTTR yp) —_ (yi =
tt n

Réciproquement, tout facteur dual "f' commun aux 'p" fonctions ¥; est

facteur dual de "Pf".
)= (v | ' T
(.- )
f By+By o »» gp

(-

f

Ep

t
P

f
g1

4,43 - Corollaire

Donnecns-nous deux fonctions binaires qui dépendent des mémes variables ;
¥y (5 %5, oo. . X)) et y, (%, %, ... X). Supposons connues, en totalité, les "p!
combinaisons repérées par les nombres Bis 891 +unes ap, pour lesquelles ¥y ° 1 et
Yo = 0, ainsique la totalité des "q" combinaisons repérées par les nombres b, by, ..., b
pour lesquelles ¥y © 0 et Yo 1,

Calculons les "p" produels T,, T,, ..., f respectivement nuls pour les
combinaisons a,, 85, ..., a, des variables et les 'q'' produits NP PP \-Pq

respectivement égaux a4 l'unité pour les combinaisons bl' b2, ..., b des variables, Nous

q

q
pouvons, alors, écrire les deux relations @
yl.fl.fz...fp .Vz.\Pl.\Pz...\.Pq
N | — 1 —
Y2 % — Pz — y, ¢ f2

LR R R BN R B N Y Bt s e s e g LU B ]

Py p
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4.5 - Etude d'une fonction de transcodage (Addition binaire)

Pour étudier un systéme complexe de transcodage, il faut procéder, d'abord, &
une décomposition suivant des fonctions plus simples en analysant les particularités du
systéme connues généralement & 1l'origine,

La décomposition doit se faire en rassemblant au mieux les fonctions élémen-
taires qui admettent des produits ou des produels communs, Il est intéressant, par consé-
quent, de grouper les fonctions ayant un maximum de variables communes, de facteurs ou
de facteurs duals communs en procédant éventiuellement & des complémentations susceptibles
de faire apparaitre des relations simplificatrices,

11 est indiqué, surtout, de faire apparaitre des relations de récurrence qui
peuvent mener a des formes itératives faciles & traiter. C'est tout l'art de l'ingénieur que
de procéder a des choix judicieux qui dépendent beaucoup des buts envisagés et ne peuvent
pas toujours faire l'objet d'une étude systématigue, L'essentiel est de disposer, en définitive,
de l'outil mathématique indispensable et d'apprendre, par l'exemple, a l'utiliser,

Etablissons, en particulier, la fonction de transcodage qui correspond a l'addition

binaire,
Deux nombres binaires de ''n" chiffres
An T a8 1. s 89, 8y, Bn = bn’ bn-l’ cen s b2, bl et leur somme binaire
Sn =8, S, s rer s Sg9. 5, définissent une fonction de transcodage,
Sn = T (An, Bn) = An + Bn
Considérons l'addition des deux valeurs particuligres
A=... 00101110 1({88),eB=.,.0001°P50SF0111
(39)19
... 011111110 e reportdes retenues
. 001011101 «— Ay 93
+ ... 000100111 <« B, + 38
010000100«--—8n 132

En désignant par "rp” la retenue rélative A l'addition des éléments de poids ''p"

nous pouvons donc écrire

r +a +b_ =r, g
p-1 p P p

cette relation de récurrence trés simple méne 2 la table de vérité et au graphe suivants :
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rp-l ap bp rp Sp
1 0 0 1 0 1 )
2 0 1 0 0 1 1
3 o 1 1 1 0 o
4 1 0 0 0 1 )
5 1 0 1 1 0 5
3] 1 1 0 1 0 2
7 1 1 1 1 1 3
rp,spl
1Mk : /_7
5 y
10 f-mmmm s 3.2 %
1 1 2,// \\[. e
0,”
0l I 1 1 | i . , .
0 1 10 1 100101 110 N rp_1:%p fbp

Nous voyons sur le graphe que les points 1, 2, 4 et 3, 5, 8 correspondent
respectivement & une méme valeur du vecteur fonction "r_, s ' .

Ll

Le vecteur 'r_, s_ "
p’ ’p

est donc nul pour les combinaisons 3, b et 8 des variables,
ce qui signifie que les produels correspondant a4 ces combinaisons sont des facteurs communs

aux fonctions bihaires Fp et sp que nous pouvons tirer immédiatement de la table de vérité,

I‘p_l I‘p_l rp_l I‘p_l E I‘p_l
- P
= a a a = = a b
"p p | % p B, p p
b b b b a
EP bP p P : P P
I‘p_l I‘p_l rp_l rp_l I‘p_l I‘p_l
= a a = a b a b
®p %p % *» 1% p p % | "
b b b a b a
1E'p 1;p p p P P P b
EP bP
En posant «a p =15 a nous pouvons écrire le systéme d'addition
P P

binaire sous une forme qui est & la fois itérative, paramétrique et maillée,
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44
b1 Ce qui permet de réaliger le circuit asuivant :
a = =
114, @~ 5
2% I
1
_ I - 0
a2 b2 r 1 5 r 2 — [ p
: @ - 2
52 ay 2 =
2 | %2 ON
rl p— = 32

N e, TR | | 0N=
lAs 9 X
_ N
0

a
- P L aF S
a |b 'pa | B P 1 P
PI P |- = @, B P bp *ION :
Ep a’p Gp C!p ‘f"“ ‘
— = B
rp_l p r)"1
*ION
p——>
LI N ] 44 3 as 0 nEPras LI B BB ) *e .
%
- “n . = r
= r n
a, a, n-1 En
5 b T %, 5 o Pour chaque couple de chiffres binaires additionnés, 9 circuits "ON" sont
n
n n n . = g nécessaires, au minimum, lorsque l'on ne dispose que des variables directes,
r n '
n-§
r .,.a |t ,b |=a.b r
p . Tp-1"% | Tp-1""p | %p*%p | Tp-1
our réaliser le systéme de transcodage de fagon optimale en utilisant des ap rp_1 rp 1 - - - - -
circuits "ON", nous écrirons ;: rn = b a b » By T rp-l‘bp ap.bp Tp-1%p
= T P P P r b a b
p-1 p-1 . p-1 P P P
- - p-~1
Tn-1 aP bP Sans qu'il soit besoin de faire un schéma, nous voyons qu'il faudra également
- - _ _ 9 circuits "NI" si l'on ne dispose que des variables directes.
p' p-1 z'p ap ap 1rp-l a Il est possible, cependant, d'envisager une décomposition différente de la
rp = bp'rp ) , Ep = hp = Ep ry P fonction de transcodage, si l'on considére deux additions successives
- P
lére addition a +h = x, z
a'bP ro_1 8D a r { P P L
P P p P-l1p 2&me addition r .+z = y, 8
. - P . p-1 p P* ’p
' retenue + = r
P P *p 7 Ip P
. b
p-1 - % p
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Ces additions correspondent aux tables de vérité suivantes

a b b z
p p p P Tp-1] % p | ®p
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0
d'oli les fonctions
Ll
Z = P P , X = a .b
p b | B P p
pP| P
oo Too1 x,
s = 3 = Ir . Z 3 r E
p . = Ip p-1°“p P y
p P : p

L.es deux circuits identiques qui fournissent
additionneurs'.

"

z

p

et

1

8
p

gont appelés "demi-
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4.6 -~ Etude d'une fonction de transcodage itérative

11 s'agit d'étudier la fonction de transcodage,

= ,n _n-l P 1 0
Yn Y Yn 2 eevs Ypo een Yp o ¥y
dans laquelle chaque composante "yﬁ" représente une fonction binaire des 'n'" variables
Xpo Kpogr oeeer X X T X
telle que yﬁ prenne la valeur unité, lorsque 'p'" variables et ''p' seulement, appartenant

3 "xn“ , sont égales A l'unité,

11 y a lieu de rechercher, d'abord, une loi de récurrence qui permette de
résoudre simplement le probléme de transcodage en écrivant la fonction sous forme itérative,
Dans ce but, nous suppeserons connu le vecteur fonction

- Jh-1 n-2 P p-1 1 o
Yol " V¥no1 2 Ypo1r coes Ypap 2 Yoy e oo s Yoy Ypog

qui comprend une fonction et une variable binaires de moins que le vecteur ”Yn".

Un raisonnement simple permet de constater que yp = 1 entraine nécessaire-

1n—l
clest yg:l =

n
ment yﬁ = 1. Dans tous les autres cas, yg est nulle et nous pouvons, en conséquence,
écrire la table de vérité réduite suivante

ment yp = 1 lorsque X, = ¢, et que si x, =1, 1 qui entralne nécessaire-

p-1 | .p p
xn yn-l yn-l yn
0 p 1 1
1 1 p 1

- p w p

xn xn yn-l
p-1

Yn-1"*n Yn-1 *n

Les fonctions extrémes se simplifient et s'écrivent

no_ n-1 o
Y *n* Yn-1 et
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Le vecteur "Y " peut se déduire en définitive du vecteur "Y 1” en mettant
la fonction de transcodage sous forme itérative et maillée :

X - = y°
n Yn
— yo p—
n-1 x
n 1
- - =Yy
X n
1
—-yn_l -t
*n _ 2
— = yn
X
yn-l %
n
Yn'l LY LI R R R A B I IR B Y ) Yn
—x-n
n-2
T Yn-1 | x
n
= n-l1
X = 7 Yn
n-1 n
- ¥ - - = n
n-1 X, Yn

La figure ci-aprés représente, a titre d'exemple, la fonction de transcodage Y4
exprimée sous forme maillée en utilisant toutes les variables ,

Xg T T Yy
X3 | %4 1
- = y4
X2 | *3 | %
xl x2 x3 x4 0
X — —
1 xz x3 x4
x2 33 x4 2
—— = y4
Xg x 4
. .4
Xy Yy

11 est intéressant de constater, d'autre part, qu'il existe une relation entre
les fonctions "Y " et les fonctions binaires "'majorit¢" étudiées au chapitre précédent.
La fonction "majorité" ME est égale, en effet, au produel des fonctions yﬁ,

pt+l -1 n . \
¥ a---,yﬁ ,yn, soit H

n
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4,7 - Codes binaires décimaux

L'habitude étant acquise et imposée légalement, d'utiliser le systéme décimal,
il est nécessaire de pouvoir adapter des circuits binaires a ce systéme particulier a l'aide
de codes binaires décimeux,

Le code couramment utilisé, appelé décimal codé binaire (D.C.B.) ou (8,4.2.1),
est un code pondéré qui suit la numération binaire jusqu'au chiffre "9", en partant du zéro
et en laissant disponibles, en général, les combinaisons qui vont de 10 a I8,

On peut imaginer, cependant, de nombreux autres codes binaires déeimaux
mieux adaptés a certaines utilisations ou répondant 4 des conditions particuliéres,

Quelques-uns, parmi les codes les plus courants, sont indiqués dans le tableau

suivant
. Code
Chiffres . e
décimaux Code D.C.B. autocomplémentaire Code biquinaire
g8 4 2 1 2 4 2 1 s 4 2 1
0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 - 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
2 - 0 O_ 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
3 - 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
4 — 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
5 — 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
6 — 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1
7 - 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0
8 — 1 )] )] 0 1 1 1 0 1 0 1 1
9 — 1 0 [H 1 1 1 1 1 1 1 0 0

Les codes figurant dans ce tableau sont des codes pondérés parce que chaque
chiffre binaire est affecté du poids qui apparalt en chiffre décimal dans la méme colonne,

Le code (2.4,2.1) est un code dit "autocomplémentaire" car le complément a
"9" de chaque chiffre décimal représenté s'obtient en remplagant la valeur "0' par la
valeur "1" et réciproguement dans le nombre binaire associé,
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Le chiffre "6" est exprimé par le nombre binaire 0 0 1 1, son complément i
"9", ¢'est-a-dire le chiffre "3" correspond alorsa 1 1 0 0,

Les codes autocomplémentaires, utilisés dans les calculateurs, permettent de
procéder & des soustractions en additionnant les nombres binaires complémentaires qui corres-
pondent aux chiffres décimaux a soustraire,

1l existe aussi des codes non pondérés qui présentent certains avantages particu-
liers malgré l'absence de relation de poids entre les chiffres binaires et les chiffres déci-
maux représentés,

— Exemples de codes non pondérés :

Code "excédant 3" Code GRAY
ou de STIBITZ
0 0 0 1 1 1] 1] 1] 1]
1 0 1 1] 0 1] 1] 1] 1
2 0 1 0 1 0 0 1 1
3 0 1 1 1] 0 0 1 0
4 0 1 1 1 1] 1 1 0
5 1 0 0 0 0 1 1 1
6 1 o 0 1 0 1 0 1
7 1 0 1 0 0 1 0 0
3 1 0 1 1 1 1 0 0
9 1 1 0 0 1 1 0 1

Bien que non pondéré, le code de STIBITZ, ou "excédant 3", est trés intéressant
parce qu'il est autocomplémentaire et que les nombres successifs sont dans un ordre binaire ;
c'est-a-dire que chaque nombre, jusqu'a 1 1 0 0(9), est obtenu en ajoutant 0 0 0 1 au
nombre binaire précédent.

Cette particularité permet de faire correspondre aux additions décimales , des
additions effectuées dans le systéme binaire,

Lorsque l'addition des deux chiffres binaires de gauche ne fait pas appé.ra'itre de
retenue, on obtient le résultat, qui est inférieur a '"10" décimal, en retranchant "0 0 1 1"2
du nombre binaire obtenu. S'il apparalt une retenue, c'est que la somme dépasse '"10" déci-
mal, et l'on obtient le chiffre décimal qui excéde "10" sous forme binaire en lui ajoutant
"0 01 1,",

2
- Exemples
4 0111 8 1 011
+ 3 +0 110 + 7 +1 010
- pas de retenue :b 1 01 - retenue —_— _1_| 0 01
d'oll soustraction—» -~ 0 0 1 1 d'ou addition —_— + 0 11
=7 J1010 -5 l1 000
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Ces exemples suffisent 4 montrer 1'intéret du code de STIBITZ. Quant aux
codes "GRAY'", ce sont des codes & distance unité qui sont généralement utilisés lorsque
1'on veut que le passage d'un nombre au suivant se limite au changement ‘de valeur d'un
seul chiffre. Cela se traduit par la suppressiondes inconvénients qui résultent, en pratique,
de la non simultanéité de variation des chiffres binaires qui sont sensés changer de valeur
en méme temps,
11 est a noter qu'un code "GRAY'" n'est pas nécessairement décimal et peut
étre associé aux chiffres d'une base de numération guelconque, pourvu que cette base soit
paire pour pouvoir revenir 4 zéro par modification d'un seul chiffre binaire.
Un code "GRAY'" se définit sans difficulté a l'aide du diagramme de "KARNAUGH".
Il suffit que les nombres binaires suivent un ordre qui correspond a4 des combinaisons succes-

sives adjacentes,

-~ Exemple
CD
AB 00 01 11 10
00 | , S
[ v
a
10 A . —Le

En suivant l'ordre de succession indiqué dans le diagramme de KARNAUGH
ci-dessus, on obtient un code binaire hexadécimal réfléchi qui est un code GRAY.

A B c D A B C D
0 . 0 0 0 0 g - 1 1 0 0
1 - 0 ] ] 1 9 - 1 1 ] 1
2 . 0 0 1 1 10 - 1 1 1 1
3 - 0 v 10 11 - H 17 1 0
4 - ] 1 1 0 12 - 1 0 1 0
5 - ] 1 1 1 13 - 1 0 1 1
6 - 0 1 0 1 14 - 1 0 0 1
T - 0 1 0 0 15 - 1 0 0 0

4.8 - Décodage

Lorsqu'une fonction de transcodage développée se limite a des fonctions binaires
constituées chacune d'un simple produit ou d'un simple produel des variables €lémentaires,
on l'appelle parfois '"fonction de décodage',

Nous avons vu que l'utilisation de diodes permettait la réaligation pratique trés
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simple d'une fonction "ET" ou d'une fonction "OU" sous réserve que le nombre des variables
ne soit pas trop impoitant et que ces variables soient disponibles sous leurs formes directe
et complémentée, Une matrice 4 diodes constitue donc une solution peu onéreuse et particu-
lidrement intéressante dans le cas pratique de réalisation d'une '"fonction de décodage"
numérique,

Nous pouvons, comme suit, convenir de représenter par des cercles les
connexions de diodes qui correspondent 2 une fonction produit "ET"

K[ M
oo
®l M
o o

Wi M
Wl oW

[

y = x.x

—

y

| l

o Yy = xl.xo
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4,81 - Exemple d'établissement d'une fonctinn de décodage

On désire décoder une information enregistrée en binaire décimal {D.C, B} sui-
vant le code (8.4.2.1). On désigne par Xgr Xg Xps X les chiffreg binaires qui correspondent
2 une décade,

I1 s'agit d'établir les expressions des fonctions binaires Yy o Yo u eee s Yy oo

. Yy relatives aux chiffres décimaux 1, 2, ..., k, ..., 9.
La fonction "yk" est égale a l'unité lorsque les valeurs de X, X

X X

2’ 74 78
correspondent au chiffre décimal "k" .,

Le probléme ainsi posé permet d'établir la table de vérité qui fait apparaitre
les valeurs du vecteur Y9 (yg, Ygr +ur Ygs yl) qui correspondent resgpectivement aux

valeurs du vecteur variable X4 (xB, Xg4e X, xl).

Nous pouvons représenter par des carrés les connexions qui correspondent
a une fonction produel "OU"

%o *o +*
xO xO ,
*1 *1 #
*1 *1 l
ib *o - *o
y x, y I x,

Les huit produits qu'il est possible d'associer aux combinaisons de trois
variables peuvent étre obtenus & l'aide d'une matrice A diodes, conformément au schéma

——+
1T

de la figure suivante

B | *a | Y2 | %1 || Yo | Ys [ Y7 | Y6 | Y5 | Yo | Y3 (Y2 | Yy

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 .0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
3 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
6 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
7 0 | 1 | 0 0 1 0 0 0 0 0 0
8 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
9 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

10 1 0 | 0

11 1 0 1 1

12 1 | 0 0

13 1 1 0 1 combinaisone disponibles

i4 i i i 0

15 1 1 i i

Dans le code binaire décimal (8.4.2.1) une remise A zéro est faite aprés le
chiffre 9" (1 0 0 1 2). Les combinaisons 10, 11, 12, 13, 14 et 15 n'apparaissent
en principe jamais ; elles sont donc disponibles et rien ne s'oppose a les utiliser dans le
but de simplifier le décodage.

Chaque fonction "y ' égale & 1'unité pour une seule valeur de "X," peut

4
g'exprimer par un simple produit des variables binaires.

Nous constatons cependant que les fonctions élémentaires Yor Ygs Y4 Ygo Vg
et Yq peuvent €tre simplifiées si nous leur associens les produits qui correspondent

respectivement 4 chacune des combinaiscns dispenibles 10, 11, 12, 13, 14 et 15. Ceci permet
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d'obtenir

Yo = Fg Xge ¥
Yy ° Fg ¥ ¥
Vg T Xy %y ¥
Y5 7 Xy ¥y Xy
Yg ° ¥4 %g- X
Yo T Xy Xpe ¥y

Les combinaisons 10, 12 et 14 peuvent éire associées d'autre part a la combi-

naison "8" pour calculer "y

son

huit

Les combinaisons 11, 13 et 15 peuvent, de méme, étre associées a la combinai-

"9" pour obtenir ”yg”
Y9 ~ Xgr ¥

Le décodage peut &tre réalisé A l'aide de fonctions "ET'" a diodes en utilisant

1¢ Xg9s Xg. x4, x4, x, et x

niveaux de tension correspondant respectivement & X.» x 8 g

Schéma de la matrice de décodage (D,C.B.)

8 8
x8 x8
X, —— + - X4

xz % l 2
xl — —- xl
xl r xl
\/ ¥
_ i v _
yz x4 xz.xl o ye x4.X2 xl ) .
v VYR, Ky X b yg=xg-X) |
Y1 7¥g Xy Xy %) Y5 Xy ¥y %) Yg™Xg. ¥)

55

Le décodage peut également se faire a l'aide de fonctions "QU'" a diodes et de
transistors assurant la régénération et la complémentation des signaux. Les montages obte-
nus correspondent, en fait, & des circuits du genre "NI" figurés sur le schéma ci-dessous

xa x8
*g - ;‘.3
X4 X4
x 4 ;4
X2 x2
':?2 ;;2
X 1 x]_
X, X,

NI NI NI NI NI NI NI NI NI
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EXERCICES D'APPLICATION RELATIFS AU CHAPITRE IV

1 - Etablir la fonction de décodage développée et simplifide
Y10 © Yor Ygr Yoo vee0 Yo Yio Yo

relative au code de STIBITZ (code excédent ''3"), dont les états sont rappelés dans la table
de vérité suivante

S T B T B T Y10
0 0 0 1 1 Yo = 1
1 0 1 0 0 ¥y © 1
2 ] 1 0 1 yg = 1
3 0 1 1 0 ¥z * 1
4 0 1 1 1 FI Yy ° 1
5 1 0 0 0 Y5 = 1
6 1 0 0 1 Yg = 1
7 1 0 1 ¢ Yo = 1
8 1 0 1 1 yg = 1
g 1 1 0 0 yg = 1
10 1 1 0 1 .
11 i 1 1 0
12 1 1 1 1 combinaisons
13 0 0 0 0 disponibles
14 0 1 0 1
15 0 0 1 0
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Faire le schéma de la matrice de décodage utilisant des circuits "NI" en suppo-

sant les variables xl, xl, xz, xz, x3, x3, x4, x4, disponibles sur des barres de distribution

omnibus.
Réponses
Forme développée du décodage :
Yo ° 'f4_ 3':'3 Ygq = 54. x2'§1 Yg = 'x_a. ?2. El Yg T X4 Xpe X
Yi 5 ¥g XX Vg T ¥ge g ¥y Yg = X3- Xy Xy Yg T %4 %y
Yo = Fg Xy Xy Vg = Xg By Xy
Matrice de décodage utilisant des circuits "NI",
x4 $ T— » —p-— x4 x4
¥y % T %
*
Xy —r— Xq T— X3
x2 t * '—xz——T x2
1-:2 » = xz L 4 . xz
Xy — T X, 4 Xy
% X X4
_.-_-L..' /
Yo Y1 Y2 Y3 Ya o g Y7 g Y9

2 ~  Ecrire la fonction de décodage du code de STIBITZ" précédent sous forme
maillée en faisant apparaltre les groupements respectifs, (yo, Y4 yﬁ'} - (yl, Y5 yg) -
(yz, yG) et (y3, y,?) . En déduire une matrice de décodage A diodes, montées en fonction
"ET", en supposant que les variables directes et complémentées sont disponibles sur des
barres omnibus,

Réponses Xg X, = = ¥, X3 X, =~ % Yg
Xp - = ¥ _ X, - = ¥
- X,.X 3 4 - X, .X 3 5
12, - 1 %2 1= .
4 b Xg - Y
_r*g =¥ _ X, - = ¥
xl.xz-[_4 i 2 X)X, _4 ) 3
X3 7 Yg X3 -7 Yq
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Matrice de décodage & diodes montées en fonctions "ET”

Xy A, Xq
X, . EZ
Xy %
E1 _’ El
Hﬂ le Hm ]
d v,
4 Y1 Cette matrice comprendra
J Yo 28 diodes .,
—e Yg
I Y4
DI
R '
Y
Yy
B ”
oo mmon E d

WoKw " M

Lo T . B B |
LI I R

3 - Etablir respectivement les fonctions simplifiées de transcodage Y, = f (X4) et
> P (Y4) qui permettent le passage d'un code de STIBITZ A un code décimal codé binaire,
et vice-versa, selon la correspondance établie par les tableaux ci-eprés, et en utilisant au

mieux les combinaisons disponibles,

-~ Montrer que la premiére fonction de transcodage peut éire réalisée 2 1'aide

de portes "NI" a deux entrées quand on l'écrit sous forme paramétrique en posant a = x_.X,.

1772
- Montrer, de méme, que la seconde fonction peut &ire réalisée a l'aide de
portes "ON" & deux entrées, en posant b = { il . On supposera les vuriables disponibles

. 2
sous leurs deux formes, directe et complémentée,
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U B T R S S | Yg | Vg | Y2 | N1
0 U 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 g 1
0 1 0 1 2 0 0 1 0
0 1 1 0 3 0 0 1 1
0 1 1 1 4 0 1 0 0
1 0 0 0 5 0 1 0 1
1 0 0 1 6 0 1 1 0
1 0 1 0 T 0 1 1 1
1 0 1 1 8 1 0 0 0
1 1 0 0 9 1 0 (] 1
1 1 0] 1 1 G 1 0
1 1 1 0 combinaisons 1 0 1 1
1 1 1 1 disponibles 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 ¢ 0 1 1 1 1 0
o a 1 0 1 1 1 1

Code de STIBITZ

Code décimal codé binaire

Réponses

fonction

Y, -

fonction

Xy

4 -

variables binaires X X
prennent la valeur
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SR
g =72 M
2 “
11 %2
x3 xl .x2 fonection
- |z Y, -
Y3 = I %l 4
% 3
1
x
- 3
Yo ~ %y
%1+ %9
xl = yh
Yp+¥)
Y9.¥q
- fonction
X = Y
3 1] -
Y3
Ty
Y4 Yq
Xy ° ¥
Y3
7o

On veut réaliser, sous forme itérative, la fonction de perité "y " de 'n

n_l’ " xz.’ xll

"1" sont en nombre pair et y =

("0" est considéré comme un chiffre pair),

Etablir la relation de récurrence exprimant

telle que Y
1 lorsque ce nombre est impair

In

A X)X,
¥y © ;1
Y, = &
2 %,
y
b = | 1
o)
17N
b
xz =
Y1-Y2

en fonction de

yn-l

0 lorsque les variables qui

it et

x ". Faire le schéma de la fonction itérative a l'aide de quatre circuits "ON" en suppc-

sant que seules les valeurs directes de "yn_l” et de

Réponses :

Relation de récurrence

sont disponibles,

*n

Yn-1

yn-l
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*n
soit : y - Yn-1 Yn-1
x
n
x
b_f n
n-1
Yn-1 Yn-1
[- D—O?!
! l -
el 11
X
n
B - Un systéme de comptage & base trois comprend deux chiffres binaires \{Jz et

“, qui prennent les valeurs successives (0, 0}, (0, 1} et (1, 1), La combinaison (1, 0)

n'apparalt jamais, Exprimer la fonction de décodage Y3 (yz, Yy yo) sous forme paramé-

trique et maillée en prenant y, comme parametre et en posant y = 1 pour la combinaison

(\P2=0J\P1=0)’y1=1 pour(kP2=0’\{Jl=1) et y2=1P0ur(\.P2=1,\P1=1).
Réponse
Py = Y,
_ Y, =¥,
- ¥ae =
2'1Pp, 7Y,

5§ - On donne les logarithmes & base deux figurant dans la liste suivante
log, 3 = 1,385,
1crg2 5 = 2,32210
log, 7 * 2,807, 4
log, 11 = 3,459, 4
log, 13 = 3, 1'0010

Ecrire dans le systdme binaire et avec la meilleure approximation la table de
vérité de transcodage correspondant & Y = log2 X , dans laquelle Y = Yo Y10 27 % 23 2 et

X = Xo X,y Xy X (15 combinaisons, exceptée la combinaison X = 0), Exprimer, sous forme

développée, la fonction de transcodage qui en résulte.

Réponses

00 =1 O W i L N e

—_ e = =
W N = o W

—
(%]
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¥ | *a | ¥ | "l Y2 V1| #H 2|1 %3 | %
- 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
- 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
- 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1
- 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
- 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
- 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1
- 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1
- 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
- 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0
- 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1
- 1 ) 1 1 1 1 0 1 1 1
- 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
- 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
- 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1
- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 )

X
XB _ B

i 4 TR S TR RS

1" %2 Xy X)
xs.x X .. X

) g X2 )

x4.x2 3 2,2 = _ = 'xl
_ Xg. X, %,
Xg-¥o: %

x8 xB xB xB E

= - 8
I N R T

- = 4

x2 xz .'2(2 xz X

S 2

11*% [*]*%
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T - On donne une grille comprenant 15 cases, repérée chacune par un nombre

décimal, et distribuées comme l'indique la figure 1

(figure 1)
8 i1 9
5 10 1
7 14 3

4 6 2

12 15 13

Ces cases correspondent &4 celles du dfagramme de KARNAUGH selon les

mémes chiffres décimaux relatifs aux combinaisons des quatre variables binaires a, b, c etd,

cd
ab 00 01 11 10
00 0 1 3 5
01 4 5 7 §
11 12 | 13| 15} 14
10 8 9 | 11 | 10

On projette sur la grille de la figure "1" les chiffres 0, 1 et les signes

"+ et "=" suivant les distributions respectives indiquées par la figure ''2"

(figure 2)

a

gl

/Jé A

Tt M.
+ =1

ANNNNNNNY

7

IIOII 11

—

Calculer, sous forme développée, la fonction de transcodage

Y (yoa yla y(+)a y(=) ) = F [ X(aa b: c, d) ]

telle que les fonctions binaires élémentaires ''y" soient égales & 1'unité pour les combinai-
sons qui correspondent aux cases hachurées,

Montrer que l'on peut écrire les fonctions binaires 'y' sous forme de produits
de produels admettant pour facteurs duals les variables directes a, b, d (exceptée c) et
les produits a.b et I.d.

(N.B., La combinaison X = 0 est disponible),

R

65
Réponses
alb a.c ala
Yo © cye Yy °© - B Clold
d d b.c.d
a.b.c a b
Y(4) a.c,d vy T =
-a-.b.-a a,c.d
a.b a a a b c b
Yo 5 | € Y1 * ¢lb{a.d Y(+) g.d|a.p|lad|ec
d
{ajala.b
y(=) “leld b
8 - On donne la table de vérité de transcodage compléte ci-dessous :
a b c Yy ¥q
0 0 0 0 0
0 0 1 0 D
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
i 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1

Il existe un facteur commun aux fonctions binaires y, et y, . Quel est ce
facteur commun ?

Exprimer les fonctions Y1 et y, en faisant apparaitre le facteur commun
calculé et réaliser le schéma de transcodage & l'aide de quatre circuits ''NI" .

Réponses
a
facteur commun f= \ h
ala . a ‘_ -
Y1 7 db e Y2 7 |p |*°
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BINARY ANALYSIS

First Part
DEFINITIONS AND TREATMENT OF BINARY FUNCTIONS

INTRODUCTION
Why Binary analysis and not Boolean algebra ?

Simply because in the following we shall be dealing with mathematical analysis, the
subject of which will be the study of the particular properties of binary sets,

Despite the very wide appeal of Boolean algebra and the existence of common objec-
tives, it was necessary to avoid the confusion and difficulties which would inevitably have
resulted from over-hasty comparison with binary analysis, The reasons are various and will
appear clearly during the course of the development of the study and through the proposed
definitions and theorems,

Binary analysis is based absolutely on the principles of classical algebra and makes
it posasible to establish an interesting reciprocal of Stone's theorem showing that any Boolean
algebra can be considered as a homomorphous form of classical algebra,

George Boole himself, in his work published in 1854 entitled "An Investigation of the
Laws of Thought'', used classical algebra as a mathematical basis for the study of logic. He
very soon discovered that this algebra is not suitably adapted in structure to the use envisaged.

Two out comes were posgsible :

- Modify the principles and keep all the formalism ; which was done by Boole and
practically all those who developad logical algebra or the algebra of propositions, such as
RUSSEL or WHITEHEAD,

- Or, modify the formalism and keep the principles absolutely ; which is precisely
what binary analysis does,

It is clear that the second method, which is truly mathematical in the strictest
sense, is simpler, more fruitful and more practical than the first.

It is surprising that it has been adopted by all those who are interested in switching
circuits, and that even Shannon originally chose to modify the principles rather than the
formalism, whereas the study of chains of contacts leads quite naturally to the second type
of solution.

In 1904 Ernst MACH wrote : "Because of the short life and the confined limits of
human mtelhgence knowledge worthy of the name can only be acquired by the greatest
mental economy



This thought is a criterion of great value because of its deep repercussions.
Although it guides us towards optimisation of the complex structures of our models, is it
not necessary to refer to it at the elementary level of the concepts, definitions, principles
and symbols which constitute the fundamental basis of our knowledge ?

It is this criterion itself which governed the development of binary analysis,

- The first part, which is the subject of the present report, is devoted to the defi-
nitions and treatment of binary functions.

- The second part will relate to the applications and explicit functions or trans-
coding functions,

- The third part will deal with the recursive functions and sequential systems,

In this first part, each chapter is provided with simple exercises in application
which facilitate understanding, reveal the value and destroy the arid and depressing monotony
which often arises from a purely theoretical text,

The fundamentals of binary analysis are introduced solely by the use of the princi-

ples of classical algebra. Simple two-dimensional symbolism illustrates the dual character
inherent in any binary set.

Particular care has been paid to the choice of terminology, which had to be made
as concise, as clear, as precise as possible, sometimes making use, when necessary, of
terms borrowed from the so-called "logical" algebra. The reader will judge and can confirm
the richness and the efficiency of simple methods, freed of any useless artifice liable to
impair understanding or complicate the use thereof,

The expert can find here, with the minimum effort of assimilation, a reliable rapid
and practical mathematical tool which makes it possible to pursue very thoroughly the inves-
tigation in the formal study of the circuits of digital automation,

The scientist in turn, can have at his disposal a starting point which permits,
beyond technique, easy exploration of the vast and inspiring field of information systems
which elementary logic can only touch on and which philosophy only half revealed.

CHAPTER I

DEFINITIONS

1.1 - Algebraic binary sets

A binary function or variable is any function or variable which can only assume one
of the two separate algebraic values a f b, to the exclusion of any other.

The set " Ea.b” of variables and functions thus defined is called algebraic binary set.
If the element " ¢'ab" is equal to "a" when it is different from 'b", andif it is equal to "b"

ton

when it is different from "a", then ¢  belongs to the set "Eab".
¢ab € if (@ab %= a) => (@ab =b), and if (& #= b) => («::ab = a)

1,2 - Duality of algebraic hinary sets

It is posaible to find different relations for application of a binary set Eab ina binary
g*

The simplest applications consist in making the values "a'" and '"b" of the set "Eab"

set BE
a,

correspond to the values "a" and "' of the set "Ea "', This correspondence may take two

p

particular forms associated with two different sets of implications, These implications lead

respectively to the bijections represented by the two following algebraic relations :

1.2.1 - First relation

(byp, = 8) & (D5 = a)i By, = b & (O, = 8)

(ﬁ - a) (¢ab-a) = (b - a) (¢ﬂﬁ-a)

1.2.2.- Second relation

Qg =2) 6 (G, =B8) : (B, B) & (Dyp =)



Reciprocally @01 =1 - 1_5'01 iz the complement of 301. The double complementation
e leads to the involution relation ; '
(B -a) @y, - b = (@a-Db B g - a

Bgp =1 - (- By =&y,

*

¢aﬂ € Eaﬂ = (b, € Ep ¢t ¢ab € E ) 1.3 - Binary products

. " . " A The choice of the particular binary set EOI is justified by the adoption of an absorp-
-The term-by-term addition of the algebraic relations "1.2.1" and "1.2.2" ylelds a

. L Fathl "t Tt 3 . » s
linear algebraic relation between the elements of the set "E b"' tion value "O" and a neutral value "' 1" whick .sake of the algebraic product a binary function
a belonging to the same set,

y The dissymmetry introduced provides two possibilities of representation which
(P * 6) ) - (a+b= O correspond by duality by permutating the values "O" and "1".
a a

1.3.1 -~ Product

There exists thus throughout the binary set, a linear and biunivocal algebraic relation

Let there be n binary functions f,, SN fn‘ such that f, € E
which makes all the elements of the set correspond two by two, i

2 o1’
The algebraic product of these n functions belongs to the set Eol‘

Vi=1l,2...n

This fundamental property of automorphism of the binary sets, which results from

the symmetrical role played by the algebraic values a and b chosen for defining them by (P = fl.fzn s fn) € E(}l
comprehension, is called "duality".
It is possible, in particular, to choose the algebraic values "0 and ™' for a and B. The product P is egual to unity when all the functions in factor are simultaneously
It is useful, in order to use the algebraic product, to choose the absorbing element 0" for equal to unity. (f, = f, = ... = f_ = 1) <=> (P = 1).
"4" and the neutral element '1" for "g", from this operation. a
R It is zero in all the other cases since each function in factor can only assume the
ons
One of the two relations, value "O" when it is not equal to "1" and since the product is zero if at least one factor is
- = - zZero.
-— T "P" a 3] 1" - . 4 .
(b-a). (1 - q)ﬂl) = ((bab - a) he product is normally called the "AND" function when it is the subject of

technological applications,

defines an application of the set E01 in any binary set Ea.b ¥, 1.3.2 -~ Produal

For the set E the duality relation is written :

01’ The algebraic definitions above are sufficient in principle to permit the calculation

and the establishment of all the binary functions belonging to the set Eol'

: However, the important point is nc: solely the choice of the set EOl
$o; *+ '&',01 - 1= 0 mentary simplifying properties, '

with its ele-

It is also necessary to choose a simple symbolism which can translate into the
written expression, the duality which characterises the binary sets and which permits the

.501 =1 - @ _ is called the complement of ¢01 and is pronounced "¢01 bar". establishment of elementary dual relations, using the two dimensions of the plane if possible.

01

We know that a product is expressed algebraically by arranging horizontally the

factors,
# Each bijection does not make the same element of the set "Eab" correspond to the same
element Qaﬁ' This is why two different symbols Qab and E_ab have been used, fp .86 .43 ... £ =P
#* In this way the reciprocal is established in a simple fashion for Stone's isomorphism We know also, by duality, that it is possible to make the following binary algebraic
theorem which shows that any Boolean algebra is only an application of the algebraic function correspond to it.

binary set E01' the definition of which is based on the principles of classical algebra.
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TEl-(L-f) (1-f) . (U -f) =L LT

(i‘i € EOI' Vi=1,2, ..n)<=>(r EEOI)

We find that the function x is egqual to zero when all the functions f, are simulta-
neously zero, !

(f, =€, = ... =f = 0) <=>(r=0)

and that it is equal to unity in all the other cases, since it is sufficient for one function fi

at least to be equal to unity in order for the algebraic product

(1 - fl) (1 - f2) veeee (1 - fn) to be zero ; which means r = 1,

We then find again in the expression for the function r, all the properties of an
algebraic product (permutativity, associativity), The only difference which results from the
duality lies in the fact that the absorption value is found to be unity '1" and the neutral
value "O",

We shall then agree to represent the function "r", which we shall call "produal" *,

by grouping the terms which form it in a vertical column by analogy with the horizontal
writing of the product and in order to convert into symbolism the property of duality,

fl
I
T = l- (- (1-f)  (1-f) = . f ... 1
f
In
In the case of technological applications, we shall also call "x' the "OR" function
as usual,
The terms f,, for ovn 1, will be called ''dual factors' by analogy.
1.3.3 - De Morgan's theorem
This theorem is contained implicitly in the above definitions.
f1 i‘1
I f
1 - : =1 = l.fz...fn=(1-f1).(l—fz)....(l-fn.)
I
I'n | n|
+*

The latin roots "pro' and "duslis' have been chosen in forming the neologism 'produal"
to show on the one hand the need to retain the duality in the binary expressions and also
by analogy with the word "product'.

The complement of a produal is equal to the product of the complements of the dual

factors which form it,

L )
[

Fn

(f].. fz “r e f)

The complement of a product is equal to the produal of the complements of the

factors which form it.

1.3.4 - Dual correspondence of el ementary properties

The proposed symbolism is based on simple, strict algebraic principles.

The biunivocal dual correspondence introduced by the definition of the produal from

the product, adapts this symbolism perfectly to th

functions,

e simple representation of all the binary

Any operation, any theorem of binary analysis, wihich necessarily contains the cha-
racter of duality, will therefore be represented in writing by two possible applications,
which are absolutely similar ; one in the horizontal direction, the other in the wvertical

direction,

With the exception of DE MORGAN'S theorem, seen above, the compared elementary
dual properties of the products and the produals are summarised in the following table :

Product
P = a, b, ¢, d

- neutral element 1"
- absorbent element '"0"

~ the product is permutative
and associative

The product of "0" with any function
f is zero :

(0.f) =0

Any function multiplied by 1 remains
equal to itself ' ‘

(1.0)=f

oo o

Produal

= 1= {1-a). (1-b). (i-c}. (i-d)

- neutral element '0"

- absorbent element ''1"

- the produal is permutative and
associative

The produal of 1" with any function f
is unity

1
f

Any function multiplied dually by O
remains equal to itself

0
.




Idempotence theorem

If all the factors of a product are
equal to the same term, the product
is equal to this term :

n
Lamma SSE T ol n
P=a.a...a=a
for a = 0 0" = 0
for a = 1 Mt =1

If in a product, two factors are
complementary, the product is zero

Corollaries

The product of two complementary
functions is zero

(f. f) =0

1.4 - Canonicgl functions and truth tzbles

If all the dual factors of a produal are
equal to the same term, the produal
is equal to this term :

a
a
ro= [l n =1-¢1-a)
a
’ n
fora =0 r=1-(1)y =0
fora = 1 r=1-@" =1

If in a produal, two dual factors are
complementary, the produal is equal
to unity

£
r o= |f = 1= (1-f). f. (1-7))
™

= 1 = (f-£2). (1-7)) = 1-0, (1-7)

The produal of two complementary
functions is equal to unity

f
f

n
[y

We shall demonstrate from the above definitions that any binary function can be

expressed either by a product of produals, or by a produal of products involving all the '
direct or complemented variables, The expressions obtained are called 'canonical functions".

Let us consider a binary function which depends on ''n" separate variables

Xpr Koy gy eeny Xp g0 X We can only envisage altogether ''2™" combinations of separate

values (0 or 1) of ?helse "n'" variables. Although the unknown binary function iz equal to unity
for "p" particular combinations of the values of these "n" variables, it is necessarily equal
to zero for the "g" - p' complementary combinations and we have p = 2™ in all the cases.
We can therefore write the function in the form of a produal of products which we shall call

by definition "first canonical form',

fl (xli le E] xn)
Iy (xl, Xpo vinis xn)
Fj = | === ===-=--
fp (xln xza s xn)

Each function fk (xl, Xor eees xn) of "Fl” is a product involving each of the variables
or its complement, "fk" is equal to unity for one single combination of values of these

variables,

We deduce from this that "Fl", produal of the 'p" products "fk” is equal to unity

" for each of the 'p'' combinations of values of the variables which correspond successively

to the value unity of each of the "p" products, This follows from the previous definitions.

It is also possible to express the same function "Fl" by a product of produals
called by definition 'second canonical form" :

F1 = f'1 (xl, X, ...,xn)l ' f'2 (xl' xz, vy xn)l , f'q (xl’xz’ ...,xn)

We give, as a reminder, the equivalent expressions for the products and produals in
Boolean algebra,

Product : a.b. c =anbne= aAbye

a
b
c

Produal : ={a+b+ec)=(alUbUc)=(aVbVec)

Despite the equivalence in expression, the produal is distinguished from the 'logical sum"
in its definition and its symbolism.
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In this expression the number 'q'" of produals is such that p+q = 2", Each function

uf.kn represents a produal involving each variable or its complement, The produal nf.k.. is
zero for one single combination of values of the variables which occur in the function F. and

1

consequently this function ”Fl", which is the product of the produals "f' " will be zero for

k
each of the 'q' combinations of values of the variables which nullify successively each of

these functions 'f! k" .

We shall call "transposition' the passage from the first to the second canomnical
form and vice-versa, When the purpose is to establish the product equal to unity for a given
combination of the values of ''n" variables, it is sufficient to form the product of the direct
variables which are equal to 1" on the one hand, and the product of the complements of the

variables equal to "0" on the other, in the chosen combination,

Let us take for example four variables X1s X5 Xgp Xy and try to find the product
equal to unity for the combination X, = 1, x, = 0, Xy = O,x4 =1,
This product is established immediately :
T = Xy x2 Xa. x4
For the chosen combinmation, we have
x1=1,x2=1,x3=1,x4=1hencef=1

To establish the produal corresponding to a combination of values of ''m" variables,
it is sufficient to factorise dually the direct variables which correspond to "0" on the one .

hand, and the complements of the variables equal to "1" on the other, in the chosen combina«

tion.
In the case, for example, of the combination of four variables x; = 1, x,'= 0,
Xy = 0, X, © 0, we will have
*
po- |72
X3
X4

We certainly obtain in this case :

X, =0,x, =0, x, =0, x

3

4 " 0 and consequently f' = 0

It is therefore worthwhile, in order to establish a canonical function quickly, to
know the table of combinations of values of the varizbles which make the function equal to

zero or equal to unity.

This table is called by definition "truth table',

- 11 -

1,4,1 - Establishment of the first canonical form

In order to establish the first canonical form (produal of products) the following

operations can be done :

Write the variables horiZontally in any order, then enter successively in the
horizontal direction, the different combinations of values for which the function is equal to
unity, It is then only necessary, according to what has been said, to replace each value '1"

1

in the table obtained by the variable "xk in the’ same column, and each value '0" by the

complement ;k of the variable in the same column respectively,

Examgle :

Find the first canonical form of a function of three variables X1r %oy Xg equal to

unity when one of the variables is equal to unity, the two others being zero,

The truth table is written :

x1 x2 x3 f
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1

The first canonical form is found immediately from the truth table as indicated

above, and we write :

Xy X, Xq
f = x1 xz Xg
*1 Xa X3

1,4,2 - Establishment of the second canonical form

To establish the second canonical form relative to the combinations of values of "n"
variables for which this function is zero, the variables Xys %55 oe., X are entered verti-
cally in any order, and in succession in the same vertical order, the combinations of values
for which f = 0, It is then only necessary to write the product of the produals obtained by -
replacing each value "0" in this table by the variable "x, " in the same line, and each value

k
"1" by the complement x, of the variable in the same line respectively.

Example :
Find the second canonical form of a function of three variables X11 Xgy Xg, equal

to zero when at least two of the three variables are equal to unity.
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The truth table is written :
xl x2 x3 f
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

As we have indicated previously, we take from the table :

1
xl 0 1 1

- 1
xz 1 0 1

1
x3 1 1 0

5 2 . é)
hence the function : b 3

2 T I T et T B |
f = x2 X x2 Xg
X3 | *3 | *s3 | %3

1.5 - Presentation of truth tables

As we have seen, a truth table reveals the combinations of values of the variables

which define a binary function.

We shall now define the presentation which we shall adopt for the truth tables and
the different forms which they can take.

1.5.1 - Full truth table

We shall say.that a truth table irv full when it shows all of the 19™ combinations
of possible values, relative to the '"n'' variables on which the function depends, We shall
agree to enter the values (0 or 1) assumed by the function to the right of a double vertical
separating line and to the left of the same line the corresponding combination of the vallks

of the variables,
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Thus the full truth table of a function of three variables, F (a, b, c) can be

written :

Full truth table

a b c 1)
0 0 0 0 1
1 0 0 1 0
2 0 "1 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

It is often useful to enter in a colum, on the left, decimal references which corres-
pond to the numbers represented by the binary figures a, b, and c¢, by placing these numbers
in the natural order. This arrangement ensures in particular that no combination has been

forgotten.

A full truth table makes it possible, by following the rules given above, to write
down the function immediately in ite two canonical forms,

As regards the example given, we can write

-«';—b--é alal|la|a

F = a.b.c. = |biB|B]| 0D
a.b,T¢c cl{ec]lTl T
a.,b.,c,

The first form uses the combinations for which F = 1, (0,4,6,7) and the second form
the combinations for which ¥ = 0 (1, 2, 3, 5),

1.,5,2 - Half truth tables

A binary function is fully defined if one knows only the combinations of values of the
variables for which it retains the same value (0 or 1},

By definition we shall use the term half truth table for the table in which thege
combinations are entered, We shall state on the right of this table, the corresponding value

of the function, For each function there are therefore two half truth tables,
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The two half truth tables which correspond to the above function F (a, b, ¢} can be

written as follows, according to whether the value "0" or the value "1" is chosen for "F'':

Half truth table (F = 1) Half truth table (F = 0)
a b c F a b c F
0 0 0 0 1 0 0 1
4 1 0 0 2 0 1 0
6 1 1 o ¥ 1 3 0 ] . F =0
T 1 1 1 5 1 0 1
i

A half table only enables one of the cancnical forms to be written, The property of

duality however makes it adequate to define cornpletely a binary function,

1.5.3 - Short truth tables

These are short truth tables in which certain combinations are grouped in order to
take into account some or all of the adjacences which exist between them, These adjacences
are indicated in the table by the symbol "@" which means that the value assumed by the

variable may be either "0" or 1",

We can take from the above example variou# short truth tables, including the

following
a b c F a b c F
0-4 ) 0 0 1-5 8 0 1
6-7 1 1 b 1 2-3 0 1 g 0

The adjacence, as we shall see when we study the simplifications, has the effect of
eliminating the variable (direct ‘and complemented) in the product or the produal which results
from the grouped combinations, A ghort truth table therefore no longer gives a canonical
form but a form which is already simplified. In the case envisaged, we take from the first
short truth table : |
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o
ol

¥From the second short truth table we obtain :

b | a
Fosle | 5

" 1.6 - Transformations of the cancnical forms

We shall now examine some simple transformations which the canonical forms can

undergo, taking into account the theorems already established.

1.6.1 - Transpositions

We have used the term transposition (1,4) for the passage, for a given function, from
the first to the second canonical form or vice versa,

To transpose a function of ''n" variables in canonical form, it is recommended that
a full truth table be written for this function by entering the "2™' combinations of values of
the variables in a natural binary order,

If a binary function of "n" variables in the first canonical form contains 'p'" products,
when it is transposed it must contain ''q" produals, such that : p + q = 27,

The transposition is consequently a means of simplification when the number of pro-

ducts or produals of a canonical function of ''n" variables is greater than ”2“'1”,

1.€,2 - Complementations

The application of DE MORGAN'S theorem makes it immediately possible to write the
complement function of a canonigal form, It is only necessary to replace each produal by a
product and vice versa, complementing each of the variables, The horizontal lines become
vertical columns, the columns become horizontal lines and the variables are complemented,

The simplicity of complementation results from the dual aspect of the symbolism adopted.

211 %11 %
As an example, the function f = ;{:". ) Eé
X3 | X | %,

X3 %y . Xg
f = X %, . Xg
X Xy . Xy
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If the function is not in a canonical form, the method of complementation is identical

and remains as simple in its application ; this is illustrated by the two following examples :

- f1=a
X
_171
- g, =
X, -

N

ad

=1

» ol

s
()

a

Ao

w
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EXERCISES IN APPLICATION RELATIVE TO CHAPTER I

1 - What is the developed

Answer : ¢ - ¢d + ab

2 - What is the developed

e
=]
0
£
(1]
1
)]
lacd

It

=y
n

algebraic expression of the function

- abc + abed

a.E‘ 2
c. d

algebraic expression of each of the following two functions :

"
o

oo wl
L]

a+ba-ab-ac-bec+abe+acd+bed - abed

b - ab + abc + abd - abed

3 . Starting from the algebraic expression y = ¢ + b. (a - ¢), establish the full truth

it

table for the function "y' and give the two corresponding canonical forms,

Answers :

First canonical form-

&@.b.,c
a.b,c
y = a.b.¢
a,b,c

a b c y
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
i

Second canonical form

a
b
c

o
o ole
o)l o] w



- 18 -

4 - Show that the functions | #| and i ) assume the same algebraic
expression 3 bl e a . ¢
. a a a.
Angwer : = _ = ab - ac + ¢
b a.c

5 - Establish the short truth tables for the two binary functions

a|a
c| b
Show that F 1 and F2 assume the same full truth table and therefore represent the

same function,

a . b -
F. = ansz-

Answer :

=] N N o W N = o
L R R o R - T e T o |
[ O = T T O O T e )
= O O = D =D
O O D =D

6 - It is proposed to produce a two-way system by means of three circuit breakers

X1 Xy, Xq. The circuit is to be closed (F = 1) when the number of values ''1"' of the

variable. X,y Xo1 Xg is odd, and the circuit is to be open (F = 0) when the number of values

1" of the variables ig even,

- Write the table relative to the function "F".

- What are the two canonical forms of "F'" ¢

Answers : 1 T2 ¥
0 0 0 0
0 [0 | 1 1
0 1 0 1 .
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 L 1
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X, . X, . X — -
_1 2 3 X X X X
= x e 1 1 1 1
1 2 73 -— —
F = — — = X X X X
X; - X5 . Xq 2 2 2 2
Xp o Xy . Xg Xq Xq Xq Xq
4 [

7 - Given the following canonical form :

a.b.c.d 0
a.b.,c.d 4 Which groups the combinations 0, 4,
a.b,c.d 5 5,6, 9, 10, 12, 13, 14, 15, trans-
2 b.c. d 6 pose the function "F'" so as to obtain
Fos a E - G E 9 a product of six produals
a.b.c.d 10
a.b,c.d| 12 C
a.b,c,d 13
a.b,c.d 14
a.b,c.d 15
a a a a | al =&
Answer F = b|[b|b] B B]| Db
e ) c c c r
ilala| a| al 3
i 2 3 7 8 11

8 - The following truth table is given :

O e S

| "1

Write the function " &' in the form of a product of produals and indicate the total

o = O
oW - O
o e wm O,
Lol - S - W - 8
LB = T < A - S

number of combinatione which appear in the half truth table for @ = 0, giving the decimal

number agsociated with each combination and taking the variables in the order a,b,c,d,e,f.

a|la | al| d
Answers : ¢ - b l’ € &
. c f f f

The half truth table relative to & = 0 would contain 27 combinations corresponding to
the decimal numbers : 0,1, 2, 3, 4,5,6, 7,8, 12, 15, 16, 20, 23, 24, 28, 31, 39, '4'7, 49,
51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, ' '
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9 ~ To unlock the safety coil of the access door to the cabin of a high-voltage trans-

former (p = 1 on unlocking), it is required that the circuit-breaker "D" for the supply to the

transformer and the isolating switch "S" should be open (D = 8 = 0),

Establish the full truth table of the function "p'" and give the two corresponding cano-

nical forms,

D S P
0 0 1 D D D
Answers : 0 1 0 p = D.S = 5 5 5
1 0 0
1 1 0
10 - Write the complements of the following functions :
X, ala |a
a. b x) xz T
f1 = E.d,?’fzp x, x3 . f3- b |b
4 c|c |c
Answers
—| ¢ — i.b.c
T I - A A e J Ty <] e B¢
1 T 2 3 .g —_
_— = a , ., C
e x2 N xa - x4
b
11 - Calculate the developed algebraic expression of the function f = a, _ .
Deduce from this expression a short truth table corresponding to f = 0 then the ¢
full truth table giving ‘''f'., Write "f'' in the first canonical form.
Answers :f = a - abe Short truth table

a b c f a b c £
0 0 0 0
o p P
0 0 1 0
pt 111 o
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1 First canonical form
1 0 1 1 — —_
. b . ¢
1 1 0 1 —
1|l 11110 r- LR
. b . T
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CHAPTER 11

SIMPLIFICATION OF BINARY FUNCTIONS

By simplification of binary functions we mean the reduction in the number of letter
elements ; i,e, the simplification, outside of any technological consideration, of the written
symbolic expressions, _

The purpose will therefore be in general to find and eliminate the redundant terms :
defining as such an;v term which can be eliminated in a binary function without making any
numerical modification to it in relation to the combinations of values of the independant
variables,

The simplifications will therefore have to be the demonstrable consequences of the
algebraic properties of the products and produals, Amongst the fundamental methods we -
shall study in particular the simplifications by factorisation and developments, by adjacen-
ces, by transpositions and by consensus, which are fundamental and simple methodr and
prove adequate in the majority of cases,

2,1, - Factorisation and development

The binary set ”E01" defines a commutative ring, since ”E‘01 = Em” and since two
internal algebraic laws of composition have been chosen which are the product, 'p = x,y"

and the produal "r=1-(1-x)%(1-y)=|*|™",

It is useful to demonstrate the algebrgic property of distributivity of the produal
with respect to the product and vice versa of the product with respect to the produal. This
reciprocity, which results from the fundamental property of duality, is 'an egsential and
particularly valuable characteristic of binary sets,

2.1.1 - Factorisation in a produaal

. f
Let us consider the produal : g = lgz f1 = 1 - (1~ Q)'fl)_(l_¢.f2)
* 02

The developed algebraic expression is written :

- 2 - 2 L :
‘ F = ".’il + tbfz. ¢ flfz,using the idempotence theorem & =&, F = ".’il + tbfz - ".’ilfz
which we can write :
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fl
F=0¢.[1-0-1).0-5)] =¢. .
2
Thus the reciprocal identity is proved :
cb.f1 o £,
b.5 "1,

We shall call the passage from the first expression to the second "factorisation!, and

the passage in the opposite direction "development”,
AN

The above identity can be extended to a produal containing any number of products

accepting ''®' as a common factor,
1
2
Let the function F = P.
,» F = q
1:’q+1
Ph
in which P1 = (p.fl, P2 = (IJ.f2 cee s Pq- = (D.fq, q¢n.
. f1
Let us call P'., =& |, |, the function obtained by factorising "¢" in the first
two products P1 and P2' 2
By grouping ,"P'lz” and "Ps", we can again factorise ' & " and we find
f
1 .
Pllog =& | f, | and 50 on up to "Pq". This allows us to write the identity :
f3

¢.f1 1

$.1, b1,

Jf = ;
b1, t
Pq+1‘ Pq+1
P P
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2.1.2 - "Dual factorisation' in a product

¢ | ¢
£ | ¢

Let us consider the function F = 1 5

The algebraic development of "F' is written :
F=li-a-®.0-]. L1-0-¢.a-1)]
S 1 a(1-0) . (1-t) - (1-9). Q-+ -PE -1, (-1

The idempotence etheorem allows us to write (1 - &2 = (1 - ¢), hence the expression
for "F" :

|
"

1--¢. [a-fp+a-1)-0-1). (1-1)]

1-(1-) . (1-£.8) = |

We have thus demonstrated the reciprocal identity :

1}

We shall call '"dual factorisation" the passage from the first expression to the second

and 'dual development'' the opposite direction,
As for the produal, the above identity can be extended to a product containing any

number of produals accepting " &' as common "dual factor".

T =ﬂ1.ﬂ2 [ "q.ﬂ'q_l_l .n.ﬂ'n

0 o el ..
1 = N T = 3 v T = ’ .
1 fl 2 f2 q fq

We can gradually put " &" as a dual factor in the produals, iy Fyr e W and

finally obtain the identity :

)
o -

¢

fq

.= q) T
1z dq

f g+l =+ "n

¢
S

We have thus demonstrated the distributivity of the -produal with respect to the

" product,
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2.2 - Elementary simplifications of the binary functions

The reciprocal property of distributivity of the products and produals will enable us
to draw a certain number of consequences and elementary theorems relative to the simplifi-
cation of the binary functions.

2,2,1 - Simplifications by products made (development)

If factorisation generally supplies a simplified form of the binary functions, the oppo-
site operation by products made can also supply valuable simplifications in the following cases,

Ist case

f i ¢.f i
¢A.$ i A.d. .1

In the particular case which is often encountered, where A = 1, we can write :

f

*\3

= §.f

f

o
"

f

2nd case ¢ _ o
|

<l w

In the particular case B = 0, we can write

£.0 £

2,2.2 - Implications

We know that the necegsary and sufficient condition for a binary product to be egual
to unity, is that each of the factors is equal.to unity.

(P=f1f2... fn=1) <=5 (f1 = f2 = 4. T fn = 1)

We can therefore call each factor fl’ f

the function '"P',

gt sees fn, direct implicant, or implicant of
- Any partial function which can be factorised in a given function, will therefore be
an implicant of the latter,
We also know that the necessary and sufficient condition for a produal to be zero, is

that each dual factor is equal to zero,

f
T =Ll =0 & ) =1 =... =1L =0)
fn
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- Any partial function which can be dual factorised in a given function will be, by

definition, a dual implicant of the latter,

Let us consider the product having as factors a produal and one of its dual implicants

F = q:.l ?l "0 " being the neutral elements of the produal, we can write :
o 6|
¢ = 0 et 0 f »
By dual factorising "' ¢'", we find F = g; ¢ = ¢

Similarly, the produal having as dual factors a product and one of its implicants, is

written :

: o ¢ lilfl

o.f ¢ £

We derive from these equalities the following two thecorems ;

2.2.3 -~ Theorems

The product of a binary function and any of its dual implicants, is equal to this dual -

implicant,

¢

f

¢ . =0

The produal of a binary function and any of its airect implicants is equal to this

N

implicant,

2,2,4 - Adjacence

Two products "Pl" and "Pz" are called adjacent when it is possible to pass from one

to the other by complementing one of the factors and this factor only.

. Py = | B, fl

We can also define by duality the adjacence for produals,

P, = ,d).f

I 11}

Two produals '« '

It 1
1 and ”2

to the other by complementing one of the dual factors and this factor only,

are called adjacent when it is possible to pass from one
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2,2,5 ~ Theorems Let us also consider the produal of products :
The produal of two adjacent products is equal to the commion factor of the two pro- fl f4 ) f7
ducts, '
Py ¢. 1 ¢ Fo ¢ -5 - T . Ty =
= — = - f = f
P,y ¢. 1 ¢ f1 f3
The product of two adjacent produals is equal to the common dual factor of the two By factorising "f." and "fl" in succession, we obtain :
produals, _ .
¢ ¢ $. 6 . Iy — I3
ﬂ . ﬂ = = -
172 £ ¢ £ f7-‘lf i
5 . 6 ,
The function " &' is called "adjacent function" or "adjacent variable'" when it is a F, = -1, - = - fe . fot I -
f
single variable, fq —— -1, f
2.3 - General simplification methods using factorisation 4 —

Taking into account the property of permutativity of the products and produals, the The products and the produals are permutative, the columns or the lines of the binary
factorisations are operations which can be carried out in cascade, in any order, but which functions can be permuted between thern and therefore the factorisations can be carried out
i i i tions, .
do not necessarily lead to an optimum form of the binary functi both from the right and from the left for a product, and the dual factorisations can be carried

. 2.3.1 - Examples of simplifications by factorisations out from the top or from the bottom for a produal,

Let us consider thé following product of produals : These factorisations can even be done simultaneously on the right and the left for the

¢ fl first form (product) or at the top and bottom for the second form (produal). This method of
fl 1 f 5 procedure introduces a foreign solution,
F = f
1 4
f3 1'6
£, ¢ It is therefore necessary to ensure that the foreign solution introduced
7 into the simplification obtained corresponds to a zero product,

”Fl" can be written, after dual factorisation of "fl” then ”f,r” :

Let us consider the function

g f7 f f | f
5 = ) 5 _.I—— 1 5
f f = =
p 4 [ ¢ N . 6 ; F f2 . f3 fs fy ,..| f3 fs 4.
! ~'6 R E: 3T £, . f f
b f3 5 2 4 4
7 f If "fs" is factorised at the right in this function, the simplification. obtained
When the functions do not completely fill the space which they accupy between the f1 f 5
two vertical lines which symbolise the produals, it is possible to complete by continuous . f3 —_
horizontal lines as indicated in the simplified expressions of the function “F1" above, _ ¢ 0
2 T T4
N.B. The vertical line of a produal is equivalent to the symbol (.) of a product, So it may reveals, along the path indicated by the arrow, the product fl’f3'f4 which was not contained
be written : _ initially in the proposed function, This simplification cannot be made if f1 .-fs.f 4 £ 0.

¢c -=a.b.c

|b|
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On the other hand we can make a simplification by factorisation on the right and left,

in the following function :

2 3
Xy - Xy o X =

X.XZ.XS

The product xl.—;.xz.;c;. X, indicated by the arrow is identically zero since it contains
in factor two complementary variables X, and 5:_'2" . There is therefore no modification intro-
duced in the initial function and the simplification obtained is valid,

Note that in certain cases, the particular solution introduced is redundant and makes

it possible to improve the simplification, This is the case of the following function

SR f4 =
£, . 1, . ol .1

F= f.1 - = T e
£ . £y . 1, ° L,

The two paths indicated by the arrows correspond to the same product ”f5.f3.f4".
The product ”fa.f 4” in dual factor of "f2" can therefore be eliminated without the function

being modified, We thus obtain finally

f f,)
_l‘l’h‘r,—_‘“*

(1)

The symbolism chosen thus makes it possible, by simultaneous factorisaiions on
either side of the binary expressions, to establish close links with topology and to arrive
at simple expressions having the appearance of diagrams.

Note however that these particular simplifications are only of value for circuits using
a technology where the elements have isolated controls {electromagnetic relays, optoelec-
tronic relays or transformers). This is not the case for electronic circuits using semi-
conductors of the diode and transistor type.

2.4 Decomposition of the binary functions with respect to the variables

It is interesting, for the purpose of simplification, to study the different forms which
a binary function can agsume relative to an independent variable.

2.4,1 - Definitions

We shall say, by definition, that a function is monoform with respect to the variable’
"x'" if this variable appears in the function in only one of its binary forms (direct or comple~

mented),
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We shall say in this case that "x" is a monoform variable of the function.

£ x x,¢1

are monoform functions with respect to the variable "x'" on condition that ff5, & and &,
are independent functions of ''x',
We shall call biform function with respect to the variables 'x" any binary function in

which the variable "x'' appears in both its two forms (direct and complemented) and we shall

say that "x'" is a biform variable of the function,
x | %

. f
1 are biform functions with respect to the

¢, .

We ghall say that a binary function is a monoform product of the variable

lel! or llxll’

f

1

t

and

x
X

. f

2

2!

variable

is a direct implicant of this function

1!xll.

F = x,A is a monoform product of the variable "x".
A monoform produal of the variable 'x'' accepts this variable or its complement as

dual implicant,

P = } ;l is a monoform produal of the variable

llxll'

"x'" when

We shall call squared biforra function, a biform function comprising four terns

grouped in a square according to a product of two produals of two dual factors, or according

to a produal of two products of two direct factors.

$. A
®.B

and

b
A

1

¢
B

are squared biform functions in "¢g"

2,4,2 - Properties of squared biform function *

The squared biform functions have a dual aspect which suggests particular and inte-

resting properties,.

Any function can be written in the form of a squared biform function,

L]
w
E]
M
»
»
L
»
»

Boolean algebra cannot show simply the fundamental properties of squared biform functions

which have a particular dual symmetry and are extremely useful for the simplification of
switching circuits,
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= |3 - o,
d)z X d)z X ¢2
3 x . x| x| X X =
d)l = =
f f
1| 'z ¢ f11 £ b £, &1,
x . f x . f) x £
b 4 f2 X ., f2 d)l
b, X f,
X I ¢1 Sl
1
If a squared biform function is in the form of a product of produals
B
P = lal s

we can write it in the form of produal of products by making the elementary products.

B
¢.B d.B (b.lA.B
F=|A.0 = |A. = |lo.|A
A . B o '|A.B
AB.'—
(0]
A
B - B, -
A.B A.B
. B _ o] B
A. O Al

We have thus established the following theorem ; a fundamental and very important
theorem which will enable us to make a systematic search for the direct and dual impli-
cants of a function by the consensué method,

2.4.3 - Thecrem

A square biform function is not meodified by the elimination or the drawing of a ver-
tical median line, provided the complementary factors are arranged along a diagonal of the

square corresponding to it symbolic expression.
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The factors " A " and " B " are called simply diagonal factors of the squared
biform function,

This theorem thus allows us to pass eaqily from a produal to a product 5nd vice-versa,
without introducing any redundant term,

This justifies the special attention devoted to the study of squared biform functions,

2.5 - Simplifications by the ''consensus '' method *

Given a squared biform function, we shall term the ''consensus" of this function, the

product of the non-complementary diagonal terms,

6| 1 o .1
| @ 9.1,

The squared biform function F =

1
accepts as ''consensus’ the product f..f,, and as "'dual consensus' the produal | ¢

Proceeding by products formed, we can v.ite :

¢ . f
o . £ ¢ | |1 $
F = — = -— = f2 N
£, ) f, | © | £, . .
2 - 1
fl
The consensus fl.f-2 is thus a dual implicant of "F'" and the dual consensus ¢ (18
' 2

an implicant of " F ', We deduce from this the following theorems,

2.5.1 - Theorems

2,5,1.1, If, amongst the factors of a product, there exists a squared biform
function and a term containing as dual factor the dual consensus of this function, the latter
term is redundant and can be eliminated,

2,5.1.2, If, amongst the dual factors of a produal, there exists a squared
biform function and a term containing as factor the consensus of this function, the latter
term is redundant and can be eliminated.

We can write :

k o] k ¢. 1|1 b.f
S T 0 I I R IO SO Y Ao, £= RS SO
.8 | £ gy £ = $1113nf2.¢'f23 n |f,. $[*3 " n
- £ f
2 2172
.0

Note for reference that a complete consensus theory, in the formalism of Boolean algebra,
has been developed by ‘Tison,
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In this case we can write :

Similarly :
F
o . .i:.:.l q) . E[ ¢ . f_] F F Py
f2 ¢ f2 . q) f2 ¢’ d) v f_l = f']. . fz = P2
k.f, . f,|= 1.6, . f; = f, . 1, = f, . 1) Ap, Ap,
f3 k. f) 1 I3 f3 Pg [*3
fy y ;
. ’ i
£ . f, f, fa |
fn APk 4""
2.5.2, - General rules of "' consengus ' P
"pk" , implicant of "Apk", is a dual factor and we know that Ap. | =Pk hence
Let us give the squared biform function : k
¢ | 1 ¢ .1, F F
F = [ = f1- 14 i IR SRR O = F
:I:'1 ¢ fl . (p Apk
3} 1] : B
2.5.2,1, - The consensus f,f ", put in the form of a produal of products, If the function "F" is & factor of a term of the form mo| + we can write :
when one of these products appears as a factor in a dual factor term of "F', represents a
sufficient condition to assert that this term. is redundant and can be eliminate, B f1 B B
f = =
2,5.2,2, The dual consensus f1 Iput in the form of a product of produals, F. "j F. f2 7 F. Ty« Mg - ﬂ'j : "j ' ﬂ'j +1° *° °
2
when one fo these produals appears as a dual factor in a factor term of "F", represents a B
sufficient condition to assert that this term is redundant and can be eliminated, m; is a dual implicant of the produal |w, | therefore
Let us assume that the consensus of the squared biform function "F' is put in the c B ¢
form of a produal of '"q" products: F . 1 = F, 1l = @
Py f2 ﬂj f2
Py .
. _ 2.5.3 - Example of simplification by consensgus
f1 .9 = | 5
. B,C.F
p Let us consider the function F, D.C.F D
q = D. B. E B
and that the dual coneensus is put in the form of a product of 'r'" produals ; A, C C
' D, A F
I A, B
f2 = ) 1 * n 2 . ﬂj T r

If the function "F" is a dual factor of a term of the form ”Apk", this term is

redundant,
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There ‘exists in the first factor of ”Fl”, two biform variables "C'" and "A" and we

can show in succession the two squared biform functions

C.B.F C
A
D.F c nd 2 which accept
o 1 4
A S D.A P
B, D.F D.C
A. B Fi°* D, B}’
for consensus, A D
D and B | for dual consensus
B F T respectively.

We see by the consensus of the squared biform function at "A'", a consensus equal to

D.B
D E[ , that the terms D C F and D B E can be eliminated, We can thus write :
AlC|D aAlc|?P
B B
F = - 1B = B -
1 - - C
D.A Fo D A =
B.C.F |F BCF
D
The produal B| contains the dual consensus | B| hence,
C C
F
A C A . C
D El A, E
Fl = A = D.A
BCF B.C.F
A A A|A|A|A
We can still write : Fl - D E = D| DD ]_3
B.C.F| C B|C|F|C

The search for the consengus often leads to the optimun simplification of the binary
functions, It is a useful supplement to the methods of simplification by factorisation, trans-
position and adjacence,

These four methods combined generally enable minimum forms to be obtained when they
are judiciously used,

2,6 - Simplifications by adjacence

The simplifications by adjacence are the first which were used in "BOOLEAN'" algebra,

They were then the easiest to apply and gave rise to different methods like that established
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by Quine and Mc Cluskey or those of the Venn and Veitch diagrams which we mention simply
for reference,

We shall, on the cother hand, develop the Karnaugh diagram method because this
diagram is comparable io the lines of a particualr truth table in whick *he adjacences are
topologically grouped or rather correspond to each other by symmetry,

The Karnaugh diagram is in the form of a square or a rectangle, depending on the
parity of the number of variables, All the variables are generally divided into two sub-sets
containing the same number of variebles, to within one unit,

The number of cases of each of the sides of the rectangle or square is made to
correspond to the number of combinations of values of these two sub-sets, It is then suffi.
cient to range the combinations of values of the variables in a sequence observing the adja-
cences by groupings or symmetries, as defined by the following examples :

Casge of two variables Case of three variables

B BC
A 0 1 A 00 01 11 10
0 0 1 ¢ o 1 3 2
1 1
2| 3 o 5| 1

It is useful, as done on the examples treated, to mark each case with the decimal
equivalent of the binary number assgociated with the combination of values corresponding

to it,

Case of four variables Case of five variables

CD CDE
AB \_ 00 01 11 10 AB N_ 000 001 011 010 110 111 101 100
00 '
of 1| 3| 2 00 o 1| 3/ 2| & 7 s 4
01 01
sl s| 7 s sl ol 11 1ol 14 15| 13| 12
11 11
12| 13| 18] 14 24l 25| 27 26| 30| 31| 29| 28
10 10
sl ol 11| 10 16| 17 19l 18| 22f 23] 21| 20

To utilize the Karnaugh diagram, in each of the cases of the square or the rectangle
one ‘enters the value assumed by the binary function envisaged for the combination of values
of the variables which corresponds precisely to this case., Then one forms a short truth
table, either with respect to the ""0", or with respect to the ""1" of the function, depending
on which seems simpler, taking into account the possible adjacences which are easily located
by means of the particular topological distribution of the diagram. It is then only necessary
to establigh the function from the short truth table. With a little practice, it is possible to

derive the function directly from the diagram in the form of products or produals,
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The Karnaugh diagram method is useful and allows rapid simplifications to be made,
but has the disadvantage of using only the adjacences as a method of finding the implicants,
The choice of groupings and symmetries remains arbitrary and the factorisation or consensus
method usefully completes it,

2,6.1, Examples

The variables being arranged in the order A, B, C, D, write with the aid of the
Karnaugh diagram the simplified binary function equal to zero for the combinations 3 (0011),
7 (0111}, 8 (1000), 9 (1001), 14 (1110) and 15 (1111) of the values of the variables,

The Karnaugh diagram is plotted for the four variables A, B, C and D. '0" is entered

in the cases corresponding to 3, 7, 8, 9, 14 and 15 and ''1" in the other cases,

CD
AB 00 01 11 10

00| 1 1 0 1

01 1 1 0 1

11§ 1 1 0 0

10| O 0 1 1
8 9 lli 10

By grouping the adjacent cases 3-7, 8-9 and 14-15, one obtains the following short
truth table :

Grouped combinationg
AlBlc D |F *
3-7 0 il 1 1 0
8-9 1 0 0 ] 0
14-15 1 1 1 i 0
which allows us to write : ﬁ A f
F = C| B B
Dlcli cC

But it is algo possible to group the adjacent cases 0-1.4-5, 0-2-4-§, 4-5-12-13,

10-11 and one obtains the short truth table relative to the ""1" of the binary function,

- 57~
Gouped combinations
A|B|C|D |F
0-1-4-5 o | p|oOo|p |1
0-2-4-6 o {p|p o1
4-5-12-13 g |1 [ofp |1
10-11 101 1]p |1
A.C
Which gives : A.D
F =]l B.C
A.B.C

Using the properties of squared biform functions one can write in succession :

A.C T A

2.D A|D A AlAala
A.B,C| = B.C = = Bl B{C
A.B. c B.C| B § c c|T|D
A.B.C c.B cl B} D

The Karnaugh diagram proves really useful in the case where the binary functions
are incompletely defined and nresent a.certain number of combinations of available variables
which are never realised and for which we can attribute to the function both the value "1" and
the value '0'" according to the poseible simplifications.

Let us give for example a function of five variables Xgy X1 Xz, X

2 1
in reverse order of indices to make the powers of "2' of the associated binary numbers

, X, arranged

correspond to them,
It is a question of writing the binary function "F'" equal to unity for the .combinations
1-3-7-8-10-12~-17-20,
The available combinations are as follows :
0-5-6-9-11-14 -16 - 18 - 21 - 22

The function is equal to zero for the combinations which have not been considered,

2 -4-13 -15-19 - 23 - 24 -25 - 26 - 27 - 28 - 29 - 30 - 31
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The data enable us to plot the following Karnaugh diagram :

X3 %9 X
Xg X, 000 001 011 010 110 111 101 100
00 P 1 1 0 ) 1 ] 0
o 1 3 2 6 7 5 4
01 1 ] ] 1 ) 0 0 1
8 9 11 10 14 15 13 12
11 0 0 0 0 0 0 0 0
24 25| 27 26 30 31 29 28
10 ) 1 0 ¢ ¢ 0 ) 1
16 17 19 18 22 220 21 20

We can derive from the diagram the short truth table relative to the values "1' of
the function "F'" by making the best use of the available combinations marked by the symbol
" ¢ Il.

Grouped combinations Xg | X, | Xq | Xy | X F

1-3-5-T7
8-10-12 - 14
16 -17-20 - 21

o
o
)
o
b
b

—
[ ]

o
-~ -~
=
o
=

o
=
—

5 X4 ¥ % X%
d'ol F = x5 . x4 . Xy = }t:1 . :«:4
Xg . X4 . X, Xy %g o Xg
x| x. I x. | x Xl —]= 1 —
1 _1 2 4 1 x| *4 :tc2
F = Xt xX,|— |— = x| | 1 _
&1 T4 X5 Xg 4] % %, | %
X. | x X 1
5} 5 5

We can also draw up a short truth table relative to the zeros of the function "F" by using

the available combinations,

Grouped combinations Xe | X5 | Xq 1 X5 | Xy F
0-2-4-6 ojolp ]| glo 0
9-11-13-15-25-27-29-31 pl 1| p ] p |1 0
24-25-26-27-28-29-30-31 11| p ¢ |9 0
15-19-22-23-26-27-30~-31 1 [/ f 1 P 0
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LI x| x] %, M| % LR
hence F = X —_— =) = - x - -
4 x4 x5 x5 4 xz . X,
We can also write ""F " in the form :
%5 X - %4 5 X1 %y
= - e = 5
¥ S _Ny
x5 ;; . ';; x5.x2 4

2.7 ~ Simplifications by transposition, factorisation and adjacence

We have confirmed above that the transposition, the factorisation and the adjacence
methods are means which enable simplifications to be made on the binary functions.

The method which we propose combines these three means effectively and systema-
tically. It rnakes it possible to simplify a binary function put in a canonical form with the

greatest speed.

We know that a canonical form is generally a square biform function when one of
the variables has been partially factorised,

.1 G

F (xl, TR xn) =

H| X

-

If "F" is a canonical form, "H'" and ''G" are also canonical forms which no longer
contain the variable “xi"

G G (xi, Xg,

LI x]'."l' xi+13 s xn)

H (xls x2.l LR BN | xi_ls xi+1 » -0 2 xn )

H

They are also square biforms therefore and the residual diagonal functions are
still canonical forms on which it is thus possible to make transpositions.

Let "p'" be the number of elementary products or produals of a canonical function,
The total number of letter variables which appear in the function is equal to "p.n" if "n"
designates the number of independent variables.

The total number of letter variables which appear after the partial factorisation of
the variable "xi" is equal to :

p. (n-1) + 2, if "xi" is a biform variable
and p. (n-1) + 1, if "xi" is a monoform variable

A bipary function can be simplified by carrying out in succession, partial factori-
sation, transposition and reduction by adjacence,

Let us suppose that the canonical function of ''n" variables F (%,

.es X_) con-
n-1 "
taining "p" terms such that p = 2

21
~ m ("m" whole, positive, less than 2 ™1y ig written
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in the form of a square biform function by partial factorisation of the variable "xi" so that
the two diagonal functions "H'" and "G" contain p, and p, terms respectively (products or
produals),

T 1"

We must have P, * Py =P = Zn‘l - m, The P, and "pl" terms each contain the

{n-1) variables (xl, x2, e Ko g0 xi+1, N xn)_

n-2 n-2 cps .
2.7.1 - If p, <2 and p. < 2" 7, no transposition can be envisaged

If there exists a number "a (a < P, and a < pl) of adjacences relative to the

variable "xi", i.e. a number "a" of terms common to the functions "H" and "G", it is
possible to carry out a simplification by adjacence, the total reduced number of letter

variables being equal to :
Nf1 = (p-a).{n-1) + 2 when Py and p, are both different from zero.

and l‘i‘f]L = p. (n~1}) + 1, in the case where one of the values P, °T P, is zeroas well

as "a".

The simplification by adjacence, relative to the variable "xi" after partial factori-

sation, therefore provides a reduction in the letter variables equal to :

ANl = p.{n-1)+ 2.~ (p-a),(n=-1)=-2

AN, = a(n-1)
2.7.2 - Let us assume on the other hand 2n~2 < p,
(p, = 22 | k. k whole, positive and less than 27°2),
Under these conditions the diagonal function "H" which comprises P, = 2“”2 +k

terms can be transposed and the number of terms after transposition is equal to

The total number of letter variables which appear in the function "F" thus simpli-

fied, is then equal to :

Ny

(p, + ). (n-1) + 2 when "x." is biform

N
2
1w, n

The simplification by transposition after partial factorisation of the variable %

P, (n-1) + 1 when “xi" is monoform,

thus provides a reduction in the letter variables equsl %o ;

AN, = p.(n~1)+2-(p2+p1). (n-1)-2

={p-pPy-pPy) . (n-1)= (p, -py).(n-1)
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AN2 = 2k.(n-il)

"aA N2" is a maximum when "k" is a maximum and we note that :

po-Pl' = |3Po‘(1"o+p1)| ) |2p0'p|
- |2.(2“'2+k) - 2“‘1+m‘ = |2k+m!

It is therefore only necessary, to obtain the optimum simplification by transposition,
to carry out partial factorisation with respect to one of the variables or the variable for

which the modulus of the difference |p - pll is a maximum,
2.7.3 - Theorem

When a binary function put in canonical form is simplified by partial factorisation of
a variable, followed by a reduction by transposition, the simplification is optimum when the

partial factorisation has been carried out with respect to a variable for which the modulus

of the difference | p_ - p;| is a maximum. In this formula "po can represent the number

1
of times that the variable is written in direct form, and "pl” the number of times that it is

written in complemented form in the function before factorisation.

2.7.4 - Practical method

To carry out a simplification by transposition, factorisation and adjacence in practice,
the procedure iz as follows :

The function is first written in canonical form if it was not so, and it is transposed
to the case where the number of terms (elementary products or produals) is greater than
"af-11 ( being the number of varisbles). Then one calculates for each variable the modu-
lus |po - p1| . The squared biform function is written relative to the variable, or to one
of the variables "xi" which corresponds to the maximum of the modulus Ipo - pll . 'HY
and "G" being the diagonal functions of the squared biform function obtained, one determines
the number "a'" of terms cominon to these diagonal functions,

If "H" and "G" cannot be reduced by transposition, one simplifies by adjacence by

writing,

according to the circumstances.

"Hl" and "G," being obtained from the functions "H" and "G" by eliminating the

commmom terms in the latter. J 1 and K1 thus represent respectively and according to the
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circumstances, the produal or the product of the terms common to "G" and "H'". When one of

the diagonal functions, "H'" for example, can be reduced by transposition, i.e, the number of

terms it comprises is equal to 2" 2 4 k, one calculates "k'" which is compared to the number

of adjacences "a'".

If 2 k =a, one proceeds as previously,

If a <« 2 k the function "H" is transposed but one writes ”Gl" and ".Il" or "Kl" taking

the adjacences into account,

By calling "H_t" the transposed function of "H" (H, = H), one obtains :

x . Ht x, Ht
X or - K1
Gl . -‘Ki C‘w1 xi
9

depending on the circumstances,
The simplification is continued by repeating the same operations for the canonical

forms Ht, Hl’ Gl’ Jl or Kl until the number of variables is exhausted,

2.7.5 - Examples

Simplify the function F (a,b,c,d} equal to unity for the combinations of binary values
which correspond to the numbers 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12, 13 of the four variables a, b,
¢, d arranged in alphabetical order.

The function, written in the first canonical form, would'comprise ten products,
whereas the total number of combinations of values of the four variables is equal to 24 = 18.
We can therefore simplify by transposition by writing the function in the second
canonical form which comprises the 16 -~ 10 = 6 complementary combinations 0, 1, 8, 11, 14

and 15,

a a a alala
b b |b|Dd|bv]|P
F o= c c e cleijec
d d |d{dlaiad
0 1 8 | 11 {14115

The calculation of the moduli | P, - Pq] gives

- for a | P, - p1| = 0
- for 'pn |po - Py| = O
- for " ' P, - Py | = 2
- for g I = 92

Po - Pp
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We can therefore dual factorise "c¢" or 'd". Let us establish the sguared biform func-

tion relative to "d" for example.

d d
F = a |3 fajaaja
b b|b b b
clelefelcel®c
S |

We find that there is an adjacence, indicated by the arrows, but that the diagonal
functions are not open to simplification by transposition,

We therefore write :

al ala
dl B{ | B
F = 81 . c !z
- a [ o [o] C
bl g
¢ c d

Without there being any need to calculate the values of the moclulilp0 - pll , we see
that b can be dual factorised in the diagonal function :

ala]a b
bjb|b = al a
clcle ce| €| ©
a a
clsls can be simplified by transposition,

This function is equal to the complement of the produal l:l which does not appear

in it and which corresponds to the fourth possible combination of the two variables "a " and "c",

,a a a‘ . a
- - = = &, ¢
c j.c c
a :i b c b
a—— - e
F = b a.c = a.dj a.c
. b| - -
c d b d




- 44 -

2,8 - Square functions

The property of square biform functions which makes it possible to pass very simply

from a product to a produal or vice-versa, can be extended to a square function under cer-

tain conditions,

We shall look for the general conditions which the terms fl' fz, f3 and f4 of a sguare

function must satisfy so that the identity :

is verified,
This identity put in algebraic form is written:
[1“(1-f1)-(1“f4)].[1"’(1"'f2).(1p.f3)] = 1'(1-f1f2).(1-f4f3)

Which gives after simplification :

I 45, (A-f5) . (A1) + £,.0,, (1-1)) . (1-f5) = 0

Theorem

f f ) SR §
The necessary and sufficient condition for the identity I fl I f2 = fl f2
4 3

4 ° "3
to be confirmed, is that the terms fl, f2’ f3 and f4 which appear in the square functions,

simultaneously confirm the two identities :

fl'fB'fZ' f4 = 0 and 1'2.1'4.f1.f3 = 0

Note that the "biform'" square functions correspond to the two particular cases where:

fpof3 =0, f.f5 = 0 of  (f; = {f)
d . - — - pa—
and (fy £, =0, f.0, = 0O ©°F  (f, = T,

4
Amongst the numerous possible solutions, it is useful to keep those which correspond

respectively to the relations :

and f,.f, =f .f =0 or = = 1

If, in a binary function put into "squared" form, the products of the diagonal terms

are respectively zero or their produals respectively equal to unity, we can write :
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The above conditions are confirmed in particular when :

fp = A, 0, £, = A, ¢, f3 = B.O, et f, = B,. O
or when f, = %o £, = A f, = 2o et f, = 51
H 4 2 2 3 — 4 - —
q)o q)l ¢)o 'd)l

This involves different equalities which it is interesting to use during simplifications ;

such as the following equaiities :

o, . 2, 8 «v By o, O, . a, RETIL [ PRRPPRRL S b,
O, . b .b, ... o b
T T by . O 1. by by .. by Bipy +ve By
v (i, )
0 ¢1 q:'o ¢1
4 | P 2 | By
B | P2 3 | by
01“ » » = - . V (i '] j)
N B R
b, | &, 1| Pj+1
% |
¢, | &,

The products and the produals being permutative, the respective permutations of the
factors or dual factors make it possible to obtain other equalities of the same form, pro-
viled complementary terms are always written at the ends of the diagonals of the square

functions,
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EXERCISES IN APPLICATION RELATIVE TO CHAPTER 2

1 - The following half truth table is given :

A}B |C Dnj‘

0 0 1 1

1 0 Q 1
11 1 0 1 1 1
13 1 1 0 1
15 1 1 1 1

Write the function "F'" in canonical form and then simplify it by using the Karnaugh
diagram.

Check the simplification by the method of transposition, factorisation and adjacence.
A

Answer F = D. ﬁ;"C

2 - Consider the produal of the products of four variables A, B, C, D (first cano-
nical form) which correspond to the combinations (4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15),

Transpose the function (second canonical form).
Simplify it using the method of transposition, factorisation and adjacence,

Check the simplification by the Karnaugh method,

B

Answers

3
u
1w o T v - I
ot W »
gom»
via|w =)
orolw »
Il
Ol

w]]
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3 - Simplify the following function by the "consensus” method :

A, B
Ala.c.p
F = 1€¢!s.€.0p
DIE.c.p
A . B A
Answers : F = B.E.D = B'E D
B.C.D c.D . B
A
1 A B
F = B
- | DIl C D
C
4 - The following short truth table is given :
X, x1 X, X, X, | f
1 0 p 1 0
0 1 1 1] [
s
1 0 1 1 p
p 0 4] 1 p 1
g f 0 1 1
1 1 p 1 1
1 1 1 f f

- write the function 'f" which corresponds to this truth table,

- cale:late the '"consensus' relative to each squared biform function of each of the
variables,

- simplify the function by using the consensus calculated and write it successively in
the form of product of produals and in the form of produal of products, confirming
that it is square biform in ''x_"., ‘

2
Answers :
- consensus relative to "x " - X..X
o 1°72
xo"‘z
- consensus relative to "x." -
1 X XpeX
0" 7374
X .X,.X
. 0'"1°73
- consensus relative to "x2" - £ % .x
1'"73" 74
there is no consensus relztive to ”x3" which is monoform.
- congensus relative to "x M - X X, .X_ X
4 0" 71"72* 73

5 - Simplify the functions :

4
—
o

b
(]

OH
K

& |
P

L]
]

[y
.

simplified function
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P Olw

'53,
X
=
X
. f5

product of the produals corresponding to the following combinations :

i
0o X0k
&> QioI >l

> |
W O T+ +
®
O MW

B

C

6 - Show that, if a canonical function put in the form of a squared biform function
contains no adjacence relative to the partially factorised variable, its consensus is identically
zero in the case of the first canonical form (produal of products) and its dual consensus is
identically equal to unity in the case of the second canoniéal form (product of produals).

7 - The six variables ( A, B, C, D, E, F) are given in alphabetical order and the

I(4,5,7, 12,13, 15, 20, 21, 23, 28, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,

41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 52, 53, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63),

In the binary equivalence of the numbers indicated, the variable

is given the weigiiting
"32" and the weightings 16, 8, 4, 2 and 1 are given in succession to the variables B, C, D,
E, F. '
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Simplify the function "I" by factorisation, transposition and adjacence in succession

and check the result by the Karnaugh method,

A l‘ﬁ I
B.C|E.F

8 - Establish the short truth tables relative to the values '0' then to the values '"1"
A
B .C |

Answer I

of the function f 1 =

Then establish the full truth table of "fl" and the two corresponding canonical forms,

of "f4" by

Answers :
Short truth iables
A B |C “f1 A B JC |1
1 (g9 1 1 0
plo|o 1 ol p |1 [o
Full truth table
AlB IC “ ) First canonical form
0 o | o | o A.B.C | 0
1 0| o1 ; A.B.C 4
0 ol 1 1o f, = | A.B.c | s
R o | 1|1 z “"A.B.C | 6
A .B.C 7
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1 Second canonical form
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1 AlAlaA
f, = B|B|B
c{c|cC
%)%,
9 - Establish the short truth tables relative to the simplified function f 4 "% s . x
' 173

Deduce from it the first canonical form (produal of products) starting directly from the given

form of "f,".

4
Answers : _
X , X, , X X X
One can write : n ° 1 2 . 1 2
f4 = — = xo . _
X, . X% . x3 Xq 3

Which makes it possible to establish the two short truth tables :

xo xl x2 f4
1 0 0 1
1 1 4] 1
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ol X1 | %2 [ %3 || fa4
f p ] 0
1 p 1 0
ol 1 |p 0

To obtain the first canonical form, it is only necessary to multiply the first product

x

X3

Then, simplify it by the

Answer :

o 1
o _fl *
o *1
o 1

and the second product by

Xs

*a

Al B |C DWF
o| # {9 |0} O
ol 1 |9 |p 0
1 g 11 1610
pl 1 |1 |of o

o
el d]

|

01

v)

11 - Simplify the following functions :

[

[+]

o1 o

x_ .
o

| NM o5

—

o]

b

L W

consensus method.

w

w

»
]

!

- M

Wi

21Ol

x|

-
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Answer :
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