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ANALYSES ANGULAIRES EN MECANIQUE QUANTIQUE
RELATIVISTE

Sommaire. - On décrit un formalisme permettant de tenir
compte de l'invariance relativiste, dans 1l'analyse angulaire
des amplitudes de réaction entre particules de spin guelcon-

que, Suivant Wigner, les &tats & une particule sont introduits

34 l'aide des représentations du groupe de Lorentz inhomogén

Pour effectuer les analyses angulaires, on &tudie la ré&duction

du produit de deux représentations du groupe de Lorentz
inhomogene, Les coefficients de Clebsch-Gordan correspon-
dants sont calculgs dans les couplages suivants : couplrge l-s
couplage d'hélicité, couplage multipolaire, couplage symétri-
que pour plus de deux particules, Les particules de masse
nulle et de masse non nulle sont traitées simultanément,

.
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ANGULAR ANALYSES IN RELATIVISTIC QUANTUM
MECHANICS

Summary.- This work describes the angular analysis of
reactions between particles with spin in a fully relativistic
fashion, One particle states are introduced, following
Wigner's method, as representations of the inhomogeneous
Lorentz group, In order to perform the angular analyses,
the reduction of the product of two representations of the
inhomogeneous Lorentz group is studied., Clebsch-Gordan
coefficients are computed for the following couplings : l-s
coupling, helicity coupling, multipolar coupling, and sym-
metric coupling for more than two particles. Massless and
massive particles are handled simultaneously. On the way

.




1 passage, on introduit les amplitudes spinorielles et on
Tnstruit les champs libres, on rappelle comment des hypo-
ses dlanalyticité permettent d'&tablir des théorémes de’
pnvergence pour les développements angulaires. Enfin on
urnit un substitut a la notion de "portée du potentiel’, d'on
ksulte la présence a basse énergie des facteurs dits ''de
krriére centrifuge'. La. présence de ces facteurs n'avait
imais &té déduite d'hypotheses compatibles avec l'invariance
blativiste, :

i
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‘e construct spinorial amplitudes and free fields ; we recall
ow to establish convergence theorems for angular expansions
rom analyticity hypothesis. Finally we substitute these
ypothesis to the idea of ''potential radius', which gives at
>w energy the usual "centrifugal barrier'" factors. The
resence of such factors had never been deduced from
ypothesis compatible with relativistic invariance.

968 182 p.

.ommissariat 3 1'Energie Atomique - France




A partir de 1968, les rapports CEA sant classés selon les catégories qui figurent dans le plan de classi-
fication ci-dessous et peuvent étre obtenus soit en collections complétes, solt en collections partielies
d'aprés ces catégories.

Ceux de nos correspondants qul regoivent systématiquement nos rapports & titre d’échange, et qui
sont intéressés par cette difiusion sélective, sont priés de se reporter a la lettre circulaire CENS/DOC/67/4680
du 20 décembre 1967 que nous leur avons adressée, et qui précise les conditions de diffusion.

A cette occasion nous rappelons que les rapports CEA sont également vendus au numéro par la Direction
de la Documentation Frangaise, 31, quai Voltaire, Paris 7°.

PLAN DE CLASSIFICATION

1. APPLICATIONS INDUSTRIELLES DES 8. PHYSIQUE
ISOTOPES ET DES RAYONNEMENTS
B. 1 Accélérateurs
8. 2 Electricité, électronique, détection des
2, BIOLOGIE ET MEDECINE rayonnements
8. 3 Physique des plasmas
2, 1 Biologie générale 8. 4 Physique des états condensés de la matiére
2. 2 Indicateurs nucléaires en biologie 8. 5 Physique corpusculaire & haute énergie
2, 3 Médecine du travail 8. 6 Physique nucléaire
2, 4 Radiobiologie et Radioagronomie 8. 7 Electronique quantique, lascrs
2. 5 Utilisation des techniques nucléaires en
meédecine
9. PHYSIQUE THEORIQUE
3. CHIMIE ET MATHEMATIQUES
3. 1 Chimie générale
.. ) 10. PROTECTION ET CONTROLE DES
3.2 Chimie analytique RAYONNEMENTS, TRAITEMENT DES
3. 3 Procédés de séparation EFFLUENTS
3. 4 Radiochimie
10. 1 Protection sanitaire
4, ETUDES DU DOMAINE DE L'ESPACE 10, 2 Contrdle des rcyonnements
10. 3 Traitement des eff_luents
5. GEOPHYSIQUE, GEOQLOGIE,
MINERALOGIE ET METEOROLOGIE 11.  SEPARATION DES ISOTOPES
6. METAUX, CERAMIQUES
ET AUTRES MATERIAUX 12. TECHNIQUES

12, | Mécanique des fluides - Techniques du

6. 1 Fabrication, propriétés et structure des vide

rmatériaux

6. 2 Effets des rayonnements sur les matériaux 12. 2 Te-chni.ques des tempémtures extrémes
) 12, 3 Mécanique et outillage
6. 3 Corrosion
7. NEUTRONIQUE, PHYSIQUE ET 13. VUTILISATION ET DEVELOPPEMENT
TECHNOLOGIE DES REACTEURS DE L'ENERGIE ATOMIQUE
7. 1 Neutronique et physique des réacteurs 13. 1 Centres d'études nucléaires, laboratoires
T. 2 Refroidissement, protection, contrdle et et usines )
sécurité 13. 2 Etudes économiques, programmes
7. 3 Matériaux de structure et éléments 13. 3 Divers {documentatian, administration,

clossiques des réacteurs législation, etc...)

Les rapports du COMMISSARIAT A L'ENERGIE ATOMIQUE sont, & partir du n® 2200, en vente & la

Documentation Frangaise, Secrétariat Général du Gouvernement, Direction de la Documentation, 31, quai
Voltaire, PARIS VI,

The C.E.A. reports starting with n* 2200 are available at the Documentation Frangaise, Secrétariat
Géneral du Gouvernement, Direction de la Documentation, 31, quai Voltaire, PARIS VIi*.

ORSAY
Serie A
N° d'ordre : 390

THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES-SCIENCES

PAR

Pierre MOUSSA

PREMIERE THESE

Analyses angulaires en mécanique quantique relativiste

DEUXIEME THESE

Propositions données par la Faculté

Soutenues le 27 juin 1968 devant la Commission d'examen

M. MEYER Président
MM, LURCAT Exon:
STORA xaminateurs



- Rapport CEA-R-3608 -

Centre d'Etudes Nucléaires de Saclay
Direction de la Physique
Département de Physique Nucléaire
Service de Physique Théorique

ANALYSES ANGULAIRES EN MECANIQUE QUANTIQUE RELATIVISTE

par

Pierre MOUSSA

These pour obtenir le grade de Docteur &s Sciences

- Qctobre 1968 -

RESUME

On décrit un formalisme permettant de tenir compte de 1'invariance
relativiste, dans 1'analyse angulaire des amplitudes de réaction entre parti—
cules de spin quelconque, Suivant Wigner, les états & une particule sont intro—
duits & 1'aide des représentations du groupe de Lorertz inhomogéne, Pour effec-
tuer les analyses angulaires, on étudie la réduction du produit de deux repré-
santations du groupe de Lorentz inhomogéne. Les coefficients de Clebsach-~Gordan
correspondants sont celculés dans les couplages suivants : couplage £~8, couplage
d'hélicité, couplage multipolaire, couplage symétirique pour plus de deux parti-
cules. Les particules de masse nulle et de masse non nulle sont traitées simul-
tanément. Au passage, on Introduit les amplitudes spinorielles et on construit
les champs libres, on rappelle comment des hypothéses d'analyticité permettent
d'établir des théorémes de convergence pour les développements angulaires. Enfin
on fournit un substitut 4 la notion de "'portée du potentiel”, d'ol résulte la
présence A basse énergie des facteurs dits 'de barriére centrifuge". La présence
de ces facteurs n'avait jamais été déduite d'hypothéses compatibles avec 1'in-—

variance relativiste,
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INTRODUCTION

La nécessité de tenir compte de 1l'invariance relativiste des phénoménes
physiques est apparue dés les débuts de la mécanique quantique, et a soulevé un
certain nombre de difficultés d'interprétation bien connues, & propos notamment
de 1'équation de Klein-Gordon. Il semble que le probléme de 1'invariance relati-
viste en mécanlque quantique alt été clairement posé pour la premiére fols par
Dirac, et résolu par Wigner[l], qui fut le premler a reconnafire que toute mé-
canique quantique relativiste doit &tre formulée dans un espace de Hilbert, de
représentation unitaire 4 une phase prés du groupe de Lorentz inhomogéne. Du
point de vue pratique, le résultat essentlel de cette étude est la classification
des systémes physiques suilvant leur masse et leur spin. Ce travail fondamental
n'épuisait pas le sujet mais ne fut a4 1'époque que trés partiellement complété[zﬁﬂ
11 resta méme pratiquement inconnu des physiciens pour diverses raisons, parmi
lesquelles on peut voir son caractére mathématique, les circonstanceshistoriques

(1939), et surtout le fait que 1l'effort de 1la majorité des physiciens

_portait sur 1l'extraction de résultats numériques de théories notoirement

douées de l'invariance relativiste (par exemple 1'électrodynamique quan—
tlque). La situation s'est modifiée au moment oll les difficultés de l1l'application
de la théorie quantique des champs 4 1'étude des interactions fortes se sont
avérées insurmontables, Il était alors devenu nécessaire de tirer indépendamment
de tout modéle dynamique toutes les conséquences de principes généraux[4], tels
que :lois de symétrie (et en particulier celle associée & l'invariance relativiste)
unitarité de la matrice § , micro-causalité (en théorie quantique des champs),

ou postulats d'analyticité (en théorie de matrice S ), Par ailleurs la découverte
de la non conservation de la parité dans les interactions faibles a posé & nou-
veau le probléme des symétries dans le domaine des particules élémentaires. La
question de 1'invariance relativiste fut alnsi & nouveau posée a la lumiére de

la théorie des groupes, Les premiers & traiter ces problémes furent des physiciens

ayant travaillé en contact avec Wigner, tels Bargmann, Michel, et Wightman[s]’[a].



Le probléme des analyses angulaires des réactions a deux particules,
posé et résolu depuis longtemps dans le cadre de 1'invariance par rotation,
regoit une nouvelle solution invariante relativiste dans la définition des

. 7
amplitudes d'hélicité par Jacob et Wick[ ] .

A la mépe époque, ce probléme est abordé par 1'étude de la réduction

du produit de représentationsdu groupe de Lorentz inhomogéne (Epstein,Luzzato et

[9],

Wightman 8 ). Des formules explicites sont données simultanément par Joos
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nous avons mentionné les plus simples: micro-causalité en théorie quantique
des champs, postulat d'analyticité en théorie de la matrice 8 analytique.

Des hypothéses de ce type assurent en particulier une bonne convergence pour

les développements angulaires,

Ces hypothéses dynamiques ne peuvent &tre raiscnnablement formulées
que sur des amplitudes dites spinorielles, qui pour avoir été utilisées depuis

Dirac, n'ont en fait été définies avec précision qu'assez récemment[is].

dans le cas du couplage £-8 . Leur généralisation au cas de plusieurs représen-

[10]. L'ansemble de ces résultats

[11]

était déja connu de Chou-Kuang-Chao et Shirckov , qui les obtenaient en

tations est donnée par Mac Farlane et Wick Le probléme de la compatibilité de propriétés d'analyticité et de

l'invariance relativiste se trouve alors posé, et n'a trouvé jusqu'a présent

[17]

exprimant les opérateurs moments angulaires au moyen de 1'opérateur de position que des solutions partielles . La nécessité de résoudre ce probléme s'est

[12]

de Newton~Wigner fait en particulier sentir dans les tentatives d'analyses phénoménologiques

des interactions fortes a haute énergie, domaine ou les méthodes de théorie

[13]

qui fournit entre autres une premiére étape dans la réduction du produit de deux

4]

tous les résultats précédents, par la méthode des représentations induites

[1]

de la méthode des représentations induites développée dans [13] n'a pu étre

Le travail de Wigner ayant d'autre part été généralisé par Mackey des groupes sont utilisées depuis quelques années[la]

- 1 - F P
représentations du groupe de Lorentz inhomogéne, Moussaet Stora établissent Ces questions qui ne sont pas abordées dans le présent ouvrage,

[131 , montrent cependant 1'importance des méthodes utilisées ici, et que nous n'avons

qui est a4 la base de l'article original de Wigner . Néanmoins 1'application appliquées qu'a une étude exhaustive des problémes cinématiques.

menée 4 bien par les auteurs qu'aprés qu'ils eussent traité ce probléme par la

[15]

utilisée dans [19]) qui est développée ici en détail, Néanmoins la connaissance

Dans le chapitre I on discute la forme des représentations unitaires

méthode dite du projecteur de Wigner . C'est cette derniére méthode (déja irréductibles & une phase préa du groupe de Lorentz inhomogéne telles qu'elles

ont été construites par Wigner,
de la méthode des représentations induites montre la nécessité d'utiliser un

formalisme ol 1'on peut choisir arbitrairement, pour chacune des particules, Le chapitre II est consacré & la construction des champs libres, opé-

les axes de quantification du spin. L'Tabsence d'un tel formalisme 'covariant” rant dans les espaces de Fock construitsi partir des représentations
rendrait les calculs explicites bien plus difficiles, Une version a caractére décritesdans le chapitre I, cette construction est fondée sur 1'existence des

pédagogique peut se trouver dans [20]. amplitudes spinorielles.

11 est bien clair que ces considérations sont de nature purement ciné- Dans le chapitre III on applique la méthode du projecteur de Wigner

matique, et qu'elles doivent &tre complétées par des hypothéses dynamiques, dont a4 la réduction du produit de deux représentations de masse positive ou nulle
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et de spin fini, On calculeles coefficients de Clebsch-Gordan correspondant
aux divers modes de couplages (£-s, mixte ou mutipolaire, hélicité), qui sont

les éléments fondamentaux des développements anguleires,

Dans le chapitre IV, on étudie diverses réductions possibles du pro-
duit de plus de deux représentations et on calcule les coefficients de Clebsch-

Gordan correspondants.

Dans le chapitre V, on montre comment s'effectuent les développements
anguleires, et on étudie en particulier (moyennant des hypothéses d'analyti-
cité adéquates) la convergence de ces développements ainsi que les "comportements

aux seuils " des é€léments de matrice réduits de 1'opérateur de transition.

Divers détails techniques sont réunis en appendice.

ANALYSES ANGULAIRES EN MECANIQUE QUANTIQUE RELATIVISTE

CHAPITRE 1

INVARIANCE RELATIVISTE ET REPRESENTATIONS DU GROUPE DE POINCARE

1) = L'invariance en mécanique gquantique

Avant d'introduire la notion d'invariance, nous devons rappeler brie-
vement dans quel cadre nous formulons la mécanique quantique ! les observables
sont des opérateurs hermitiques bornés d'un espace de Hilbert # . Les états sont
représentés par des matrices densité p , c'est-a-dire par des opérateurs hermi-
tiques semi-définis positifs, normalisés par la condition Tr p =1 . Le nombre
Tr Ap est alors la valeur moyenne de 1'observable A dans 1'état p - Enfin
la valeur moyenne Tr pp' , de 1'opérateur p considéré comme observable, dans
1'état p' , est égale a la probabilité de transition de 1'état dont p est la
matrice densité a 1'état dont p' est la matrice densité. On appelle état pur,
un état dont la matrice densité est de la forme '@) (@' , ou lé) est un vec~
teur de £ . La probabilité de transition de 1'état pur représenté par [&) {&|
a 1'état pur représenté par IW} (wf est [<§|¢>]2 . Dans cette description,
un état pur peut donc soit etre représenté par une matrice densité, soit par un
ensemble de vecteurs de la forme w|@) , OU ® est un nombre complexe de module
1 , mais dont la phase est arbitraire. Un tel ensemble de vecteurs est appelé un
rayon (note |2>) de l'espace de Hilbert # . I@) est alors un représentant du

rayon [2) .

02 bien 1l'ensemble des observables est irréductible (seul 1'opérateur
identité commute avec toutes les observables), ou bien l'espace # s'écrit comme
une somme (ou une jntégrale) directe t # =@ ﬁi,.les observables étant toutes

de 1la forme 0= )E, O Ei,oﬁ E

1 93 est le projecteur dans # sur le sous—-espace

i

%i . Un &tat pur a 1 une matrice densité de la forme Ei|@> <@|E1 s ©t est donc

représenté par un vecteur |@1>, qui n'a de composantes non nulles que dans un

seul des espaces #, . Les opérateurs E, commutent avec toutes les observables o,

i i



et 1'algébre qu’ils forment est appelée algebre de supersélection ; les espaces
Ki gsont les secteurs de supersélection. Une formulation de ce type est adaptée
au cas ol certalnes observables, (commutant entre elles) commutent avec toutes
les autres. Les charges électriques, baryoniques, leptonliques ...,en sont des

exomples, Notons qu'on peut formuler la mécanique quantique dans un cadre plus
général, ol i1 est possible d'introduire des régles de supersélection non com-—

mutatives., Nous ne considérerons pas ce Cas dans la suite.

On appelle loi de symétrie 4 , tcute correspondance 4 -*JA entre
observables (en particulier entre matrices densité p — Jp ) congervant la va-
leur moyenne Tr(Ap) = Tr(JAJp) . Unetelle correspondance assocle un état pur
4 un état pur (en effet la matrice densité p d'un état pur est caractérisée
par la condition Tr(pz) =1 , on a alors Tr(pz) = Tr(Jpz) =1, Erp représente
donc bien un état pur)., Une lol de symétrie peut donc &tre représentée dans
chaque secteur de supersélection %i , par une correspondance entre rayons

3. )~ J@ ) , qul conserve la valeur des probabilités de transition 3
L —
3 _ g, 14 2
Iy le 1" = KK AR (1.1)

Dans la suite, nous nous placerons dans un secteur de supersélection bien déter-

r [y Y 2
miné, pour utiliser le théoréme suivant, diu a Wigner[ 1]2

A toute lol de symétrie & 1 |2) = |ﬁ) , vérifiant Kgl;y_)lz‘: ]('_ngi}[{)lz
correspond un opérateur additif U(d)(c'est-a~dire tel que U(J)(l@) + l¢>) =
U(J)I@) + U(J)|¢> , pour tout |¢> et |@> appartenant a #),tel que U(J)l@)
est un représentant du rayon lfg) , lorsque l@) est un représentant arbitraire
du rayon l@> . U(d) est un opérateur unitaire soit linéaire, soit antilinéaire.

Enfin U(J) est défini & un facteur multiplicatif de phase prés,

2) = Groupe de symétrie 3§ représentations & une phase prés

On a un groupe de symétrie G s'll existe un groupe de lois de
symétrie dJ(g) , paramétré par 1'élément g , oui g décrit le groupe G . On
a donc, en appliquant le théoréme de Wigner, une famille d'opérateurs U(g).

Les opérateurs U(glgz) et U(gl) U(gz) sont associés & la méme loi de symé-
trie J(glgz), et sont donc égaux & une phase prés i

U(g,) Uey) = (g 8y UlEgy) 1 |l ,e) | =1 . (1.2)

On appelle représentation unitaire & une phase prés du groupe G , un ensemble

' rl »
d'opérateurs unitaires U(g) vérifiant une telle relation, Nous poserons

-+ .
n(g) = T 1 sulvant que U(g) est linéaire ou antilinéaire. Deux représenta-
tions U(g) et U'(g) , dont les 'systémes de factenrs' sont w(g,,g.) et
w'(g,,g,) sont dites de mé ! ' coc

1285 s de méme type, s8'il existe une fonction ©(g), (6(g) nombre
complexe de module 1), telle que 1

©(g,85)

0(g,)[0e,)]

En particulier, les opérateurs U(g) et ©O(g)i(g) forment des représentations

A 2 .
de meme typg% Notons également que le systéme de facteursdoit vérifier la relag-
tion d'associativité du produit des opérateurs i

[uce)) uley)] Uutey) = uled[uley) Uleg,y)]

Les lols de symétrie fournissent une classification des systémes phy—
siques : ceux-cl sont décrits dans des espaces de Hilbert de représentations
(irréductibles pour les systémes dits élémentaires), & un facteur prés du groupe

de symétrie, Ces représentations sont caractérisées par:



3) ~ Invariance relativiste et _groupe de Poincaré

- 7n(g), c'est-a-dire le caractére linéaire ou antilinéaire de U(g)

- le type du systéme de facteurs w(gl,gz)
Nous allons appliquer les résultats quli précédent au cas de 1l'inva-

- une classe de représentatiors unitairement équivalentes entre elles,
riance relativiste : la formulation des lois de la physique ne dolit pas faire

une fois donnés TN(g) et le type de la représentation.
intervenir le systéme de référence utilisé pour repérer les coordonnées d'espace

et de temps, Un changement de systéme de coordonnées, c‘'est—a-dire une transfor-

Remargues

I -~ 51 G est un groupe de Lie connexe, N(g) = +1 pour tout g . En effet, maticn de Lorentz inhomogéne induit donc une opération de symétrie. Le groupe

dans un voisinage de 1'identité, on peut toujours écrire g :(gl)z - glgl . L'opé- de Lorentz inhomogéne orthochrone, propre, c'est-a-dire le groupe des transfor—

rateur U(g) associé, égal & une phase prés a u(gl)u(gl), est nécessairement 1iné- mations linéaires de 1l'espace temps, conservant la distance, le sens du temps

eire, et d'autre part tout élément g est le produit d'un nombre fini d'éléments et 1'orientation de l'espace, est donc un groupe de symétrie.
appartenant au voisinage de 1'identité considéré

e . . . Nous utilisons les notations suivantes 1t
II - 8'il existe dans G un élément g dont le carré est l'identite,

et si U(g) est antiunitaire, alors on a @ ~ un quadrivecteur a pour composantes < , (u=o0,1, 2, 3)
—_ -t &
U(g) U(g) = wd , avee w=t1 , ~ le produit scalaire est : x.y = &,y X yv = xoyD _;:;, soit
By =08l BZV, B, =+l , B; T By =833 = "1

le signe * 1 est caractéristique du type de la représentation considérde.

—

= une transformation de Lorentz inhomogéne orthochrone propre (a,d)
stécrit 1 x'V = a4 Apv x" i A°°>0 s detA = 4+1 , La matrice A satisfait

- p o
v = ng“A " A y » Soit 3

Les représentations ? une phase prés des groupes de Lie, ont été étu~-
[3 g

dlées en détail par Bargmann . Il & notamment montré, que pour une large classe 3

de groupes deLle, les représentations unitaires continues & une phase prés de G o,
G = A" GA . .
sont des représentations vraies (c'est-A-dire des représentations de méme type (1.3)

que cellesdont le systéme de facteursest identique & 1) du groupe de recouvre-

— ~ Le groupe de Lorentz inhomogéne orthochrone propre, noté #'
ment universel G de G , G est le plus petit groupe connexe simplement connexe & P e PYOPTEs ¢ + 7

- encore appelé groupe de Poincaré, admet le loi de groupe 3
contenant G , qui lui soit localement isomorphe. En particulier G et G ont PP € P ! € P

méme algébre de Lie., Ces propriétés sont notamment vérifiées pour presque tous les groupes

considérés habi tuellement en physique (groupes compacts simples, groupe de Lorentz (asd)(a’,A") = (a+da',AL") . (I.4)
homogéne ou inhomogéne)i 1l'exception du groupe de Galilée [3] Ceci nous permettra d'ignorer par

la suite laprésence des systémes de facteurs w(gl,gz), a4 condition de considérer Ces gransformations conservent la distance 3

E et non G comme le véritable groupe de symétrie, Cette distinction est impor—

tante, car elle permet en particulier de comprendre 1‘'existence de particules (xt__yi)z - (x-—y)z — gpv(x-Y)“ (x-y)v .

de spins demi-entiers.



Wigner[l] a démontré que les représentations continues & une phase

prés de 5’: sont des représentations de FI , (recouvrement universel de 5’: )

que nous allons introduire.

~ On définit & = (11,,6-’) et gp = ('_ﬂ,,—"c‘_)) s 4 désignant la matrice

-—)
unité & deux dimensions, et o le vecteur
de Pauli. On associe & tout gquadrivecteur

dimensions & et a définies par 1

a = gp_v o =
— ST G,
a = gpv a g =

dont les composantes sont les matrices

a les matrices Lhermitiques & deux

ao - :.3 (1.5)
ao + ;'.a! - (106)

-~ A toute matrice A uni-modulsire a4 deux dimensions et & coefficients

complexes (A € SL (2,C)) est-associée une transformation linéaire sur les matrices

hermitiques, ou .de fagon équivalente sur les quadrivecteurs, par la relation :

a' = Aaal (1.7)
L ~r

soit (2'®+2'3) = A(a®+ . 0) al

on a det g," =~ deta , car det &4 = +1.

Oor detg:aoz—zz_a ap'.

La transformation induite sur les quadrivecteurs a — a' est une transformation

v
a , avec

de Lorentz a'“ = .Ap‘v

A = %-Tr ia o at %1, (1.8)

on a utilisé @

Tr {& 2}1} . (1.9)

On a Aoo = % Tr(AAT) > 0 ,donc la transformation est orthochrone, On peut

épalement montrer que det A = +1. Donc A est un élément du groupe i’.: .

- Les matrices uni-modulaires A et -A sont associées 4 la m€me
transformation de Lorentz A(A) . Le groupe 8SL(2,C) constitue donc un recou-
vrement & deux nappes du groupe 3‘3: $SL(2,0) détant un groupe de Lie simplement

connexe, est donc le recouvrement universel de aﬁI .

~ Le recouvrement '53_‘:‘_ du groupe de Poincaré est construit comme le

produit tensoriel d'un groupe abédlien 4 quatre paramétres (groupe des transla-

-

tions & quatre dimensions, ou de fagon équivalente, groupe additif des matrices

hermitiques & deux dimensions, noté Hz). Donc (g,A) € 3’3: sl a € H, s et
A € 8L(2,C). La loi de groupes est alors donnée par :

(2,4) (2',4") = (a + Aa'af,man | (1.10)

T,

4) - Représentationsunitaires du groupe de Poincaré

Nous allons rappeler la structure des représentations de ?1' [23]

Remarquons tout d'abord que FI. et 5": ont méme algdbre de Lie, Au voisinage

de 1'identité, un élément de ' i
" ) H s'écrit (a,d) , avec A}.w Bt wpv R
vecteur a et le tenseur antisymétrique wlll’ étant des quantités infinitési-
males. On écrira donc
UCa,h) = ' byl v
(a,A) 141 (Pp 2"+ 5T, oy (I.11)
définissant ainsi les générateurs infinitésimaux Pp. et J;.lv . On a
Jp.v = -JVP- y et les régles de commtation :
[Pp’Pv] = 0 .
[J“v l] = 1 (g l - gvl P ) (1.12)

»J = -
Jw POJ i (gpPJvc_ VPJ!-LG"' gw,rpp By va)

le quadri-



La premiére des lois tradult le falt que les translations commutent entre elles,
1a deuxidme et la troisiéme 1ndiquent que les opérateurs PP et Jpv se trans-
forment respectivement comme un quadrivecteur et un tenseur du deuxiéme ordre,

lorsquton effectue une transformation de Lorentz 1

vy ptu) = a¥ p
[ (1.13)

uer y s*Youea) = A A 5P,

Dans 1'algébre engendrée par les générateurs, on peut trouver deux
opérateurs qul commutent avec tous les générateurs : ce sont les opérateurs P2
et Wz définis par[24] :

2 H
P = P P
B
wa = WP Wt (1.14)
- _1 vp Lo
Wp 2 Epvpo‘J P

prPO' est le tenseur complétement antlsymétrique 4 quatre indices tel que
€0123 = +1. En effet, on a les régles de commutation 3
(p,,¥,] = o0
BT (X.15)
[J“v,wl] = 1(gpl W, =g, wp) .
L'opérateur W se transforme donc comme un quadrivecteur, En particulier
on a !

2 -; 2 _
(*",p,1 = W.ﬂw]-o

el = W3]

I
Q
’

Un espace de représentatlon unitaire irréductible est un espace propre
des opérateurs P2 et w2 ’ correapondant.aux valeurs propres m2 et wz « On
peut montrer qu'il n'existe pas d'autres fonctionsdes générateurs, qul commutent
ayec eux, que les opérateurs fonctlomsde P2 et w2l?5]. Notons que dens cer-—
taines représentations particulléres, certaines opérations du groupe peuvent
6tre représentées par l'identité, les générateurs correspondants étant nuls et
commutant donc avec toute l'algébre. C'est le cas des représentationsa impulsion
nulle, ou 1les translations sont représentées par l'identité, et des
représentations de masse nulle et de spin finl, comme nous le verrons plus loin,

Dans ces cas particullers les yaleurs de m2 et w2 ne suffisent pas a4 carac-

tériser la représentation.
Notons les propriétés :

w.p = w.P" = o (I.16)
[wp,wv] = -1 (1.17)

(W%, ]

1
o

(1.18)

Cherchons malntenant les valeurs possibles de w2 ; compatibles avec

2 . .
une valeur fixée de m , dans le cas ol la représentation considérée est

1rréductible . Les opérateurs P et W commutent, donc admettent dans &
une décomposition spectrale communeae] t & tout vecteur £ de & , correspond
un ensemble de "composantes" fp s chaque fp étant un élément d'un espace de

Hilbert Hp . Le produilt scalaire de deux vecteurs f et g de # s'écrit

P PP

(2,8) = [<f &) aum

ol <fp’gp>b est un produit scalalre prils dans l'espace &5 » et du(p) est

la mesure invariante sur 1l'hyperboloide p2 = m2 (sur une seule nappe si m2 > 0),
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(a)e) = ePf g
On a a P -~ p
f = f (I1.19)
(P“ )p pHL b
- f . (1.20)
(WW-‘?)p wl(p) p

(Ces deux derniéres relations n'ont de sens que 81 Pf et Wf sont des vec—

teurs de # 3 wl(p) est un opérateur de ﬁp).

A tout opérateur B de # , est associé un noyau B(p,p')(mesure a

valeur opérateur de Mp, dans %p) défini formellement par !
(Bf)p = [B(P,p') fpf d}l(p') -

En particulier, & toute transformation de Lorentz A , est associé un noyau
A(p,p') dont le support est concentré sur p = Ap' , en vertu de la relatiomn
U(a)U(A) = U(A)U(Afla); 1(A) est un opérateur berné et on peut alors montrer
aque Alp,p') = &(p—Ap') Qp(ﬂ) , ou QpCA) est un opérateur faisant passer de

ﬁb a ﬂ%FIp , en conservant le produit scalaire.

Conslidérons plus particuliérement 1'ensemble des transformations de
Lorentz laissant le quadrivecteur gq 1invariant, encore appelé petit groupe de q.

Au voisinage de 1'identité, un élément du petit groupe s'écrit 3

bV
= =0 .
Apv gpv + wpv , avec W y d
Soit wHV = e“vp qp s: ol 8 est uné quantité infinitésimale définie modulo q

(on peut prendre s.q = O). Le petit groupe de q est donc un groupe a trois

paramétres 3
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— i W p o
U = 1 + > Eumpo'J q" s

L'opérateur Qq(A) agssocié, est la restriction & %q de 1'opérateur

U(A)

i1
[ =Y
+
W
™
o
=
<
e
=
m

3]
[
+
.-‘h
E S

l 8 -

A A
Donc QqCA) =1+1 wl(q) 8 s, avec q .wl(q) = 0.

L'opérateur WK(Q) est donc le générateur du groupe des opérateurs unitaires
Qq(A) obtenus quand A décrit tout le petit groupe de q . Autrement dit, wl(Q)
engendre le groupe des transformations qul échangent les référentiels ol la

particule est au repos : il décrit donc le spin de 1la particule.

Dans la suite nous allons étudier 1la
nature du petit groupe suivant la valeur de m2 . On peut remarquer tout d'abord
qu'a une représentation irréductible de ?¢ correspond une famille de représen-
tations du petit groupe de chaque vecteur q , mais ces représentations sont
toutes équivalentes, En particulier elles sont irréductibles : en effet, si la
représentation Qq(A) du petit groupe de q étalt réductible, il en serait

de m8me pour toutes les valeurs de q et en conséquence on pourrait réduire la

représentation de ?ﬁ dans # dont on était parti.

b) - Classification des représentations en fonction de la masse et du spin

¢

Nous avons déterminé les générateurs wx(q) du petit groupe de q ,

et montré que q.w(q) = O . On peut décomposer w sur le sous espace orthogonal

-

&8 q . Mais nous devons ici distinguer plusieurs cas suivant la valeur prise par
2 - 2
q¢ = m
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a) m? > 0 1 représentation de masse__m _réelle_ (m_> Q)

A tout vecteur q,(q0:>0, q2 = mz), on associe une matrice uni-

modulaire [q], telle que ¢

[ql[q]t = Tln— q . (1.21)

La transformation de Lorentz associée a [QJ , transforme le vecteur de référence t,

de composantes (1,0,0,0), en le vecteur ﬁ'. En effet, (I,21) s'écrit 3

[a] § [alf = 2= g .

=]

Appelons ni(q), i=1,2,3, les transforméesdes vecteurs (0,1,0,0), (0,0,1,0)
et (0,0,0,1) par la transformation de Lorentz associée a [QJ « On dit[37] que les
vecteurs {a/m, nl(q), nz(q), na(q)] forment une tétrade orthonormée, Comme

qQ.w(q) = 0, on peut décomposer w(q) sur les trois vecteurs ni(q) H

wlad) = m {Si(q)nICq) + 8,(a)n,(q) + Sa(q)na(q)} . (1.22)

Des relations (I,17), on tire 1

[8, (@), 8] = 14 850, (1.23)

avec

- -1
Si(q) = - w(q) . ni(q).

L'équation (I.23) nous montre que l'algébre des générateurs représentant le

petit groupe de q est isomorphe a l'algébre de Lie du groupe des rotations,
ou de SU2 « Ce résultat est naturel, car le petit groupe de g et le petit
groupe de t (qui est le groupe SU(2)), sont isomorphes. En effet si R est

une opération du petit groupe de t (Rt = t), et A(q) 1la transformatlion de
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Lorentz associée a [q] , alors la transformation A définie par :

A = A(Q) RA(Q™? (1.24)

est une opération du petit groupe de q . La relation (I.24) est bien un iso-

morphisme entre les petits groupes de t et de gq .

Ainsi, 1'espace ﬁq est un espace de représentation irréductible
de SU2 , de dimension 28 + 1 , ol 8 est le spin de la représentatiqn. Dans
Rq nous allons choisir une base standard, ol les opérateurs Sz(q) = :;, Si(q)
et Sa(q) sont diagonaux. On décomposera tout vecteur fq de ﬁq
sur cette base et on appellera fcﬁ[QJ) s "8 <0< +8, les 28 + 1 composantes
obtenues, La valeur propre de 82 est s(s+1) et la valeur associée de W2
(cf. 1.22) est :

W = - 28 (8+1) . (1.25)

Les phases des diverses composantes sont reliées par :

(saf)o_([q]) = ot ([qD

(cs1 + 182)1) ([a]) = / 8(a+1) ~o(c + 1) £ ([a]
o

o+l

La notation foj[q]) est utilisée pour rappeler la définition de Sa(q) i pro-
Jection du vecteur W sur ng(q) , défini & 1'aide de [q] . Des propriétés du
groupe des rotations on déduit aisément la loi de transformation de foﬁ[q]) par
changement de [q] en [q]JR , ol R € (SUE) .

[a]" = [aqlr
t(laly = D 95, @™ 2 klaD . (1.26)
o

La loi de transformation par une opération de ?1 se dédult aisément de (1.,19),

(I.21) et du fait que WF est un quadrivecteur 3

@R ([aD = Wea,m_ ([a]) = !9 ([a72q]")

[A7%q]' = a7l [q]. (1.27)
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Aq désigne la transformée de q par la transformation de Lcrentz assoclée
4 1a matrice uni-modulaire A . La relation (1.27) signifie simplement que la
transformée d'un état "prOpre" de la projection de ¥ sur na(p) , €8t état
"propre" de la projection de W sur A-l na(p) , ce qui est une conséquence

de la relation

va”ly wu) = A“v wo.

En utilisant la covariance par changement de tétrade (1.26), on peut mettre
(1.27) sous une forme ol la tétrade choisie (c'est—d-dire la transformation

[A™1q])  1'est de fagon arbitraire i
[A7%q]" = [A7%q]R avec R = [A7%q]7 A *[q]
solt
@R (la) = &' 2 @™ 2, ([a7'aD)
R = [q]7% a[a™q] . (1.28)

La significetion géométrique de R est simple, c'est, dans le systéme propre
de q , la transformation qui fait passer dea vecteurs A—lni(q) a ni(A-lq).
Reste a4 écrire le prodult scalaire t considérons deux états £ et g,

de fonctions d'onde respectives foﬁ[q]) et goﬁ[q]) ,on écrit 3

(2,8) = fducq) > 2%aD g ([aD. (1.29)
o
Enfin dp(q) est la mesure invariante sur 1l'hyperboloide, c'est-i-dire 3
3.4 :
- 43
du(a) = 2w
q
w =y @ + n? . (1.30)

q

La représentation ainsl définie n'est irréductible que sl on se restreint a
des fonctions définies sur 1l'une ou l'autre des deux nappes de 1'hyperbolotde

2 o o
q =m 3 q >0 ou q <O, Les formules précédentes sont valables dans les

deux cas, sauf (I.21) qul doit &tre remplacé par 3
t = -%
[allall =q

o
lorsque q < O, [q] transforme alors =t en q . Dans le cas ol po >0 1la

mesure du(q) s'éerit

3
dp@) = §4- = | ag® [T 5(a® -uP) 6(q™)]
q

pour p° <O 1 du(q) =qu° [da?f 8(q% ~m°) 0(=q )] .

2
b) m_ < O__3_ représentations de masse imaginaire : m = iy, pu > O

2 2
A tout vecteur q,(q =-u") on assocle une matrice uni-modulaire
[q] telle que

[a] o, [a]F = ﬁg = [a] z [q]T .

Donc [q] trensforme le vecteur z = (0,0,0,1) en le vecteur q , et les
vecteurs (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), respectivement en no(q), nl(q) et

nz(q) » Alnsl les vecteurs njs M, 0, et q/lforment une "tétrade” orthonormée.
On a rlors !

w(q) =
(q g {Hono(q) + Hlnl(q) + Hznz(q)] .
Les régles de commtation obtenues sont !

[HI,HZ] = -H [Ho,Hl] = 1H, ; [30,32] = -iH, .
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On reconnaft les régles de commutation de 1'algébre de Lie du groupe de Lorentz
& trois dimensions S0(2,1) (ou du groupe SL{2,R)). Les petits groupes des dif-
tférents vecteurs q sont lsomorphes entre eux. Celul du vecteur 2z est bien
S0(2,1), sous-groupe du groupe de Lorentz;SL(2,R) s'obtient comme petit groupe
de y , mais en tant que sous-groupe de SL(2,C) .

On cholsit dans ﬁq une base standard de représentations de SL(2,R)
ol les opérateurs H0 et H2 = Hi - Hf - Hg sont simul tanément diagonaux. On
considére des fonctions fgﬁ[q]) définies sur 1'hyperboloide q2 - _“2 par
1'intermédialre de la matrice uni-modulaire [q] , avec les propriétés de cova-—

riance par rapport au changement de base !

Jd 1 - ' J -1
£2([a])) = ;@w,(u ) 2 o([aD)

(q]' = [gM , ™ € petit groupe de =z ,isomoxphe & SL(2,R)
BgUJ est 1'élément de matrice de l'opérateur U(M) dans la représentation irré-
ductible de SL(2,R) considérée. Bargmr:’.nn[‘?'s:| a classifié toutes les représen-
tations (unitaires) irréductiblesde SL(2,R).0n obtient toutes les représentations
de Fﬁ cherchées en prenant toutes les représentations unitaires de SL(2,R).
Notons qu'ici 1'espace %q est de dimension infinie et 1'indice o varie en pre-
nant des valeurs soit entiéres, soit demi-entiéres, La loi de transforme-—

tion est

(a»“fg([q]) = (UCa,A)f)g_([Q]) = eiq’afg([A'lq]')

avec [a7lq]" = aMq) .

On en déduit facilement les formules dans le cas ot [A&lq] est quelconque,on

obtient une équation analogue & (I.28) . Enfin le produit scalaire s'écrit de

la méme fagon que (I.29), mais la somme sur o s'étend & 1'infini, et du(q) =
dqo (f)(t:i.2 —mz) dag), c'ést~a-dire

3-
du(q) = quo {6(q°-¢52+ ) + 5¢a° +/a2 + mz)] gw .

q

A
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c) m = 0 t__représentations_de masse nulle

A il b B A [ St PP sl Pt sy e

A tout vecteur q,(qo > 0, q2 = 0) on associe une matrice uni~mo-

dulaire [q] , telle que

[aJa+o)lall = g = [alg [alf. (1.31)

L

La transformation de Lorentz associée a [q] s transforme le vecteur de référence
¢c = t+ z, de composantes (1,0,0,1), en le vecteur q . Enfin [q] transforme
les vecteurs t = (1,0,0,0), x = (0,1,0,0), y = (0,0,1,0), z = (0,0,0,1) en
no(q), nl(q), nz(q) et na(q) respectivement, On a

q= no(q) + ns(q) ’ q.nl(q) =0, q.nz(q) =0. (1.32)

On peut décomposer w(q) sur nl(q), nz(q) et q , car q? =0

w(a) = [W (a)n (@) +Wy(adn,(a) + Ma)a] .

Les opérateurs Wl(q), Wz(q) et A(q) engendrent 1'algébre de Lie d'une repré-
sentation unitaire irréductible du petit groupe de(q). Les régles de commutation,
déduites de (I.17), sont

r
[wl,wzj = 0
<[w1,m] = -1 W (1.33)

[wz,x] = +# W .

On reconnait 1l'algébre de Lie du groupe Euclidien & deux dimensions (groupe des
déplacements du plan),les générateurs w1 s Wé sont ceux des translations et A
celui des rotations, On peut vérifier ce résultat en cherchant la nature du petit
groupe de n'importe quel vecteur lumiére (les petits groupes de deux vecteurs
lumiéres différents étant isomorphes), par exemple le vecteur c= (1,0,0,1). Le

petit groupe de c¢ est constitué des matrices uni-modulaires M telles que t
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M(1+0,) mt = (140,)

soit
20 _ {20
(0)*=(36)-

On vérifie aisément que les matrices M sont de la forme i

2 2
e de
M - i g = M(d, e
o] e

iq’/2) . (1.34)

On a
|

-+
M(d,eiwfz) M(d',ei¢'/2) = M <é+d' o 1% s et )

-

On reconnalt bien la loi de multiplication d'un groupe de déplacement a deux
dimensions § translations représentées par un nombre complexe d , et rotations
d'angle ¢ , Il est intéressant de montrer la forme des transformations de Lorentz

associées, celles qul conservent le vecteur c = t + z

AM) e = ¢ = (t+z)
AMY(t-2) = (Jaff+ 1t + ([a]®-1)z + 2(Red)x-2(Ind)y

‘LA(M) x = (Re deiQ)c + X cosg + y sing (1.35)
AM) y = (Im dei¢)c - Xx sing + y cosp .

Les transformations correspondant @8 a = O sont des rotations (les matrices

M(O,eiwfz) sont unitaires). Les transformations correspondant & ¢ = O sont

appelées transformations de jauge, i1 leur correspond des matrices du type 1

M(d,1) = ( i d ) .
0 1

Les transformations du petlt groupe de q sont de la forme :

[q] M ¢a, e*¥?) [q]7F .

Les transformations de Lorentz associées se déduisent de (I,35) en remplagant :

cy t-z, x, v et A(M) respectivement par q, no(q)-n3(Q), nl(q), nz(q) ot
ACLq] u[a]™) .

On considérera des fonctions de gq , (q2 = 0, qo > 0) 4 valeur dans

un espace de représentation Q(G) unitaire irréductible du groupe eucllidien a
deux dimensions. On choisira dans cet espace une base ou Wz(q) = w?(q) + Wg(q)

et A(q) sont diagonaux. On aura alors de fagon analogue a (I.,28) et (I.27),

s [q]' = [qa] M

t ([al") = Zfbfr‘;} ) £+ ([aD (1.36)
o'

(ﬂ'A)fG,([q]) = a0 (a = o'* 1 ([Aq]"

avec [A—lq]' = A-l[q] . (1.37)

M est une matrice du type (1.34) , 9 désigne 1'élément de matrice de la

()
O-t
représentation irréductible Q(a) dans 1a base considérée, Les représentations
du petit groupe sont de deux types t celles pour lesquelles Wz(q) est diffé-
rent de zéro agissant dans un espace i dimension infinie, et celles pour les—
quelles Wz(q) = 0 qui agissent dans un espace & une dimension } les premiéres
ne sont pas utilisées en physique car elles introduisent la notion de spin
infini, Cellesqui correspondent aux particules observées, (photon, neutrino)
sont du deuxiéme type. Elles sont mlors caractérisées par la valeur propre de A(a),
seul opérateur de 1'algébre qul n‘est pas représenté par zéro. A est appelé

1'hélicité de la représentation., En effet on a alors la relation
W) = Ma) .

En prenant la composante de temps, on retrouye la définition classique 3



:
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On obtient les relations suivantes 3

£([q]") = o™ 2([q])

(1.38)
[q]' = [q] M(a,e®?)

#([q]) n'est en particulier pas modifié, par la transformation de [q] en
[q] M(d,1) . Cette propriété est communément appelée invariance de Jauge.

L'action des transformationsde Lorentz est donnée par !

(@l)p(lq]) = Wlapadt)([aD) = o % z([a™q]")
‘ (1.39)
-1 4, _ =1
avec [A ql]' = A [q]
goit encore
(a,A)f([q]) — eiq.aeilcp f([A—lq])
(1.40)

avec u(d,e*??) = [Tt A7t (4] .

d) Représentations d'impulsion nulle

ﬁous mentionnons pour mémoire les représentations d'impulsion nulle
ou les translations sont représentées par 1l'identité. Ce sont en fait les repré-
gentations unitaires du groupe de Lorentz, Dans cette représentation, PP et WP
sont nuls, La seule utillsée en physique est la représentation triviale

(Pp.: Jpv = Q), associée a4 1"état vide.

- 2] =

e) Représentations de_ P ot de_ 7!

Nous avons déterminé dans les paragraphes précédents la forme des
représentations de ?2 t elles agissent dans des espacesde Hilbert engendrés
par des fonctions définies sur une orbite dans l'espace 4 quatre dimensions
("orbite" désigne l'ensemble des vecteurs se déduisant d'un vecteur donné par

transformation de Lorentz), ces fonctions sont & valeursdans un espace de
représentation unitaire du petit groupe, dont la nature dépend de 1l'orbite con—
sidérée. Dans tous les cas, ces petits groupes sont des sous-groupesde SL(2,C)
contenant en particulier les matrices +11 et ~1. La représentation du petit
groupe considéré peut soit &tre de type vectoriel, ("spin" entier), dansg ce
cas la matrice -1 est représentée par 1l'identité, soit de type spinoriel
{"spin" demi entier) dans ce cas la matrice -1 est roprésentée par la matrice
identite multipliée par (-1). Nous poserons 7T= 0O dang le premier cas, et

7 = 1 dans le second cas,

On obtient les représentations au signe prés du groupe fI en choisis-—~

sant une correspondance A —~+ A(A) , et en représentant (a,A) par :
U(&,A) = U(E’A(A)) . (I.41)

La correspondance A —~+ A(A) n'est pas biunivoque, ce qui se traduit
par le fait que ACA1)A(A2) et ACA1A2) peuvent différer d'um signe :

A(Al)A(Az) = E(Al,ﬁz) A(Aiha) . (1.42)
On obtiendra ainsi une représentation au signe prés de PI H

Ula 4h ) Ulayd)) = {ecﬂi,ﬁn)}T Ua +4 8,0 A)) (1.43)

En particulier pour les représentations de masse réelle non nulle, et de spin s,
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on & } (-I)T = (-1)25 . Pour les représentations de masse nulle, de spin fini
et d'hélicité X\ , ona (-1)F = (-1)21 .

On peut montrer (Wigner[l]) que toutes les représentations a une
phase prés du groupe de Poincaré sont du méme type que les représentations de
. la relation (I.42). On peut donc simplement par changement de la phase de
1'opérateur représentant (a,A) , se ramener soit & une représentation vraie

(T = 0), soit & une représentation au signe prés (v = 1),

Notons une propriété du systéme de facteur e(Al,Az) défini par (I.42) :

-1
on peut choisir la correspondance A — A(A) telle que A(AIT) = at (A). En
effet ca psut décomposer tout A en un produit d'une rotation R suivie d'une

-

transformation de Lorentz pure L , transformant le vecteur t en At ; &4 R
on associe une matrice unitaire U et & L une matrice hermitique H , le

signe de H étant choisi de fagon que TrH>O , On a
A=LR et A(A) = H{L)U

-1T ~-1T _—1T 1

- -1
on a alors A =L R =L (

R. Donc ATy = m@w ™ ,or B ™ =E @),

Donc A(AflT) = anl(L) UT-I = Af-l(A) .On obtient alors, pour une correspondance
A —2A(A) telle que @

ATy - At (I.44)
la relatiomn @
-1T ,-1T
8(.&.1 ’AZ ) = E(AI’AE) . (1.45)

8) —~ Opérations discrétes : parité, renversement du sens du temps

Le groupe de . orentz £ complet comprend, outre les transformations

orthochrones propres A , les opérations II(parité), T(renversement du sens du
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temps), et IIT (inversion totale) 3

Ix =x 3 Txz=-x ; IITx=-x
(I.48)
-, -,
avec X = (xo, -x) , x = (xo, X) .

Un élément du groupe de Poincaré complet ¥

H
L ¢ £, clest-a—-dire I L II = L-IT, det L = %

est de la forme (a,L) ou

1 et LO0 >0 ou <0, La loi

de groupe s'écrit alors
(a,L)(a',L') = (a + La', LL") .

Tout élément (a,L) de # peut s'écrire comme le produit d'un élément (a,A) de
?: par 1'un des éléments (0,1, (o,l), (0,T), (0,lIT) . Nous désignerons plus
simplement ces trois derniers éléments par I, T et IIT . La loi de groupe

s'écrit alors :

(a,A)(a',A") = (a + Aa’,AA') pour A, A' € zI
~-17

N(a,M0 7 = (a,A7 )
T(a, AT = (-a,A ) (1.47)
Ir(a,A)(IT) ™Y = (-a,A)

2 _ 2 2

=" ==drn)"=1 , 0r = 7™M .,

Nous allons construire les représentations & une phase prés du groupe # , ctest-
a-dire des relations (I.47)., Pour les transformations du sous—groupe ?i , nous
choisissons un systéme de facteurs E(Al,Az) ayant la propriété (I.45). Notons
qu’'une représentation irréductible du groupe complet P peut trés bien &tre ré-
ductible, quand on la considére comme représentation de ?I , mais les diverses
composantes ont méme systéme de facteurs et en particulier méme type. Ceci est 1ié
au fait que 1'application du théoréme de Wigner & 1'invariance relativiste
interdit de considérer comme état physique une superposition de deux vecteurs

appartenant a des espaces de représentations de type différents ; en d'autrestermes
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le type" figure parmi les régles de supersélection. Nous avons donc :

UCa,A) UCa',A") = {e(A,A) 1" Ua+hn',AA")

uam uca,) U@ = uce, A7)
-1 1T (1.48)
UCT) UCa,A) U™ (T) = UC-a, A7)

UCIT) UCa,A) U ECIT) = UC~a, A) .

Le facteur de phase gul devrait figurer dans le deuxiéme membre de chacune des
trois derniéres équations doit &tre identique & 1, car il doit vérifier la loi

de groupe 1t
w(a,A) w(a',A") = w(a+Aa’,AL") ,

(cette relation est due, pour l'action de II , et de T , & la propriété (I.45)
du systéme de facteur), w(a,A) est donc une représentation unitaire & une dimen-—
sion de ?I . Wigner[1 a démontré que la seule représentation unitaire & une

dimension est la représentation triviale : w(a,i) =1 .

Les rel.tions (1.48) sont valables méme si on a cholsl de représenter

certaines des opérations discrétes, II , T ou (IIT) par des opérateurs antiunitaires.

Les relations (I.48) nous montrent également qu'une représentation a

une phase prés de 7 peut s'obtenir & partir d'une représentation 4 une phase

prés du groupe £ obtenu en faisant agir I , T et IT sur le groupe FA

+
(a,4)(a',A") = (a+aa'al,aa")

Ma,a) T = &,at™

T(a,A) T+ = (~=3,aT™) (1.49)
IT(a,A)(IT) " = (-a,4)

P=r=um2=1 IoT=1 .

- 08 w

Les relations (I,48) montrent que U(ID) , U(T) , U(II?) <transforment
une représentation U(a,A) de masse déterminée en une représentation de méme

masse. Une représentation irréductible de # a donc une masse déterminée,

Nous choisissons U(II) unitaire, et U(T) et U(IIT) antiunitaires,
car c'est le choix qui permet d'obtenir des représentations & énergle de signe

dérini, dont 1'utilisation est dictée par 1l'expérience,

Par un changement de phase, on peut toujours alors se ramener aux

relations sulventes

dan = 1
2
u(m = &p avee g, =-*1 , e =%1, (1.50)
uz(IIT) = € T 1T
r
UUIT) = udm udt)
Une conséquence de ces relations est i
ucm u(r) = €p Egp u¢T) udm . (I.51)

a) Masse réelle non nulle

Considérons une représentation irréductible U(a,A) de masse m et
de spin s . Nous allons montrer que la représentation U(E,AflT) , lul est uni-
tairement équivalente, alors que les représentations U(-a,A) et U(fgrAan)
lui sont antiunitairement équivalentes, Elles sont en fait unitairement équiva-
lentes a des représentations agissant sur la nappe qO < 0 de 1'hyperbololde
q2 = m? . On a choisi U(T) et U(IT) antiunitaires pour pouvoir écrire une
représentation agissant sur une seule des deux nappes du cone. La représentation

U(a,a" T est définte par i

-1T
rA . - -
@h "2 (e = oM 98 (Ll At WMD) £ (aTaD)
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on a 1 AT = awmg = @l
— -1 1 -1
AAl_q at = g s donc AT = (%) A(A’\-_:l)
or  q = [q][q]t .
Dot 3 At = [qt Mgl afatgl[atglt

on obtient alors !

~-1T
A ) _ 8 -1 =1 B8 -1 -1
fc,([q:l) = Em([q] (g7 5 Qm.([g] AlA ™ gD

- - iqg. -1
x 9%, ([ gl a7 gD o'% £ ,([A7gD) .

Cette relation n'est autre que :

ua, Ay = T ua,n) T
avee @ ([aD = 95 (el [alf™ 2 ([aD) .

T ~1 ~1
L'opérateur I respecte bien la norme car [q] [3_11' est bien

une maetrice unitaire,

De méme on a %
A
U(-a,4) = (T U(a,h)@H™

avec (ﬁf)o_ ([aD) = 9;(0) f:([q])

(l?r)'est un opérateur antiunitaire et la matrice C est nécessaire pour trans-—
former la représentation 2° de SU2 en la représentation complexe conjuguée.

C représente physiquement une rotation de mw autour de l'axe Oy .
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Enfin U(—E,A—J'T) s'obtient en faisant successivement les deux transformations

précédentes.

L'espace de représentation & du groupe P se décompose donc éventuellement en
plusiewus espacesde représentations Jgi du groupe -'P_:.: % =@ Jgi; les représentations agis-

sant dans chaque a’gi sont équivalentes, On aura donc

wmst ([ad = > @ 9 ([al [t 2[g]

3

1 sNT ij .8 J=
wan _ ([aD) = %(B) 9, © £7([aD) (1.52)
w@n (fa]) = ;(m)“ 2° ([al™[a]t™e) £ ([aD)

fg.([CI]) représente la composante dans 1'espace Jgi , exprimée sur une base
standard, c'est—éd—dire une base dans laquelle U(a,A) s'exprime de la fagon
indiquée par (I.41) et (I.,28).

Les matrices A et B expriment simplement la possibilité pour les

opérateurs U(II) , U(T) et UUIT) de relier des espaces &, différents , A et

i
B sont des matrices unitaires., De (1.50) on tire 3
2 * 28 . * . . .28
[A..1;BB—(1) Erp 5 (AB)(AB)™ = (-1) €
.
AB = BA E’I‘ EIIT -

81 1'on redéfinit les composantes par la transformation £, = M,  f.  , (M i

i ij 3
matrice unitaire), A est transformé en MAM 1 s et B en
MBM*I‘ 4 cause de l'antiunitarité de IIT . Une telle transforme’ion préserve

les relations précédentes,on peut donc choisir M de fagon & diagomaliser A j

commne Az =1, la forme diagonale de A est une matrice réelle, On peut donc

récrire (I.52) avec i




2 > _, 2s
A“ =1, A diagonal ; BB = (-1) EnT

(AB) (AB)™ = (~1)2" ep i AB = BA &1 &

Le facteur (—-1)2s provient du fait que 02 = ~1 (le carré d'une rotation de

T est une rotation de 27%W),

Représentation & parité intrinséque €, = &g

La matrice A est diagonale et de carré 1 ,elle se décompose
en la somme directe de deux matrices identité, 1 et ~1, 8 m et n dimensions }

B commute avec A, donc se décompose également en deux blocs

R GR)

La représentation considérée est donc réductible en une somme de deux représen—
tations oi A est la matrice identité multipliée par un signe qui est la parité
intrinsédque de la représentation. Nous devons alors distinguer deux cas suivant

* _ 28 -7 2s
le sipne de BB = (-1) e = (-1) Ep o

1) eT = (~1)2S { type normal

Ona A=-z1, et BB“i = 1 ., U est donc une matrice unitaire symétrique,
qu'on peut diagonaliser par une transformation unitaire réelle (donc orthogonale),
on peut donc réduire la représentation en une somme de représentations irréduc-

tibles, oi A et B sont des matrices & une dimension i

Az-%1 , B=w j AB= tw lwl =1 . (1.53)

2) ST = ---(-:)28 : type anormal

-

On a AC t:ﬂ et BB* = Jﬂ . B est une matrice unitaire antisymétrique,

- DO

qui peut par une transformation orthOgonalebgl.étre décomposée en blocs a

(25)

En effet 81 v est vecteur propre de B avec la valeur propre A , alors

deux dimensions de la forme :

(=\) est valeur propre, v’ étant le vecteur propre associé, 81 on prend

comme vecteur de base les vecteurs orthogonaux et réels

E *
+ Vv + Vv - - v

LANT iz

la matrice B se décompose en une somme directe de blocs de la forme indiquée.

Une représentation irréductible est donc de la forme

Azt 1.0 j B = 0 w ;j AB = % o w .
0 1 -w O ~w O

Dans cette représentation, il y a doublement du nombre d composantes, donc appa-

rition d'un nombre quantique supplémentaire,

Représentation sans parité intrinséque 1 £p = ~&pp

Les matrices A et B anticommtent, donec si [+> est vecteur
propre de A avec la valeur propre (+1), BI+> est vecteur propre de A avec
la valeur propre (~1)., Comme B est unitaire on obtient ainsi tous les vecteurs
propres de A (tout vecteur propre ]—) est blen de la forxme B_1|+>D- Les matrices

A et B simultanément réduites en une somme directe de matrices 4 deux dimensions

A= ( 0 ) ;] B= (‘3 w ) ; |wl = Iw'l =1,
0 -1 w' 0

sont
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28 28
Comne e* = (-1) & = -(=1) €, » On 8

w' = (--1)28 Erpp W .

Donc dans une représentation irréductible

o 1
A= +10 ) ;s BZ w ( 28 ) .

Nous avons ici encore doublement du nombre de composantes,

La seule représentation utilisée en physique est celle qui n'intro—

duit pas de nombre quantique interne : dans cette représentation,

28
Eqp = Ep = (=1) .

Remarques sur les phases

I - Par un changement de phase global sur les foncticns d'onde, on
peut miltiplier les matrices B et AB par une phase, sans modifier les rela-
tions (I.50). Dans les formules précédentes,en particulier dans (I.53), on

peut faire w=1,

II - On peut toujours multiplier U(I) par x 1, mais on doit prendre
le méme facteur dans tout le domaine de supersélection considéré . En conséquence,
la parité intrinséque d'une représentation n'est définie que relativement a

celle des autres représentations appartenant au méme domaine de supersélection.

b) Masse nulle

. ~1T
Nous allons montrer que la représentation U(a,i 1Ty  est unitairement

équivalente & une représentation de masse nulle d’hélicité -A , si U(a,A) est
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une représentation irréductible de masse nulle et d'hélicité A , on a 1

-1T

@A " p([q]) = ot gTIN [l 4t [4%]] £([ATaD) .

Dans cette formule [q]-lAT—l[ATq] est une matrice de la forme (I.34), ¥ ¢/2

étant la phase des éléments diagonaux. Or :
[l ™41 [4%] = (Tl gt o) (altat gl e ) (gl 1] )

Les trois matrices entre parenthésesg sont trois matrices du type (I.34). On
peut ainsi associer & chacune 1l'angle ¢ correspondant. D'autre part, pour

-1T
J'MC: M 1 , donec la deuxiéme matrice du membre

toute matrice unimodulaire, c
de droite de l'équation ci-dessus est égale & 1 ([q].A[ATng> * + on peut

donc écrire :
(ul(E,A 1T)> = Tu ™0 T8,

[} .-1T - -~ - r
En effet, dh(grA ) est équivalent & une représentation irréductible induite
par la représentation complexe conjupuée du petit groupe, c'est~a—dire & une

représentation d'hélicité (~\) ,on a 1

@e)[q] = M ([l [a) ™ ¢} (gD .

De méme, Ux(~a,A) est antiunitairement équivalent & une représentation de
masse nulle, d'énergie positive (q2 = O,a:>0) et d*hélicité (-1r) . Uk(~a,Af1T)
est antiunitairement équivalent a Uh(a,A) .

Une représentation irréductible de # est dopnc caractérisée par une
valeur déterminée de la valeur absolue de 1'hélicité., Elle contiendra des repré-

sentations d'hélicité opposées (sauf dans le casn |ll = 0).
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1) Hélieité nulle
on a wmniclal) = ald (gD
wam ) cq] = B #*(aD (1.54)
um) e2fal) = el (gD
avec A? =1 » BB* = €p
[ (A.B)(AB). = £ .

T

Un raisonnement analogue a4 celui fait pour m2 > 0 , montre que dans

une représentation irréductible, A et B sont donnés par 13

— - . - * —
ST = SHT = 1 T A =X a1 B = w
10 0 1)
— - - -+ -
Ep = & 1 1 A = _( o 1) B = w -1 0 (1.55)
g, = - = =1 3 A = 1 0) B = w( © 1)
T “Ir ko—1 i o

2) Hélicité non nulle

L'indice 1 repére maintenant les couples d'hélicité opposés 3

(u(n):);([q]) = z A;J exp (—iNP {[q:l-l[_a]fulci> ffl([a])
3
@ann; (el = Zf B9 29%([a]) (1.56)

wmnydad = ) &, 8)Y e (m» i[ql"‘[glf'lci) £ ([aD)
3

avec @

L oqy2M »
Ay Ay = (D) ;i B

(a_, B))(A

%\ B?\)‘ = 3,1,(-'1)2l '

At étant des matrices unitaires, on peut toujours redéfinir les composantes

f; pour A < O , de telle fagon que A+ = 1 , On aura donc !

- - 2A
A4|l| =1 , A“IK[ = (-1

» -
%] B-pa| = fmr

* - _1y2A
Blll Blll = ET( 1)

Blkl est donc unitalre symétrique si €p = (--1)2l , antisymétrique si

€p = -(-I)ZR . On en déduit les formes irréductibles des matrices .A, B et AB,

définies par @

- - -+
A:(°+A) B:<OB> AB::(AB 0_). (X.57)
AT o B* 0 o A'B

Dans cette représentation, 1'hélicité est diagonalisée, et représentée par la

(")

Type normal 3§ &, = €mp :—(—l)zlll

matrice :

Les formes irréductibles de A, B sont a deux dimensions

L

W - : . 21 . . B
1 -
A=<021 \;B:w( o (1) );AB:'-D(I 0) . (1.58)
(-1) 0 / ) BN - 4 1 - 0 ’ e ..’. . o 1“.1 e S .

|

P



Types_anormaux
) - - 2 || .
) & = ~Epp = (-1) A et B sont & deux dimensions i
- SV
’*:(0211 ) Bz“’( o 1) AB:“’(( ax+1)'
-1 © (~1) o o (-1)
2) En = (—1)21*1 —~. A et B sont & quatre dimensions 1
O o 1 0 ) ) 4] 1
O o0 o0 1 0O 0 -1 0O
2
A = B = w(-1) A .
-1) o o0 o O -gpn O O
2\ )
OC-1y"o0o O &np 0O O o

Seul le type normal est utilisé pour décrire les particules existantes. Enfin,

comme dans le cas de la masse non nulle, on peut redéfinir l'ensemble des états

de fagon & obtenir w=1 .

Remargge

T+

Nous n'avons considéré icil que les représentations d'énergie positive.
# .

e
Les représentations d'énergie négative ont une forme absolumgﬂi identique., La
Q
seule différence réside dans la propriété [p][p]t = - -2—13251 , c'est—a-dire
la transformation de Lorentz [p] transforme (~t) en p .

Pour récapituler, nous donnons ici les formules indiquant 1l'action

des opérations discretes, dans le cas du type normal @

Masse non nulle ¢ de (I.52) et (I.53) on tire 3

Masse nulle

(mm:e)d ([aD

(u(n'r)f> o—‘["l])

B

(’J-’(T)f)o_ ([aD

1 de (1.58)

(urcnh*:)7£ ([aD

(mmr)lc [aD

(u (T)f)7L ([ad
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mjm ([q]™? [_a_]*'l) £ ([a])

11

a M
9., © £ ([aD

{1

9° (a1 g £Xlal .

et (I,58) on tire

H

(1.52,bis)

0" M et g 1TaT? 0] e] z_, (lab

_1)l+|hl

( £ ([aD)

exo(1n o {[aT (gl e} £(laD) .

(I.56,.bis)



CHAPITRE 11

LES ETATS A UNE PARTICULE : BASES SPINORIELLES, CHAMPS

1) ~ Etats & une particule : vecteurs impropres

On utilise couramment, pour décrire les états & une particule, non
pas des paquets d'ondes, mais des "états propres” de 1'impulsion 3 ce ne sont
pas des fonctions de 1l'espace de Hilbert : la fonction dtonde d'un tel état
est une fonction & de Dirac.

“

a) Magse réelle non nulle, représentation de spin s

On définira 1l'état I[p],33> comme 1'état dont la fonction d'onde

foﬂ[p]) est égale & 2pd(p- @) do's, jcet état est "vecteur propre’ commun aux

2 L
opérateurs P, P“ y Wz et Sa(p) ce dernier étant défini par (I.22). On aura

done 1
P llplisg) = p,llrlisy)
-'% w(p).na(p)[[p],83> = 53|[P1,83> (I1.1)
- 2w (P tme) |[pl,e,) = Vel -5 (8, ED [pl,s, £ 1)
avec p=[plp It et Pp=mt .
Ces états sont 'normalisés’ par i .
lolgglle'lisg) = 20, 8 -2,
p2 = p'2 = n? , o =vVplsn? (11.2)
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Les phases relatives des états l[p],53> pour des valeurs de p différentes
sont fixées par t

plsey> = utle] [(pl,s,) . (11.3)

On vérifie en effet que grice aux régles de commutation des générateurs, le

deuxiéme membre est blen un état propre de P et Sa(p) -

La formule du changement de tétrade, se déduit de (I.26)

llpIR,s5> = |[pl.af) 22, @ ,
33
(11.4)

[p1',8,> = |[p],s1) 9%, 1Y
|[p1",8,) Ilp1,82 95353 ([p] [p])

La loi de transformation se déduit de (I.28) 1

-

UCa,d) |[p],8,) = oAP-2 |Alp],55)

= otipee IL4e1,030 95, ([Ap]'lA[p]) . (11.5)

L'action des opérations discrétes se déduit de {(I.52 et 53) 1t

U(H)I[p],83> n|[21355> 92533 (FB]*[P])

um) |[pl,ey) = nl[p],ﬂzf,)ﬁ::;sa(c) (I1.6)

2lo3> 95, ([a]T[p] c)

u(T)I[P]353>

T es8t la parité intrinsdéque de la représentation considérée. U(T) et LU(IIT) sont
antiunitaires,



b) Masse nulle, hélicité A

On définira de fagon anmalogue, 1'état |[k],l) comme 1'état dont
-
la fonction d'onde fl([QJ) est égale & 2k°8(k~-q) . L'état ][k],l)

est définl par @

i

Ppl[k],k) kpl[pl,k)

A1) = A[[k]AD (11.7)

wl(k)l[k],l' Wz(k)l[k]JL) = 0.

Les phases des divers états |[k],A) sont reliéea par :

(k1A = u¢fxD l[f:],l) (X1.8)

o
avec maintemant k= C = (1,0,0,1).

Les formules de changement de tétrade (I.38) s'écrivent

Ly = [y e B
1) = gy e (7D (11.9)
= el ().

Dans la troisiéme formule figure la fonction 9 dont 1l'argument n'est pas une
matrice unitaire, mais constitue 1'élément de matrice d'une représentation

(|k|,o) non unitaire de SL(2,C) . On a en effet la propriété (cf. Appendice 1)

9'”(& b) = o2 g 21

A c d

suivant que A est positif ou négatif. M est une matvice de la forme 2

—~ 39 -

= o t0/2 z
B ( o e+i¢/2 ) )

La loi de transformation (%.30) s'écrit 1@

UCa,A) |[k],A) [Ak], )

Lad,ny o ihe (AT ALk]]

n

31

(11.10)

b
¥
| —)
>
~
2
> >
~ N
¥
| -
[y
.
| g |
3
e
\-—-/
&

Pour décrire 1l'action des opérations discrétes, nous devons considérer simulta~

nément des états d'hélicités opposées 1 I[k],l} et I[k],-l) « On obtient, alors,

& partir de (I.58) et (I.58) 1

+
PRYY ‘eilcp {]Tlx]c}

um [[kIA) =« [[x1,-2)

= |l 9_';‘,’,\ [[s]*[k]}
uam [kl = oM, = [, 9_'%7]\ (€©)  (II.11)
4o [E]AS = e-ilcp i[iﬁ.]’f[k]c}“;k],l)

[SEVEXSSIA U

on remarque la similitude de ces formules avec les formules analogues (II.6),

mais, ici i1 n'y a pas de sommation sur les indices A .

On peut retrouver les lois de transformation des fonctions d'onde

& partir de celles sur les états, Pour cela, 11 suffit d'utiliser 1 -.
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m2 >0 , spin gt

-
2y = [—g“f- 82‘933([1’])”131’53)
3

—+2 2

?53<[p]) = ([pl,sgle) © =VP +u

mZ = 0 , hélicité ¥ A :

3=
8> = | T 2 @D ()

2 |k

o ([xD = ([k]M[) .

(11.12)

La somme sur A porte sur une seule valeur si on ne tient pas compte de la

parité, sur deux valeurs opposées I A dans le cas contraire.

2) - Amplitudes spinorielles : cas de la masse non nulle

a) Amplitudes spilnorielles [e]

La loi de covariance par changement de tétrade (I.26), s'écrit

1

o=y 9%, ([pI'? (D
2, (121" 3 % a ([pl [91) 9, ([e]

on en dédult que la quantité ¢A([p]) définie par t

o[ = s ([PD @ (LD,
B
3

pe dépend que de p et pas de la matrice unimodulaire [p] . On posera donc 1
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P = ) 95 (lpD e ([pD . (11.13)

33 3 3

De méme, en vertu de l'unitarité de [p]'_l[p], c'est-a~dire i [p]'_l[p] -

-1 F rd - >
[p1tt[p]T s on peut également définir la quantité '$A(p) qul ne dépend que
de p s bar la relation 3

PR IENDY Dy ([p]T-l) o, (IpD) . (II.14)
By 3 3

La loil de transformation des amplitudes ¢ et @ , se dédult de

A _

(a )?A(p) = ﬁzs ([pD) o, (& 1p]) &P+
3 3
(a’A)cp(p) = o(p]) a([p]7 ) oa7lp) eiP-2 |
Solt :

(a’A)¢(p) = 9% ¢a7lp) oP-B
(ot~ (I1.15)
a, ?(P) - QS(AT-I) m(Aflp) eip.a

A
¢ et ¢ sont appelées amplitudes spinorlelles de 1'état |¢> . On détermine
de fagon analogue 1'action des opérations discrétes. Pour la parité, on a par

exemple !

oy = 22 (oD To_ ([p))
3 3

9% ¢ 8 ~1r 9$-1
s, [p]) Peys ([p] (p] ) ¢Bé(LE])

on en tire les relations @
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Totpy = n @ ; H’<3(p) = ne(p)
Totp) = n9°©@%*( ; M) = n9°©@) ¢*@)  (11.16)
Top) = 2°@0*® ;1 B = 2% @)

on vérifie immédiatement sur ces formules les relations UCT)2 = U(HT)2 =

-1)%8, car (2°c))? = (-1)2° .

~
Les amplitudes ¢ et ¢ ne sont pas indépendantes i en éliminant
9, ([p]) entre (II.13) et (II.14), on a 3

3
p
B8 ~ ~

(
g

cpA(p)

(I1.17)

on a utilisé

L
m 2

1
| |
‘o
| W—
| |
'O
| I—
r
1

....:E_. o, X
- (p°+p o)
et ? = p°-po .

Le prodult scalaire de deux états (W,@) s'exprime de la fagon suivante 1@

_EEEL ' *) 98 Eﬁ ( ;
20 ;,(PAP aat | o ) Var(P

b
d’p * ~
j pr EA <PA(p) ll!A(p) .

&y

(I1.18)

I

La transformation des fonctions d'onde aux amplitudes spinorielles

n'est pas une transformation unitaire., Aussi la forme du produit scalaire n'est

"'43-'-"

-

pas la méme suivant qu'on 1l'exprime en fonction des fonctlons d'onde ou des
amplitudes spinorielles., Néanmoins les deux types d'amplitudes spinorielles
peuvent €tre consldérés comme les composantes covariantes et contravariantes

d'un méme état, ainsi que le montre (II.18).

Afin de donner une forme simple & l'action de la parité, on a 1'habi-

tude de considérer des "spineura de Dirac" & 2(2s+1) composantes

B(p) = ~= #(p) (I1.17)
p : —mn—em— e ) -
JZ (‘P‘P’)

on a alors

(a,A) ip.a / 9(A) 0 ~1
e (p) = e ( - ) ¢ (A “p) (11.20)
« o ot yua' ©
T @ = nf° ﬂ) % ,(p) (11.21)
* 1 0 Jaa' %
s (p) = (9(0) 0 ) ¥, (p) (11.22)
0 BCY/,
O 0 9(C) "
i) = & .( - 11023)
a(p) n(@(c) o ) e p) (
v 4

Enfin on a 1'éguation de Dirac (cf II1.17)

B
0 2=
¢ (D) = ( o~ m) $ |(p) . (11924)
« 22 o . ¢

Le produit scalaire s'exprime (cf I1I.18)




— 44 =

3=
(vle) = -%DL E’:(p) (?1 g) 2. () . (11.25)
P

oot

Remarque

Nous avons considéré ici uniquement les représentations d'énergie
positive, Dans le cag d'une représentation d'énergie négative, on peut faire
les mémes calculs, mais on a maintenant

o 3
[p]p]t = - -PZ4R0) - —

—
-— —

I1 faut donc remplacer p et 'ﬁ' par -p et —‘15' dans les équations (II1.17)
~ L
et (I1.18),

Les splneurs sont définis de fagon différente de (I1.19) :
p(p)

1
pe <0 t &(p) = — ( _qy28 ) . (11.26)
/ST (-1 ¢(p)

Les formiles (II.20), (1I.22) et (1I.24) sont inchangées, alors que les matrices

2
figurant dans les secondsmembres de (II1.21) et (1I1.23) sont multipliées par (~1) 8,

L'équation de Dirac (I1.24) décrit donc similtanément des représen—
tations d'énergle positive et négative. Avec la définition (11.26), le produit

scalaire s'écrit t
3= )
po<o 1 (&) = 1 f—g;i-w;cp) (S‘L g)@a,(p) . arnan

Le prodult scalaire définil par !

n'est donc pas défini positif quand s est deml entier.

b) Bases spinorielles

Les amplitudes spinorilelles introduites précédemment peuvent &tre
considérées comme les composantes d'un &tat sur deux bases spinorielles bi-

orthogonales constituées par des vecteurs impropres i

lo,A) = D [],s, Q:A([p]-1>
84 3
(11.28)
PN
pk) = 3 Ilolisy) 9], (I917)).
3
Lol de transformation i
UCa,b) |p,AY = P2 |pp atd 92, , (1)
N N ) (11.29)
U(a,A) Ip,A) = e:l..Ap.a. lAp,A') QE,A(AT 1) .
Produit scalaire t
(p,ﬁ|p',ﬁ'> — SM' pr 5(5’-5")
bialp',a') = 98, (%1- 5) 20 5 -p" (11.30)
@R = an, (Ep)ae 6@
Action des opérations discrétes i
uam |p,a) = m [pay
PPN
uem lp,A) = 7 |p,a) (I1.31)
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ueT) |p,a) = lp,A') QZ,A(C)
Fa Fa
UeT) |p,A) = lp,A"? Qi.A(C)
~ 5 (11.31)
wom |p,a) = 1 lpaAt) 2,.,(0)
uur) lp./A\> = n |p,A") QE.A(C) .
Les amplitudes spinorielles ¢ et '$' d'un état définies par
a’p dp T o ~
2) = _z?o'L Z ¢, (P) lp,A>=f TOE Z <PA(p)|p,A> (I1.32)
P A P A
se calculent & l'alde de 3
¢,(p) = {p,a]2)
(11.33)
Qﬂﬁp) = <PsAI@> .

Pour terminer, nous allons donner la forme des 'spineurs de Dirac' associés a
Fa
1'état I[p],53> 1 les deux composantes spinorielles UA(q) et UA(q) de cet

état sont respectivement

U, () = (qyxl[p]ma) = 20 5(p-q) 9;3([::])
B = Canlloliag) = 20, 56D of, (ToI1).

Le spineur de Dirac assoclé est donec 13

B
. 99A33([p])

Utq) = —=—
\/2 B8 -]
9A33<[p]T )

Suivant la convention usuelle, on posera }

8
1 QJABS([p])

(11.34)
\/2 ] f-l
D, . ([p]" ™)

ua([P]ysa) =

a est un indice quil prend 2 x (2s+1) valeurs, repérées par les valeurs prises
par 1'un ou 1l'autre des indices A figurant dans les matrices 2 . Ces spineurs

sont normalisés a 3

8.8)
1 aa’ 33

U:([p].ss) (0 ;) ua,([p],s:;) = 6 . (11.35)

3) - Amplitudes spinorielles, cas de la masse nulle

La construction des amplitudes spinorielles dans le cas de la messe

nulle est due & Zwanziger 6 .

La lol de covariance par changement de tétrade s'écrit i

o([k]', M) = 97&1 ([k]’"‘[k]) oC([k],N) .

a) A>0

On constrult la quantité 1

A '
<p;(k) @Alll([k] ) oC[k]*,N)

= sok'([k]') 97&] ([k]'—l[k]) o([r],\) .

Il n'y a pas de sommation sur A . On peut en introduire une, i condition d'in-
sérer le projecteur 3



A 1+0; _
lej ( 2 > ) - alll,m 51K|,m'
ga(0) = 9&' (fk]' 1+;3 [k]"f[k]T"’L) @C[K] 1)

-1
(on a également utilisé le falt que 1'on peut remplacer [k]" “[k] par
- A
k]t [k]t 1 3 1'intérieur de la matrice N ) on a alors !

1+ 1l+0, Kk© fg
k]t —= k't = k] 52 k] = S
D'ol
cpI(k) = hl([k]) o([k],A) @ A= Al . (11.36)

L'expression définie en (11.36) ne dépend donc pas de la matrice [k] , mails
+
seulement de k , d'oll la notation @A(k) .

De Aokl = oF® oa™ k], N,

on tire 1

(a,A)(P+(k) - lll([k]) (p(A [k] A)

|

IM([1=:]) Q)lll([k]-lA) (PE(A-Ik) .

On peut sommer sur A , car la formule (II.36) s'inverse par 1

o PELD) = > 9&?:]([1:]'1) k) (11.37)

A

B

(a,A) + iAk.a

(k) = [)\'I(A) CPA.(A k) e . (11.38)

Le prodult scalaire ne s'écrit pas simplement sous une forme indé-

pendante de la tétrade choisie :

3= » I~
f(p (k] ¥WC[k],N) dlil = j <p‘:"(k) eah‘,l @ ¥, k) dlk avec 0 = [k]T o3
2lk 2k

Le deuxiéme membre n'est indépendant de [k] que grice & (11.37).
On peut également introduire 1'état Ik;2;+l> par la formule :

(k, B, +20j8) = (p:;(k), (11.39)

on a i
lk,/A\,+7\.,\ = l[k]:"'.'\) 9&‘ ([k]T) . (11.39.bis)

On vérifie alsément que le deuxidme membre ¢st indépendant de [k] . La loi de
transformation s'écrira

UCa,d) o, B, +2) = oM Ak, AT A) 9;!}11 (M_1> { (11.40)
on a le produit scalaire 1
~ ~ - - = lll 5
k' A", + 0| KA, +0) = 2[K] 8(K-K") 9 <—> . (11.41)

On ne peut pas construire, pour A > O , de fonctions d'onde se transformant
par QCAT-I) ni d'état se transformant par 9(d).. D'autre part, et cecl est
une autre différence avec le cas m Z O , les diverses fonctions d'onde @I(k)

ne sont pa# indépendantes, ainsi que le montre (11.37) . La quantité

Ei; 9&2' ([k]'1> ¢;(k) étant nulle pour K Z ll] s satisfait H
A



> 90{31 (1—:@-) 9‘&[ ([k]"1> Pyl = ; ml}l ([1:]'1) HOW

HrA

soit

oM (11 222 it g™ k1) ot = o
M.( 2 ) cpA,(k) = tpA(k) .
Donc 1@
aﬁ,' (%n—) Pprk) = gf (k) (II.42)
n est le transformé de l'axe des temps par |k] . On a 3
(n.k) = (t.K) = 1. , et n? =1 .

Notons que si les fonctious Qx(k) satisfont (II.42) pour un certain n , (lié
au choix de la tétrade [k] : on dit que 1l'on décrit la particule dans la jauge
de radiation d'axe des temps =n ), elles satisfont la relation pour tout vec—
teur n' tel que n'.k =1, en effet on a !

lgﬁ"lﬂc‘ﬁ' = 2(n'.k) 5.3 , car k2=0.

La condition générale est donec

gh‘l L ‘ + (k)
AL 2(n.k)) Ppc

@I.(k) ] (II.43)

On peut montrer que, réciproquement, si cp+ satisfait & (II.43)
~i 'm n quelconque, (pas nécessairement du g>nre temps) il y satisfait éga—
iement pour tout n (car on a l_.c'i'-f = 5(H+a"l:) pour tout a), et notamment pour
un n satisfaisant n2 = n.k =1, Ainsl on montre que (11.43) (avec n quel~

”
conque, & la restriction prés t n.k Z 0) est équivalent & (II.37).
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I1 n'est pas possible de s'abstraire de cette maniére de la nécessité
d'utiliser un vecteur extérieur pour exprimer la relation entre les amplitudes
spinorielles.Pour le faire, il faut découpler le spin s et 1'indice magnétique
A ; nous allons montrer que (II1.43) est équivalent 4 3

™

k) . ¢

ax

(N L

a' ;M -z, | LAY grae) = o (1I.44)
a'yA

pour toute valeur des indices a et M .

En effet, le premier membre est égal a 3

k o
~ 1 1 A s
B Ea s il 3o [0l 9] (o ) wow

k o :
— T o~ l)\l"’l/z ~ -!._ " __]_.. ' + 1
— (k)aa,(}gn )a'a" QM,M' (ﬂz(n.k))< 52 lll 5 M “]\I,A') ‘PA'(k) <—_2(n.k}>
= 0 , car 'l; k ; = kzn .

Réciproquement, supposons (I1.44) vérifié, et montrons qu'on peut en déduire
(II.43). EBn effet 1

k -
' 9|7\| > 7 tok) = (11.45)
at \ 2e) ) Far = .

{

Al 172 ... 172 ¥ k7 |12 ..oa72 ) |

. @, + (k)
| A x, “'a2|7\| <2n.k>a o 2n.k ; ' Al ai .o élkl Al
1°%1 2|2 ]%2 A

Al 172 ... 1/2

A tzl ."azlll

(qui se fait de fagon unique) de 2[1\| spins 1/2 pour former le spin I?\l .

est le coefficient de Clebsch~Gordan décrivant le couplage

D'autre part, on a 1
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k 7 nk By PCLEIAY = ). ®iil ([k]T) 9y () . (11.49)
Zh e - sl TP A

Le prodult scalaire est :
et en vertu de (II.44),

C . - daic" ‘A m l')\l Nt ’ da-}?
j ¢ ([k]:l> \p‘ ([k]pl) _I"_’I_— :/ (PA (k) Q)AA' ([k][k]-r) \p‘ﬂ.' (k) I_"l . (II.50)
: k 2k
. | 172 1/2 ... 1/2 ‘o
(nk) . p,,(k) = O
alai A' ai aé '"azh\-l A Nous définirons également une base d'état :
' -0 = kd-p]y oM (g
car on peut recoupler les 2|')\.l—1 spin 1/2 dont lzs indices magnétiques WA, = , \A [k] (II.51)
al o.. al sont libres, pour former un spin Il[—1/2 . Donc on peut remplacer
2 2]1' k n . R A= "[ll
partout, dans (I1I1.45) , on. kK par Bacr.' . Alnsi le deuxleme membre, apres
- 1
sommation sur les a, , %% ge réduit a BAA' , d'ot 1a relation (II.43),
i on a les propriétés suivantes :
iAk.a A
Remarque UCa,h) i, A -1 = e fie, A= N]D @L,IA(A) (11.52)
b4 [ K o~
Si 1'on prend, dans (II.43), pour vecteur n le vecteur unitaire <k',A',-|7\.| IktA:"'h-I) - 2|k| 52 -7 gl'L ( 12( ) (11.53)
porté par l'axe des temps, on a 1
l'hl 1 ko + + on calcule 1'amplitude spinorielle de 1'état |2) , par 3
- " m—t— = k) . II.46
? ,<2<1+ m)) OEEHCD (11.46)
N -
<R’A»‘I7\| l 3) = Py (k) . (11.54)
b) A <O Les amplitudes spinorielles ne sont pas indépendantes, et satisfont
On ne peut pas construire dans le cas A < O , d'amplitudes ¢(p) aux conditions suivantes, équivalentes a (II1.42) :
—1 .
se transformant par 9(A) , ni d'état se transformant par 2(A 7)) . On défi- |?\.| ¥ q
~ N ™
nira cette fols : EDAAv ( 2(n-.k)> ‘PAt(k) = % (k) (I11.55)
- - lll +-1 - 1 -
oo = ol () ([ﬂ.x) A= -l . (15.47) S (et hl-d ] Bl $Tao = o (11.58)

a'A
La quantité ainsi définie ne dépend que de k . On a les propriétés sulvantes 1
On peut, dans (II.55) choisir n quelconque (pourvu que n.k # O ) en parti-
iAk,a :

(a,A)QA- (k) = 93:,'(111’-1) -’(BA-; (A_lk) e (1I.48) culler si n est 1'axe des temps, on a t




Dl /af, cESYY -0y = o°
Dant ( 2 (1 %] )) Pur (k) = ¢, (k) ., (11.57)
¢) Introduction de la parité 1 A =% [A]

Si 1'on introduit les opérations discrétes on doit considérer simul-~
tanément deux représentations d'hélicités opposées. On peut donc associer a un
Far
état deux types d'amplitudes spinorielles @;fk) et @A (k) ayant les proprié-

tés décrites en 8) et b), Seule la parité et 1'inversion totale va les relier :

on posera ¢ <p;x,+lll|®> = ¢1(p)
Nt (I1.58)
-y = 7w .

Des lois de transformation des amplitudes ¢([k],A\) et des relations entre ces

amplitudes et les amplitudes spinorielles, on déduit

“¢;(k)

1

9, (k)

Tow (11.59)
@A(k)

I

+
cpA(E).

Montrons par exemple la premiére relation (A > Q) !

i
cpK(k)

h'l([k]) cp([k] \) = e-ilf{)i[k]-‘.[.}_t]c lll([k]) (P([_IE]"'?\)

lxl (

soilt, en posant [k][k]t = n , et en utilisant

10) ‘P([E]s""‘\) ’

i

= E 4
oo = oft] @p ot (t) scuton

) 90 = B, ()
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on & utilisé 9ll| @ = +1 .

= Inls A

De fagon analogue, cn détermine

Moty = l’*l(c) O

(II.GO?
”““'(k) = I*](C) o (k)
T = m(c) a1 )

(11.61)
o = alMe e .

Ces formules sont en parfaite analogie avec celles obtenues dans le cas de la

masse non nulle, On peut construire des spineurs a 2(2]l|+1) composantes

oo = (%
k) = — ~ ) (11.62)
« JZ (’?.EA (k))
on a2 alors
A 1 -
(e )‘lfa(k) I ( 2 0_1 ) ¥ ) (11.63)
o ot/ , ¢
oo
Il _ o 1
¥ (k) = ( 1 o ¥, () (11.64)
aa’
Ty ) = (2@ O *, ) | (11.65)
[#4 0 9(0) ' Cl' - - -
ac ~
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Enfin les "spineurs’ (k) satisfont & 1'équation de Dirac :

( ° 9“") k) = 0. (11.66)

9L O /g

En effet, on a 1a relation (II.37) pour A >0 3

)Y ~1
6mcp([k],7\) = ;EJMI([H >cp';(k) )

1-=c;
A -1 3
multiplions les deux membres par Qgpl ([k]* (—1r——i) et sommons sur M ,le

1 -~-g
premier membre donne zéro car Qlll< ) 3 ) est le projecteur sur 1'hélicité
(=A), on a alors !

A

+ -
B(l“g) npA(k) = 0 .

De fagon analogue on montrerait que 3

Moy Aoy o
Ces deux relations sont équivalentes & (II.66), ce qui montre en particulier qu'on

~4 -
ne peut pas utiliser 1'équation de Dirac pour constituer des amplitudes ¢ et ¢ .

Enfin le produit scalaire de deux états [@) et |¢> représentés par les spineurs

correspondants est !
-

Pn) O
ely) = [13: qb:(k) ( ) Yt (11.67)
2lk| 6] 9(9) aa’
oi1
f o= kI
n = [k] k1t .

Enfin, des formules (II.50 & 61) on peut déduire 1l'action des opéra—

tions diascrétes sur les vecteurs de la base spinorielle

uam o, R+ Y = [paan- 2D

U(CIn) !P:A:"ll’l) = IE!JA\-""'IM)

N (11.68)
i@ o) = Y Al ol
4

A
ueo fo,a,=n) = > |p,at,-]) 9,[’.‘,{(0%
A.'

Remarque

Les représentations de masse nulle considérées jusqu'ici, sont a
énergie positive. Pour des représentations d'énergie négative, on peut dévelop-
per le méme formalisme. Mais dans ce cas, [k] transforme le vecteur (-1,0,0,-1)

en k , c'egt~a~dire
kX1 o]t = -k .

En d'autres termes, dans toutes les formules ol n'apparalt pas

explicitement kK, 11 n'y & aucun changement. 8i on continue & poser i3

n = [k][k]T,
le produit scalaire (II.67) est inchangé, mais on doit modifier d'un signe
(-1)2 A 1'un des membres des relations (II.43) et (II.55) qui traduisent
1l'existence d'un seul état d'hélicité. De toute fagon 1'&quation de Dirac
(11.67) reate vérifiée .



4) ~ Champs libres

Les champs libres sont des opérateurs de 1l'espace de Fock =@ &
n

ﬁn eat le produit tensoriel symétrisé ou antisymétrisé de n espaces de n
Hilbert isomorphes & 1l'espace des états & une particule.Le champ a une loi

de transforuution locale sous l'action des opérations du groupe de Poincaré.
Les régles de commutation du champ en deux points différents, qui traduisent
son caractdre quantique, peuvent se déduire des régles de commutation des
opérateurs qui apparaissent dans sa transformée de Fourier, qui sont les opé-
rateurs de création et d'annihilation des états & une particule, et portent
donc les nombres quantiques des états & une particule, Pour obtenir une loi
de transformation locale sous l'action du groupe de Poincaré, il est nécessaire
d'utiliser les états appartenant aux bases spinorielles, car ce sont les seuls
dont la loi de transformation ne fait pas explicitement apparaitre de dépen-

[Bo]

dance dans 1'impulsion .

a) mZO

Dans le cas { m # O, on introduira les opérateurs suivants @

a ([p],83> 0>
aT([p],sa) lo} = Ilplsy)

a‘f<[p1,s3> % 4 ([p]"l)

Tod = isdsy) 3}, (1)

3

0O

(11.69)
aT(p,A)

t(p. 2"y 2° A3
al(p,A") QA‘A ( P

H

at(p,a") 92'A<_r1n"2> .

. N\
Les opérateurs aT(p,A) et étp,A) sont les créateurs respectifs des
Fa
états [p,A) et |p,A) . [0) est 1'état vide.

Des lois de transformation des états, on déduit :

ua,b) atep,0) U a,0) = &P0® ataap,ary 9%, ()
e:I.Ap.

UCa,A) aT(p, A u"(a,n) ® afcap, A 2f, ot |

i

Enfin on supposera les régles de commutation suivantes i

l:a(p,A), a(p‘,A')] = [aT(p,A), a*(p',A')] = 0, (I1.70)
+

s

Le signe + correspond a4 un anticommutateur (statistique de Fermi) et le
signe - correspond & un commutateur (statistique de Bose). La régle de com-
mutation habituelle entre les & et les aT n'est valable que pour des opéra-—

teurs correspondant & des états orthogonaux i

La([p],sa) , a([p'],sé):l = 20 8(p-P"8 4 . (11.71)
+ 33
On en dédult les relations
L_at(p,ﬁt) s a*(p',?'):l = 2w 5(p-p ") BMv
* (11.72)

a(p,ﬁ) ’ a*(p',A')j = 20 5(p-p') b
_ b

+

Nous allons construire les champs libres dans les cas sulvants 3

1) un seul type de particule, 2) multiplets non chargés, 3) multiplets chargés.

1) Un seul type de particule

On définit les champsa

1 3= _
- dp '\ ipx 8 +ipx
¢A(x) = (2m03/2 2wp [ a(p,A) e + aT(p,A') %A,A(C) e }
0 = — T (0 P a1 98, (0L 6HP
P ¥ e 20 alp,A) e +a'ip, aralC e
-~ - 8 o -1 d "5"6:
Palx) = B,,.(C) @ItCX) = ¢I'(x) Qz,A(C ) =98 | < °_im ) 91 (x)

(11.73)



on a les lois de transformations @

UCa,h) 9,00 U0 (a,) = @ (e ) Bpe, (M) = 90, (AT g4 U +a)

(11.74)
UCa,d) B,00) U (o, = F,, Ux ) 25, %) = 9, (D) ¢, Uxva) .
(oo, (x) |p,A*'> = & _t  iex
A ’ AA (Zﬂ)ajz
1 (11.75)
Ol = 6, ——— o P |

Les régles de commutation s'écrivent i

1 3= - . o . -
[‘PA(K)’(PA'(:C' ’]+ = ——5 Yy © '%f‘(e pGex)y (g fogtip(xx ’) .

+ (2R) P
2 -
Le deuxiéme membre est proportionnel &4 A(x-x') =i 1(-1)*® = =1 , c'est-a-dire
2
sl on a la relation spin-statistique. Si au contraire t(-1) 8 = +1, le com—
mitateur calculé ne s'annule pas en dehors du cSne de lumiére, C'est donc la

commtativité locale qui assure 1a relation spin Btatistique[az].

2
Donc en gupposant désormais *(-1) 8 = -1, o0ona:

[(PA(X)’(PA'(X‘)-'_L = QE.A'(C) 1A (x—x')

Az = —i— [d“"p 8(p® =n%) e(p®) o'
(2x%)
(11.76)
~ ' - 8 6°-+§§; '
+
- 0 = _ 3
g = 3% g = - .
g x

-~ 81 -~

S1 on suppose la lol de transformation des états 3 UCH)Ip,A)': ﬂlEJK> ou m
est un facteur de phase, on n'obtient une loi de transformation locale par
parité que si 1N = ﬁ(-l)25 . On doit donc prerdre 7 Iimaginaire pur si s

est demi entier (champ de Majorana) , on a alors !

U g, UTHM = A G,
LA @, UM = 1 ol = MY, (-0 25, (@ (11.77)

U(T) 9, (0 UTHT) = g (=0 95,,(0) .

Dans le cas qui nous intéresse, la conjugaison de charge £ est 1l'opérateur iden-

tité (au signe prés car 92 = 1)

0 = ®U (I U(T)

0 @A(x) o™l = e n @1(-x). (11.78)

2) Multiplets neutres

On suppose l’existence d'un groupe d'invariance interne compact G ,
en plus du groupe de Poincaré, Les états & une particule sont alors des vec—

teurs de base d'une représentation irréductible du groupe G .

U [lplisg,v) = |Iplisgun'd 9,0 (8 (11.79)

on a donc un miltiplet de représentations du groupe de Poincaré. On supposera

de plus les représentations U et U™ du groupe G équivalentes 3
_ * -1
2() = 89 () S . (11.80)

A partir de cette relation, on montre[31] que SST et SS8* commutent



- 62 —

avec toutes les opérations U(g) du groupe. ssT et ss® sont donc des cons~
tantes, S est défini & une constante arbltraire prés, on peut fixer cette cons-
tante de fagon que sst =1 . on a alors SS* = c, soit 8 :c:ST , donc
c=%1.0n e forcément c = +1 81 1'espace de représentation est i dimension
impaire (exemple représentation de spin entler de SUZ)' Enfin, si 1'espace est
de dimensions pesires, on peut avolr soit c = +1 (exenple 3 représentation 8

de SUa), soit ¢ = -1 (représentation de spin demi entler de SU2).

On peut alors construlire les champa 1

-
© (x) = ] {3(P1A:P) e +a (p,A',U AtA t
~ 1 dp ~ipx T, ~¢ 25 (C—l)s oHipx
9,  (x)= f [a(p,A,P) e +8 (P 1Dy 0, ' .
AL (zﬂ)a/z 2wp pfu
(11.81)

g9i 1'on calcule le commutateur de ¢(x) et ¢{y) on trouve que 3
[p(x), cp(y)]+ n'est nul pour des séparations (x-y) du genre espace que si

T . 51 1'on désire, comme cela

t(-1)2§c = ~1, ol ¢ est défind par S = cB
semble vérifié expérimentalement, préserver la relation spin statistique, 1a
commutativité locale n'est yérifiée que dans le cas ol S est symétrique (elle
n'est en particulier pas vérifiée pour un boson de spin entier et d'isospin

[33]

deml entier). Dans la sulte nous supposerons
S = 8 y S5 =1. (11.82)

Les champs ¢ et '$' ont, sous l'action du groupe de Poincaré, des lois de

transformation analogues & (II.74).8ocus l'action du groupe G , on a 3}

S UGe) 9, 00 U@

It

Py, 0t %) B0, ()

i
»
S

!

(11.83)

It

Pas -] ~
? U B, 400 UCe) Byt 0O D0 (8

Sous 1l'action de la parité i ~

1

uam ¢, GO U@ = n ’q?w(z) . (11.84)

(avec toujours la condition 7 imaginaire pur sl le spin est demi entier),
On définira la conjugaison de charge comme 1'opérateur unitalre de 1'espace

de Fock, qui transforme aT([p],sa,p) en af([p],ﬂayP') S 5

By

B aT([p],sa,p) g1 = Mo aT([p],sa,p’) ] v (11.85)

T

Cette opération conserve blen les relations de commutation car S ‘est unitaire,

On aura de méme 3

-] '
13 a([p],sa,p) g = T]: &([P]:Barl-l ) S:'P' -

L'opération £ n'est une involution (92 = 1) que si l'on a n: Sz = 1.
2 .
S~ ¢st donc une phase } comme par ailleurs ss* = 1, S et s* sont égaux a
une phase prés, on peut alors modifier la phase de 8 de fagon & avoir
2
8=z8 , donc 8 =1, (I1I.86)
L'introduction du renversement du sens du temps souléve quelques dif-

ficultés : l'opérateur U(T) ne dolt pas agir sur les coordonnées internes (rela-—

tives au groupe G)
umle,au) = |pAatuda,,,© . (11.87)

Mais comme T est antiunitaire, on vérifie facilement qu'une telle relation
n'est pas invariante dans un changement de base dans l'espace de représentation

de G ., On doit donc supposer cette relation dans une base particuliére. Dans

les cas d'application pratique, la base dans laquelle L (T) aglt suivant (I1.87)
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diagonalise les opérateurs de supersélection. Notons que U(T) ne commute paes

avec les opérations U(g) du groupe G , en effet U(g) U(T) et U(T) U(g)

»
transforment les états & une particule suivant 9(g) et 2 (g) respectivement.

En régle générale, on supposera donc qu'il existe une base privilégiée

34
oll 1'mpeut définir l'opérateur U(T) antiunitaire, tel que[ ] H

1

U a*(p,A,p) U(m = aT(EJA',H) QX,A(C)

UCT) alpA,) UHT) = a (p,AT,W) D5,,(0) .

L'une des conséquences de ces relations est que l'opérateur & U(T)

avec les opérations du groupe G , (de méme que B (U(ID) U(T)) .

On peut maintenant déterminer 1'action de T sur les champs !

TICORNIRC) WM™t = Ppe 0B 92, ,(C)

U ¢, ) uaTy™t = o R L) Dp 1, (C) &

on définira également 3
¢ (x) = 2o, (x) g1 ’
AJP‘ A"P’

on a alors les propriétés @

c _ ~+ B
Op,u®) = Mg e 0 90,0

Enfip si © = ® U(D) U(T)

(11.87)

commite

(11.88)

(11.89)

(11.80)
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3) Multiplets chargés

On suppose maintenant que les particules sont encore décrites par

des représentations du groupe compact G n'ayant pas les propriétés utilisées

au paragraphe précédent 1

- ou bien 9(g) n'est pas équivalente & 9'(g)

~ ou bien 9(g) est équivalente a E'D'*(g) 192(g) = SQ*Cg) S-l '

mais S ne peut pas &tre choisi de fagon a avoir les propriétés 1 8 = S. = ST

= Sﬂl.

On doit alors considérer similtanément deux multiplets associés & des représen—

tations complexes conjuguées du groupe G . Les opérateurs de création corres-

pondant satisferont a i

UCg) aT(p,A,p) M(@;)-1 = a*(p,A,p') prp(g)

- (11.91)
uig) bT(p,A,H) U™ = bf(p:A:P') 9:'P(g) ‘

L'opérateur de l'espace de Fock qui interchange les deux types de particules

est appelé conjugaison de charge,

g a*(p,A,u) gt = b*(p,A,p)

g alp,A,) B = alp,A,w (11.92)

g QT = Ef P =1,

On définira alors les champs 1

1 g ~ - 1 1
¢A’p(x) = ?;;3375 j.'EEE- a(p,A,u) e P 4 p'(p,AT,un") 9:.A(C) e PX ]

-
~ _ 1 d ( -1 LA -1, 1

(I1.93)



- 58 ~

1iés par 1§
~ 8 601—5??
==
R - 0° + a.T ~
?A:P(X) B 9AA' ( - im > ?A‘,p(x) * (11.94)

La commutativité locale est assurée si on a la relation spin statis-
tique : les opérateurs a et a* d'une part, b et bT d'autre part ont les
régles de commutation (II1.72) . Par ailleurs les opérateurs a et a , com
mutent ou anticommutent avee b et b* s sulvant que le spin est entier ou
demi entier ? ces opérateurs correspondent § des particuleé différentes,
ausel leurs relatlions de commutation est une question de convention. On peut

. 32
montrer que ce dernier choix est en falt sans conaséquences physiques .

On définira de méme ¢c et ?BC en transformant par conjugaison de

charge les champs ¢ et /q; .

On a les l1lolis de transformation 3

~ W
¢, P se transforment par 9 (g) sous l'action de G
C’ /q‘)-c 1] " " g(g) 1 " "
C " 1] ] -1 " H (11'95)
¢, ¢ DCA™) UCA)
$ , /q‘;c tr " n 9(1\.1-) " " " .

Ces loia de transformation sont analogues & (II1,74) et (1I,.83).
L'action de la parité nfest locale que si na nb = (---1)25 s c'ept-d~dire si
la parité relative du systéme particule antiparticule par rapport au vide est
. - 28
égale 4 (-1)" . On a alors i

»

1‘1 - Fa
U ¢, ) U =My 9,
~1 - » -
LT @y (D) UMD = my gy (72D Dy0,(C) (11.986)

U(T) (x) e

8
(—35) g)AIIA.(C) )

?A,p QA:P

on a la relation 1

c - 8
cpA’p(x) = cpA,p(x) ‘EJA,A(C)‘. (11.87)

L'action de TCP stécrit alors 1
8 = 8 U(Il) u(m

-1 . % ¥
0 ¢A:P(x) 6 = my @A,“(-x) . (11.98)

Les relations (11.97) et (I1.98) sont valables dans les trois cas (particule
unique, multiplet neutre ou chargé) de méme que la relation qui lie les
champs ¢ et $'. Noter que parmi les lois de transformation précédentes les
lois de transformation par parité et inversion totale, ne sont pas générali-
sablestelles quelles &4 des champs couplés (qui ne satisfont pas 1'équation de
Klein-Gordon). On peut remédier & cette situation en introduisant les champs

de Dirac & 2(2s+ 1) composantes 1

1 ¢,  (x)
I Ap

& ./_2 $A,p(x)

et en transcrivant les lois de transformation précédentes en fonction de ces

champs.

b) m=0

On va construlre des champs locaux de fagon analogue : on introduit

des opérateurs de création et d'annihilation a*([k],l) et a([k],A) ayant
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les régles de commutation habituelles : On ne peut pas en général construire de champ conjugué de charges, c est—a-dire

de champ d helicite+11|dutype ¢A (x) . On doit distinguer deux cas 1
-t

[a([k],x), a+([k],x)] = 2K 6¢(-K") . (11.99)

+ 1) ou bien un opérateur parité est défini sur les états & une parti-

t A cule et alors les états d'hélicité+ [A| et -[A| sont deux états de la méme par-
81 1'hélicité est positive, on peut construire des opérateurs a (k,A,+) et

. ticule, qui est alors sa propre antiparticule, on a alors & = * 1, Dans ce
g1 1'hélicité est négative, on peut construire des états a (k,A,~) :

cas les opérateurs £ et U(Il]) existent indépendemment, c'est le cas du pho-

t

ton
A>0 : a (k,ﬁ\,+) '

1

af([k],?s.) @&IC[R]*)

(11.100) 2) ou bien il n'y a pas d'opérateur parité défini (cas du neutrino).

A <O 3 aT(k,A,—)

11

af([k],l) Qii]([k]-l) . Néanmoins un eopérateur que 1l'on continue, par abus de langage, & appeler
B U(I) peut 8tre défini dans 1'espace de Fock,Sur les opérateurs de création,

il agit comme suit
Les relations de commutation sont :

t A % t
1 |2 D) 2 CUu) ) a'(k,A,+) (CUM) = mn.a (kA',-)
A>0 1 |alkA4), a (k'A% +) | =9, (k) 2[k]| 8(k-Kk") T
‘ [ iy )y 15y ] AAY w | I (11.104)
- '.t -1
(11.101) (é U(H)> af(k,A,-) (C U(H)> = n_aT(E;E",+) .
A<O 3 [a(k,A,-), a.r(k,A',—-)_l = @ﬁ.] x) 2[%] 8¢k -K").
+ D'ol, & condition que nn. = (_1)2|1|
-1
Pour construire un champ local, on doit utiliser deux représentations d'hélicités (F U(H)) ¢;(x) (C U(H)> - ﬂ+ ¢At(x) 9I I
8 H
opposées -1 (11.108)
A~
on a alors (F U(ﬂ)> Pa (x) (é U(H)> = m_ QA,(x) 9|1|(c)
1 "4 -
G = ——57 f de {a(k,ﬁ,+) otk T a0 9)17.‘1(0) e+ikx}
(27 2 |K
(11.102) L'action du renversement du sens du temps est donnée par i
- 1 i - |
ONGE m[ dic {a(k,A.-) PRI R AR 9"" b e*“‘"} . ]
(27%) 2 x| UT) 9,() WD) = 9,,(-x) D,,,(C) (11.106)
on a encore !} . i .
+ on a également la lol de transformation pour l'opérateur © = € U(I) U(T)

+ ~ = [ll
(x) = ¢ (x) D v (C) . (11.103) _ -
A [ o } AA 0 g,(x) © 1 - m, $A (-x) fbm(c)



+1
N, P (~x)

1

8 @, (x) o~1

11

6 ¢, (x) ot n, cp:r(-x) .

(I1.107)

Le champ que nous avons ainsi construit satisfait blen & le commutativité

locale, si, dans (II.101) on satisfait &4 la relation spin-s*atistique.
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CHAPITRE III

ETATS A DEUX PARTICULES DE MASSES REELLES NON NULLES, SANS INTERACTION

A) — GENERALITES

1) - Produit tensoriel de deux représentations

Un état 8 deux particules sans interaction est construit comme
vecteur du produit tensoriel des espaces de d8finition des particules cons—
tituantes. Un tel &tat sera par exemple, utilisé comme &tat initial ou final

dans une réaction 4 deux corps.

Considérens deux particules de masses (réelles positives) m, et m,

A chaque impulsion Py ou p2 de leur couche de masse respective, associons

une transformation de Lorentz représentée respectivement par les matrices

unimodulaires [pl] ou [p2] , c'est-d-dire une tétrade,ainsi que nous 1l'avons
déjd fait. En particulier t

° —
[p,135, =
o —
[p2] P, = D,
m4 mz
0 . o a — o] .
ot Py = o et Pg = o
(o] o

On construit alors comme au chapitre précédent les deux bases de représen—

tation [[p1]’°1> et I[p2]’°§> . Un Btat 4 deux particules est obtenu en
formant le prodult tensoriel :

“HJJ%L¢V%>:= i[p 1> @ |[pydioy - (1I1.1)

Sur ces &tats est définie la représentation avec A = A(A)

LA(D +p ).a 8 _
ue,|lp 1,0p )00 = e 1 2 Zsoo_%o. ([Apll h[pll)
q 11
a,

%

-

5

2 o | ' '
9)0,:?62 ([APZJ A[P2]> |[4p 1,[4p,1,0) , o) (111.2)
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avec le produit scalaire !¢

' 1 1t _ > pisq 8
([pll,[pzl.0'1,0‘2|[p1].[p2],0‘1.0'2) = 4 ow, 8(p,~ p}) 8(p,~ P) 50_10.1 o0
avec w, = ;2 +mo w, = ; +m

1 1 1 2 2 2

2) = Ré&duction du prodult tensoriel - G&néralités

Nous allons chercher & réduire la représentation (I11.2),c'est-d~
dire g écrire (II1I.1)comme une somme d'&tats |[P].j.p,n) ol P désignera
1'impulsion totale, ( [P] représentent sa tétrade associée), J le moment
cinétique total, u 1'une de ges composantes (sur n3(P) ) et m 1le ou les

paramdtres de dégénerescence é&ventuels.
On pourra alors &crire !

3>
— 2 dp
[lp,1:[p,lhey o) = fdM -/IM-E?) JZ QJM(P) |Ilpl, 3,0,m) -
b

Le coefficlent de Clebsch - Gordan de la décomposition est alors

<[p1]v[p2]:°1’°éI[P],Jsuyn> *

Pour calculer ces coefficients et déterminer les paramdtres de dégénerescence,

nous allons utiliser une méthode due & Wigner[15]_

Supposons que l'on ailt construit une base compléte orthonormée d'un
espace de Hilbert, notée IJp) s sur laquelle agit une représentation unitaire

Eﬂ1“(G) d'un groupe compact G , chaque sous-espace indexé par une valeur
donnée de J é&tant irré&ductible. La représentation s'écrit !

ue)|u) = zgﬂ,u(e)ljpv) .
ut

- T3 -

Un &tat quelconque [@) s'gerit : |®) = ;Z:adpljp) .
Ju

On suppose de plus qu'll existe une mesure notée %%53 invariante & droite

et & gauche, sur le groupe G , et normée :

dG_ _
GVZG) - )
On peut alors en déduire les relations d'orthogonalité 1
»
dG J J 1
—_— = e &
/.V(G) gp'p(G) 9v'v(G) n(J) 83k pr u'y'

n(j) dBsigne la dimension du sous-espace J .

On peut alors vérifier la propriété suivante 1t

»

4G6_ ,d ' — Ny SN
n(4) fvm P, @ UD[E) = a ) = (wl)xfw)
Cecl nous donne la valeur de 1'opérateur t

#*
dG '
n(34) _/:v'("é'i‘ %S,“(G) U@y = |au'd . (I1I1.3)

En particulier 1'opérateur

— _ dG n(3) 3* .
PJ“ = IJp) (Jpl = /.-_Tﬁﬁff"' @bp (G) u(®)

est le projecteur sur 1l'état lJu) , (plus généralement, c’est le projecteur

sur le sous—espace |jp> sl la représentation considérée n'est pas irréductible),

Toutes les conditlons requlses sont vérifiées pour le groupe des

rotations comme pour SU2 N

Pour le cas du groupe des translations, qui n'est pas compact, on
peut construire de fagon snalogue un projecteur sur les é&tats d'impulsion

P (qul ne sont pas dans l'espace de Hilbert !). Il s'écrit !

4
da -1(Ra)
ua) .
.[ (et ° :
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On peut également construire un opérateur de proJjection analogue
4 partir d’une intégration sur le groupe de Poincaré !
Posons 1
8 . 0 ipea .2 7% 8 -1 t
Eg'o}pi’oj(a)A) = 2p e 5(p - 4Ap) B ([p] Alp'] .

On vArifie aisément la formule ¢

*

M ,s M_,8 (2s, +1)
L fdadA 91 1 (an2? 2 |(ap) 1
(27%) P.03p ,O 9,a,9 ,x 87
—_ C 40 o, 2> = ™ 2 _ MZ
= 4pp' &p-aq)&p'-a') 5 5, ., 00, g) &y 4 ¢ (III.4)

12

Pour dA on a utilisé la mesure invariante sur le groupe de Lorentz qu'on

peut écrire comme suit : on utilise le paramétrage suivant :

A

Ap R o P est le transformé de l'axe des temps

a
[l

par 4 , Ap est, quel que soit P, une transforma-

O o0 o0*~=

tion amenant P sur P choisie une fols pour toute . Alors R est une rota—

tion définie par R — A—IP.A . La mesure invariante utilisée est alors !
3>
dA = d ﬁ dR .
2P

La relation (38) n'est autre qu'une relation d'orthogonalité des &léments

de matrice. On peut en dé&duire que l'expression 1

*

M, J _ da_db .M, 2i+1

P = A

P,u,P,u jlzggszﬁ' Bou, P, (a,d) U(a,d) - (II1.5)

est un projecteur swr le sous-espace des &tats ][P],Jp) » Nous allens 1'u-

—-75...

tiliser pour réduie le représentation(IIL.3).Dans le cas qui nous occupe,

le sous—espace I[P],_j,p) est dégénérbé. Il est nécessaire de construire une

base orthogonale de ce sous—espace, ayant la propriété suivante 1

uca) |le1,4,u0m) = Zﬁi.“ ([l\P]_1 A[P]> 152 IS IETANE /) S (I11.8)

1

Pour avoir des bases d'é&tats ayant cette propriété, le plus commode est de
construire, pour une veleur de P , par exemple le long de 1l'axe des temps
P , une base compl&te de l'espace des vecteurs [[ﬁ],_j,p,n) et de définir

alors

[Pl doum) = U<[p]> [[B], de,m) (111.7)

Nous &crirons dans la suite directement des bases d'états pour toutes les
valeurs de P . Elles ont toutes cette propriété qui est aisément vérifiable,

et sera en général sous—entendue dans la suite.

3) -~ Construction des §tats propres de 1l'impulsion et du moment cinétique

Sur 1'état [@) le plus général, nous allons appliquer le pro-
Jecteur (111.5).

5 = f‘l"‘&da_f’a s, o (Ip,1I5,)) Ile,1,lp, 1,00
l - 2(01 2m2 0'10'2 pl ' p2 pl ’ p2 10-1!0-2 + (I11.8)

Il ne restera plus qu'gd rechercher une base orthogonale compléte du sous-
espace |[P],J,u) obtenu 1

M, J fda di. EJM’J*
P s A A) |8 .
P,u,P,p 12 (2m)% P,p.,P,[J.(a' ) Ua,d) |2)

Explicitons 1'expression précédente :



- TG -

-7 -~
»* On peut écrire !
P ﬂ [8) = dﬁzﬂ‘)m o 1P 0 5B - D) 9)3“ ([p]’1 A[P])
A =[] r [P}
dﬁgl d332 :‘..A(p1+ pz).a 8 N ]_1
" 2u)1 2“)2 ° 90‘10.1 [ P1 A[pl] ol R = [_'.4!;.13']'-'1 A[P] est une rotation.
8
2 -1 ‘ ' On voit alors aisément que 1
S (PR V) ISP SRE VI (PR A %)

[ 2p® 5(B - IP) dA = dm
L'intégrale sw a est &vidente (da = d(Aa) )

avec R = [1=']—1 A[P] ot A appartient au- petit groupe de P .
3> 3~
d“p d“p
MJd sy — 1 2 ey -
pP U I > - _[ 2w1 2:.02 5(p Py pz) ‘30'10'2 <[p1]’[p2]> Nous avons alors ‘i
3, i,
d'p d pa
8 M J 1 |[p,1,[ oy )
o 3 _ 3* “1 2 vy L P |§>:f 5 (P = p Zp p2
x 2P _[dA (B - D) 9) " () 9)0_,0_( ) 9)0_,0_()|Ap1 ’ Apz y O .0'2> Ppu 200, 2,
11 2 2
o-1‘r2
Nous effectuons le changement de varieble ¢t p - A7t P s
1 ‘ | L 2 ([p,]7"als7"p,]
_ x [dR ED (R) 9), [p,] ala™ 25y \Lpg P,
I1 vient ! -1
<oy, (0 pz)
a%3, %8
M J 2
M3 fey = [ 52 s - b - ny) Ieyim, 0] o)
P 2 2 ’ ’ H -1
H ©y ) 1 2 172 avec A = [P] R [P] .
*
x 2P° [dA 5(F - 1B) ‘ﬁc_c_ <[A—1p1],[.ﬂ.—1p2]> 93.” <[P]_1A[p]> On peut alors passer des variables ?1 ’ 32 aux variables (P,Q)
1°2 asgsoclées au centre de masse. Les notations sont données dans la teble 1 (p,79)
- - v J » ?
x o-’o- ([p] A[A p ]> <[ ] 1ArA 1 ]> . L'&tat Pr; u lé) va s’écrire
3 2) = 0°) eM®- (m +m ) ——2‘/7_‘- an q I[p,1.[p, 1,00 ,o*)
Py = 17 72" 7 gm 17'"F27 1 T g
L'intégrale sur A ne porte, en fait, que sur le petit groupe de P, 4 7192
oo’
cause de le fonction & qui figure dans 1'intégrant.

172

x & (P,8) I 1(8) dn
/ 0105 0300102 &



avec . 31 32 J*
1(8) = de 8(& - R Q) 9010_1(111) 9030_2(112) guu (R)

R, = [p]7 alalp,]

o
1

(111.9)

. [p,17" ala"p,]

A = [p]lr[r]?

Il nous faut maintenant effectuer dans(III.9)1l'intégrale sur R ,

de fagon & découpler les indices o, o, et 01 , o;

médiaire des rotations R1 et R2 .

couplés par 1l'inter-

On décomposera* alors les fonctions @ qui donnent une contribution

non nulle sur un systéme de fonctions orthogonales 1t

@:Z@“ .

-
Les fonctions & sont les composantes irréductibles de la fonction d'onde & ,

dont elles se déduisent par convolution avec les coefficients de Clebsch—Gordan,

Pour simplifier les calculs, et faire apparaitre plus clairement
les systémes de fonctions g , 11 sera commode de faire des cholx de tétrzdés
particuliers. Par exemple il nous arrivera de prendre un choix de tétrade
[pl] , et [p2] fonction & la foils de p, et~‘p2 , et non uniquement de p,
pour [P1] , ot de Pp pour [Pz]'. Nous ne modifierons pas pour autant la
notation, les relations(II.4)nous permettront de restituer les tétrades uti-

l1ipées dans (IIX.1) et (I1I.2).

e ——— o Sk o B o V= e B gk ey e Y —_

* En fait dans 1'intégrale I(8) ne figure plus la fonction ¢ , mais une
fonction O6(& ...). C'est cette fonction & que 1'on décomposeras en utilisant
la relatlion de fermeture du systéme complet de fonction. Cecl est bien slr é&qui-
valent & décomposer & .,

TABLE I

— On fait le changement de variable ¢

Pig = P+ Py Py =
2
1 (m 1 m22)
9 = Z\Py " Py~ Y (py +p,) 9% =
-~ Les formules inverses sont 1
2 .2 _ 2
_ P2 1 2
P = Pyp 5 + 45
2
{ P2
2 2 2
_ o] 12 m 5 + m 5 _
P, — Py, 5 2 99
P2
- On 1 &tés 1 -
a les propri 8 q12 Pio 0
2 2 2
q2 _ AMp 1" Po P 12)
12 — C a2
P s

2
ou 7\(&2, bz, e ) =

4 4 4 2. 2
g +b +c~2ah - 2a2c2 - 2b2c2

(a +b +c)la+b-c)la-b+ec)a-0b-c)

- 51 n1(p12) ) n2(p12) ) n3(p12) sont les axes du genre espace de la té-

trade de p12 , On pose I

4y

= "4, . ni(plz)
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q, + 9, 5 94 sont les troils composantes d'un trivecteur de longueur 1 B) —~ COUPLAGE {¢-s
) _ 2
. 5 /p212 . 1) Introduction
4 désigne le vecteur unitaire porté par q 1 = ‘/{(pﬁ p pE ) 4 En cinématique non relativiste le moment cinétique total d'un sys-
1’ 2’ 12

téme de deux particules est le résultat de la somme de trols moments cinétiques,

le moment orbital I , et les spins 31 et 32 des deux particules. Une rota-—

tion R intéresse alors de la m8me manidre ces trois moments cinétiques, car

— La mesure invariante sur le produit des deux hyperbolo¥des peut alors a8'é~

crire @
ils sont tous repérés par rapport aux mémes axes, et on obtient un produit
8 8 :
3 3 ‘/ 2 2 2 D I(R) E) 2(R) Qz(R) ,réductible 4 1'aide de coefficlients de Clebsch Gordan
- —Z = - e our former
So— Zo. — O\P 127 "™t™y P2 ) Pio g 5 P .
1 2 8P 12
En cinématique relativiste, les axes de références différent pour
52 \A(MZ m2, , m2.)
dM2 P12 0 (MZ (m,+ m )2> ' 1’ 2 a0 les parficules 1 , 2 , et pour le systéme composé, mais une rotation dans
= - {m
2""12 1 8 M2 4 le systédme du centre de masse se traduira sur les spins, par deux matrices
8 8
D 1(R1) 9 2"(R.z) « {Voir (I11.9)). On aura une situation analogue au zouplage
3 t-a non relativiste s'il est possible de trouver des tétrades telles que :
. —2 2 _ 2 + m2 © — 3 + M2 .
W = VP, TRy g = VPg 2 12 12
R1 = R2 = R .

- Cette expression nous donne le Jacobien de la transformation qui fait passer [9]
La réponse 4 cette question est positive ainsi que le montrent Joost™-, Chou

[11]

sés sur 1'existence d'un moment orbital en cinématique relativiste.

des variables indépendantes (;1,;2) aux variables indépendantes (plz,ﬁ) .

Kuang Chao et Shirokov Justifiant ainsi aprés coup de nombreux travaux ba-—

2) - Choix des té&trades

Nous cherchons des systémes de tétrades [p ] et [pz] tels que

les rotations R, et R2 de 1'é&quation(IIl.9) saient égales & R y

)

c'est-d~dire nous cherchons un systéme [p] tel que quel que scit p et



quel que soit R ,
-1 -1 -
R = [p]™" Alp] = [p]™" A[A7%p]

Ce qui 8'écrit :

A([A"lp][prl) 2 = [plle]™ .

Compte tenu du fait que AP — P , cette relation signifie que la transfor-

~1
mation A (P,p) ::[p][PJ » qui améne P sur p , est covariante par conju-
gaison par le petit groupe de P , propriété que posséde en particulier la

transformation de Lorentz pure A (P - p) « Cherchons toutes les autres solu-

tions en posant !

A(p,p) = AP - p) A(P,p) j

-]
on peut vérifier que A est covariant par conjugaison par le petit groupe

de P , et est une opération du petit groupe de P j posons
‘Jt(p) = A(P,p).p a

2 2 o
Nous avons ® =— p et TP = p.P car A(P,p)uP = P « D'autre
part la relation de conjugaison s'écrit, pour toute opération A du petit

groupe de P ,
~(p) = A'm(A_lp)3

pour une opération L de l'intersection des petits groupes de P et p ,

on a

r'th(p) = L w(p)
{ L.P = P

L.p = p

r

- Ry -

Donc 7nt est invarient par la transformation L , et appartlent donc au

2

2-plan (p,P) . Les conditions “2 = p et T,P = p.P nous donnent

alors deux solutions

X = z(£;§_>p'-p-

Nous pouvons &liminer tout de suite la deuxiéme solution : plagons nous
dans le systéme ol P est axe des temps; alors ﬁ devient une rotetion

R ayant la propriété R(p) 3 - 3 : c'est donc une rotation de =

-
autour d'un axe perpendiculaire & p . Mais en conjugant cette rotation
‘par une rotation R autour de ; :
-] o -3 -1-» o o
R R(p)R = R(R 'p) = R(P)

on sboutit & une contradiction ! les deux axes de la rotation R que 1'on
peut tirer des deux membres de cette &galité diffédrent d'un angle égal 4

celui de la rotation R .

Donc =p) = p 2

L.}
ce qui signifie que la transformation A(P,p) appartient & 1'intersection
des petits groupes de P et p .

D'autre part la relation de conjugaison
A AR I = A, p)

montre que l'opération A(P,p) est une rotation autour du 2-plan (P,p),

d'un engle ¢ gui ne dépend pas de p .

Notons que la transformation E(P,p) se transformera par conju-—
gaison par le groupe de Lorentz tout entier (de la méme fagon que A(P -+ p))
& la condition que l'angle ¢ ne dépende pas de P .



Alors on aura, pour une trangformation de Lorentz L quelconque
-1 o ]
L~ A(LP,Lp) L. = A(P,p)

de méme que : L_1 AP - Lp) L. = A(P - p) -
o
D&sormais nous nous resteindrons & des A de cette forme pour des
raisons que nous exposerons % la fin de 1'étude du couplage (-8 (cf£.P110), Les auteurs

prennent toujours ¢ = O dans la littérature.

Les tétrades employées sont donc telles que !
-.1 -]
[p]l[P] =  A(P - p) A(P,p)
soit : [p] = AP ~p) Mp,p) [P] -

Par la suite nous posercns !

A<P(P »p) = A~ p) ﬁ(P,p) (I11.10)

-]
ol ¢ est l'angle de la transformation A .

Les té&trades employées sont donc, pour Py et P, t

il

[p,] A, (P~ p) [p]

2
(I11.11)
(p.] = Acp (P~ p,) (p] .

2 2
Notons que ces tétrades ne sont définies que lorsque les valeurs de P,

et p, sont simultanément connues. La forme de la représentation (III.2) n'en

sera pas pour autant modifiée.

- B =

3) — Calcul des états de moment cinétique J en couplage [-s

Avec le choix de tétrade (III.11)nous pouvons récrire 1'équation (III.9) 3

8 8 *
- J

1(8) = /dR 6(8 -~ R IQ) 2! (R) 922 (R) 2° (R) -
%1% 92%% Kt

Nous allons décomposer & en utilisant la relation de fermeture des harmo-
niques sphériques
o m= +/

' »*
L Z Ymt(ﬁ).sz(R 1)

L =0m=-¢

Y z £ m'
>

! =

5(& - R 1Q)

Alors dans 1l'intégrale I(4) ne figurent plus que qiatre matrices rotation !

_ m* m', . [ ®1 2 L *
1(8) = z Y L(ﬁ) Y z(q) ) dR @Uicrl(n) 90,262(3) 9m,m(n) 9)W(R)
{mm'

l'I'l* ! -~ '
= Z Y, (8) le(q) (51520'10'2|5T> (slszc';o‘2|s*c‘) (t sm1|k v)

]
(¢t sm' [k v de 95“(3) P (R) .

2
8x -

La d ie inté 1 t i § )
a derniére intégrale vau 57+ 1 Ok 8pv '

W ]
1(8) — Zsz(ﬁ) Yme(Q) (slszo-lazlsfr) (slszcrio;ls'r‘) (¢t smzlipd

2
] ¥ 81( .
(59!11"713!4)"5‘3—;_—1
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Portons dans (43), il vient 1t qui y sont faits conduisent &
M j _ o 2 2\ VA () oM V2 )
PP }llé) = e(p ) © (M = (m1+ m2) ) '—;m?‘ Z ¢ tsltﬂ) ([Pl];[P 70' 90‘ I[P] Jn}l:t E) —17'4— &(p - p p2)
L,s
m
avec : X ZE:<51520105|5T>‘(£ sm TIJ p) Y ’(Q)
g [ ey v (@) (s.s.00n[5v) (t s mt]g p) as avec
s — 23 +1 0‘10'2 [J 1 20-10-2 T 8 m J H (111.12)
7%, [p1] = A¢ (p »p,) [p]
1
et
T\ [Pz] = -A-cP (p » pz) [P]
] 1) 2
sy = ) [ae @ (oys,opmlen) (s a w3 k) (In s dioy0p) f
oio%
Nous avons donc &crit une base du sous-espace P,Jj,u numérotée par les va- 4) - Couplage !-s avec des tétrades quelconquesa.

leurs des nombres !/ et s
Les formules (II.4) nous permettent immBdiatement de calculer 1'état

3= 3>
- L,s dans la b tili t - -
|[P],J,p,£,a) — K /.d Py d pz 5(p - P, -p) ZE:Ym (é(pl p )> ] ’ ) an a base utllisant les tétrades quelconques. La formule du coeffi
zwl 2w2 cient de Clebsch-Gordan correspondant est alors @
om Va2
P 14 - -
X (s s 0‘0’[5T> {tsmalju)(lp.1[p l,0,,0.) <[p1],[p2],01,0§[[ ],J,p. ,8) = __T7Z- &P - pz)
1212 1 2 1 2
%1%

2{:<sl 8,7, 2|5T> (tsmaljp) Y" (Q) G‘T ([pi]*?ﬂ¢ (p - Pl)[P]>
1

K est une constante que 1l'on fixera en écrivant que ces états sont norma- 1

lisés & &(P - P'Y) Il est facile de vérifier que pour différentes valeurs 2

* wer x 9 ([p, 1" A (> p Pl - (111.13)
des indices discrets on obilent des &tats orthogonaux : 2 2 2

' 1 t 1 ' —_ - t .
([P ]:J TTRFE AN I[P]!J!H!5!5> = &P -P") SJJ, 5pp, 625, 555' Sur cette formule on vérifie facilement la condition (III1.6) ou (III.7) en utili-
sant le fait que A (P - p) se transforme par conjugaison par le groupe de
2 2
= 5 - 2P P® @B -P'Y6,,, 6 6,86 , - ?
R} tt' s8s Lorentz tout entier 1

Le calcul de la normalisation n'offre plus de difficultés. Les choix de phases A A¢(P - p) A" — A¢(Ap -+ Ap)
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On peut remarquer qu'il existe une infinit® de couplages !-s identiques,
suivant les valeurs données aux angles @1 ot Py = Les valeurs habituelles

sont arbitrairement prises &gales 8 zéro.

Le passage de 1'une & 1l'autre de ces valeurs de l'angle ¢ n'est
-1
e

L ]
pas simple car la transformation A(P,p) est représentée par

, od
m

A est 1l'opérateur d'hélicité- (voir chapitre suivant);cet opérateur
n'est pas invariant par parité. Plus précisément sl P est 1'opérateur pa-

rité,

solt P e—ik¢ p«'1 e+1NP

—

Les angles ¢ qui conduisent aux propriétés de transformation par parité

du couplage [-s ordinaire doivent &tre tels que ezikw = 1 .

En particulier ¢ veut &tre pris égal 4 7T pour toutes les par-
ticules & hé&licité entieére,

Plus généralement, supposons définil un systéme de paramétres de

dégénerescence d'indices 1 . Il est possible d'&crire immédiatement d'autres
systdmes, repérés par les m&mes indices 1 ,

81 le coefficient de Clebsch-Gordan définissant le premier systéme
eat ¢

@nPdp

o, C, ([pl]’[pz]) = <[p1]’[p2]lo-1 o-zl[P]:J:“pﬂ> ’ (111.14)

12

on peut déterminer d'autres systémes définis par les coefficients de Clebsch-

Gordan :

SR

g, G,
12

I

([p1]’[p2])

{[p, 1,[p, 1,0, ,q, |[P] :JM,TT)(CPI '9,)

(111.15)

—~ ZMPJu fe
= ¢>o_1c,2 (A%(P,pl)[pl] ,Kq)z(P,pz)[pz]) .

-

La transformation unitaire qui relie la base 8" et 1la base ¢ﬂ n'est en
général pas diagonale dans le paramétre de dégénérescence, sauf dans la base
d'hélicité (voir chapitre suivant) ol elle se réduit & un simple changement
de phase dans 1'état [Pjp).

En conclusion, on peut dire qu'il existe un couplage <£-s privi-
léglé (par suite de l'usage exclusif qui en a été fait & cause de ses bonnes

propriétés de transformation par parité),



o
ce qul donne en posant : ch ¢ — _E_.
C) - COUPLAGE D'HELICITE 14[
sh ¢ = 3
1) - Introduction. Vecteur d'hélicité
1 )%
h(p) = ——ch ¢ - %) . (III.17)
Cette forme de couplage, due d Jacob et Wick[7], a &été& particulié- sh ¢ \ m
rement fé&conde ces derniéres années. Il nous a paru utile de la ré&exposer
dans ce cadre. Il convient également de citer les travaux de Chou Kuang Les composantes de h(p) sont, dans le systéme ol n est axe des temps 1
11
Chao et Shirokov quli ont également obtenu certaines formules. Les défini- o -
g . _p p
tions de spin et de phase qu'ils utilisent sont différentes de celles uti- h(p) = m 'ﬁ?r

lisées par Jacob et Wick, que nous adopterons.

no(p) = -L[I:;-[- .

Choisir la base d'hélicité revient & faire un choix particulier

pour les vecteurs n1 y n2 . n3 sur lesguels on va mesurer le spin de la
particule j} le vecteur n, adopté est le vecteur d'hélicité h dans un référentiel
d'axe des temps n fixé une fols pour toutes.Si 1'impulsion de la particule 2) - Hélicité dans un référentiel d'axe des_temps n

2
est le vecteur h(p) normé & h (p) = -1 possdde les deux propriétés
P ’ C'est par définition 1'opérateur

suivantes 1! - I1 appartient au 2-plan n,p,
- I1 est orthogonal & p w(p) .h
* Ap) = - ——E—SB*)— . {I11.18)

Ces conditions le déterminent au signe prés. Il n’est malheureusement pas

ossible de déterminer le signe & prendre par une condition supplémentaire
p gn p p PP En utilisant les formules (I.14) et (III.17), il vient ¢

invariante par transformation de Lorentz. Ceci est 118 & 1a discontinuité

que posséde le vecteur h 1lorsque p coIncide avec l'axe des temps n . 2 = 4 1 . vp o’( D ch @ - ;)H _ 1 . va po— M
- 2m sh ¢ Voo ” > [TAVeley
Le calcul de h(p) est é&vident : VP 2|P} P
(n.p)p D'od !
n? A = -—i & A3k
h(p) = + —m——————— N *, ol jk P
© fn.p) (I111,18) p
—p-1
m
1
or - —-2 aoijk Ji‘j = Jk .

ol m est la masse de la particule.

On peut déterminer le signe de h(p) par la condition t On trouve la forpule bien connue i

— ap
n(plep > O A= ‘ (I1I.19)
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3) - Systdme de deux particules t Hélicité dans le systéme barycentrique

Pour décrire les Atats de spin de la particule 1 , nous utilisons

une tétrade dé&finie de 1la manidre suivante !

[p,] = AP -p) Mng, a. )Pl (I111.20)

A(n3 ;, 4) est une tranagformation du petit groupe de P , qui améne nS(P)
sur q . I1 est facile de vérifier que la transformation A(P - p1) améne
q,, 8ur h(pl). Le troisiéme vecteur d'espace nanl) de la tétrade repré-
sentée par (IX.20)est donc le vecteur d'hélicité dans le systéme d'axe des
temps P , associé € Py - L'intéré&t d'une telle base pour les &tats de spin
egat que

v .P
1

|
>

1 1
~— W..n_(p.) = =
L 1

Mm 1

sera invariant par transformation de Lorentz.

Le nombre guantique 11 pourra donc &tre utilisé pour indexer les

diverses représentations irréductibles.

Pour décrire les états de spin de la particule 2 , nous pourrions
utilisger t

[p,] = AP b)) An, , a ,)[P]

mais 11 est facile de voir que le troisiéme wecteur d'espace de la tétrade
associée & P, est égal & —h(pz) , vecteur d'hélicité associé & | dans

le systéme d'axe des temps P . Par convention on prendra

[p,] = AMR>p,) Moy, a)[P]Y ) (I1I,21)
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ol Y est une rotation d'angle © autour de 1'axe Oy du systdme d'axe
associé & P . Les deux vecteurs d'espace nl(pz) et na(pz) sont alors

de sens opposé & ceux que l1l'on avait précédemment.

On peut alors calculer !
_ -1 -1
avec A = [p] R.[P]-1 .
On vérifie bien que R1 est une rotation autour de 0z @
R, = [PI7" a7 m, , a0 A5 »p A AP » A7 Y An_ , 472,y [P]
1 3’ Y2 1 Py Py 0 % 94p .
La covariance des transformations de Lorentz pures nous vermei d'écrire !

A ACP +A’1p1> = AP > p A = AP > p A

car A est une opération du petit groupe de P . D'ol !

— -1 ,-1 -
R, = [P]7 A7y, a 00 An , A7 ) [P]
R, = [P]™ 47%n, , q, O[P] [P17" Alp] [P)7! Acn, , A7%q, ) [P]
1 = 37 949 P ng 0 4 a4, P
o | -1
Soit ! R1 = R (&) RR(R §) -
On a posé R(4) — [?F’:lw1 A(n3 ’ q12) [P] « R(4) est une rotation qui °

améne Oz sur [P]-lq12 quadrivecteur dont la composante de temps est
nulle (car P.q12 =0) Les angles qui définissent la direction de ce vec-

teur sont précisément ceux qul repérent § sur la sphére unité.

La rotation Rz est reliée de facon évidente & R1 y ainsli que le

montre la comparaison de (III,20) et (IXII.21).
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R2 et R1 sont deux rotations autour de 0Oz , d'angles opposés. Les éle-
ments de matrice de ces rotations sont

s - | 8 8
2 2 2 2
2.4, (R.)) = d 1y (-RY D50 (R ) ay (70
MA, 2 A ARy "127\2
 Avec d;'l(i' ) = (- I)Sn’ 67\.,_7\
B
Or gl'z"){"cnl) est diagonale car RI est une rotation autour de Oz .
2 &
8 s, +A" 8 8, —h
2 2 2 2 2 2
2+, (R,)) = (-1) 6 t_at 6 # A1t D (R ) (-1) b "
thz 2 kz 13 thz lzlz 1 ,Kz 12
2(s_.-\.) s
2 2 2
kélz kz Kz 1
2(52- 7\2)
s,~ ), est toujours entier et (-1) = +1 .
B,y 8,
Donc 2% (R = & ., 925 . (R) .
1212 2 K212 —lz Kz 1

Avant de poursuivre le calcul, nous pouvons dire un mot sur 1'opé-
ration .Jt's.(n:3 , q12) , ou ce qui revient au méme, sur la rotation R(4) .
L'&tat propre du moment cinétique total que nous allons écrire semble for-
mellement dépe‘ndre du choix de A(n3 y q) , mais en fait 11 n'en est riem
ainsi que nous le verrons plus tard. Pour 1l'instant disons simplement que

J‘L(n3 , q) est une opération du petit groune de P =p_+ P, > qul eméne

1
na(P) sur q ol g est un quadrivecteur orthogonal 4 P .

Nous récrirous maintenant 1'intégrale I(4) de (XI1I.9)

Iyrqty o (&)
Miahihg

k3

= de 5(e - R1g)

H
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?

On a utilis® les relations entre R

diagonale.

Or

1

3

~rlgy o i
de (&8 -R §) QM(RI) ﬂpu(R)G

?

1 y @2 J
7\;7\1(31 9‘)\'7\ (Rz) sau“(n)

2 2

y &y 41 B -

R2 et le fait que QJ(RI) est

R, = R™1(g) R RGR71g) .

Nous pouvons alors utiliser la relation de fermeture':

-1 Bk + 1 K * -
5(8-R Q) = Z, o (R(a)>\/2k4; L9t (n(n 1q)> -
k vy

Portons dans

I(8) = Z

k vy

1(8)

2k + 1

4x

*

k
E)v‘)\

K K -1 i
) A (R(E)) de ) Ay (R (Q)R> 9“u(R) dR .

On a utilisé le fait que 1t

(R(R—IQ)> —

k

9

- (n‘lcn‘iq)>

et, tenant compte de ce que 1’!.1 est une rotation autour de Oz ,

A ~1 -1 k -1, ~
) ~ <R (§) R R(R a)) )] Ay (R Itn 1&))

It

9“7\1, (R"l(d) R R(R™14) n‘l(n‘lcn) :

Soit (nous ne récrirons pas les gymboles de Kronecker portant sur les indices

de spin) 1

I1(8) = Z
k

Vv

2k + 1

47

" x
2 ) (R(ﬁ)) P

k
A

-1 k ¥
(R (d)) de 9 ap(®) ﬁpu(R) dR .
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2
8n
La dernidre intégrale donne 57+ I Bjk 8‘1&1 6!“ . avec [p1] — A(pl « P) A(n3 ’ q12) [p]
Scit, en portant dans(III.9) onconstate que Pg 3|§’> se sépare en une somme = A(Pl -+ P) [P] R(4)

d'états I[P]Jp,')s.l,7\.2> (I11.22)

[p,] = Alp, «P) Al , q,) [P]Y
J
. Wl = Z 1"7& A, SRR R, - Ay, + 2> [5] 80> ¥ |

1 2
avec et Kk = 7~.(m ,M )
1 f 20 + 1 g ((E))dﬂ& E
= — (P,8) =™ R
‘1'7\'1)2 K 7"17‘2 4 MR 4) - Couplage d'h&licité dans des bases de spins quelconques

: S ; Les formules(III.22)et(II.4) nous permettent de déterminer les
_ o] 2 2 K -1
|[P]Ju 7\1 7\2> = K 8(p") 6<M '"(m1+ mz) ) ;:?‘“fdﬂﬁ E) AL (R (Q)>I[Pl]s[132]:7\1 v7\-2> coefficients de Clebsch—~Gordan dans des bases de spins quelconques. Nous

utilisons les couplages les plus généraux (cf (II1,10) et (III.15))

avec A = A, - }% R et Kk = ':\(mz,mz,Mz) 3
PR b2 {[p.1,lp, 1,0 ,0,|[P], 3,0, 00> = 2M‘/55(1:’-9-13) %
1°7- 97771772 L B - K174 1 2
K est un coefficient de normalisation que nous fixeérons par la relation
J + T ol %" 2 * %2
® 9 R(Q)(l) D (R)@ ()
Pt AP, ALY = 8 ~-P') 6, 8 B o, 8 oy . z MA A, VT AR oM oM,
2 1'72 J3'uu 7\17\1 7\27\2 | 7‘7‘1 0
> (111.23)
1 -1
Nous voyons que 1'&tat |Pju 11 7\2> n'a de composante que sur les états avec : R, = [p1] A (P~ pl) An , q ) [P]
][pi],[pz],ll,'hz) de méme hélici té. 1
-1
R, = [p.] A (P~p)&n y [pl v
Suivant Jacob et WiclJ:7] , nous ne choisirons pas K réel positif, 2 2 Py P2 3’ %2
S, =\
mais K = (-1) 2 ZK' ol K' est réel positif. Ce choix de phase a pour R(Q) = [P]—l Atn q..) (p]
-_ 3 1] L]
but de simplifier les propriétés de transformation par parité de 1l'état J
][P],J,p,?\l,lz) . On s'apercevra en particulier que c'est ce choix de phase
qul donne les formules les plus simples de changement de couplage (passage Sur cette formule deux faits sont clairs @
du couplage {-s & 1'hélicité). Nous pouvons dans ces conditions écrire le
coefficient de Clebsch-Gordan, aprés avoir calculé la normalisation : 1) 15(’-;15133“::-‘199 en ¢, et Py del'stat |[p]j p 7\1 7\2> eat de
-1 + NP, )
L) _l 2 1 »
o g oM /2 J 1 o3 la forme e ; solt une simple phase. En couplage d hé&licité :
A = (- -p. -
(Ip,Lilp,oa A (IPL gnh A ) = C-1) 5(P-p,-p,) 1/4\ - 9 (n(&))

(II1,.22)



1'ambigulté dans le cholx des angles ¢ revient 4 une ambiguilté dans la
phase de 1'é&tat I[P],J,p,KI,K2> .

2) L'&tat |[P],J,p,l1,12> ne dépend pas du choix de 1'onération
R(4) (ou de A(n3 R q12) ) t modifier cette tétrade revient & multiplier R,
ou R & droite par une rotation autour de Oz d'angles respectifs +0(§) et -6(§)

2
qui peut dépendrede § : mais en addition, R(§) est également multiplié 4 droite

par le méme angle et il en r&ésulte une phase ei(l —11+12)6(Q) , en fait
égale € 1 car A\ ::ll- 12 - En particulier 11 est commode pour certains
calculs de choisir pour R({) 1la rotation pure R(Oz - §) dont les angles
d'Euler sont ¢,0,-¢ § 0 et ¢ é&tant les coordonnées sphériques du vecteur

4 .
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D) — COUPLAGE MIXTE

1) - Introduction

L'un des intér8ts du couplage d'hélicité est de pouvoir &ire

utilis® sans changements dans le cas ol certaines masses sont nulles. Il
est toujours commode dans le cas ol 1l'énergie cinétlique est grande devant
la masse au repos. Dans certains problémes - par exemple transition iy pour
les noyaux-,certaines particules sont lourdes, d'autrzcs ont uze masse nulle
ou sont trés relativistes, Un couplage utilisant la base d'hélicité pour
les particules de masse hulle ou de grande vitesse et la base du couplage
{-s pour les particules lourdes e#t utlle dans ce cas, Il existe en thé-
orie relativiste et condult 2 ce que 1l'on a 1'habitude d'appeler un cou-

plage multipolaire.,

2) -~ Bases de spin utilisées

Les &tats de spin de la particile 1 sont décrits dans la base
d'hélicité dans le systéme barycentrique, ceux de la particule 2 sur la
base utilisée dans le couplage [-S .

Soit 1 [p,] = A, (o, «P) Any . q,,) [r]

1

(11I1.24)
[p,] = A, (o, «®) [Pl .

3) - Calcul du couplage

L'intégrale 1(&) de(IIL.9)s'écrit alors 1

-1 54 5 5*
I(&) = dR 65(&8 - R §) 9, (R)) 95 (R) 92¥ (R)
0,9, 1 9,0, MM




avec [RI = [1"']”1 Ahl(qlz , n3) A A(A-lqlz , n3) [p]
-1
R = [p] " Alr]

Utilisant les mémes notations et 1la méme méthode de calcul que dans le cas
de 1'hélicité, il vient !

2k + 1 k -1, - 1 % J

I(8) = 5 ( ) 9) D 2 (R

0_10_;0_203 kg o u0,1<R(3)> [dR (R Q) (R ) °‘2°-2(R) L )
Vv

De plus RI = RHI(Q)R R(R“IQ) est une rotation autour de 0z : on peut

réunir les deux premiéres matrices rotation sous 1l'intégrale en une seule

I(8) — \_\21‘ + 1 (R(ﬁ)) [d‘a ok o < R 1(q)R R(R1Q) R"I(R'lq)>
1%

V

y 92 (R) o) (R)
0% HH

H

2k +1 ok ( ) k < / 3"
L R(&) ) &+ 7 (§)) | ar 9 ,(R) 9 (R) 2° (R)
kz an % 019y Oy ) 2% it

2
2;]+1

k -
= 2k 47‘, 1(1%(&)) 60'10‘1 ®0‘1a< l(d) (kszacré];]p) (kszuo— [ =22
kv

Portons ce résultat dans 1'équation (43), 11 vient t

M3
Pp o 12) = Zwml [EJPFTH RN

_ 1 2k + 1 k
4’1:11 - K ‘/-@7\10*2(1)’3) 4% 2_1 + 1 Z<ks ”o-zl‘jm gv?\1<n(m>

s oe
v T AR R B
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. o) 2 2 ‘/c)r k -1
[[P], 3,60, > = K 8(P") e(m ~(m +m,) = d Q. ZQMRG m) X

78

<k82a0'2|.j|.l) |[p1],[p2].7\1,0'2>

La normalisation est fixée par :

(P13 0" k" M [P]L dyu, k0 ) = 8P - P7) 8,58y Bqu B et

D'od le coefficient de Clebsch—-Gordan assocl& au couplage mixte !

[ (o, 11 [p, o0 | [PTs ot KA )

~ &P - ——174- Z(;;szacrzldu) 9" (n(q\) e
(11I.25)
avec Ep1] = A‘P (p1 « P) JfL(n3 . q12) [p]

1

[92] = Acpchz « p) [1?]

4) ~ Couplage avec des tétrades quelconques

Les formules (I11.25) et (I1.4) nous permettient de déterminer le coef-

ficient de Clebsch-Gordan dans des bases de spin quelcongues

<[p1] ] [pzllo-ldzl[P] :Jl-lsk:"\l)

o /o — * (s );
= ZT’I &5(p - 1-' pz)\ /_41—'- <k82(XT2|JIJ.> ? ?‘1<R(Q)> (R )
Tl
(sz)
x 9% (R,) (111.26)
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avec R.= [p] " A (P » p.) Aln q y [p]
1 Py 9 1 a ' Y2 E) - CHANGEMENT DE COUPLAGE
-1 ] (111.26)
= A (p~ P .
Rp = [p,] <P2( p,)
1) — Caractdre complet des divers modes de couplage

Comme dans le cas du couplage d'hélicité, 1'é&tat I[P]J p,k,11>>ne dépend I1 est facile de vérifier que les transformations dé&finies par
pas du choix particulier de 1'opération A(na ' q12) . Enfin sa dépendance les coefficients de Clebsch—-Gordan (III.13), (II1.23) ou (III.26) sont unltaires i
en ¢, est une simple phase. La dépendance en ¢, est compliquée. En effet des bases d'états [[P],j,u,n) od m désigne 1le para-

mdtre de dég&nerescence sont orthonormées:

{{el, 3,u,m|[P',3",0' ') = & -P')&,,,8 ,8&

330 pp' M’

et d'autre part elles sont compldtes, c'est-d-dire que 1l'opérateur

: Z fI[P].J.u,TO d*p (p 3 u m

Jun

est 1'opérateur ildentité.

On voit aprés quelques manipulations de coefficients de Clebsch-Gordan que
, ce résultat est du aux relations de fermeture pour les fonctions angulaires
utilisées,

»
A Ay § 23 +1 gJ A /24 +1 Ay
g - q') = ~an 9“1 (R(Q)> I 9“1 (R(q ))

Ju

qui se raménent £ la formule habituelle des harmoniques sphériques dans le

cas A =0 .

Nous pouvons &crire les formules d'unitarité pour les coefficients
de Clebsch-Gordan 1t

Y

dp, dp
Z /zw—l ﬁ% (lel,3,0mllp, 1,00, ) 0 00,) {Ip, 1.l ) 0y 0y ([P ], 907 m* )

1 2

n

5(p - PY) BJJ. Ouu' Brm‘ (111.27)

I
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Z /dP (p,1,lp 1,0 ,0, 11, 3,,m) <[P1, 4,u,m[[p1, (0,07 ,ol)

Jun

_ - _ "'>' - - _,.,
= 20, 5(p1 pl) 20, a(p2 pz) ao_lo_i 6"20"5

de t -
aﬂﬂ' signe sol 612' 855, (couplage !-a)
]
Bk X ﬁk A1 (couplage d'hélicitd)
11 2 2
akk’ 6k1ki (couplage mixte)

2) ~ Changements de couplages

Les bases d'&tats correspondant aux divers modes de couplage
8tant orthonormées et compldtes, 11 est intéressant de connaftre les for-
mules de passage de 1'une & 1'autre. Pour les déterminer il suffit de mul-

tiplier les transformations orthogonales du type (I1I}.27) .

Pour caelculer ([P'l,j',p',lllzf[P],J,p,l,s> , nous intercalons
une décomposition de 1’identité sur une base d'états ol le spin est mesuré

sur les tétrades du couplage l(-s , soit ¢

EN PR LPTARY SR NN 15 JPR AT A AR z /([p'],J'.u',klle[pll,[pzl,ai,crz>
“1%

RPN W P | ST
E(:)-; Eﬂg pl ’ Pz '0-1'0-2 Pl,d,u, ,B> .

Une fonction &(P - P') résulte de la conservation de 1'énergie impulsionm.

Pour la définition de 1'état en couplage d'hélicité on a choisi pour R(q)

(I11.27)
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la rotation pure amenant Oz sur ﬁ .

Enfin on a pris [pl] = AP ~ pi) [p]
[pz] = AP ~» pz) (p] .
Il vient 1@
dp, dp, .2
— 1 _2 & ) - J+1
(7\.17\2[.',8) = z /Zwl 2w2 ‘7:- &(p p') &(p Pl Pz) o
01%

X Ej' R(Q) (-1)52_ 12 9?1 (R.) @sz (R,.) {temt|ju) (s 8 O'G'IBT>'Ym (q) .
pa e oM 1 Toh, 2 K7 3818591 t
mT

Utilisant les valeurs de '[pl] et [pz] dans 1l'expres-ion de R1 et R2
de 1'équation (II1.23),0n obtient 1@

I

R, = [p]7! A )y [p] R(Q)

y 4

3 12

— -1 . . ah
R, = [P] An, > q ) [ply = R(G) x Y

ol Y est une rotation de ® autour de l'axe Oy .

I1 vient ¢
8 # a % 8 ¥
92 (R) = ) 92 (R(’&))‘-"DZ(Y)
Tphy 2 THg kg
Ho
8 % 8 - A
—_ 2 '~ 2 2 .
— 9Dc_ Y (R(q)) (-1) ’
2
d'ol 5 . 51* . 32*
_ - Dt o
(A les)y = 8P - )fdna Z AN (n(@) 9“1"1 (ncq)> @cz,\z (R(q))
0102
mT
P
x (zsmT[Jp> <Elszcioé|8T> le(q)



Tenant compte de ce que

*
m A 20 + 1 [ P
= D R .
Y ,(3) an o < (q)>
on B quatre matrices de rotation intéressant la méme rotation. On les coupile
& 1'aide des coefficients de Clebsch-Gordan, puils on intédgre sur les varia-

bles angulaires et il reste une somme sur six coefficients de Clebsch—-Gordan.s

Grice aux relations d'orthogonalité utilisées deux fols on obtilent o

JJ' ]
& , et deux coefficients de Clebsch-Gordan.
By
D'od la formule 1
(020 P T WY S 1 BT AL D
- P 2t + 1 - A I1I.28
5(p — P') BJJ, sup, T (slszll 7\.2|s7\.> (tsor|n) ( )

e e o ot B i e ey e i . . Tt 2yt 0 s o

On procéde de facon analogue en intercalant 1'unité mesurée sur

une base de spin qui est celle adaptée au couplage mixte.

([P']:J's!—l'!kv?\;I[P]tJ.}l,llylz) =

df;l d32 1,370tk A e e In o) (lo, 1lp In o, [[PIgun 00
Z/ﬁ: 5“?2—<[P]'J 'k M e, dlpyh o ) Cley llp, I o [P ISR,
Q.
2

- - o 20 +1 /2 1
573111 > / dg  &(P P') skml <R(<I)> (kszmwzlj’.u' ), / T 34;:
g.m
2

. o (n(ﬁ)) 9 2 (R(G)) .
pk Gékz

Aprés couplage des matrices rotation, puis intégration sur ﬁ , et utilisation
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de 1'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan, 11 vient !

<[p']!.j1:}-l!:k:7\;_l[P],J,p,?\112> = «

2k + 1
sp ~ P 6, B 6?\,1?\1\ /53-%—1_ (kay, A= M|y . (1I11.29)

¢) Passage du_couplage mixte au couplage l-s

st e e e o e g e i

On intercale 1'identit® décomposée cette fois sur les &tats
propres de 1'impulsion totale, du moment cinétique total, et des hé&licités.

([p*],3" vl—l':knkil[PJJpls> =

Z /([P‘].J'p’kliI[P"]JMKIK2> a*pr (e Tor A [ [Pguta) &
JMkikQ

En utilisant (III.28) et (IXI.29) il vient :

( . ' . 2k + 1 28 + 1
P 1,3 ,0%,k ! = ~ p* \/

x Z(alsz l;—12|s7t> (t s orl3n) <k s, k;-lej A . (I11,30)
A

51 on utilise les coefficlenta 63 de Wigner ou les coefficients W de
Racah, 1l vient 1

: ([13-]3,’“-,1:,7\; [[P],d,ust,8) =

J+s_ 48 +¢ s

s 8
&p ~p') & ] - b2 PR
{ ( ) 33 app' V(28 + 1)(28 + 1) (~1) <551°1;|k11> [ J !k

\

= 8PP 8,8 V(2 + 1)(28 + 1) (s ] [kA ) W(s, s, ¢ ils ®) «(111.31)

)
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Remarque : On a donné les coefficients de changements de couplages unique-
ment dans le cas ol dans les équations (III.13), (III.23) et (III.26) on =
fait @1 = ¢2 = 0, cas d'usage courant. Dans les autres cas des phases sont
& prévoir dans (III.38) et (III.28) ce qui entratne un résultat beaucoup plus
compliqué pour (III.31).
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F) - EXPRESSION DES COUPLAGES DANS LES BASES SPINORIELLES, ACTION DES OPERATIONS
DISCRETES

1) - Expression du couplage ¢~s dans les bases spinorielles

Nous avons introdult les bases spinorielles au chapitre II, pour
les états & une particule., On peut falre-de méme pour les états & deux parti-

cules I[pl], [pz], oy s °§> et pour 1l'état l[P],j,p,&,s) on définira par

exemple 3
1P, 20, 0A 0A,Y = 1lp 1ulpyLoos sy 2.2, (T0,07) 2.2, (o, T
PyaPgsfiysfa/ = ILPy141P5 1T, 1T, oA Py Oyhy Py
[[P1,5,4,8,8) = [[P],a',u,e,sMﬂ,A([P]’l) .

On peut ainsl calculer le coefficient de Clebsh-Gordan dans la base spino-
rielle :

8

o~ 1
<p1,p2,A1 ’A2 |P:JJA:‘619> = Z 9!1 B (A‘P1(P “’Pl))

B, ,By 11
o)
9A232 (Acpz(P - p2)> (s,8,BB,|sB) (¢ scB|sa) (111.32)
2 MJ/2 + 2 ) c
Y, (p,,p,)
11/4 ‘/—1 .g 1’ 2 H

Yz(pl,pz) est 1'harmonique sphérique solide conatruit avec le semi bivec—

—+
teur e(pl,pz) . Dang le calcul précédent, on obtient en fait 1'expression :

Z Q)fc ([p]‘l) @ | (111.33)

m

on vérifie aisément que 1t
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1) 1'expression (0I.33) ne dépend pas en fait de la tétrade [P]
associée & P . C'est donc uniquement une fonction des vecteurs P et d 5
c'est-a~-dire une fonction de P, et Py -

2) Cette fonction de p, et p2 est covariante par transformation

1
C
de Lorentz, c'est-a-dire 4 méme loi de transformation que la fonction Ya(pl,pz)

c _ ct 2 -1
Yg(Apl,Apz) = Z Ye fpl.pz) ®C,C(A ) . (111.34)

3) Il suffit donc de se pls = dans un systéme particulier pour
trouver le coefficient de proportionnalité. On choigit comme systéme parti-
culier celui ou P est axe des temps : 1l'expression (III.33) vaut alors
simplement Yg(ftb et la fonction Y%(pl,pz'} vaut (+ Mq)8 Ynal(/&). q est la

longueur de l'impulsion relative dans le centre de masse on a :

Mg = -%-\/l(s,mf,mg) .

D'oli la relation :

2
L -1 m " + 2 o}
é D [p] ) Y,(q) = (-—-) Y, (p.,p,) . (III1.35)
- m{:( £ ™ £ 1'% 2

La relation (III.32) permet de vérifier facilement les lois de covariance des
états |P,J,4,8,s)

UCA) [P, ,4,8,8) = |AP,3,A%,8,s) ai,A(A) .

Pour le faire, on utilise la propriété de covariance des fonctions A¢(P —>p2) H

A"lA(P (P op)A = A (AP ~4p) .
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On voit également que 1l'on pourrait définir des états |P,j,A,6,s> d'un

A,B
porte quelle fonction de (P,pl) » ayant la propriété de covariance analogue :

-

S
nouveau type, en mettant, & la place des fonctions % 1 (A¢ P ->p1)) n'im-
1

- -1,
D <A¢(Ap —*Apl)) = 9(A 7)) 9D <A¢(P —rpl)) D(A) .

En particulier, la matrice identité (donc indépendante de P et pll) a la

covariance indiquée, Néanmoins ce type de couplage £~s est d'un maniement

peu commode,

Notons 1'expression du couplage £-s dans 1'autre base spinorielle,
(formule analogue & (III.32)) :

~ S -1
B, 11\L%

8 -1
2 t \
9A232 ( [Acpz(P - pz)] ) (s,8,B.B,|sB) ¢ scBam) (111.36)

2M /2 (-—2
A4 VE

£

oC
) Y, (pl.pz) s
avec 1

- 2 ~0 ¥ ~
(EY YE (pl,pz) = ; QDmC ([P]f> Yg(q) . (II1,37).

2) - Action des opérations discrétes

Pour déterminer 1'action de la parité et du renversement du sens du

temps, il est commode d'opérer dans les bases spinorielles : on a alors
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-, -1
. (0,ba) = A“(t-=P)gq
_ PN ’ 12
U(n)lplxpz,AI:A2> = 1’11'?']2 ﬁ_’fz,Al’A2> . )
- -
(0,9) = A “(t-P) i@.

Nous nous restreindrons dans la sulte au cas cpl = cp2 =0 .0On a alors

(N étant le facteur de Normalisation) : i . - -
or A(t —»P) = IIA(t ~P)II , II étant 1l'opération parité. D'ou (0,q) = II(C,q).

dp. dp. .
UMD [P, 3,As8ss) = | =% =2 5(P-p,~p,) 2% _ (AP —p)
S2 c 7 1 JE N\
i m, ~
9A2B2 (A(P - p2)> N <5152B1B2ISB> (¢scB IJA> YE(B},’E_?_) = 9. (A(t - P) >Y6(—q) ( > >

C A

¥ | )

2” ([p]’f) -1>° ¥5Q) ( s )6

Nous devons faire le changement de variable : c

(pl,pz) - (pl’p2) .

Enfin, & la relation entre transformation de Lorentz :

En appliquant (II.35), on a :

¥/
c P) -
Yolpyopy) = D, <[£] 1) YE(E) (J;) ?

AR~ p)) = T AP = p)I

T —

correspond la relation analogue entre matrices uni-modulaires :

-
représente la direction de 1'impulsion relative de et dans leur -
4 P P P2 AR - p) = [A® -p I,
centre de masse, 8i 1'on prend la transformation de Lorentz pure transformant 1 1
l'axe des temps en P , pour définir la tétrade de P (de méme pour P), on a
alors : En tenant compte de toutes ces relations, l'action de U(Il) sur l'état

|P,3,4,2,8) s'en déduit :
[p]l = [pI7* = [pt

' udIm [PrjaA:’e':S) = 7117’]2(—1)8 IE,J:IE,@.S) . (I11.39)
~ ~ .
et qg = ~-q

-

. ) On a bien la loi de transformation classique. Notons qu'on peut prendre
Cette derniere relation se vérifie aisément si on se souvient que le quadri-—

- ~ ¢ = II pour les particules de spin entier, car on a alors la relation entre
vecteur (0, q) dont q est la direction, est alors égal 1
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transformation de Lorentz

A (p ~*p1) = TIA

=% - -1 =7 (P-+p1)1'1

& laquelle correspond une relation au signe prés pour les matrices uni-modu-

laires correspondantes :

Aﬂ(zai) = t{ﬂﬂ(P-r pl)] .

Le signe éventuel n'a pas de conséquence pour les spins entiers,
En général, on peut montrer que l'opération parité transformera 1'état
|P,j,A,8,B> définl avec les angles ~9, et 9, - S1 les spins sont entiers,

le signe apparaissant est seulement nlnz(-l)6 - 8i 1'un (ou les deux) spins

sont demi entier, un signe supplémentaire peut apparaltre.

3) —- Action de 1'inversion totale

Il est plus simple, pour étudier l'action de 1l'opérateur U(IIT) de
travailler sur la forme (III.12) des coefficients de couplage. En effet :

5 8
— T L} 1 2

avec [pl]‘= AP —*pl)[P] . D'ol :

2 2
dp, dp
U [P, g, 1y 8,80 = f—zf-—z-&)-z— 5(p -5’1 -5’2) N
1 ““2

(slszcrlcrzlsr) (esm 7|ju)d Y‘?‘(’c})
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) ) 1 2
|[p,1.[p,):0},05) D1 (€ D5 (©) .

En utillisant :

11 272

~~ 'z £
YZ"' & = Y'E(’q‘) 9, (©) 1),
on obtient 3
UAIT) [P, 5, 1s8,8) = -1)% 0.7 [P, 3,07 ,8,8) 2d, (© .
rdaHet, - 1 g 1F2ds 2y P'P
On aura donc les formules sulvantes 3
. . ' 3
um [[P1,3,18,2,8) = %' DB 350700080 2 ([z]ﬂﬂ)
¢ '
u@r) |[p1,4,8,,87 = ; nmy (-8R, 3,00 6,8) 92, (©)
U |[Pldwe,s) = l[g],j,u',e,sm;,“([g]f[p}e).

t

o

On peut faire des calculs analogues dans le cas des autres modes

de couplages. Nous donnerons simplement les résultats 3

Couplage d'hélicité

U |[P1,ds0s0y 02y = NyMy(=1)

UCT) |[P1, 35100 2Ry )= MMy (<1)

-5,~8

! 2][2],j,p',—11,-l2> Qilp (FE]T[?]>

J-slqszl[p] I GO R S (o)
?J-’P’ ¥ 17 2 lJ"P'

um 1L oy 2y = D 2L w7 0, 8l ([g]f[ch) :

oo

(II1.40)

(III.41)

(I11.42)
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Couplage mixte

k—-g
- - 1 r o, L J
Y| R N R R O 13 BN ([gmp])
k-sl i
ucn'r)l[p],j,p,k,kl): N,y (1) I[P],j,p',k,-?\J‘)%“.“GC) (111.43)

U |[P1, 300k, > = l[l:.],d,p'.k.'»\l>ﬂ)ft.H <[£]f[P]c> .

G) - CAS DE LA MASSE NULLE

Nous allons voir que le produit de deux représentations dont une
au moins appartient & la masse nulle, se traite de fagcon analogue au cas déja
étudié ol les deux masses sont différentes de zéro, & condition d'utiliser pour
les particules de masse nulle, les Jjauges de radiation dens le systéme du cen-
tre de masse qui possddent des propriétés analogues 4 celles des tétrades
d'h&licité pour une particule de masse non nulle. Nous ne traiterons que le cas
ol 1'impulsion totale n'est pas de carré nul (1'impulsion totale ne pouvent
&tre du genre lumidre que sur le bord du spectre, dans le cas ol les deux mas-—
ses sont nulles). On peut utiliser pour effectuer la réduction, le formalisme

résumé dans la formule (III.9)8 condition de remplacer pour les particules de

-i
masse nulle les matrices de rotation par les e Ap correspondants.

Néanmoins, il est facile de voir que si l'on choisit les jauses de
radiation dans le systéme du centre de masse, d'une facon analogue auX tétrades
d'hélicité pour le cas d'une masse non nulle, la phase e'-”u'P , 8'identifie
alors 4 la matrice E;%K(Rl) qui apparatt dans(III,0)pour une masse non nulle,
et 1'intégrale sur le groupe des rotations se fait de la méme facon et conduit

atx mfmes résultats.
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Pour cela, il faut convenir de choisir les axes -nl(pl) ot nz(pl)
comme transformés des axes nl(P) et nz(P) par A(na(P),qlz) (opération
du petit groupe de P amenant nB(P) sur q12),

avec P = p1 + pz
' 2
1 m1
{a,, = '5<p1— Py - ? P) si m, =0 (III.44)
| —_ —
9o = 3 (P,m ) 8L omy=m =0 .

Les vecteurs ni(pl) et nz(pl) sont bilen les mémes vecteurs que les vecteurs
1 et 2 d'une tétrade d'hélicité associée & une particule de masse non nulle,
1'4mpulsion est dans le plan (pl,pz) . I1 est clair alors qu'une rotation A(P)
du petit groupe de P ge tradulra par une phase qui est la méme dans le cas
d'une particule de masse nulle, que dans le cas d'une particule massive repérée
en h8licit& puisqu’elle repdre dans les deux cas la méme rotation ! la rotatiom

d'angle ¢ autour du 2~plan P,p , qii améne respectivement

A(P) nl(pl) et A(P) nz(pz) sur nl(A(P)pI) ot n, (4(P)p,)

8 En d'autres termes, oh peut identifier le facteur e—il1¢ au facteur

1 -ix
F) (R) = e "1¥gp v qui apparaft dans (IIL9)si la masse de la particule

1 n'est pas nulle. R1 est bien alors une rotation autour de 0Oz comme le

montre 1'expressicm ¢

— [p7ip - y
Ry = [PT7A  (ny,q,,) AP Ay, A71P) q 0P

-1 |
ocbtenue en calculant R = [PI] Acp) [A (P)p1] avec les tétrades d'héli-
cité définles par (I1I1.20).

Le calcul du coefficient de couplage reste donc le méme gque celul
d'un couplage d‘hélicité 12

on suppose m, =0 et m, différent ou é&gal & zéro R
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<[P1]l[p2]rhlilzl[P]sJ:P:hlllz>

(I11.45)
8_-A X 1
= () 2P M2 931 (n('&)) 2lEl  5(p - p,~ py)
M=
‘ ( A -1
avec R(Q) = [P] A<n3(P),q12> [p]
A = ?\.1 - 7\2
1 [p,] = Alm; > p)) Aay(P)ya,,) [P]
[p,] = &P >p) An,(P)q,) [Pl Y st my #oO
L = A(ﬂz'* pz) A(na(P).qlz) [p] v 8i m, =0 .

Pour les particules de masse nulle, on a choisi pour f: le vecteur de compo-

santes (1,0,0,1) c'est-d-dire B = =+ n3(§) « Enfin, =«

vecteurs du genre lumidre définis comme suit 1

1 at g sont deux

[
P 2M oM
= B o4q —=r _ - = p (84 m, = 0)
17 M1z 2 2 2?2 1 1
{ 2 2
(111.46)
P 2 2
= - - == e wuand m, —m_ — O
T2 T Mt M M P2 b 1~ "2 .

Enfin A(‘Jtl - pi) est la transformation de Lorentz pure dans le

2-plan du genre temps contenant P et p , telle que A('Jtl - pl)-;t1 = P,

ce qui est possible car les vecteurs 911 et P, sont colinbaires. Cecli déter-
mine bien de facon unique cette transformation, 1'angle hyperbolique ¢ qui

P
lul est associ&, &tant donnd par e = ﬂ—l .
1

\.

r-
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On vérifie alors aisément que [plj tranaforme bien 3 , ni(lg) '
nz(f’) dans les axes voulus Py » A(nS(P),qiz) ni(P) et A(nB(P).QIZ'l nz(P)

(propri#té analogue pour [pz] dens le cas m, =0), .

Si on veut exprimer 1'é&tat I[P],J,p,'hl ,7\2> par son produit scalaire
sur des’é&tats |[p1],[p2],7\1,0‘2> , on obtient dans le cas ou m,, ;/:0 t

<[p1] :[pz] 17\1 10‘2 , [P] rjruvllv'}‘g)

I

M= m, o,
(I11.47)

R, = [pz]"1 AP > p,) Angya ) [P] Y

q>1 est l'angle de la rotation associbe 8 1'opération du petit groupe de «pl

. -1

égale & ¢ [pI] .A.('Jt1 - p1) M“a’qm) {p] a
Une relation enalogue s'obtient dans le cas ou m, =0,
-1
-ir,9,{[p,] "Alx, + p.) Aln_,q ) [P]}
2

la phase e 2 2 2 2 312 remplacant alors la ma~—

8
trice 9 27\. -

O2%g

Conme dans le cas du couplage d'hélicité des particules massives, on
vérifie aisément que 1'&tat IrP],J,p,KI,kZ) ne dépend pas du choix particulier
effectud pour A(na,qlz) « Enfin, dans le cas m, =0, et m, ,%_o , on peut
effectuer un couplage mixte t le spin de la particule massive est décrit dans
une tétrade analogue & celles utilisées en couplage {-3 . Le coefficient de cou-

plage s'écrit comme suit

e, Lulp,)un 00, [ [P, 4508,0 )
(111.48)

2M *
= 50 - p,- p2>ﬁ ) Gk ny x als o\ fEEL o ()
o

-A_ —-iA 9, =8
2M V2 _ 31 A% A T2 T B
E 2 0P pT Ry § :5x,11-x2 /™ 9@(‘“‘“) (-1 e o,

(R,)
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avac ; [pl] — A(ﬂ'.l > Pl) A(nsquz) [P]
4 [p2] = A(P ~» pz) [r] (I11.49)
'R(Q) = [p]‘iAcns,qiz) [p]

81 1'on utilige des tétrades (ou triades) quelconques, on a &

e
<[p1]’[pzj’lllo'zl[Pj?J’“’kfl1>
%
2M 2 k + 1 k A
= O(P - p.~ p,) (k 8 « Ogld p) 9 (F(qi)
1" Pe? 2% 2 * %2 / 4x o).
M=m é';
8 )
2 1'1
X 9)0_0_,(112) e (L11.50)
ﬁ 22
[ . -1
avec R, = {pz] A(p > pz) [p]
{
? est 1'angle associé & 1"opération du petit proupe de Py &pal
-1
k L& 1 [pl] -A-(T:l - pl) A(nqu12) [P] -

Nous avons vu que le cas d'une masse nulle se traite exactement de

fagon analogue au cas des particules massives en couplage d'hélicité.
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On peut établir la relation entre le couplage mixte et les dévelop—
pements multipolaires considérés habituellement, en utilisant la formule sui~

vante, valable pour k entier et A >0 1@

-, A -3 A
V/r-EE:I——' gkﬂ (R(a)) [?FQ)ig . [Eq(Q)jg Yk(a)
47 m,E A\ m

v (k=A+1) (k—A+2) ... (k+Q)

11

aveclgta):-?l(q)-—ieg(q) ; e=211,

gi(q) et ;;(q) sont les transformés respectifs des vecteurs uni-

P
taires de 1'axe Ox et Oy par R(q).

S T ="
€q = i d X Vq .
Enfin ® @M _PrA » X, X een Xp ¥y eae ¥y
DS T Wl A 1 s
Dans le cas du spin 1 , on obtlent 1
- - -
\/—m K ~ (e (a) 31 ez(q)).&? ~
= Qm +1(R(q)) = Yﬁ(q)
r- v k(k+1)
- - -
e, (qQ).2 e (0.(ax2)
= 2L (g s g RO
v k(k+1) v k(1)

qui sont bien les combinaisons des harmoniques sphériques vectoriels corres-—

pondant aux états d'hélicité,
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CHAPITRE IV

ETATS A PLUS DE DEUX PARTICULES

A) - COUPLAGES CLASSIQUES POUR LES SYSTEMES DE TROIS PARTICULES

Du point de vue de l'invariance relativiste, un systéme de trois
particules peut &tre décrit par le produilt tensoriel de trois représenta-

tions du groupe de Poincaré, définies par les masses m m_etm et

1’72 3"’
les spilns sl ' 52 et 53 -

Un procédé classique pour réduire ce prodult comsiste d'abord &
réduire le produit des deux premidres représentations en une somme d'irré-
ductibles, dont on couple chaque terme avec la troisiéme. Ce procédé est
utilisé couramment pour le groupe des rotations et a le désavantage d'op&-
rer de fagcon dissymétrique. D'autre part, les coefficients de recouplage
dont de tels procédés ne manqueront pas de nécessiter 1'utilisation, sont
assez compliqués, car en dehors de la partie rotetionnelle ,ils comportent
des termes cinématiques dus & la non coincldence du centre de masse total

et du centre de masase partiel de deux des trois particules.,
Nous allons donner divers exemples de ces couplages !

a) Couplage l-s

Nous couplons d'abord les deux particules 1 et 2 pour former
1'état |[p12],312,“12,312,s12) en utilisant (IXI.13);les tétrades utilisées
;pIJ et [pz] sont quelconques, Mous couplors ensulte les reprécentations
\12) et (3) et appliquons 4 nouveau(IIL13).I1 vient (M(12) esf la masse de

la représentation formée avec les particules 1 et 2 )i

{
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<[p1]’[pzl'[paj"r1’“2"ral[p(m)s]duz)s Keizya L)z Saiz)s M2y Jazy iz E'(1:3)>

2,0 V2 - v

= ,1/4f 2 2 2 © L1/4 2 2 2
A '
(m 12'™ 3™ 123) ATAmT M

Zoiz 83 H1g T31%193 T1p3”

m m
(12)3 [~ 12 A
(t23 %125 ™12 1251901233 H(12)3” o1z <q(12)3) (81827152 1%15% 57 Yo Cgp)

®12
) 2,

-1
CCyp By Mg Typldyp My 15712 <[p12] AP o3 7 Pyp) [p123])

8 8
1 -1 R 2 -1 R
90_111 ([pl.n Alp,, ~ py) [p12]> 90,912 ([pz] Ap,, = p,) [p12]>

2 2 53 -1
5 (p(igy3 = Py = Py " p3)5(("1 * Py) M(12)) Qo.a,ra([pal APy 57 Pg) [p123]>
En choisissant [p12] = A(plza - p12) [p123] , on obtient

([pI]'[pz]'[p3]’°'1'°- 1 T, 2

2 3|[p123],3123,p123,l(12)3 a(12)3 n 12'512 5(12) B(12)>

2 2
gM M & -p.~P,"p,) & - ‘
121123 O(Pyp37P Py Py) Sn™ ) =(py 1)) (s,a,t.1 [8 . 7..) x
N 1°2"1 21712712

B 1/4f 2 2 2 1/4f 2 2
A (m 17" o™ 12) A <m 12'™ g'™ 12%)
t
< 12812T12m12IJ12“12><j1253“12T3ls(12)3'c(12)3x£(12)33(12)3’"(12)3":(12\3"1(12)3“(1213>

m u 8
12, (12)3 [ -1
x Y,)°G.) Y ( ) g 1 ( > -
Lo 99 t12y3 912)3 o, ["1:I Alpy, > ) AR 0 > p ) [‘E'ma:I

8
2 -1 .
D > > 3 -1 -
"o, <[92] Mpyg > Py) Mg > pyp) [p123]> % <[p3] Alp, o5 = Py [p123]>'

3 3
\

.(Ivol)
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N P
Les notations sont &videntes, sauf en ce qul concerne d5 et q(12)3

- 312 est la direction de 1'impulsion relative ., des deux

particules 1 et 2 , mesurée dans le systéme assoclé au centre de masse de

ces deux particules.

3(12)3 eat la direction mesurée dans le systéme du centre de
masse total , du vecteur impulsion relative de {1,2) et (3), c'est-d-dire 1
S S _m12_“'3p>
Ui2)3 = 2 \P12” P3 mﬁ”“"' 123
123

On peut &galement définir a;z comme la direction mesurée dans le systéme

du centre de masse total , du vecteur 1

q!

= t bi rthogonal 4 e
19 ——.A(Plz - P123) q12 , (vecteur qui es en orthogo P

123

S i A i ot et ) ——

On procdde de fagon analogue ! on peut &crire le coefficient de

Clebsch-Gordan en appliquant deux fois la formule (111.23)

r‘
<[p1]’[p21’[‘:'3]"”1":"2”""‘3l[‘:'m:sl"1123’“123"112’""212’?'1’7‘2"7‘3’7‘12>
E 3
8 M, M, g 8(p 5= Py~ Py~ Py) 23;5 +1 ®‘112 R(q )>
(}(m LY 12) AMm 1o 5ol 123)

g8 — h_+ é - A
et i 123 Yog A _yC2 "2v s M
? O ) (R(quz.s))) x (-1)

“123 12”3

9 x <[ Mpms > Py) Mg 5 ay, 4) (p 53] Y)

Pig) AWy 1 ay, o) [pms])
g Mng 1955 5 [p123]Y>

x & (m - (p + P, ) ) o (Iv.2)

....1 -
X 7‘1 <[p1] i‘~(1:'12 > ) A(n (p o) q12) A(1:'123

2 —
% 50'2}\ <[p2 AMpy, > p,) Ang(p ), ) Mpoy > P
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Rappelons quelques notatlons 1!

g 3 est d&finil au paragraphe précédent.
H
- d
A(n3 s q12,3) désigne une opération du petit groupe de Pios amenan
H )
ny(p,o5) sUT 9y 5 ¢ ot -
~ -1
R(4;, 3) = [pp5] = Alng » 95,3 (P53l
A(ns(plz),qlz) es: une opération du petit groupe de Pio amenant
:
n3(p12) sur q_, et
A -1
) = A
R(d,, [pp] * Mg s a0 I,
' = n
ayec L, 5] Mpy, « Pipy) Mgy, o) [p) 551

Les cholx des deux op&rations A A
p (ns(p123)’ ) et (ns(plz)ﬂlz) sont

%Ya,3
arbitralres.

En remsrque nous pouvons dire que ces expressions (couplage 2-s
et hélicité),we simplifient notablement si on choisit les bases de spin
appropriées pour les trois particules, de fafon d faire disparalitre les ma-
triceé rotation d'indices S, 52 et 53 « Ces bases de spin sont malheureu-
sement assez compliqué&es et rompent la symétrie entre les trois particules.

Toute combinaison entre les dlvers modes de couplages est possible
et donne lieu & des formules analogiues . Si on dispose de plus de trois par-—
ticules, on peut procéder par couplapes successifs, et ainsi &crire des for-
mules analogues ! les impulsions de chacune des particules doivent &tre
repérées dans le systéme du centre de masse total, aprés y avoir &t& ramenées
par une sulte de transformation de Lorentz convenables (avec ou sans "rotation™

supplémentaire suivant le mode de couplage utilisé).

Enfin sl 1'on désire les formules les pluy simples, il faut modifijer
les bases de spins appropriées pour toutes les particules, toutes les fols que

l'on y joint une particule supplémentaire.
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B) - CAS GENERAL : SYSTEME A n PARTICULES

1) - Le modéle de la toupie sphadrique

Pour un systéme 4 n particules, on peut procéder par couplages
successifs, mals cette méthode devient trés lourde lorsque le nombre de parti-
cules augmente. Il est possible de procéder d une facon compldédtement différente,
et beaucoup plus symetrique. L'idée tient dans la remarque suivante t si 1'on
dispose de plus de deux particules, on peut attacher rigidement au systéme des
impulsions, un systéme d'axes dont les divers vecteurs de base se transforme-—
ront comme les lmpulsions par une transformation de Lorentz. En conséquence,
la projection du moment cinétique total, de m@me que la projection du moment
cinétique propre de chaque particule sur de tels axes seront invariants de Lo-
rentz, et pourront &tre utilisés pour lever la dégénérescence . D&J4 utilisé
en mécanique non relativiste dans les problémes de physique nucléaire, ce procé—~
dé a &té introduit assez récemment en mécanigue relativiste, en particulier par

[36]

M. Kummer « Pour trois particules, des versions directement utilisables pour

les analyses phénoménclogiques ont &té données en particulier par Bermen et

Jacob[37J

Nous &tudions un systéme de n particules, c'est-d-dire la repré-
sentation du groupe de Poindar& {produit tensoriel de n représentations

irréductibles). Une transformation de Poincaré est représent&e par 1!

U(E,A) |[p1].[p2],..-,[pn],ﬁi aan Gh)

:;{1 [ }E:QES;i (Lﬂpi]~1 A[pi3> ei Apy.a } % I[Apll oo [p 1,08 oun a2)-
i a,

i

A cause des lois de transfurmation par translation , 1'é&tat ][pI]...[pn],Ui on e Gh>

n'a de composantes que sur les vecteurs index&s par 1'impulsion P ::Z:pi ;

{(donc tels que M2 ::(Epi)2 Ya
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Le spectre du carr® de 1'impulsion totale commence & la valeur propre

(m + m,. + saa + 1 )2 ™
1 2 n

A tout quadrivecteur P tel que Po >0 et P2 ] zgj(mf) N
1

nous associons une transformation de Lorentz [P] interprétée comme celle
amenant le systéme de base désigné par [ﬁ ] sur la tétrade de P . g est
un vecteur de référence, par exemple porté par i'axe des temps. Nous pouvons
alors définir une relation d'équivalence entre deux systé@mes d'impulsions
(pysanep ) ot (pl,aaapl) 1 (p,P,
une transformation de Lorentz amenant p, sur pl yees P BUT p; -

~ ] t t '
,a-apn) (pi,p2,¢.-pn) s'1l existe

Choisissons dens chaque classe d'équivalence un repré&sentant (%1,...,ﬁn) tel
que I
o o o @
p1 + p2 + asa + pn - P -
Appelans A(pl,...,pn) la transformaticn de Lorentz qui falt passer simulta-

nément de Bl & P, , «ee ot de ﬁn d P, * Cette transformation est en géné-

1
ral unique sauf dans le ces ol tous les quadrivecteurs sont deans le mBme demi-
plan, ce qui n'arrive que sur les bords du "diagramme de Dalitz" multidimen-—

sionnel .

Notons que les classes d'équivalence sont repérées par les invarlants
de Lorentz que l'on peut construire avec ces n impulsionse Il y en a 3n = 6
indépendants,dont la masse totale. Le "diagramme de Dalitz" est donc & 3n - 7

dimensions si la masse totale est fixée (pour n » 3).

La rotation R(pl,...,pn) est définle par 1

_ﬂ_(pl,...,pn) = [p] R(pl,...,pn) ’
avec
¢ B(pyrene,p)) 51 = Pys ooy AP ,uee,p) f)n = py
| B + oo +B = B (1v.3)
p1 + aaa + pn = P
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La transformation A(p1"“'p ) jouit de la propriétdé &vidente suivante i 8i on utilise les tétrades indiquées précédemment, on voit (cf.(IV.5) ) que
n
toutes les rotations Ri ge r8duisent & 1'identité, et que les matrices rota=-
By
A(Lp1’Lp2""’Lpn) — L'A(pi""’pn) tions 90101 prennent la valeur 60101 « Néanmoins, on peut remarquer que le

% membre de droite serra certalnement nul si (Zs, + j) n'est pas entier § en
pour toute tranaformation” de lorentz L . 1

effet, la multiplication de R par une rotation de 2n laisse 1'intégrale

Maintenant, nous attachons & chaque particule d'impulsion ﬁi une invariante et multiplie 1'intégrant par (-1)° (3 +2sy)
tétrade définie par la transformation de Lorentz [ﬁi] . et nous décidons On est donc ramenéd & celculer !
alors d'attacher & tout systéme d'impulsion (p,,s«e,p_ ) un systéme de té- -
[p.1,c0e,lp] oo Mg P, dp,  dp,
trades yase défini par ) — —_— e sea - cos ase
Py 'tPp P PPp.l ) = / 20, 20, 2u_ 5p - Zpy) [lpyleeelp Jooy annso
[p,] = &lpy,eeep)) (8,1 - (IV.4) N
-1 -1 0 J
x (8 o \[PIRT[PIIPl B(p . eserp ) B, senn DuR) dR .
Ces tétrades particulidres ont la propriété : 172 n
— -1
[Lpi] - L [pi] (1V.5) Posons P = R R(pl..-.,Pn) . .
t
pour toute transformation de Lorentz L . L'intégrale sur R devient 1
Nous pouvons alors définir les &tats |[[P) ar 1'application *
[ !Ji“) p bp Q o [P] p 31 y sas [P] p 8 gj (P) QJ R(plpool,p ) dP -
de 1'opérateur de projection sur 1'&tat le plus général 4 n particules, c'est— 0y *+* 9 2 2l sy a
y
d—-dire en généralisant de fagon &vidente la formule (III.7) 1
- 3> 3~
M3 dp1 d P, d N Or ¢ , fonction définie sur 1'ensemble des rotations p , est décomposable
P I§> - e S(P_ P.” Po™ asas — P ) |[p ],...,rp ],0"..-0") J'
Py 2w, 2w2 2mn 1 72 n 1 n’'1 n sur les représentations de ces rotations, par exemple sur les ﬂaﬁ(p) -
D'o0d !
x [ A-lp cas A—1p> 951 (R,) a %Bn (R_) 9'1‘(1%) dR
T, 0, e esC, ) A n/ “olo, 17 "t “olo ttmt Tuu ’
12 by 11 nn PMJ]§> _ é\.»'.:".j. [ ] 5 [ ]
Pp, — 0-1‘._0-11 PJ, I P r.‘j!“rviuxc‘i"‘o‘n>d J ’
v 0'1--.G‘n
ol A = [p] r[p]7?
_ -1 -1 avec
R, = [pi] A A pi]
v _ 1 J
—_ T o e e T T T  mr  Tm  mr  mmrmin Qc- easd <[P]’U> - N/§O- eea <[P] P 51!".I[P] P 6[1) g“v(P‘ dp -
" 1 n 1 n

En toute rigueur, 11 convient de préciser le signe des matrices de SL(2.C) .

Entre matrices 2x2 , un signe supplémentaire peut intervenir dans la relationa.
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Cette fanction ne dépend que de [P] et des variables (7Y qul définissent d'od :

la classe d'équivalence du systéme des impulsions (ﬁi) , c¢'est-d-dire les

variables du ''diagramme de Dalitz". Ces varilables peuvent s'exprimer en fonc-

, (I) = & ~P') 6T - T SO_OJ...50_04 N(T) |N|2 /.dﬂ & (? - 7(p1,...,pni>
tion par exemple des invariants 847 (pi + pJ) , (qui ne sont pas tous 11 n'n
indépendants), Enfin d7 d&signe 1'élément de volume du 'disgramme de Dalitz",* x gdi?n) EJ'
s, &% B o ®
p P
_ 1 n - e D —sa-
I[P]ldlptulgjdlt-acn> —_ Nwal os s zwn 6 (7(p1:---,Pn) 7) 6(P Pl ssa pn) . o
= 8P - P') 8(7 - T") B T J ST
) ( ) 8¢ ) 7,010 ot N(7) [N 57 7T O430 Suut St -
J
X gpv (R(plptcl,pn)> l[pl]’ sosy [pn] ,0'1,4..-,0'“) 4
Donc 1 N = EJ4; 1 X 1 (on convient de choisir N réel positif)
N est une normalisation & calculer de facon que ! V2N (D)
([P']9J';u’rV'17'IU;-"CQ![P];qu:vl7301-t*oh> — &P - P') BJJ' app' On obtient le coefficient de Clebsch-Gordan
[ ([p,] [p 1,0 o |Ir] 7 Y =l 5(P- p,-eee-
6 o eae O S(I* - 7 . .6 141 2Ty esn 2 J U VIVIO < a0 = (P- p,~see— p_)
X Dyt 0101 °59ﬁ ( ) (Iv,.6) ' n n 1 n vg;i?a; 1 n
, { (1v.8)
#
Calculons ce prodult scalaire, 1l vient immédiatement x 8§ ven & 8 (; -9 ceesD ) /2d +1 g ,
’ N \ 0_10_;' o_nc; (Plr ’Pn 47 ]J.v R(plyooc,pn’
- <|> = &(p -P") O(V ~-T") b b /-dpl dpn 6(P- p ,~eee~p)
_ ) LN -6 e LE X ]
n]? %1% on 4 Xy 2y 1 n

Les coefficlents précédents expriment les composantes de 1'état

j* 4 I[P],J,p,v;ﬂ;c& ass °h> sur une base particulidre pour lesquels les spins
X & (?(pl,...,pn) - 5) @Lv (?(pi'...,pn)> ﬂh,v, (B(pl....,pn)> . sont décrits dans les axes des tétrades adapt&es au mode de couplage considéré’

définies en (70) .

Nous pouvons exprimer les composantes de P U307, ae
L'intégrale se calcule en faigsant le changement de variables I" Lidopsvsvs 1 *°* °h>
sur une base quelconque, le coefficient de Clebsh-Gordan est alors donn® par }
- -
(3 tP ssaayb ) o (9,R(p_4D,saas,;p_),P) dont N(J) est le Jacobien 1
1P n 1'P2 n ([p;] eee I 1s7, 2ee 'cn][P],J,H,VIC’SO‘I s o) =

(Iv.9)
3 3
d"p a3 1 "‘
o, 4 _ 1 n = e 8(P- p, - —;:)6(5'-:1 e )/2_4_'_*_.1_93
9(P7) d'p N(Y) d7 dR(p,,ess,p ) = o, T TH , (IV.7) { e {Tees” Py (Pyraea,py) o iy \R(Pyrese,p)
________ — 51 1 s
# Si le nombr: de particules est supérieur & trois, les tri-impulsions dans X 9T o ([p ] AP, yaea,p ) [B ])x".xﬁ n ([p ]_IA(p ,ess,p )P ])
le centre de masse total forment un sclide dont l'orientation est Invariante. Il 11 1 1 n 1 Tngh n 1 noa
y a donc dans ce cas une variable discrete supplémentalire prenant deux valeurs

{les deux orientations possibles),
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L'interprétation des nombres quantiques figurant dans la formule est
simple I 1 et v dé&signent les projections du moment cinétique total sur
nS(P) ::[P]na(ﬁ) et gur A(pl,...,pn) n3(5) respectivement. Ce dernier axe
reste rigidement 1ié& aux impulsions PyresssPy loraque celles-ci varient. De
ménme, Tyreeer T sont les projections des spins sur les axes [pi]ns(g) et
01,...,65 celles sur les axes ! A(pl,...,pn)rﬁi]ns(ﬁ) , qui sont rigidement
146s au systéme des impulsions. Enfin, la fonction d'onde de 1'état
I[P],j,p,v;ﬂ;ci,...,oh> sur la base définle p:r [pi] ::A(pi,“.,gh)rﬁi] adaptée
4 ce mode de couplage, est essentiellement %iv(R(pl,...,pn)). Cecl n'est rien
d'autre que la fonction d'onde de la touple sphérique. On peut appeler ce mode

de couplage "couplage de la toupie".

2) - Passage du mod&le de la toupie sphérique aux couplages classiques

a) Un exemple ! irois particules en couplage d'gélicité

Nous montrerons, pour le cas des systémes d trois particules, comment
on peut déduire les formules de passage des couplages classiques & celul de la
toupile. Ce calcul eat en fait trés simple dans son principe } il est possible
de choisir des sydtémes d'axes associés & chaque particule, fixés au systéme des
impulsions et dont le troisiéme axe est par exemple le vecteur d'hé&licité uti-
ligé dans les couplages habituels, La transformetior unitaire qui réalise le

changement de couplage est alors diagonale dans les hélicités,

Nousa allons tralter compldtement un exemple et déterminer les formules
de passage du couplage d'hélicité décrit par la formule(IV.2) & un couplage du

type (IV. 8) . Pour préciser ce second mode de couplage, il nous faut définir divers

paramdtres !
- nous cholsirons comme invarlants indépendants les quantités m o,
2 _ 2 _ 2
avec m, _.(p1 +Pp,)" et par exemple m,o --(p2 + ps) .

- enfin, nous décidons de choisir pour fﬁl],rﬁz] et [33], les trens-
formations de Lorentz décrivant les tétrades d'hélicité appropriées 1
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a — [ -] [-] -] o
(8,1 = aB, > B) A (B 0