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ANALYSES ANGULAIRES EN MECANIQUE QUANTIQUE
RELATIVISTS

Sommaire. - On décrit un formalisme permettant de tenir
compte de l'invariance relativiste, dans l'analyse angulaire
des amplitudes de réaction entre particules de spin quelcon-
que. Suivant Wigner, les états à une particule sont introduits
à l'aide des représentations du groupe de Lorentz inhomogèn»
Pour effectuer les analyses angulaires , on étudie la réductioi
du produit de deux représentations du groupe de Lorentz
inhomogène. Les coefficients de Clebsch-Gordan correspon-
dants sont calculés dans les couplages suivants : couplrge 1-s
couplage d'hélicité, couplage multipolaire, couplage symétri-
que pour plus de deux particules. Les particules de masse
nulle et de masse non nulle sont traitées simultanément.

CEA-R-3608 - MOUSSA Pierre

ANGULAR ANALYSES IN RELATIVISTIC QUANTUM
MECHANICS

Summary. - This work describes the angular analysis of
reactions between particles with spin in a fully relativistic
fashion. One particle states are introduced, following
Wigner1 s method, as representations of the inhomogeneous
Lorentz group. In order to perform the angular analyses,
the reduction of the product of -two representations of the
inhomogeneous Lorentz group is studied. Clebsch-Gordan
coefficients are computed for the following couplings : 1-s
coupling, helicity coupling, multipolar ^coupling, and sym-
metric coupling for more than two particles. Massless and
massive particles are handled simultaneously. On the way



i passage, on introduit les amplitudes spinoriellcs et on
instruit les champs libres, on rappelle comment des hypo-
èses d'analyticité permettent d'établir des théorèmes de'
mvergence pour les développements angulaires. Enfin on
urnit un substitut à la notion de "portée du potentiel", d'où
;sulte la présence à basse énergie des facteurs dits "de
irrière centrifuge". La. présence de ces facteurs n'avait
mais été déduite d'hypothèses compatibles avec l'invariance
îlativiste. , •

)68 182 p.
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•e construct spinorial amplitudes and free fields ; we recall
ow to establish convergence theorems for angular expansions
com analyticity hypothesis. Finally we substitute these
ypothesis to the idea of "potential radius", which gives at
3W energy the usual "centrifugal barrier" factors. The
resence of such factors had never been deduced from
ypothesis compatible with relativistic invariance.
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RESUME

On décrit un formalisme permettant de tenir compte de l'invariance

relativiste, dans l'analyse angulaire des amplitudes de réaction entre parti-

cules de spin quelconque. Suivant Wigner, les états à une particule sont intro-

duits à l'aide des représentations du groupe de Lorertz inhomogène. Pour effec-

tuer les analyses angulaires, on étudie la réduction du produit de deux repré-

sentations du groupe de Lorentz inhomogène. Les coefficients de Clebsch-Qordan

correspondants sont calculés dans les couplages suivants : couplage £-s, couplage

d'hélicité, couplage multipolaire, couplage symétrique pour plus de deux parti-

cules» Les particules de masse nulle et de masse non nulle sont traitées simul-

tanément. Au passage, on introduit les amplitudes spinorielles et on construit

les champs libres, on rappelle comment des hypothèses d'analytic!té permettent

d'établir des théorèmes de convergence pour les développements angulaires. Enfin

on fournit un substitut à la notion de "portée du potentiel", dfoù résulte la

présence à basse énergie des facteurs dits "de barrière centrifuge". La présence

de ces facteurs n'avait jamais été déduite d'hypothèses compatibles avec l'in-

variance relativiste.

- Octobre 1968 -
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INTRODUCTION

,[2,3]

La nécessité de tenir compte de l'invariance relativiste des phénomènes

physiques est apparue dès les débuts de la mécanique quantique, et a soulevé un

certain nombre de difficultés d'interprétation bien connues, à propos notamment

de l'équation de Klein-Gordon. Il semble que le problème de l'invariance relati-

viste en mécanique quantique ait été clairement posé pour la première fois par

Dirac, et résolu par WignerL , qui fut le premier à reconnaître que toute mé-

canique quantique relativiste doit être formulée dans un espace de Hilbert, de

représentation unitaire à une phase près du groupe de Lorentz inhomogène. Du

point de vue pratique, le résultat essentiel de cette étude est la classification

des systèmes physiques suivant leur masse et leur spin. Ce travail fondamental

n'épuisait pas le sujet mais ne fut à l'époque que très partiellement complété

II resta même pratiquement inconnu des physiciens pour diverses raisons, parmi

lesquelles on peut voir son caractère mathématique, les circonstanceshistoriques

(1939), et surtout le fait que l'effort de la majorité des physiciens

portait sur l'extraction de résultats numériques de théories notoirement

douées de l'invariance relativiste (par exemple 1'électrodynamique quan-,

tique). La situation s'est modifiée au moment où les difficultés de l'application

de la théorie quantique des champs à l'étude des interactions fortes se sont

avérées insurmontables. Il était alors devenu nécessaire de tirer indépendamment

de tout modèle dynamique toutes les conséquences de principes généraux*" , tels

que :lois de symétrie (et en particulier celle associée à l'invariance relativiste)

unitarité de la matrice S , micro-causalité (en théorie quantique des champs),

ou postulats d'analyticité (en théorie de matrice S ). Par ailleurs la découverte

ds la non conservation de la parité dans les interactions faibles a posé à nou-

veau le problème des symétries dans le domaine des particules élémentaires. La

question de l'invariance relativiste fut ainsi à nouveau posée à la lumière de

la théorie des groupes. Les premiers à traiter ces problèmes furent des physiciens

ayant travaillé en contact avec Wigner, tels Bargmann, Michel, et Wightman1- •'*'• .
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Le problème des analyses angulaires des réactions à deux particules,

posé et résolu depuis longtemps dans le cadre de l'invariance par rotation,

reçoit une nouvelle solution invariante relativiste dans la définition des

amplitudes d'hélicité par Jacob et Wick[7]

A la même époque, ce problème est abordé par l'étude de la réduction

du produit de représentationsdu groupe de Lorentz inhomogène (Epstein,Luzzato et

Wightman ). Des formules explicites sont données simultanément par JoosL ,

dans le cas du couplage £-s . Leur généralisation au cas de plusieurs représen-

tations est donnée par Mac Farlane et Wick . L'ensemble de ces résultats

était déjà connu de Chou-Kuang-Chao et Shirokov , qui les obtenaient en

exprimant les opérateurs moments angulaires au moyen de l'opérateur de position

de Newton-Wigner'-1 •*.

fis]Le travail de Wigner ayant d'autre part été généralisé par MackeyL

qui fournit entre autres une première étape dans la réduction du produit de deux
[l4 ]représentations du groupe de Lorentz inhomogène, MoussaetStora établissent

[is]tous les résultats précédents, par la méthode des représentations induites ,

qui est à la base de l'article original de Wigner . Néanmoins l'application

de la méthode des représentations induites développée dans [l3] n'a pu être

menée à bien par les auteurs qu'après qu'ils eussent traité ce problème par la

méthode dite du projecteur de Wigner . C'est cette dernière méthode (déjà

utilisée dans [l9]) qui est développée ici en détail. Néanmoins la connaissance

de la méthode des représentations induites montre la nécessité d'utiliser un

formalisme où l'on peut choisir arbitrairement, pour chacune des particules,

les axes de quantification du spin. L'absence d'un tel formalisme "covarlant"

rendrait les calculs explicites bien plus difficiles. Une version à caractère

pédagogique peut se trouver dans [2O],

II est bien clair que ces considérations sont de nature purement ciné-

matique, et qu'elles doivent être complétées par des hypothèses dynamiques, dont
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nous avons mentionné les plus simples t micro-causalité en théorie quantique

des champs, postulat d'analyticité en théorie de la matrice S analytique.

Des hypothèses de ce type assurent en particulier une bonne convergence pour

les développements angulaires.

Ces hypothèses dynamiques ne peuvent être raisonnablement formulées

que sur des amplitudes dites spinorielles, qui pour avoir été utilisées depuis

Dirac, n'ont en fait été définies avec précision qu'assez récemment'-1 .

Le problème de la compatibilité de propriétés d'analyticité et de

l'invariance relativiste se trouve alors posé, et n'a trouvé jusqu'à présent
[17]que des solutions partielles .La nécessité de résoudre ce problème s'est

fait en particulier sentir dans les tentatives d'analyses phénoménologiques

des interactions fortes à haute énergie, domaine où les méthodes de théorie

des groupes sont utilisées depuis quelques années[18]

Ces questions qui ne sont pas abordées dans le présent ouvrage,

montrent cependant l'importance des méthodes utilisées ici, et que nous n'avons

appliquées qu'à une étude exhaustive des problèmes cinématiques.

Dans le chapitre I on discute la forme des représentations unitaires

irréductibles à une phase près du groupe de Lorentz inhomogène telles qu'elles

ont été construites par Wigner.

Le chapitre II est consacré à la construction des champs libres, opé-

rant dans les espaces de Fock construitsà partir des représentations

décritesdans le chapitre I, cette construction est fondée sur l'existence des

amplitudes spinorielles.

Dans le chapitre III on applique la méthode du projecteur de Wigner

à la réduction du produit de deux représentations de masse positive ou nulle
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et de spin fini. On calcule les coefficients de Clebsch-Gordan correspondant

aux divers modes de couplages (£-s, mixte ou mutipolaire, hélicité), qui sont

les éléments fondamentaux des développements angulaires.

Dans le chapitre IV, on étudie diverses réductions possibles du pro-

duit de plus de deux représentations et on calcule les coefficients de Clebsch-

Gordan correspondants.

Dans le chapitre V, on montre comment s Effectuent les développements

angulaires, et on étudie en particulier (moyennant des hypothèses d'analyti-

cité adéquates) la convergence de ces développements ainsi que les "comportements

aux seuils " des éléments de matrice réduits de l'opérateur de transition.

Divers détails techniques sont réunis en appendice.

ANALYSES ANGULAIRES EN MECANIQUE QUANTIQUE RELATIVISTE

CHAPITRE I

INVARIANCE RELATIVISTE ET REPRESENTATIONS DU GROUPE DE POINCARE

1) - L'invariance en mécanique quantique

Avant d'introduire la notion d'invariance, nous devons rappeler briè-

vement dans quel cadre nous formulons la mécanique quant ique I les observables

sont des opérateurs hermitiques bornés d'un espace de Hilbert të . Les états sont

représentés par des matrices densité p t c'est-à*-dire par des opérateurs hermi-

tiques semi-définis positifs, normalisés par la condition Tr p — 1 .Le nombre

Tr Ap est alors la valeur moyenne de l'observable A dans l'état p . Enfin

la valeur moyenne Tr pp* , de l'opérateur p considéré comme observable, dans

l'état p' , est égale à la probabilité de transition de l'état dont p est la

matrice densité à l'état dont pf est la matrice densité. On appelle état pur,

un état dont la matrice densité est de la forme |$) \$| , où |$) est un vec-

teur de të • La probabilité de transition de l'état pur représenté par |f) \$J

à l'état pur représenté par |ijf) \i|r| est |\§|̂ )j . Dans cette description,

un état pur peut donc soit être représenté par une matrice densité, soit par un

ensemble de vecteurs de la forme co|§/ , où co est un nombre complexe de module

1 t mais dont la phase est arbitraire. Un tel ensemble de vecteurs est appelé un

rayon (noté |j&̂) de l'espace de Hilbert $ . [$) est alors un représentant du

rayon |̂

Ou bien l'ensemble des observables est irréductible (seul l'opérateur

identité commute avec toutes les observables), ou bien l'espace Je s'écrit comme

une somme (ou une intégrale) directe t të — © fâ t les observables étant toutes

de la forme 0 — y E O E , où E est le projecteur dans K sur le sous-espace
L — '

të . Un état pur a une matrice densité de la forme E |$) ($|E , et est donc
t 1 1

représenté par un vecteur |$j/t 'Wi n*a de composantes non nulles que dans un

seul des espaces të. . Les opérateurs E commutent avec toutes les observables O,
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et l'algèbre qu'ils forment est appelée algèbre de supersélection ; les espaces

K sont les secteurs de supersélection. Une formulation de ce type est adaptée

au cas où certaines observables, (commutant entre elles) commutent avec toutes

les autres. Les charges électriques, baryoniques, leptoniques ...,en sont des

exemples. Notons qu'on peut formuler la mécanique quantique dans un cadre plus

général, où il est possible d'introduire des règles de supersélection non com-

mutatives. Nous ne considérerons pas ce cas dans la suite.

On appelle loi de symétrie ef , toute correspondance A -* A entre

observables (en particulier entre matrices densité p -> p ) conservant la va-

leur moyenne Tr(Ap) = Tr( A p) . Une telle correspondance associe un état pur

à un état pur (en effet la matrice densité p d'un état pur est caractérisée
n n I n t

par la condition Tr(p ) - 1 , on a alors Tr(p ) - Tr( p ) = 1 , p représente

donc bien un état pur). Une loi de symétrie peut donc être représentée dans

chaque secteur de supersélection <fê. , par une correspondance entre rayons
o

[$ ) -» | $ ) , qui conserve la valeur des probabilités de transition :

U.i)

Dans la suite, nous nous placerons dans un secteur de supersélection bien déter-

miné, pour utiliser le théorème suivant, dû à Wigner :

A toute loi de symétrie é l |*> -» |f$> , vérifiant |<lll>|2= \<^.\t±>\

correspond un opérateur additif UW)(c'est-à-dire tel que U«><|*>+ !*>> =

UU) |$> + UU) |*> » Pour tout |ilr> et |§> appartenant à «) ,tel que ZUrf) |*>

est un représentant du rayon |f$> , lorsque |*> est un représentant arbitraire

du rayon [§> . UGO est un opérateur unitaire soit linéaire, soit antilinéaire.

Enfin UGO est défini à un facteur multiplicatif de phase près.
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2) — Groupe de symétrie ; représentations à une phase près

On a un groupe de symétrie G s'il existe un groupe de lois de

symétrie «f(g) , paramétré par l'élément g , où g décrit le groupe G . On

a donc, en appliquant le théorème de Wigner, une famille d'opérateurs l/(g).

Les opérateurs M(g,g0) et UCg,,) M(g0) sont associés à la même loi de symé-
1 a l &

trie rf(g-g0)> et sont donc égaux à une phase près :

(1.2)

On appelle représentation unitaire à une phase près du groupe G , un ensemble

d'opérateurs unitaires l/(g) vérifiant une telle relation. Nous poserons

Ti(g) - i l suivant que i/(g) est linéaire ou antilinéaire. Deux représenta-

tions U(g) et M 1 (g) , dont les "systèmes de facteurs" sont w(g ,g ) et
1 £i

w'(g,,g_) sont dites de même type, s'il existe une fonction 6(g), (6(g) nombre
1 o

complexe de module 1), telle que t

0)'

En particulier, les opérateurs W(g) et 6(g)l/(g) forment des représentations

de même type. -^Notons également que le système de facteursdoit vérifier la rela-

tion d'associativité du produit des opérateurs ;

U(g3) - U(g3)]

Les lois de symétrie fournissent une classification des systèmes phy-

siques i ceux-ci sont décrits dans des espaces de Hilbert de représentations

(irréductibles pour les systèmes dits élémentaires), à un facteur près du groupe

de symétrie. Ces représentations sont caractérisées par :
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- "n(g)> c'est-à-dire le caractère linéaire ou antilinéaire de l/(g)

- le type du système de facteurs œ(g ,g )

- une classe de représentations unitairement équivalentes entre elles,

une fois donnés "n(g) et le type de la représentation.

Remarques

I - Si G est un groupe de Lie connexe, Ti(g) - +1 pour tout g . En effet,
o

dans un voisinage de l'identité, on peut toujours écrire g ̂ (ĝ ) =• g. g. . L'opé-

rateur U(g) associé, égal à une phase près à l/(g )l/(g ), est nécessairement liné-

aire, et d'autre part tout élément g est le produit d'un nombre fini d'éléments

appartenant au voisinage de l1 identité considéré

II - S'il existe dans G un élément g dont le carré est l'identité,

et si U(g') est antiunitaire, alors on a :

l/(g) l/(g) - col , avec co = ± 1 /

le signe ± 1 est caractéristique du type de la représentation considérc-e.

Les représentations à une phase près des groupes de Lie, ont été étu-
f3]

diées en détail par Bargmann . Il a notamment montré, que pour une large classe

de groupes de Lie, les représentations unitaires continues à une phase près de G

sont des représentations vraies (c'est-à-dire des représentations de même type

que cellesdont le système de facteursest identique à 1) du groupe de recouvre-

ment universel G de G . G est le plus petit groupe connexe simplement connexe

contenant G , qui lui soit localement isomorphe. En particulier G et G ont

même algèbre de Lie. Ces propriétés sont notamment vérifiées pour presque tous les groupes

considérés habituellement en physique (groupes compacts simples, groupe de Lorentz

homogène ou inhomogène) à l'exception dw groupe de Galilée "• .Ceci nous permettra d'ignorer par

la suite ]a présence des systèmes de facteurs co(g ,g ), à condition de considérer
J. £t

G et non G comme le véritable groupe de symétrie. Cette distinction est impor-

tante, car elle permet en particulier de comprendre l'existence de particules

de spins demi-entiers.
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3) - Invariance relativiste et groupe de Poincaré

Nous allons appliquer les résultats qui précèdent au cas de l'inva-

riance relativiste : la formulation des lois de la physique ne doit pas faire

intervenir le système de référence utilisé pour repérer les coordonnées d'espace

et de temps» Un changement de système de coordonnées, c'est-à-dire une transfor-

mation de Lorentz inhomogène induit donc une opération de symétrie. Le groupe

de Lorentz inhomogène orthochrone, propre, c'est-à-dire le groupe des transfor-

mations linéaires de l'espace temps, conservant la distance, le sens du temps

et l'orientation de l'espace, est donc un groupe de symétrie.

Nous utilisons les notations suivantes t

- un quadri vecteur a pour composantes x̂ " , ((i - 0, 1, 2, 3)

il V o O — > — >
- le produit scalaire est : x.y - g x^y ~ xy -x.y soit

= °Si ̂ *V ' Soo = +1 » gll = g22 = B33 = - 1

- une transformation de Lorentz inhomogène orthochrone propre (a, A)

s'écrit : x'̂  r â  + A^y x j A° > O , det A = +1 .La matrice A satisfait

S0it

G = A1 GA . (1.3)

- Le groupe de Lorentz inhomogène orthochrone propre^ noté

encore appelé groupe de Poincaré, admet la loi de groupe î

i',A') = (a+Aa',AA') . (1.4)

Ces «transformations conservent la distance :

= (x-y) = (x-y)
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Wigneir a démontré que les représentations continues à une phase

* sont des repré

que nous allons introduire.

près de P sont des représentations de P' , (recouvrement universel de

- On définit cP = (4.»?) et ô  = (d,~ cr) > "* désignant la matrice

unité à deux dimensions, et o~ le vecteur dont les composantes sont les matrices

de Pauli. On associe à tout quadrivecteur a les matrices hermitiques à deux

dimensions si et a définies par i

^ U /s/V O -> ->
a = g|iv = a - a.cr

U V O -» ->

à = V ~ " a + a'°"

(1.5)

(1.6)

- A toute matrice A uni-modulaire à deux dimensions et à coefficients

complexes (A f SL (2,C)) est-associée une transformation linéaire sur les matrices

hermitiques, ou .de façon équivalente sur les quadrivecteurs, par la relation J

a
/v

- A a At (1.7)

soit

on a

Or

/ tO -i~\ ./ ~ ~(aT + aJcr)-A(a +a,cr)

det a1 - det a , car det A -
A4 t*4 *

., j. o2 -» 2det a - a -a r

La transformation induite sur les quadrivecteurs a -> aT est une transformation
.u u. v

de Lorentz a - Ar a t avec

= Tr
£v (1.8)

on a utilisé :

(1.9)

- 7 -

A - — Tr(AAT) > 0 , donc la transformation est orthochrone. On peut
O ^2

On a

également montrer que det A - 1 . Donc A est un élément du groupe

- Les matrices uni -modulai res A et -A sont associées à la même

transformation de Lorentz A(A) . Le groupe SL(2,C) constitue donc un recou-

vrement à deux nappes du groupe & ;SL(2,C) étant un groupe de Lie simplement

connexe» est donc le recouvrement universel de £* •

- Le recouvrement P* du groupe de Poincaré est construit comme le

produit tensoriel d'un groupe abélien à quatre paramètres (groupe des transla-

tions à quatre dimensions, ou de façon équivalente, groupe additif des matrices

hermitiques à deux dimensions, noté H_). Donc (a,A) € P*
<e ** +

A e SL(2,C). La loi de groupes est alors donnée par :

si a e H et

(a,A) (a%A f) = (a + Aa'A^AA') . (1.10)

4) - Représentations unitaires du groupe de Poincaré

Nous allons rappeler la structure des représentations de P* "• •*

Remarquons tout d'abord que P* et P~ ont même algèbre de Lie. Au voisinage

de l'identité, un élément de P^ s'écrit (a,A) , avec A = g + to , le quadri-

vecteur a^ et le tenseur antisymétrique GO étant des quantités infinitési-

males. On écrira donc

• / U 1 ij.v\
H (a, A) = 1 + i (P , , a * + £ J of* , (I.U)

définissant ainsi les générateurs infinitésimaux P et J

J - ~JVU » ®t les règles de commutation :

6,.,-J

On a

- g J )B|io* vp

(1.12)
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La première des lois traduit le fait que les translations commutent entre elles,

la deuxième et la troisième indiquent que les opérateurs P et J se trans-
(J. JJ.V

forment respectivement comme un quadrivecteur et un tenseur du deuxième ordre,

lorsqufon effectue une transformation de Lorentz :

IZ(A) =
(1.13)

Dans l'algèbre engendrée par les générateurs, on peut trouver deux
»

opérateurs qui commutent avec tous les générateurs t ce sont les opérateurs P'

et W2 définis par'-24-' :

P2 =
w2 = (1.14)

~" "™ £2 jjivpcr

s est le tenseur complètement antisymétrique à quatre indices tel que

= +1 • En effet, on a les règles de commutation :

(1.15)

V •

L'opérateur W se transforme donc comme un quadrivecteur. En particulier

on a t

= 0

= o .

- 9 -

Un espace de représentation unitaire irréductible est un espace propre
2 -2 2 2des opérateurs P et w , correspondant aux valeurs propres m et w . On

peut montrer qu'il n'existe pas d'autres fonctionsdes générateurs, qui commutent
n n [25*1

avec eux, que les opérateurs fonctions de P' et w . Notons que dans cer-

taines représentations particulières, certaines opérations du groupe peuvent

être représentées par l'identité, les générateurs correspondants étant nuls et

commutant donc avec toute l'algèbre. C'est le cas des représentationsà impulsion

nulle, où les translations sont représentées par l'identité, et des

représentations de masse nulle et de spin fini, comme nous le verrons plus loin.
2 2

Dans ces cas particuliers les valeurs de m et w ne suffisent pas à carac-

tériser la représentation.

Notons les propriétés I

W.P = W...P*1 = 0

.W ] = -i e wP PC
* v [ivpcr

= 0

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Cherchons maintenant les valeurs possibles de w , compatibles avec
2

une valeur fixée de m , dans le cas où la représentation considérée est

irréductible . Les opérateurs P et W commutent, donc admettent dans të
feel

une décomposition spectrale commune j à tout vecteur f de Je , correspond

un ensemble de "composantes" f , chaque f étant un élément d'un espace de
P P

Hilbert te . Le produit scalaire de deux vecteurs f et g de të sTécrit

où \f »g ) est un produit scalaire pris dans l'espace K , et du(p) est
2 2 ^ 2
p n m (sur une seule nappe si m > 0),la mesure invariante sur 1fhyperboloïde
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On a

fc.f) = w.(p) f
A p A P

(1.19)

(1.20)

(Ces deux dernières relations n'ont de sens que si Pf et Wf sont des vec-

teurs de K j ŵ (p) est un opérateur de $_)•

A tout opérateur B de <fê , est associé un noyau B(p,p') (mesure à

valeur opérateur de Se t dans % ) défini formellement par i

(Bf)p = I B(p,p') fp, du.(p
f) .

En particulier, à toute transformation de Lorentz A , est associé un noyau

A(p,p') dont le support est concentré sur p - Ap' , en vertu de la relation

- l/(A)U(A~1a); U(A) est un opérateur borné et on peut alors montrer

= Ô(p-Ap') Q (A) , où Q (A) est un

, en conservant le produit scalaire.
'

que A(p,p') = Ô(p-Ap') Q (A) , où Q (A) est un opérateur faisant passer de

j& à 3S.-i
P A A

Considérons plus particulièrement l'ensemble des transformations de

Lorentz laissant le quadrivecteur q invariant, encore appelé petit groupe de q.

Au voisinage de l'identité, un élément du petit groupe s'écrit I

Au-v ~
avec

^

q = 0 .

Soit u> = e qP s0^ où s est une quantité infinitésimale définie modulo q
V̂ javpo"

(on peut prendre s.q - 0). Le petit groupe de q est donc un groupe à trois

paramètres :

- 11 -

2

L*opérateur Q (A) associé, est la restriction à K de l'opérateur

Donc Q ÇA) = 1 + 1 w.
q / s avec = O.

L'opérateur est donc le générateur du groupe des opérateurs unitaires

Q (A) obtenus quand A décrit tout le petit groupe de q . Autrement dit, w. (q)
Q A
engendre le groupe des transformations qui échangent les réf érentiels où la

particule est au repos : il décrit donc le spin de la particule.

Dans la suite nous allons étudier la
o

nature du petit groupe suivant la valeur de m .On peut remarquer tout d'abord

qu'à une représentation irréductible de P^ correspond une famille de représen-

tations du petit groupe de chaque vecteur q , mais ces représentations sont

toutes équivalentes* En particulier elles sont irréductibles : en effet, si la

représentation Q (A) du petit groupe de q était réductible, il en serait

de même pour toutes les valeurs de q et en conséquence on pourrait réduire la

représentation de P* dans të dont on était parti.

5) - Classification des représentations en fonction de la masse et du spin

Nous avons déterminé les générateurs vu(q) du petit groupe de q ,

et montré que q.w(q) - 0 . On peut décomposer w sur le sous espace orthogonal

à q . Mais nous devons ici distinguer plusieurs cas suivant la valeur prise par
q2 = m2 .
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a) m > 0

modulaire [q], telle que :

o 2 2
A tout vecteur q,(q >0, q = m ), on associe une matrice uni-

[q][q]t = 4-m r*
(1.21)

La transformation de Lorentz associée à [q] , transforme le vecteur de référence t,

de composantes (1,O,0,0), en le vecteur •* . En effet, (1.21) s'écrit :

[q] t [,]t = -i- J .

Appelons n.(q), i = 1,2,3, les transformées des vecteurs (0,1,0,O), (O,O,1,0)

M l ̂ }*7 \
.On dit L J que les

vecteurs [q/m, n (q), n (q), n (q)] forment une tétrade orthonormée. Comme
1 2 3

q.w(q) =: O, on peut décomposer w(q) sur les trois vecteurs n (q) :

w(q) = m (1.22)

Des relations (1*17), on tire :

SjCq)] = i eijk Sk(q) ,

avec

m

L'équation (1,23) nous montre que l'algèbre des générateurs représentant le

petit groupe de q est isomorphe à l'algèbre de Lie du groupe des rotations,

ou de SU . Ce résultat est naturel, car le petit groupe de q et le petitA
groupe de t (qui est le groupe SU(2)), sont isomorphes. En effet si R est

une opération du petit groupe de t (Rt = t), et A(q) la transformation de
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Lorentz associée à [q] , alors la transformation A définie par :

A = A(q) RA(q)"1 (1.24)

est une opération du petit groupe de q . La relation (1.24) est bien un iso-

morphisme entre les petits groupes de t et de q .

Ainsi, l'espace est un espace de représentation irréductible

de SU0 , de dimension 2s + 1 , où s est le spin de la représentation. Dans
2 Y 2% nous allons choisir une base standard, où les opérateurs S (q) - ) S (q)

q 4j— * i
et S_(q) sont diagonaux. On décomposera tout vecteur f de të

q q
sur cette base et on appellera f ([qj) , -s < o" < + s , les 2s + 1 composantes

obtenues. La valeur propre de S2 est s(s-fl) et la valeur associée de w

(cf. 1.22) est t

w = - m s (s +1) .

Les phases des diverses composantes sont reliées par :

(S3f)(r([q]) =

± iS)f ([q]) »

(1*25)

f ̂ _ l ([q])

La notation f ([q]) est utilisée pour rappeler la définition de S (q) : pro-
Ô  «3

jection du vecteur W sur n (q) , défini à l'aide de [q] . Des propriétés du
•9

groupe des rotations on déduit aisément la loi de transformation de f ([q]) par

changement de [q] en [q]R , où R € (SU0) .f>

[q]' = [q]R

(1*26)

La loi de transformation par une opération de f* se déduit aisément de (1.19),

(1.21) et du fait que W est un quadrivecteur :

(1.27)
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Aq désigne la transformée de q par la transformation de Lorentz associée

à la matrice uni-modulaire A . La relation (1*27) signifie simplement que la

transformée d'un état "propre" de la projection de W sur ng(p) , est état

propre" de la projection de W sur A" n3(p) )
 ce q"1 est une conséquence

de la relation t

"

En utilisant la covariance par changement de tétrade (1.26), on peut mettre

(1.27) sous une forme où la tétrade choisie (c'est-à-dire la transformation

l'est de façon arbitraire i

-1
[A~q]' =

-1 -i-l -1.
avec R - [A" q]" A~A[q]

soit

r eiqaC'(Ifl)

,-1 - (1,28)

La signification géométrique de R est simple, c'est, dans le système propre

de q , la transformation qui fait passer des vecteurs A n (q) à n (A q)»

Reste à écrire le produit scalaire : considérons deux états f et g,

de fonctions d'onde respectives ([q]) et g q ] ) , on écrit t

<f,g> = (1.29)

Enfin d|i(q) est la mesure invariante sur l^yperboloïde, c'est-à-dire :

_£
2co

œ =: / q2 + m2q T
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La représentation ainsi définie n'est irréductible que si on se restreint à

des fonctions définies sur l'une ou l'autre des deux nappes de l'hyperboloïde
2 2 o o
q -m i q > 0 ou q < O , Les formules précédi

deux cas, sauf (1.21) qui doit être remplacé par 1

2 2 o o
q -m i q > 0 ou q <O. Les formules précédentes sont valables dans les

[q][q]t = -ia ,

lorsque q < O , [q] transforme alors -t en q . Dans le cas où p° > 0 la

mesure dp.(q) s'écrit :

[d3? ;>(q2 -m2) 6(q°)]

pour p < O i = dq

*M

b) m <_O i représentations de masse imaginaire î_£̂ _iifi Jf > O

2 2
A tout vecteur q, (q = -̂  ) on associe une matrice uni-modulaire

[q] telle que

[q] 01 [q]t = i q =z ^ +, £ [q]t

Donc [q] transforme le vecteur z = (O,0,0tl) en le vecteur q , et les

vecteurs (1,O,0,0), (0,1, O,O), (O,0,l,0), respectivement en nQ(q), n (q) et

ng(q) . Ainsi les vecteurs nQ, n , n et q/H forment une "tétrade" orthonormée,

On a alors t

w(q) =

Les règles de commutation obtenues sont :

= -iHQ ; ; [HQ,H2]
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On reconnaît les règles de commutation de l'algèbre de Lie du groupe de Lorentz

à trois dimensions SO(2,1) (ou du groupe SL(2,R)). Les petits groupes des dif-

férents vecteurs q sont isomorphes entre eux. Celui du vecteur z est bien

S0(2,l), sous-groupe du groupe de Lorentz;SL(2,R) s'obtient comme petit groupe

de y , mais en tant que sous-groupe de SL(2,C) .

On choisit dans 3ê une base standard de représentations de SL(2,R)
^ 2 2 2

où les opérateurs H et R2 — a - H - H sont simultanément diagonaux. On
° 1 p 1 2 2 2

considère des fonctions f ([q]) définies sur l'hyperboloïde q =: -jj, par

l'intermédiaire de la matrice uni-modulaire [q] , avec les propriétés de cova-

riance par rapport au changement de base l

[q]1 r [q]M , M e petit groupe de z ,isomorphe à SL(2,R)

j3 , est l'élément de matrice de l'opérateur U(M) dans la représentation irré-
OU" [28lductible de SL(2,R) considérée. Bargmann J a classifié toutes les représen-

tations (unitaires) irréductiblesde SL(2,R).On obtient toutes les représentations

de 3s' cherchées en prenant toutes les représentations unitaires de SL(2,R).

Notons qu'ici l'espace <78 est de dimension infinie et l'indice o" varie en pre-

nant des valeurs soit entières, soit demi-entières. La loi de transforma-

tion est

(a'A)fic[q]) =

avec

•̂ 1

On en déduit facilement les formules dans le cas où [A q] est quelconque, on

obtient une équation analogue à (1.28) . Enfin le produit scalaire s'écrit de

la même façon que (1.29), mais la somme sur a* s'étend à l'infini, et d^t(q) ~
n 2 2

dq (ô(q -m ) d"q), c'est-à-dire

du(q) = dq
2(0
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c) m 0 l msse nulle

A tout vecteur q,(q > O, q ~ 0) on associe une matrice uni-mo

dulaire [q] , telle que

= q = [q] c [q]t .
A/ *̂

(1.31)

La transformation de Lorentz associée à [q] » transforme le vecteur de référence

c - t + z , de composantes (1,0,0,1), en le vecteur q . Enfin [q] transforme

les vecteurs t = (1,O,0,0), x = (O,1,0,O), y = (O,0,1,O), z - (0,0,0,1) en

n (q), n (q), n (q) et n_(q) respectivement. On a :
Q ï A «3

q = nQ(q) + H = O , q.ng(q) = 0 . (1.32)

o
On peut décomposer w(q) sur n (q), n_(q) et q , car q - 0

l a

w(q) = 7l(q)q] .

Les opérateurs Ŵ q), W2(q) et X(q) engendrent l'algèbre de Lie d
Tune repré-

sentation unitaire irréductible du petit groupe de(q). Les règles de commutation,

déduites de (1.17), sont

= O

(1.33)

On reconnaît l'algèbre de Lie du groupe Euclidien à deux dimensions (groupe des

déplacements du plan),les générateurs W, , W0 sont ceux des translations et Xl &
celui des rotations. On peut vérifier ce résultat en cherchant la nature du petit

groupe de n'importe quel vecteur lumière (les petits groupes de deux vecteurs

lumières différents étant isomorphes), par exemple le vecteur c= (1,0,0,1). Le

petit groupe de c est constitué des matrices uni-modulaires M telles que t
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M(i+<r ) M! =z

soit '2 O'
O 0

On vérifie aisément que les matrices M sont de la forme t

HL-

M

2 . , 2
e de

e

= M(d, e19/2 (1.34)

On a

M(d,ei(P/2) M(d',eiCpV2) = M fd+d T e"1<P , e1
9 + 9*

On reconnaît bien la loi de multiplication d'un groupe de déplacement à deux

dimensions I translations représentées par un nombre complexe d , et rotations

d'angle 9 . Il est intéressant de montrer la forme des transformations de Lorentz

associées, celles qui conservent le vecteur c - t + z :

A(M) c = c = (t + z)

A(M)(t-z) = (|d|2+ l)t + ( |d|2-l)z + 2(Red)x-2(Imd)y

(1.35)
A(M) x - (Re de

A(M) y r (Im de

)̂c

^ -

x 0039 + y sin9

x sin9 + y 0039

Les transformations correspondant à a = 0 sont des rotations (les matrices

M(0>e ̂  ) sont unitaires). Les transformations correspondant à 9=0 sont

appelées transformations de jauge, il leur correspond des matrices du type t

\ 0 1 /

Les transformations du petit groupe de q sont de la forme :

[q] M (d,
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Les transformations de Lorentz associées se déduisent de (1.35) en remplaçant :

c, t-z, x, y et A(M) respectivement par q, n (q)-n (q), n, (q), n_(q) et
j O >3 1 fi

A([q] M[q] ) .

On considérera des fonctions de q , (q = O, q > O) à valeur dans

un espace de représentation 9) unitaire irréductible du groupe euclidien à

deux dimensions. On choisira dans cet espace une base où n(q) - W~(q) •»• WT(q)
1 Z

et X(q) sont diagonaux. On aura alors de façon analogue à (1.26) et (1,27),

Si [q]' = [q] M

CT

(1.36)

[̂a]) . ,*»f

avec (1.37)

(a)
M est une matrice du type (1.34) , 2) t désigne 1* élément de matrice de la

Xcc)
cr'cr

représentation irréductible 3V dans la base considérée. Les représentations

du petit groupe sont de deux types : celles pour lesquelles w (q) est diffé-

rent de zéro agissant dans un espace à dimension infinie, et celles pour les-

quelles W ( q) = O qui agissent dans un espace à une dimension j les premières

ne sont pas utilisées en physique car elles introduisent la notion de spin

infini. Celles qui correspondent aux particules observées, (photon» neutrino)

sont du deuxième type. Elles sont alors caractérisées par la valeur propre de Ma),

seul opérateur de lfalgèbre qui nTest pas représenté par zéro. X est appelé

l*helicite de la représentation. En effet on a alors la relation

= X(q)

En prenant la composante de temps, on retrouve la définition classique :
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x(q) =

On obtient les relations suivantes :

[q]f = [q]

i~*im

(1.38)

f([q]) n'est en particulier pas modifié, par la transformation de [q] en

[q] M(drl) . Cette propriété est communément appelée invariance de jauge.

L'action des transformations de Lorentz est donnée par t

(a'A)f([q]) = aUa,A)f)([q]) =

(1.39)

avec [Aq]' =

soit encore

avec

(a»A)f([q]) =

M(d 19/2 N TA"! i"1 A*"1,e T ) = [A q] A

(1.40)

d) Représentations_dJ[impulsion_nulle

Nous mentionnons pour mémoire les représentations d'impulsion nulle

où les translations sont représentées par l'identité. Ce sont en fait les repré-

sentations unitaires du groupe de Lorentz. Dans cette représentation, P et W
r1 H"

sont nuls. La seule utilisée en physique est la représentation triviale

(p - J - 0), associée à l'état vide.
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—4(fj I

- + fl
Nous avons déterminé dans les paragraphes précédents la forme des

représentations de 5s* : elles agissent dans des espacesde Hilbert engendrés

par des fonctions définies sur une orbite dans l'espace à quatre dimensions

.("orbite" désigne l'ensemble des vecteurs se déduisant d'un vecteur donné par

transformation de Lorentz), ces fonctions sont à valeursdans un espace de

représentation unitaire du petit groupe, dont la nature dépend de l'orbite con-

sidérée. Dans tous les cas, ces petits groupes sont des sous-groupesde SL(2,C)

contenant en particulier les matrices +J. et — jL. La représentation du petit

groupe considéré peut soit être de type vectoriel, ("spin" entier), dans ce

cas la matrice -1 est représentée par l'identité, soit de type spinoriel

{"spin" demi entier) dans ce cas la matrice -M. est représentée par la matrice

identité multipliée par (-1). Nous poserons t - O dans le premier cas, et

T - 1 dans le second cas.

On obtient les représentations au signe près du groupe P* en choisis-

sant une correspondance A -» A(A) , et en représentant (a,A) par :

U(a,A) = (1.41)

La correspondance A -» A(A) n'est pas biunivoque, ce qui se traduit

par le fait que A(A, )A(A_) et A(A.A_) peuvent différer d*un signe i

A(AX)A(A2) = e(A1,A2) (1,42)

On obtiendra ainsi une représentation au signe près de

(1.43)

En particulier pour les représentations de masse réelle non nulle, et de spin s,
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on a ; (-I)** = (-1) • Pour les représentations de masse nulle, de spin fini

et d'hélicité X , on a (-

'- •*On peut montrer (Wigner- •) que toutes les représentations à une

phase près du groupe de Poincaré sont du même type que les représentations de

la relation (1.42). On peut donc simplement par changement de la phase de

1 Opérateur représentant (a,A) , se ramener soit à une représentation vraie

(T = O), soit à une représentation au signe près (T r 1).

Notons une propriété du système de facteur e(A ,A ) défini par (1*42)
+-1on peut choisir la correspondance A -> A(A) telle que A(A~1T) = Al (A). En

effet en peut décomposer tout A en un produit d'une rotation R suivie d'une

transformation de Lorentz pure L , transformant le vecteur t en At j à R

on associe une matrice unitaire U et à L une matrice hermitique H , le

signe de H étant choisi de façon que TrH> O . On a :

A = LR et A(A) = H(L)l/

on a alors A~1T = lT1T R~1T = iT

Donc A(A~1T) =

A -* A(A) telle que :

. Donc A(A~1T) = HClT1)!/ , or H(L"1) = H""1(L).

"*1 "̂= A (A) .On obtient alors, pour une correspondance

A(A""1T) = At"1 (A) , (1.44)

la relation i

(1*45)

6) - Opérations discrètes : parité, renversement du sens du temps

Le groupe de . orentz £ complet comprend, outre les transformations

orthochrones propres A , les opérations ïï(parlté)t T(renversement du sens du
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temps), et HT (inversion totale) t

Ex = x } Tx = -x

avec = (x ,-x)

IlTx = -x

x = (XQ , x)
(1.46)

Un élément du groupe de Poincaré complet P , est de la forme (a,L) où

L € £ , c'est-à-dire n L II ~ L*~1T, det L = ± 1 et L° >O ou < O . L a loi

de groupe s'écrit alors

(a,L)(a',L') = (a + La', LLf) .

Tout élément (a,L) de P peut s'écrire comme le produit d'un élément (a,A) de

P^ par l'un des éléments (0,d), (O,ïï), (0,T), (O,IIT) . Nous désignerons plus

simplement ces trois derniers éléments par H, T et IIT . La loi de groupe

s'écrit alors :

(a,A)(a',A') = (a + Aa',AA') pour A, A' € £.*

n(a,A)II ~ (8;>A )

T(a,A)T"1 = (-a,A~"1T) (1.47)

n2 = T2 = (HT)2 = 1 , HT - TÏÏ .

Nous allons construire les représentations à une phase près du groupe P , c'est-

à-dire des relations (1.47). Pour les transformations du sous-groupe P^ , nous

choisissons un système de facteurs e(A ,A ) ayant la propriété (1.45). Notons
1 A

qu'une représentation irréductible du groupe complet P peut très bien être ré-

ductible, quand on la considère comme représentation de P , mais les diverses

composantes ont même système de facteurs et en particulier même type. Ceci est lié

au .fait que l'application du théorème de Wigner à l'invariance relativiste

interdit de considérer comme état physique une superposition de deux vecteurs

appartenant à des espaces de représentations de type différents j en d'au très termes
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le "type" figure parmi les règles de supersélection« Nous avons donc :

U(a+AaT,AA')

H (H)

H(T)

M (ITT) M (a, A)

-1
U (T)

M (a, A~1T)

— 1T
l/(-«, A x )

= M (-a, A) .

(1.48)

Le facteur de phase qui devrait figurer dans le deuxième membre de chacune des

trois dernières équations doit être identique al, car il doit vérifier la loi

de groupe i

w(a,A) = eo(a+ Aa' ,AA') ,

(cette relation est due, pour l'action de II , et de T , à la propriété (1.45)

du système de facteur). w(a,A) est donc une représentation unitaire à une dimen-

sion de ?t . Wigner a démontré que la seule représentation unitaire à une

dimension est la représentation triviale : <o(a,A) = 1 .

Les relations (1.48) sont valables même si on a choisi de représenter

certaines des opérations discrètes, II , T ou (HT) par des opérateurs antiunitaires,

Les relations (1.48) nous montrent également qu'une représentation à

une phase près de f peut s* obtenir à partir d'une représentation à une phase

près du groupe f obtenu en faisant agir H , T et HT sur le groupe 5s :

(a,A)(at,At)
1

""1
n(a,A) n^M*

T(a,A) T

nT(a,A)(HT)

H2 = T2 - (HT)2

(a + .
f* «v

(aW1)

(-2,At"1)

(-a,A)

1 ITT = TÏÏ

(1.49)
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Les relations (1.48) montrent que i/(ïï) , l/(T) , l/(HT) transforment

une représentation U(a,A) de masse déterminée en une représentation de même

masse. Une représentation irréductible de P a donc une masse déterminée.

Nous choisissons l/(H) unitaire, et l/(T) et l/(ÏÏT) antiunitaires,

car c'est le choix qui permet d'obtenir des représentations à énergie de signe

défini^ dont l'utilisation est dictée par l'expérience.

Par un changement de phase, on peut toujours alors se ramener aux

relations suivantes t

u<n) =
..2.

avec

irri/̂ (irr) =
M(HT) =

Une conséquence de ces relations est I

Z/CÏÏ)

= ± i . (1.50)

l/(T) M (H) (1.51)

a) Masse réelle non nulle

Considérons une représentation irréductible l/(a,A) de masse m et
—ITde spin s . Nous allons montrer que la représentation l/(a,A ) , lui est uni-

•~1Ttairement équivalente, alors que les représentations l/(-a,A) et l/(-a.,A )

lui sont antiunitairement équivalentes. Elles sont en fait unitairement équiva-

lentes à des représentations agissant sur la nappe q < O de 1'hyperboloïde
2 2
q - m . On a choisi I/(T) et W(IIT) antiunitaires pour pouvoir écrire une

représentation agissant sur une seule des deux nappes du cône. La représentation
—1Tl/(ja,A ) est définie par i

—IT
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on a : ATq = (M""1n)q =

A+ = donc A

or q = [q][q]t

D'où i

on obtient alors :

1 A[A -1

a'
iq.a .e* V

Cette relation n'est autre que

H

avec

L'opérateur II respecte bien la norme car [q] [qJJ est bien

une matrice unitaire.

De même on a :

avec

U(-a,A) =

cnrf)o.([q]) = f*([q])

(IIT) • est un opérateur antiunitaire et la matrice C est nécessaire pour trans-

former la représentation 2>S de SU en la représentation complexe conjuguée.

C représente physiquement une rotation de K autour de l'axe Oy .

~*1TEnfin W(-a_,A ) s'obtient en faisant successivement les deux transformations

précédentes»

L'espace de représentation $> du groupe 5° se décompose donc éventuellement en

plusieurs espacesde représentations K .du groupe^.: K-® ^; les représentations agis-

sant dans chaque K sont équivalentes. On aura donc

(1.52)

. représente la composante dans l'espace K t exprimée sur une base

standard, c'est-à-dire une base dans laquelle M(a,A) s'exprime de la façon

indiquée par (1.41) et (1.28).

Les matrices A et B expriment simplement la possibilité pour les

opérateurs M (II) , M(T) et M(IIT) de relier des espaces K différents . A et

B sont des matrices unitaires. De (I.5O) on tire :

A2 =: 1 ; BB* = (-1)2S

L AB = BA* e

; (AB)(AB)* = (-l)2s

Si l'on redéfinit les composantes par la transformation f -» M. f , (M t
—1 J <J

matrice unitaire), A est transformé en MA M , et B en
~1#MB M à cause de l'antiunitarité de HT . Une telle transformation préserve

les relations précédentes,on peut donc choisir M de façon à diagonaliser A }
2

comme A = 1 , la forme diagonale de A est une matrice réelle. On peut donc

récrire (1*52) avec :
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I2 = l , A diagonal ; BB* = (-l)2s

v* , -v2s
(ABXABr = (-1) ; AB = BA

.2sLe facteur (-1) provient du fait que G = -1 (le carré d'une rotation de

7t est une rotation de

Regrésentation_à_garité_intrinsècjue ET =

La matrice A est diagonale et de carré 1 , elle se décompose

en la somme directe de deux matrices identité, 1 et -1, à m et n dimensions

B commute avec A, donc se décompose également en deux blocs

A =
m

B
B =

B.

La représentation considérée est donc réductible en une somme de deux représen-

tations où A est la matrice identité multipliée par un signe qui est la parité

intrinsèque de la représentation. Nous devons alors distinguer deux cas suivant

le signe de BB* = (-l)2S £„„, = (-1) °

1) e = (-1)
2s : type normal

On a A = ± 1 , et BB* = 1 . B est donc une matrice unitaire symétrique,

qu'on peut diagonaliser par une transformation unitaire réelle (donc orthogonale),

on peut donc réduire la représentation en une somme de représentations irréduc-

tibles, où A et B sont des matrices à une dimension 1

A = ±1 , B = co j AB = ±to ;

2) e ~ -(—1) : type anormal

(1.53)

On a A = ±1L et BB* = -1 . B est une matrice unitaire antisymétrique,
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fog]
qui peut par une transformation orthogonale , être décomposée en blocs à

deux dimensions de la forme :

En effet si v est vecteur propre de B avec la valeur propre X , alors
M

(-70 est valeur propre, v étant le vecteur propre associé. Si on prend

comme vecteur de base les vecteurs orthogonaux et réels

et
\ =

la matrice B se décompose en une somme directe de blocs de la forme indiquée.

Une représentation irréductible est donc de la forme

A = ±
1 0

0 1
j B -

f 0 co
v-CO O

} AB =
O co

-co O

Dans cette représentation, il y a doublement du nombre de composantes, donc appa-

rition d'un nombre quantique supplémentaire.

- -ET-,»,Représentation_sans_Darité_intrinsèque

Les matrices A et B anticommutent, donc si (+/ est vecteur

propre de A avec la valeur propre (+1), B|+) est vecteur propre de A avec

la valeur propre (-1). Comme B est unitaire on obtient ainsi tous les vecteurs

propres de A (tout vecteur propre J-) est bien de la forme B"1 )̂). Les matrices

A et B simultanément réduites en une somme directe de matrices à deux dimensions

sont :
7 0 \ _ / O co \

A =
o ~ î B =: co1 =: 1

co' O
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Comme BB ~ on a

u>' r C-1)2S 0)

Donc dans une représentation irréductible :

o -
i
o

Nous avons ici encore doublement du nombre de composantes.

La seule représentation utilisée en physique est celle qui n'intro-

duit pas de nombre quanti que interne : dans cette représentation,

IIT

Remarques sur les phases

I - Par un changement de phase global sur les fonctions d'onde, on

peut multiplier les matrices B et AB par une phase, sans modifier les rela-

tions (I.5O). Dans les formules précédentes,en particulier dans (1.53), on

peut faire où = 1 .

II - On peut toujours multiplier U(II) par i 1, mais on doit prendre

le même facteur dans tout le domaine de supersélection considéré . En conséquence,

la parité intrinsèque d'une représentation n'est définie que relativement à

celle des autres représentations appartenant au même domaine de supersélection.

b) Masse nulle

Nous allons montrer que la représentation l/(ji,A

équivalente à une représentation de masse nulle d'hélicité

) est unitalrement

-X , si l/(a,A) est
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une représentation irréductible de masse nulle et d'héliclté X , on a :

£([ATq]) .

Dans cette formule [q] A^ [A q] est une matrice de la forme (1.34), ? cp/2

étant la phase des éléments diagonaux. Or :

Les trois matrices entre parenthèses sont trois matrices du type (1.34). On

peut ainsi associer à chacune l'angle 9 correspondant. D'autre part, pour
—1 -IT

toute matrice unimodulaire, C MC~M , donc la deuxième matrice du membre

( -1 \ »
[q] A [A q] ) , on peut

donc écrire

,, ,U (a,A = î îTX(a,A) î"

X ~1T
En effet, U (a,A ) est équivalent à une représentation irréductible induite

par la représentation complexe conjuguée du petit groupe, c'est-à-dire à une

représentation d'hélicité (-X) , on a :

De même, U (-a,A) est antiunitairement équivalent à une représentation de

masse nulle, d'énergie positive (q2 = 0,q>O) et d'hélicité (-X) . î/X(-a,A

est antiunitairement équivalent à U (a,A) .

Une représentation irréductible de S9 est donc caractérisée par une

valeur déterminée de la valeur absolue de l*hélicité. Elle contiendra des repré-

sentations dfhélicité opposées (sauf dans le can |XJ = O).
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1) Hélicité nulle

On a j = A

= (AB)

EJ*<[q]) (1*54)

avec A2 = 1 BB* -

(ABXAB) =

Un raisonnement analogue à celui fait pour m > 0 , montre que dans

une représentation irréductible, A et B sont donnés par i

CT ~

'T

CT

I A = ±1

A ~ ±

A =

B =

B

B

= 0)

=: co

/O l\
Ui o)

° Mi o/

(1.55)

2) Hélicité non nulle

L'indice i repère maintenant les couples d'hélicité opposés l

(1.56)

exp

avec :
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A étant des matrices unitaires, on peut toujours redéfinir les composantes
* if. pour X < 0 , de telle façon que A = 1 . O n aura donc i

A , T

= (-1)2X

B | X | B

B B

|X|B-|X|

M | x |

2XBi. i est donc unitaire symétrique si e = (-1) , antisymétrique si
I I 2Xe - -(-1) . On en déduit les formes irréductibles des matrices . A, B et AB,

définies par t

A =
O A

A+0
AB = A-B+ (1.57)

Dans cette représentation, lfhélicité est diagonallsée, et représentée par la

matrice :

O

o -|x|l.

Type normal : ST = enT = (-1)
2 X

Les formes irréductibles de A, B sont à deux dimensions :

(-Do
(1*58)
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Tyjpes_anormaux

« K l
1) e = -en = (-1) ' ' - A et B sont à deux dimensions

A = B =: co [ «-I " ) ABnco
V(-1)2X O/ 0 (-3

A =

2) e = (-1)

O 0 1

0 O 0 1

2X
-Do o o

o (-

2X+1 ~ - A et B sont à quatre dimensions j

B = o)(-l)2X

0 0 O 1

0 0 - 1 0

°-enr

Seul le type normal est utilisé pour décrire les particules existantes. Enfin,

comme dans le cas de la masse non nulle, on peut redéfinir l'ensemble des états

de façon à obtenir co = 1 .

Remarque
r

Nous n'avons considéré ici que les représentations d'énergie positive.

Les représentations d'énergie négative ont une forme absolument identique. La
, o . l.* "f£

seule différence réside dans la propriété [p][p]' - - —* —̂ , c'est-à-dire
m

la transformation de Lorentz [p] transforme (-t) en p .

Pour récapituler, nous donnons ici les formules indiquant l'action

des opérations discrètes, dans le cas du type normal t

Masse non nulle j de (I»52) et (1.53) on tire i
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([q]) =

.([q]) =

C[q]) =

(I.52.bis)

Masse nulle i de (1.56) et (1*58) on tire t

(W
V

(W
\

fl/fl
V

ï)t\ ([q]) =
A

wt] ([q]) =
A

ft£\ ([q]) -
A

f*([q])
A

(I.56.bis)

- exp(iX9



- 36 -

CHAPITRE II

LES ETATS A UNE PARTICULE : BASES SPINORIELLES, CHAMPS

1) - Etats à une particule ; vecteurs impropres

On utilise couramment, pour décrire les états à une particule, non

pas des paquets d'ondes, mais des "états propres" de ltimpulsion : ce ne sont

pas des fonctions de l'espace de Hilbert : la fonction d'onde d'un tel état

est une fonction ô de Dirac.

^

a) Masse réelle non nulle, représentation de spin s

On définira l'état |[p]>s3) comme l'état dont la fonction d'onde

£_.([?]) est égale à 2p6(p- q) 6o~s Jcet état est "vecteur propre" commun aux
2 2

opérateurs P , P , W et S (p) ce dernier étant défini par (1.22). On auraji j
donc :

- - w(p).n3(p)|[p],s3> = S3|[p],s3>

- - w(p).(n i(p) ±ln2(p))|[p],s3> = v

(II.1)

±1) [p],B3 ±

avec P = [p]f et
o
p - m t

Ces états sont "normalisés" par :

= 2o>
S3S3

2 _ ,2 2p s p1 ~ m 0) = V ?2 + m (II.2)
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Les phases relatives des états |[p],s3> pour des valeurs de p différentes

sont fixées par j

(II.3)

On vérifie en effet que grâce aux règles de commutation des générateurs, le

deuxième membre est bien un état propre de P et S (p)
3

La formule du changement de tétrade, se déduit de (1.26) :

t. CH)

33

(11*4)

La loi de transformation se déduit de (1.28) i

_ eiAp.a

3 3

L'action des opérations discrètes se déduit de (1.52 et 53)

(II.5)

;>-k(ut[p])

s (c)
3 3

3 3

(II.6)

T) est la parité intrinsèque de la représentation considérée. U(T) et ZZ(IlT) sont
antiunitaires.
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b) Masse nulle» hélicité X

On définira de façon analogue, l'état |[k],X) comme l'état dont

la fonction d'onde f,([q]) est égale à 2k°6(£-'q) . L'état |[k],X>
A.

est défini par :

X(k)|[k],X> = X|[k],X>

],*' - W2(k)|[k],X> = 0

Les phases des divers états |[k],X> sont reliées par i

= îU[k]) | [k] ,X>

avec maintenant k = G = (1,0,0,1).

Les formules de changement de tétrade (1.38) s'écrivent

|[k]M,X> =

(II.7)

(II.8)

(II.9)

Dans la troisième formule figure la fonction 2) dont l'argument n'est pas une

matrice unitaire, mais constitue l'élément de matrice d'une représentation

(|X|,0) non unitaire de SL(2,C) . On a en effet la propriété (cf. Appendice l)

S>XX

a b

c d

2|X|— o ' I ou d

suivant que X est positif ou négatif. M est une matrice de la forme I

- 39 -

M =
-.tcp/2e z

0 en

La loi de transformation (1.39) s'écrit t

U(a,A)|[k],X> = |A[k],X>

(11.10)

A[k]U

Pour décrire l'action des opérations discrètes, nous devons considérer simulta-

nément des états d'hélicités opposées l |[k],X/ et |[k],-X̂  . On obtient, alors,

à partir de (1.56) et (1.58) :

-X,X f[k]t[k]

(0 (11.11)
-iXcp [[k]t[k]c]

= e

on remarque la similitude de ces formules avec les formules analogues (II.6),

mais, ici il n'y a pas de sommation sur les indices X .

On peut retrouver les lois de transformation des fonctions d'onde

à partir de celles sur les états. Pour cela, il suffit d'utiliser : •»-
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m > 0 , spin s
,3-»

2u>

9a ([?]) = <tiS3

m2 = O , hélicité - X :

d3?

«PI T

m

(11.12)

La somme sur \ porte sur une seule valeur si on ne tient pas compte de la

parité, sur deux valeurs opposées ± X dans le cas contraire.

2) - Amplitudes spinorielles l cas de la masse non nulle

a) Amplitudes spinorielles

La loi de covariance par changement de tétrade (1.26), s'écrit :

•J 33

on en déduit que la quantité 9.([p]) définie par :

ne dépend que de p et pas de la matrice .unimodulaire [p] . On posera donc :
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9A(P) = (Cp]) (11.13)

De même, en vertu de l'uni tari té de [p]1 [p], c'est-à-dire : [p]1"" [p] =

[p] [p]' t on peut également définir la quantité cp (p) qui ne dépend
X*

de p , par la relation J
que

(11.14)

xs
La loi de transformation des amplitudes 9 et 9 , se déduit de

(a,A)
9*(P> = X 'a

«P

(a'A)9(p) ip'a

Soit t

2>S(A) 9(A"1p)

= 9-CAt-l)
(11.15)

cp et 9 sont appelées amplitudes spinorielles de l'état ($/ .On détermine

de façon analogue l'action des opérations discrètes. Pour la parité, on a par
exemple :

9A(P) = ([p]) \, ([p])

"33

on en tire les relations
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<p(p) = T) ; 9(p) = T) 9(£)

9(p) = "H 2> (0)9 *(p) 5

T9(P> r 2>S(C)9*(£)

HT, - T) 2>S(C) 9*(p) (11.16)

- 2>S(C) 9*(£)

2 2on vérifie immédiatement sur ces formules les relations l/(T) r M(IIT)

C-l)2s, car (2>S(C))2 . (-i)2s .

«
S

Les amplitudes 9 et 9 ne sont pas indépendantes : en éliminant

C[p]) entre (H.13) et (11.14), on a i

£ \ xs

£

(11.17)

on a utilisé ;

et r» n —r —r
P = P°~P o- .

Le produit scalaire de deux états t>$ s'exprime de la façon suivante :

<*!+> = 2 oo /A £
(11.18)

2(0

La transformation des fonctions d'onde aux amplitudes spinorielles

n'est pas une transformation unitaire. Aussi la forme du produit scalaire n'est
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pas la même suivant qu'on l'exprime en fonction des fonctions d'onde ou des

amplitudes spinorielles. Néanmoins les deux types d'amplitudes spinorielles

peuvent être considérés comme les composantes covariantes et contravariantes

d'un même état, ainsi que le montre (11.18).

Afin de donner une forme simple à l'action de la parité, on a l'habi-

tude de considérer des "spineurs de Dirac" à 2(2s-fl) composantes :

(11.19)

on a alors

(p) = e ' Saf(A
-1p) (11.20)

n, o
(11.21)

)(C) O ) a
faa

Enfin on a l'équation de Dirac (cf 11.17)

(11.22)

(11.23)

•a(p) =
O

m aa1
(11.24)

Le produit scalaire s'exprime (cf 11.18)
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<*!«> = 2oo
o
a •„,<«•> (11.25)

Remarque

Nous avons considéré ici uniquement les représentations d'énergie

positive. Dans le cas d'une représentation d'énergie négative, on peut faire

les mêmes calculs, mais on a maintenant

[p][p]t, -
Il faut donc remplacer p et p par -p et -p dans les équations (11.17)

*V <V

et (11.18).

Les spineurs sont définis de façon différente de (11.19) :

p° < O (11.26)

Les formules (11.20), (11.22) et (11.24) sont inchangées, alors que les matrices

figurant dans les seconds membres de (11.21) et (11.23) sont multipliées par (-1)
2s

L'équation de Dirac (11.24) décrit donc simultanément des représen-

tations d'énergie positive et négative. Avec la définition (11.26), le produit

scalaire s'écrit :

p° <0 t

Le produit scalaire défini par :

O 1
± O

(11.27)

Jd p"
2 a
P

/ N
(p)

o IL

aa'
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n'est donc pas défini positif quand s est demi entier.

b) Bases spinorielles

Les amplitudes spinorielles introduites précédemment peuvent être

considérées comme les composantes d'un état sur deux bases spinorielles bi-

orthogonales constituées par des vecteurs Impropres i

|p,A> =

|P.A> =

(11.28)

Loi de transformation i

p,A>

|p,A>

Produit scalaire l

<P ,A|p ' ,A f>

<P,A|P' ,A'>

eljl>-a |AP,A'>

iAp. a I . x\ \
e K |Ap,A'>

AAf

i f f ) 2» 6<?-p'>
m y P

Action des opérations discrètes :

M (H) |p,A> =

M (H) |p,A> =

•n

(11.29)

(11.30)

(11.31)
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,A> -> 2>A,A(0

tt(IIT) |p,A) = TI |p,̂

i \̂
p,A> = TI

(11.31)

Les amplitudes spinorielles 9 et 9 d'un état définies par

d3^ v-
20, ^ 9A(P)|P,A>
P A

-ë
P A

(11.32)

se calculent à l'aide de I

<P(p) = <P,A|$>

= <P,A|§) .
(11.33)

Pour terminer, nous allons donner la forme des ' spineurs de Dirac associés à
xs

l'état |[p]»s_/ 1 les deux composantes spinorielles U A(q) et .̂(q) de cet
3 A A

état sont respectivement

U (q) = <q,A|[p],S > = 20) 6(?-qi »"

As,

Le spineur de Dirac associé est donc :

= -- 2cop ô(p-q)
v/2
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Suivant la convention usuelle, on posera :

.8 ([p])
(11*34)

a est un indice qui prend 2 x (2s+l) valeurs, repérées par les valeurs prises

par l'un ou l'autre des indices A figurant dans les matrices 2> . Ces spineurs

sont normalisés à :

(11*35)

act1

3) - Amplitudes spinorielles« cas de la masse nulle

La construction des amplitudes spinorielles dans le cas de la masse
Fielnulle est due à Zwanziger J .

La loi de covariance par changement de tétrade s'écrit :

cp([k]',X) =

a) X > 0

On construit la qijantité :

cpA(k) =

9([k],X)

II n'y a pas de sommation sur X . On peut en introduire une, à condition d'in-

sérer le projecteur l .
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= 6
nun |x|,m

lN c<[k],x>

(on a également utilisé le fait que l'on peut remplacer [k]' [k] par

[k]«t [k]t à l'intérieur de la matrice 2)^' ) on a alors :

[k]'t =
l+oi

[k]+ =

D'où

cp+Ck) X = (11.36)

,'expression définie en (11.36) ne dépend donc pas de la matrice [k] , mais

seulement de k , d'où la notation

De <a>A)cp([k],X) =

on tire :

On peut sommer sur X , car la formule (11.36) s'inverse par :

(11.37)
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D'où

(11.38)

Le produit scalaire ne s'écrit pas simplement sous une forme indé-

pendante de la tétrade choisie i

,X) |C[k],X)
2k

f avec n r [k]t-lr, n-

Le deuxième membre n'est indépendant de [k] que grâce à (11.37).

On peut également introduire l'état |k,À,+X) par la formule :

<k,A, + X|$> = <fL(k) , (11.39)

on a :

(II.39,bis)

On vérifie aisément que le deuxième membre ost indépendant de [k] . La loi de

transformation s'écrira t

(11.40)1 '^ \ 1 Air
k,A, + X> = e1 *̂

on a le produit scalaire I

(11.41)

On ne peut pas construire, pour X > O , de fonctions d'onde se transformant

par 2>(AT ) ni d'état se transformant par 2>(A).. D'autre part, et ceci est

une autre différence avec le cas m ?i O , les diverses fonctions d'onde

ne sont pas indépendantes, ainsi que le montre (11.37) . La quantité

2̂  SUA ([k]"" ) <p*(k) étant nulle pour fi ;zf |X | , satisfait t
A
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I 1+01

soit

V

Donc :

»M
ÂA' PA' (11.42)

n est le transformé de l'axe des temps par [k] . On a :

(n.k) = (t.k) = 1. , et n2 =: 1 .

Notons que si les fonctions <pt(k) satisfont (11.42) pour un certain n , (lié
A

au choix de la tétrade [k] : on dit que l'on décrit la particule dans la jauge

de radiation d'axe des temps n ), elles satisfont la relation pour tout vec-

teur nT tel que n'.k r: 1 , en effet on a :

k nr k n = 2(n*.k) k.n , car k = 0 .

La condition générale est donc :

k n
(11.43)

On peut montrer que, réciproquement, si cp+ satisfait à (11.43)

;• •• i 'n n quelconque, (pas nécessairement du g^nre temps) il y satisfait éga-

lement pour tout n (car on a kn - k(îï+ ct k") pour tout a), et notamment pour
2

un n satisfaisant n = n.k - 1 . Ainsi on montre que (11.43) (avec n quel-
<"

conque, à la restriction près : n.k ?f 0) est équivalent à (11.37).

II n'est pas possible de stabstraire de cette manière de la nécessité

d'utiliser un vecteur extérieur pour exprimer la relation entre les amplitudes

spinorielles.Pour le faire, il faut découpler le spin s et l'indice magnétique

A ; nous allons montrer que (11.43) est équivalent à t

I
a ' ,A

|X| - £ , M | JX| ,A> cpt
a A

= 0 (11.44)

pour toute valeur des indices a et M .

En effet, le premier membre est égal à t

- ÏÏ-M(k)
aa- < t «'

k n

2(n.k)

— O t car k k n - k n .

Réciproquement, supposons (11.44) vérifié, et montrons qu'on peut en déduire

(11.43). En effet :

AA' 2(n.k)
(11.45)

1/2 ... 1/2 kïï / k n\
~

2n*
Ixl
A'

1/2 ... 1/2

Ixl 1/2 ... 1/2
est le coefficient de Clebsch-Qordan décrivant le couplage

(qui se fait de façon unique) de 2|x| spins 1/2 pour former le spin |x| .

D'autre part, on a t
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k n
IV

n k

2(n.k)

1/2 1/2 ... 1/2
t : 1 9ltOO = 0

ai a2 —Œ2|X| ' A

car on peut recoupler les 2|x|-l spin 1/2 dont las indices magnétiques

a1 ... af u I sont libres, pour former un spin |X |-l/2 . Donc on peut remplacer
2 2 |X| / k n \

j i_ _a f T T .4 e \ ( ^JÎ^M»B | w*f-»*» R A 4 » - » a 4 T ^ rf^ii^r*' otn^ m^mViV>o anT*É»Qpartout, dans (11.45) ,

sommation sur les a. ,

par ô . . Ainsi le deuxième membre, après
2n.k J , «a1

a se réduit à ô . . droù la relation (11.43),
AA '

Remarque

Si !Ton prend, dans (11.43), pour vecteur n le vecteur unitaire

porté par l*axe des temps, on a I

M / I / r +2 1 + (11.46)

se

b) X < Q

On ne peut pas construire dans le cas X < O , d*amplitudes <p(p)

transformant par 2)(A) , ni d'état se transformant par 2>(A ) . On défi-

nira cette fois :

CII.47)

La quantité ainsi définie ne dépend que de k . On a les propriétés suivantes l

(11.48)
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cp([k],X)

Le produit scalaire est :

9 [k],X

Nous définirons également une base d'état :

-1

x = -M

on a les propriétés suivantes !

M(a,A)|k,A,-|x|> -

<k«,A',-|x||kfAf- r 2
2

on calcule 1* amplitude spinorielle de l'état |$) , par :

(11.49)

. (11.50)

(11.51)

(11.52)

(11.53)

(11.54)

Les amplitudes spinorielles ne sont pas indépendantes, et satisfont

aux conditions suivantes, équivalentes à (11.42) :

2

(11.55)

(11.56)

a'A

On peut, dans (11.55) choisir n quelconque (pourvu que n.k 2 Q ) en parti-

culier si n est l*axe des temps, on a J
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-*£ *.'<« - ».« . (11.57)

c) Introduction de la parité : X - ± |\ |

Si l'on introduit les opérations discrètes on doit considérer simul-

tanément deux représentations d'hélicités opposées. On peut donc associer à un

état deux types d*amplitudes spinorielles <PA(k) et <p. (k) ayant les proprié-
A A

tés décrites en a) et b). Seule la parité et l'inversion totale va les relier I

on posera

= 9A~(P)
(11.58)

Des lois de transformation des amplitudes ç([k],X) et des relations entre ces

amplitudes et les amplitudes spinorielles, on déduit :

(11.59)

rA - '

Montrons par exemple la première relation (X > 0) :

X) ^

soit, en posant [£][k]T ~ n , et en utilisant k ~ k î

(kn)
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on a utilisé 3 (G) = ^ 1 .
-M, M

De façon analogue, on détermine t

HT + -

= »JiJ<«
(11.60)

\(k)

(11.61)

Ces formules sont en parfaite analogie avec celles obtenues dans le cas de la

masse non nulle. On peut construire des spineurs à 2(2|x|+l) composantes

9ÎCk)
(11.62)

on a alors

(a'A)t (k) = elka ^ 2<A)

V Oa Ta
aa

(11.63)

n, o i
il o

aa1

(11.64)

2>(C) O

0 2>(C)
aa1

(11.65)
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Enfin les"spineurs" i}f(k) satisfont à l'équation de Dirac :

2>(k)\

»(*) o /aa, «

En effet, on a la relation (11.37) pour X > 0 I

lL,<k> = (11.66)

z
A

multiplions les deux membres par 2 > ' ^ l [[kit"1 ( 3 3)J et sommons sur ji ,1e
^ \ /

premier membre donne zéro car 9 ' '( -—- j est le projecteur sur l'héllcité

(-X), on a alors :

De façon analogue on montrerait que I

/x
9~(k) = 0 .

Ces deux relations sont équivalentes à (11.66), ce qui montre en particulier qu'on

ne peut pas utiliser l'équation de Dirac pour constituer des amplitudes 9 et 9 .

I \ I \
§/ et |TJf/ représentés par les spineurs

correspondants est :

<4|+> = f 2ÎL $»QO f s K S ) ° ^ t...(k) , (n.67)

ou

=

n = [k] [k]t
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Enfin, des formules (11.59 à 61) on peut déduire l'action des opéra

tions discrètes sur les vecteurs de la base spinorielle i

!KT)|p,A>|\|> =

W(T)|P ,A,-|X|> =

(11.68)

AT

A1

Remarque

Les représentations de masse nulle considérées jusqu'ici, sont à

énergie positive. Pour des représentations d'énergie négative, on peut dévelop-

per le même formalisme. Mais dans ce cas, [k] transforme le vecteur (-1,0,0,-!)

en k , c'est-à-dire t

Ck](i+<ra)[k]t = -k .

En d'autres termes, dans toutes les formules où n'apparaît pas

explicitement k , il n'y a aucun changement. Si on continue à poser :

£ = [k][k]t ,
•

le produit scalaire (11.67) est inchangé, mais on doit modifier d'un signe
2 X I

(-1) ' ' l'un des membres des relations (11.43) et (11.55) qui traduisent

l'existence d'un seul état dfhélicité. De toute façon l'équation de Dirac

(11.67) reste vérifiée .
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4) - Champs libres

Les champs libres sont des opérateurs de 1'espace de Fock të - ® K .
n n

Je est le produit tensoriel symétrisé ou antisymétrisé de n espaces de
n

Hilbert isomorphes à l'espace des états à une particule.Le champ a une loi

de transformation locale sous l'action des opérations du groupe de Poincaré.

Les règles de commutation du champ en deux points différents, qui traduisent

son caractère quantique, peuvent se déduire des règles de commutation des

opérateurs qui apparaissent dans sa transformée de Fourier, qui sont les opé-

rateurs de création et d'annihilation des états à une particule, et portent

donc les nombres quantiques des états à une particule. Pour obtenir une loi

de transformation locale sous l'action du groupe de Poincaré, il est nécessaire

d'utiliser les états appartenant aux bases spinorielles, car ce sont les seuls

dont la loi de transformation ne fait pas explicitement apparaître de dépen-

dance dans l'impulsion

a) m JL O

Dans le cas t m ?f 0, on introduira les opérateurs suivants t

a ([p],B3) |0> = O

(̂P.A) =

(11.69)
-1

Les opérateurs at(p,A) et a\p,A) sont les créateurs respectifs des

états |P,A) et |p,î) . |o) est l'état vide.

Des lois de transformation des états, on déduit :

U(a,A) at(p,A) iT̂ a.A) = e1 *̂ at(AP>A' ) 9* , (A)

'* at(Ap,A')
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Enfin on supposera les règles de commutation suivantes i

(~a(p,A), a(p',A')~| = |~at(p,A), at(p',A')~l = O .
L J+ L _l +

(11.70)

Le signe + correspond à un anticommutateur (statistique de Ferrai) et le

signe - correspond à un commutateur (statistique de Bose). La règle de com-

mutation habituelle entre les a et les a' n'est valable que pour des opéra-

teurs correspondant à des états orthogonaux :

, a([p' = 2(0 6(p-p')ô .
P S3S3

(11.71)

On en déduit les relations !

fa(p,A) , a t(p ' ,A')H

fa(p,A) , aï(p',A')~|

= 2<0p ô (p -p ' ) ô ,

= 2<op S ( p - p ' )

(11.72)

Nous allons construire les champs libres dans les cas suivants :

1) un seul type de particule, 2) multiplets non chargés, 3) multiplets chargés.

1) Un seul type de particule

On définit les champs

,3-»^
a(ptî)

VX) = 372 2ïf I a(p'A) e~*F"A (27C)3/2 J 2t°p L

yA'AV JAA' -im

(11.73)
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on a les lois de transformations t

!/ (a,A) - 9A,

U (a,A) "9A(x) U" (a,A) = 9A,

n wl T' fil ""1

9A,(Ax+a)

(11.74)

JAA'

<o|9A(x)|p,A'> = 6...,
"ipx

(270372

(11.75)

Les règles de commutation s'écrivent i

2o)

Le deuxième membre est proportionnel à A(x-x') si -(-1) - — 1 ^ c'est-à-dire

si on a la relation spin-statistique. Si au contraire ±(—1) - +1 , le com-

mutateur calculé ne s'annule pas en dehors du cône de lumière. C'est donc la
[32]commutativité locale qui assure la relation spin statistique1 «

2s
Donc en supposant désormais ±(-1) = - 1 , on a :

= ®AA'(C)

A(x) = — i~ ! d4p 6(p2-m2) e(p«) eipx

(27C)3 J
(11.76)

8° =
8x° a =

9 x
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Si on suppose la loi de transformation des états I M (H) |P,A) = t] ]£/£) où T)

est un facteur de phase, on n'obtient une loi de transformation locale par
•— 2s

parité que si r\ - *n(-l) . On doit donc prerdre f] imaginaire pur si s

est demi entier (champ de Majorana) , on a alors i

(H) U-1 ^ / \9(x)

3A,A(c) (11.77)

9A(x)
18

•x) »A|A<C> .

Dans le cas qui nous intéresse, la conjugaison de charge & est l'opérateur iden-
Q

tité (au signe près car t? =1)

6 =

Q <P.

(II)

e (11.78)

2) Multiplets neutres

On suppose lfexistence d'un groupe d'invariance interne compact G ,

en plus du groupe de Poincaré. Les états à une particule sont alors des vec-

teurs de base d'une représentation irréductible du groupe G .

(11.79)

on a donc un multiplet de représentations du groupe de Poincaré. On supposera
4fde plus les représentations H et U du groupe G équivalentes t

a(g) = S 9*(g) S"1 (11.80)

A partir de cette relation, on montre'' J que SŜ  et SS* commutent[31]
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avec toutes les opérations l/(g) du groupe . SŜ  et SS* sont donc des cons-

tantes. S est défini à une constante arbitraire près, on peut fixer cette cons-
IK T

tante de façon que SS"f = 1 . On a alors SS = c , soit S rcS , donc

c = ± 1 . On a forcément c = +1 si l'espace de représentation est à dimension

impaire (exemple représentation de spin entier de SUg). Enfin, si l'espace est

de dimensions paires, on peut avoir soit c = + 1 (exemple : représentation 8

de SU ), soit c - - 1 (représentation de spin demi entier de
3

On peut alors construire les champs :

(11.81)

Si l'on calcule le commutateur de cp(x) et 9(7) on trouve que I

[<p(x), <p(y)] n'est nul pour des séparations (x-y) du genre espace que si

t(-l)2Sc = -1 , où c est défini par S - cST . Si l'on désire, comme cela

semble vérifié expérimentalement, préserver la relation spin statistique, la

commutativité locale n'est vérifiée que dans le cas où S est symétrique (elle

n'est en particulier pas vérifiée pour un boson de spin entier et d'isospin
[33]

demi entier). Dans la suite nous supposerons

S = S
9K

SS* = 1 (11,82)

Les champs 9 et 9" ont, sous l'action du groupe de Poincaré, des lois de

transformation analogues à (II.74).Sous l'action du groupe G , on a :

9. (x)

lUg) $. ,,(x) U(g)
A,|J.

"1

= 9^,00

(11.83)
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Sous l'action de la parité x

(11.84)

(avec toujours la condition *n imaginaire pur si le spin est demi entier).

On définira la conjugaison de charge comme l'opérateur unitaire de l'espace

de Fock, qui transforme a ([p],s_,H) en a ([p],sQ,ji') S i i t i i

t? a([p],s3,{i)

i i i i
LL LL

t . (11.85)

Cette opération conserve bien les relations de commutation car S est unitaire.

On aura de même l

t? a([p],s3,n) * a<[p],s3, |i f>

2 2 2
L'opération Ç n'est une involution (6 = 1) que si l'on a TI S = ! .
2 • * * G

S est donc une phase j comme par ailleurs SS - 1 , S et S sont égaux à

une phase près, on peut alors modifier la phase de S de façon à avoir

S = S* donc S = 1 . (11.86)

L'introduction du renversement du sens du temps soulève quelques dif-

ficultés l l'opérateur W(T) ne doit pas agir sur les coordonnées internes (rela-

tives au groupe G)

VA(C) . (11.87)

Mais comme T est antdunitaire, on vérifie facilement qu'une telle relation

n'est pas invariante dans un changement de base dans l'espace de représentation

de G . On doit donc supposer cette relation dans une base particulière. Dans

les cas d'application pratique, la base dans laquelle Î/(T) agit suivant (11.87)
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diagonalise les opérateurs de supersélection. Notons que U(T) ne commute pas

avec les opérations UCg) du groupe G , en effet U(g) UCT) et UCT) UCg)

transforment les états à une particule suivant 2>(g) et 2) (g) respectivement.

En règle générale, on supposera donc qu'il existe une base privilégiée

où l'onpeut définir l'opérateur UCT) antiunitaire, tel queL :

UCT) a(p,A,ti)

U(T)

= a(p_tA
T,ti)

= a (£,A',u)
(11.87)

L'une des conséquences de ces relations est que l'opérateur t? U(T) commute

avec les opérations du groupe G , Cde même que t? (UCH) UCT))

On peut maintenant déterminer l'action de T sur les champs I

UCT)

on définira également î

(x)

on a alors les propriétés :

Enfin si 6 = S U(n) U(T) I

(11.88)

(11.80)

(11.90)

3) Multiplets chargés

On suppose maintenant que les particules sont encore décrites par

des représentations du groupe compact G n'ayant pas les propriétés utilisées

au paragraphe précédent J

>̂
- ou bien 2) Cg) n'est pas équivalente à 2) (g)

- ou bien 9 (g) est équivalente à 2>*Cg) : 2) (g) = S®*(g) s""1 ,

4l T *"1
mais S ne peut pas être choisi de façon à avoir les propriétés i S - S - S = S ,

On doit alors considérer simultanément deux multiplets associés à des représen-

tations complexes conjuguées du groupe G . Les opérateurs de création corres-

pondant satisferont à i

UCg) afCptA,n) UCg)""
1 = atCp,A,ti')SD , (g)

H- r1

(g) .
1 H*

(11.01)

L'opérateur de l'espace de Fock qui interchange les deux types de particules

est appelé conjugaison de charge.

t? a Cp,A,n) Ç"1 = b'(p,A,H)

£ aCp,A,(i) Ç"1 = aCp,A,fl)

ff\ ff) \ M |

(11.92)

= i.

On définira alors les champs :

—— / —3/2 / 2c
P

<P
ipx

e"lpx
CH.93)
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liés par I

3° -31er
- im

- im , (11.94)

La commutativité locale est assurée si on a la relation spin statis-
t t

tique j les opérateurs a et a d'une part, b et b drautre part ont les

règles de commutation (11.72) . Par ailleurs les opérateurs a et a , com-

mutent ou anticommutent avec b et b , suivant que le spin est entier ou

demi entier ; ces opérateurs correspondent à des particules différentes,

aussi leurs relations de commutation est une question de convention. On peut
[32]

montrer que ce dernier choix est en fait sans conséquences physiques

On définira de même 9
s^

charge les champs 9 et cp .

et (p c en transformant par conjugaison de

On a les lois de transformation l

9,9 se transforment par 2) (g) sous lraction de G

c >̂ c<p , <p

9 * 9
XS. S\
9 » 9

" 2>(g) "

" 2KA-1) "
11

Z/CA)
(11.95)

Ces lois de transformation sont analogues à (11.74) et (11.83).

L'action de la parité n*est locale que si T] u - (-1) t c'est—à-dire siEt D

la parité relative du système particule antiparticule par rapport au vide est
2s

égale à (-1) . On a alors :

a

W(IEP) '(HT) = -rf (11.96)

9A,U(X) ~̂ ) ®A'A(C)
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on a la relation J

(11.97)

L'action de TCP stécrit alors :

0 =

0 (11.98)

Les relations (11.97) et (11.98) sont valables dans les trois cas (particule

unique, multiplet neutre ou chargé) de même que la relation qui lie les

champs 9 et 9 . Noter que parmi les lois de transformation précédentes les

lois de transformation par parité et inversion totale, ne sont pas générali-

sablestelles quelles à des champs couplés (qui ne satisfont pas l'équation de

Klein-Gordon). On peut remédier à cette situation en introduisant les champs

de Dirac à 2(2s+ 1) composantes l

(x) r

et en transcrivant les lois de transformation précédentes en fonction de ces

champs.

b) m = O

On va construire des champs locaux de façon analogue i on introduit

des opérateurs de création et d*annihilation a ([k],X) et a([k],X) ayant
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les règles de commutation habituelles s

= 2|k| ô(îc-P) . (11.99)

Si l'hélicité est positive, on peut construire des opérateurs a (k,A,+) et

si l'hélicité est négative, on peut construire des états a (k,A,-) :

X > O : at(k,A,+) = af([k],X)

t t
X < 0 : a (k,A,-) = a ([k],X)

'XA
(11.100)

Les relations de commutation sont :

X > 0 : |~a(k,A,T), at(k',AS+)"j = S)]*] (k) 2 |k

X < O : I a(k,A,-), a (k,Af,fa ) I

(11.101)

I (k) 2 P ÔCÏ-Ï»).

Pour construire un champ local, on doit utiliser deux représentations d'hélicités

opposées :

on a alors

+ , .
9A(x) =

dk

2 Ik

+ikx

(11.102)

+ikx

on a encore :

(11.103)
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On ne peut pas en général construire de champ conjugué de charges, cfest-à-dire

de champ d'hélicité+|x|du type <p* (x) . On doit distinguer deux cas :

1) ou bien un opérateur parité est défini sur les états à une parti-

cule et alors les états d'hélicité+ |X| et -|x| sont deux états de la même par-

ticule, qui est alors sa propre antiparticule, on a alors £? ~ ± 1 . Dans ce

cas les opérateurs t? et U(ïï) existent indépendemment, c'est le cas du pho-

ton,

2) ou bien il n'y a pas d'opérateur parité défini (cas du neutrino).

Néanmoins un opérateur que l'on continue, par abus de langage, à appeler

S W(H) peut être défini dans l'espace de Fock.Sur les opérateurs de création,

il agit comme suit :

af(k,A,+)

a(k,A,-) - T1.y(k,A',T) .

ok I
D'où, à condition que r\ r\ = C-l) ' '+ '-

/

C l/Cn)

"
/

(11.104)

(11.105)

LT action du renversement du sens du temps est donnée par :

UCT) (11.106)

on a également la loi de transformation pour l'opérateur Q ~ Ç l/(II) U(T) :

e e'1
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e q>A(x) e"
1 =

6 (pA(x) 0
-t

(11.107)

(-x) .

Le champ que nous avons ainsi construit satisfait bien à le. commutativité

locale, si, dans (II.1O1) on satisfait à la relation spin-s^atistique.
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CHAPITRE III

ETATS A DEUX PARTICULES DE MASSES REELLES NON NULLES, SANS INTERACTION

A) - GENERALITES

1) - Produit tensoriel de deux représentations

Un état à deux particules sans interaction est construit comme

vecteur du produit tensoriel des espaces de définition des particules cons-

tituantes. Un tel état sera par exemple, utilise comme état initial ou final

dans une réaction à deux corps*

Considérons deux particules de masses (réelles positives) m et m .
1 2

A chaque impulsion p ou p de leur couche de masse respective, associons
1 eu

une transformation de Lorentz représentée respectivement par les matrices

unimodulaires [?•«] ou f-Po^ » c'est-à-dire une tétrade, ainsi que nous l'avons

déjà fait. En particulier :

P = P
[P2] P2 = P

et op,

On construit alors comme au chapitre précédent les deux bases de représen-

tation |[p ] ,o"y et I[p0]»cr0} • Un état à deux particules est obtenu en1 1 2 2
formant le produit tensoriel :

j],^)® |[p2],or2> (III.1)

Sur ces états est définie la représentation, avec A - A(A)

"(a,A)|[Pl],[p2],crircr2> = e ̂ "1+P2 *a

r-,

(in.a)



avec le produit scalaire
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= 4 pj) -£) &,„, S
1 1 22

avec

2) - Réduction du produit tensoriel - Généralités

Nous allons chercher à réduire la représentation (III.2), c'est-à-

dire à écr ire (111,1) comme une somme dfêtats | [p] . j,|a,Ti} où P désignera

l'impulsion totale, ( [P] représentant sa tétrade associée), J le moment

cinétique total, jj. l'une de ses composantes (sur n (P) ) et TJ le ou les
o

paramètres de dégénérescence éventuels.

On pourra alors écrire t

|[P1L[Pa].o1<ra>=
Ji-m

Le coefficient de Clebsch - Gordan de la décomposition est alors

^ ,cr2 1 [P] , J,

Pour calculer ces coefficients et déterminer les paramètres de dégénérescence,

nous allons utiliser une méthode due à WignerL15J.

Supposons que l'on ait construit une base complète orthonormêe d'un

espace de Hilbert, notée |j(-i) » sur laquelle agit une représentation unitaire

3 t (G) d'un groupe compact G , chaque sous-espace indexé par une valeur

donnée de J étant irréductible» La représentation s'écrit i
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Un état quelconque |$) s'écrit : L«4..IJH>

dG
On suppose de plus qu'il existe une mesure notée

et à gauche, sur le groupe G , et normêe : t ,_

V(G)

On peut alors en déduire les relations d'orthogonal!té

invariante & droite

v
n(J) désigne la dimension du sous-espace J *

On peut alors vérifier la propriété suivante x

/ dG
V(G)

Ceci nous donne la valeur de l'opérateur t

n(J)

En particulier 1*opérateur

U(G) = (III.3)

14*

est le projecteur sur l*état |j(i) , (plus généralement, c'est le projecteur

sur le sous-espace | j|i) si la représentation considérée n*est pas irréductible).

Toutes les conditions requises sont vérifiées pour le groupe des

rotations comme pour SU .
2

Pour le cas du groupe des translations, qui n'est pas compact, on

peut construire de façon analogue un projecteur sur les états d* impulsion

P (qui ne sont pas dans l'espace de Hilbert !), Il s'écrit t

(290-
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On peut également construire un opérateur de projection analogue

à partir d'une intégration sur le groupe de Poincarê t

Posons 1

On vérifie aisément la formule i

da dA
M1'S11 \ ,
P,o-,p',cr'

M'S (2s +1)
2 ,q,oc,q',a

= 4 p°p'° ô(p - q) 6C?1- q') ô_ 8 Ô(M2. - M2 ) ô . (III.4)a cr l 2 Sls2

Pour dA on a utilisé la mesure invariante sur le groupe de Lorentz qu'on

peut écrire comme suit : on utilise le paramétrage suivant :

où P est le transformé de l'axe des temps

par A , A^ est, quel que soit P , une transforma-

tion amenant P sur P choisie une fois pour toute . Alors R est une rota-

tion définie par R — A A * La mesure invariante utilisée est alors J

dA = -̂ -5- dR
2P°

La relation (38) n'est autre qu'une relation d'orthogonalite des éléments

de matrice» On peut en déduire que l'expression t

da dA

8
(III.5)

est un projecteur sur le sous-espace des états |[p],Jfi) » Nous allons l'u-
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tiliser pour réduire la reprêsentation(III.2). Dans le cas qui nous occupe,

le sous-espace |[p]»J,|̂  est dégénéré* II est nécessaire de construire une

base orthogonale de ce sous-espace, ayant la propriété suivante 1

MCA) |[P],J,II,TJ> = I[p],d,H',Ti> (III.6)

Pour avoir des bases d'états ayant cette propriété, le plus commode est de

construire, pour une valeur de P , par exemple le long de l'axe des temps

P , une base complète de l'espace des vecteurs [[p] ,J,|-t,Tî  et de définir

alors

(III.7)

Nous écrirons dans la suite directement des bases d'états pour toutes les

valeurs de P . Elles ont toutes cette propriété qui est aisément verifiable,

et sera en général sous-entendue dans la suite.

3) - Construction des états propres de 1'impulsion et du moment cinétique

Sur l'état |$) le plus général, nous allons appliquer le pro-

jecteur (111,5)»

"> - a

II ne restera plus qu'à rechercher une base orthogonale complote du sous-

espace |[P],J,(I> obtenu t

M,J

Explicitons l'expression précédente :
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.a 2p0 5 _ B jj* /[p]-i [p]
Wi \ /

J 2»! 2o)2
 6

p )»a s /
2 »TÎT (fV^Pr

11 X

1 ' AP2 » *! ' °*2> Vo-A[pl]'[p2]

°i°2'

L'intégrale sur a est évidente (da — d(Aa) )

6 C P - P - P2> •,„.

x 2P /dA
11 2 2

Nous effectuons le changement de variable t p -» A p

II vient I

" Pl " P2)

x 2P° U 6CP -
1 2

,<r2>

L'intégrale sur A ne porte, en fait, que sur le petit groupe de P, à

cause de la fonction ô qui figure dans l'intégrant.
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On peut écrire t

A = [AP] R [p]-1

où
1-1R — [AP] A,[P] est une rotation»

On voit alors aisément que :

2P° Ô(P - AP) dA = dR

avec
i-lR — [p] A[P] où A appartient au petit groupe de P

Nous avons alors

6 (P - p, - P,

x §

avec A rz [P] R [P] 1

xs.
On peut alors passer des variables p , p aux variables (P,q)

associées au centre de masse* Les notations sont données dans la table 1 (p. 79)

L'état P14 ̂  1$) va s'écrire t
P i l

§ (p,â) i
°"i°2

t(ft) *a
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avec

(H,)
A A

2/00

Rl =

B2 = (III.9)

A. = [p] R [p]-1

de

II nous faut maintenant effectuer dans(III.9)l'intégrale sur R ,

façon à découpler les indices cr cr et cr' , cr' couples par l'inter-

médiaire des rotations R et R .
1 2

#•
On décomposera alors les fonctions $ qui donnent une contribution

non nulle sur un système de fonctions orthogonales l

Les fonctions § sont les composantes irréductibles de la fonction d'onde § ,

dont elles se déduisent par convolution avec les coefficients de Clebsch-Gordan.

Pour simplifier les calculs, et faire apparaître plus clairement

les systèmes de fonctions ̂  , il sera commode de faire des choix de tétrades

particuliers» Par exemple il nous arrivera de prendre un choix de tétrade

[p« 1 t e* [PO! fonction à la fois de p et p , et non uniquement de p1
1 fi \ Ci 1

pour [PJ] t et de p pour [P2J « Nous ne modifierons pas pour autant la

notation, les relations(II.4)nous permettront de restituer les tétrades uti-

lisées dans (III. 1) et (III. 2).

En fait dans l'intégrale I(â) ne figure plus la fonction § , mais une

fonction ô(â • .«)• C'est cette fonction 6 que l'on décomposera en utilisant

la relation de fermeture du système complet de fonction» Ceci est bien sûr équi-

valent à décomposer § »
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TABLE I

2 _ 2
P 1 ~ m 1

2 _ 2
P 2 * * 2

- On fait le changement de variable t

P12 = Pl

2 Pl - P2 -

f .(m 1 - m a)

P21 "~ P12

~ " Q 12

- Les formules inverses sont !

. 2 2 2

Pl = P12

P2 ~ P12

12

2 p12

2 2 , 2
' 12 " m 1 ï

2 p
12

112

- q12

- On a les propriétés : q10»p10 ~ °
\£t IA

où

2 2 2 .
» P . D )

1 P 2 ' P 12
12

- 4 p
12

./ 2 . 2 2 4 4 4 2^2 2 2 2 2
A(a , b , c ) — a + b + c - 2 a b - 2 a c - 2 b c

— (a + b + c)(a + b - c)(a - b + c)(a - b - c)

- Si

trade de p , on pose t
12

S0nt les axes du espace de la té-
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a . a . q sont les trois composantes d'un trlvecteur de longueur i
1 2 3

•> 2 2
1 = - q 12

désigne le vecteur unitaire porté par q : <| .
2

A(P
2

1

f2
/P 12

2
• P 2 '

2 s
P '

- La mesure invariante sur le produit des deux hyperboloïdes peut alors s'é-

crire :

.3-»

2(0. 2(o_i «

/ o

- e (p212- C V V
At 2 2 m2 )

o / o N P 12 ' m 1 ' m 2
°(P 12> 0 2

8 P 12

/ 2 2~ 2
\ v/X(M , m , m )

... i m ") 1 .
"* 2 /

' d "12 %

. aO,

/-»2 2
0)., = v P H + m «.„ = /P"12 12

- Cette expression nous donne le Jacobien de la transformation qui fait passer

des variables indépendantes (?.*?„) aux variables indépendantes (p12»q) .
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B) - COUPLAGE

1) Introduction

En cinématique non relativiste le moment cinétique total d'un sys-

tème de deux particules est le résultat de la somme de trois moments cinétiques,

le moment orbital 7 , et les spins s et s des deux particules» Une rota-
1 a

tlon R intéresse alors de la môme manière ces trois moments cinétiques, car

ils sont tous repérés par rapport aux mêmes axes, et on obtient un produit
S

(R) (R) (R) , réductible à l'aide de coefficients de Clebsch Gordan

de SU0 pour former 3 (R) *
A

En cinématique relativiste, les axes de références différent pour

les particules 1 , 2 , et pour le système composé, mais une rotation dans

le système du centre de masse se traduira sur les spins, par deux matrices
Sl S22) (R ) 21 ) • (Voir (III. 9)) . On aura une situation analogue au couplage

non relativiste s'il est possible de trouver des tétrades telles que :

Rl = R2 =

La réponse à cette question est positive ainsi que le montrent JoosL J, Chou
r 1

Kuang Chao et ShlrokovL J justifiant ainsi après coup de nombreux travaux ba

sés sur l'existence d'un moment orbital en cinématique relativiste.

2) - Choix des tétrades

Nous cherchons des systèmes de tétrades [p.] et [p0] tels que
1 £4

les rotations R et R de l' équation (ni.9) soient égales à R -

c'est-à-dire nous cherchons un système [p] tel que quel que soit p et
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quel que soit R ,

R =

Ce qui s'écrit :

Compte tenu du fait que AP — P , cette relation signifie que la transfor-

mation A(P,p) — [p][Pj , qui amène P sur p , est covariante par conju-

gaison par le petit groupe de P t propriété que possède en particulier la

transformation de Lorentz pure A (P -> p) » Cherchons toutes les autres solu-

tions en posant l

A(p,p) - A(P -*• p) A(P,p) j

o
on peut vérifier que A est covariant par conjugaison par le petit groupe

de P , et est une opération du petit groupe de P j posons

= A(P,p).p

2 2 °
Nous avons rc = p et TUP = p»P car A(p,p).p — p „ D'autre

part la relation de conjugaison s'écrit, pour toute opération A du petit

groupe de P ,

pour une opération L de l'intersection des petits groupes de P et p

on a

— L

L.P = P

L.p rr p
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Donc 9C est invariant par la transformation L , et appartient donc au
2 22-plan (p,P) « Les conditions % — p et TC»

alors deux solutions

— p.P nous donnent

— P

P±P.
~?

p - p

Nous pouvons éliminer tout de suite la deuxième solution : plaçons nous
o

dans le système où P est axe des temps; alors A devient une rotation

R ayant la propriété R(p)p — -p :c'est donc une rotation de n

autour d'un axe perpendiculaire à p . Mais en conjugant cette rotation

'par une rotation R autour de p '•

— 1 o _> o —1-> o ->
R R(p) R = R(R p) = R(p)

on aboutit à une contradiction s les deux axes de la rotation R que l'on

peut tirer des deux membres de cette égalité diffèrent d'un angle égal à

celui de la rotation R •

Donc = P

ce qui signifie que la transformation A(P,p) appartient à l'intersection

des petits groupes de P et p «

D'autre part la relation de conjugaison

A Â(A""1P,A~1P)A""
:t - A(P,p)

montre que l'opération A(P,p) est une rotation autour du 2-plan (P,p),

d'un angle ç qui ne dépend pas de p .

o
Notons que la transformation A(P,p) se transformera par conju-

gaison par le groupe de Lorentz tout entier (de la même façon que A(p -^ p) )

à la condition que l'angle 9 ne dépende pas de P .
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Alors on aura, pour une transformation de Lorentz L quelconque

-1 O

de même que

L A(LP,Lp) L = A(P,p)

A(LP -»• Lp) L = A(P -> p)

Désormais nous nous resteindrons à des A de cette forme pour des

raisons que nous exposerons à la fin de l'étude du couplage l-B (cf.PI 10). Les auteurs

prennent toujours 9 n: 0 dans la littérature.

Les tétrades employées sont donc telles que t

~* = A(P -» p) A(P,p)

soit : [p] = A(P -> p) A(P,P) [P] •

Par la suite nous poserons î

A (p -* p) - A(p -> p) A(p,p)

V

où <p est 1 angle de la transformation A -

Les tétrades employées sont donc, pour p et p
X

1

[Pj = A (P

(III.10)

[P]
(III.11)

Notons que ces tétrades ne sont définies que lorsque les valeurs de p

et p sont simultanément connues. La forme de la représentation (III.2) n'en
£

sera pas pour autant modifiée.

3) - Calcul des états de moment cinétique J en couplage I-B

Avec le choix de tétrade (III.Il)nous pouvons récrire l'équation (III.9) :

.*•
dR Ô(â -

S1 s'
D_t_ (R) 2)J 2> (R) •

Nous allons décomposer Ô en utilisant la relation de fermeture des harmo-

niques sphêriques
eo m ~ +/.

6(â -

— 0 m rr -t
co Y"ca)

t zr O

Alors dans l'intégrale I(â) ne figurent plus que quatre matrices rotation t

m m 2 2

s m

(l a mf T»fk' v'> / dR

La dernière intégrale vaut 87C

2J + 1 Jk |iv

s m

<« s m1 Tf|j
2j -f 1
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Portons dans (43), il vient x

= e(P) e V

avec :

ta

et

-2J
$o-o-(â) Y
1 2

*

_ V

r—v

1,3

s m

s m dâ

°î°2

Nous avons donc écrit une base du sous-espace P, j,[o. numérotée par les va-

leurs des nombres l et s :

f
2w_

1 2

v—>

«p-p,-pa)
m

K est une constante que l'on fixera en écrivant que ces états sont norma-

lisés à Ô(P - Pf) * II est facile de vérifier que pour différentes valeurs

des indices discrets on obtient des états orthogonaux :

|[P],J.M,s> =

= Ô(P2- P'2) V V 6«*
Le calcul de la normalisation n'offre plus de difficultés. Les choix de phases
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qui y sont faits conduisent

2M

v,) i a Q /T e/ \o .o_U^ ̂
Ẑ X 1 2 1

s m T J

avec

[p 1 = A (P H. p ) [p]
YJ

[P2] = (P [P]

(111.12)

4) - Couplage g-s avec des tétrades quelconques»

Les formules (II.4) nous permettent immédiatement de calculer l'état

|£,s) dans la base utilisant les tétrades quelconques. La formule du coeffi

cient de Clebsch-Gordan correspondant est alors :

s m

s

V2

1-1
(III.13)

Sur cette formule on vérifie facilement la condition (III.6) ou (III.7) en utili-

sant le fait que A (P -» p) se transforme par conjugaison par le groupe de

Lorentz tout entier t

A A (P -* p) A'
<P

-1 A (Ap •* Ap)
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On peut remarquer qu'il existe une infinité de couplages l-s identiques,

suivant les valeurs données aux angles 9 et q> . Les valeurs habituelles

sont arbitrairement prises égales à zéro*

Le passage de l'une à l'autre de ces valeurs de l'angle <p n'est

pas simple car la transformation A(P,p) est représentée par e ^ , où

X est l'opérateur d'hélicité *—2— (voir chapitre suivant); cet opérateur

n'est pas invariant par parité* Plus précisément si P est l'opérateur pa-

rité,

-1
= - X

soit P e P =

Les angles cp qui conduisent aux propriétés de transformation par parité

du couplage l-s ordinaire doivent être tels que e = I «

En particulier 9 oeut être pris égal à K pour toutes les par-

ticules à hêlicitê entière»

Plus généralement, supposons défini un système de paramétres de

dégénérescence d'indices n , II est possible d'écrire immédiatement d'autres

systèmes, repérés par les mêmes indices -q «

Si le coefficient de Clebsch-Gordan définissant le premier système

est

TjPJH

1 2
(III.14)

on peut déterminer d'autres systèmes définis par les coefficients de Clebsch-

Gordan :

(CP1],[P2]> = <[PI

(III.15)
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La transformation unitaire qui relie la base $ et la base ijr n*est en

général pas diagonale dans le paramètre de dégénérescence, sauf dans la base

d'hélicité (voir chapitre suivant) où elle se réduit à un simple changement

de phase dans l'état JPJ

En conclusion, on peut dire qu'il existe un couplage -6-s privi-

légié (par suite de l'usage exclusif qui en a été fait à cause de ses bonnes

propriétés de transformation par parité).
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G) - COUPLAGE D'HELICITE

1) - Introduction. Vecteur d'hélicitê

Cette forme de couplage, due à Jacob et Wick1 J , a été particuliè-

rement féconde ces dernières années* II nous a paru utile de la rêexposer

dans ce cadre* II convient également de citer les travaux de Chou Kuang
TU]Chao et Shirokov qui ont également obtenu certaines formules. Les défini-

tions de spin et de phase qu'ils utilisent sont différentes de celles uti-

lisées par Jacob et Wick, que nous adopterons*

Choisir la base d'hélicitê revient à faire un choix particulier

pour les vecteurs n , n , n sur lesquels on va mesurer le spin de la
1 £t O

particule j le vecteur n adopté est le vecteur d'hélicité h dans un. réf érentiel
o

d'axe des temps n fixé une fois pour toutes. Si l'impulsion de la particule
2

est p , le vecteur h(p) norme à h (p) — -1 , possède les deux propriétés

suivantes : - II appartient au 2-plan n,p,

- Il est orthogonal à p *

Ces conditions le déterminent au signe près* II n'est malheureusement pas

possible de déterminer le signe à prendre par une condition supplémentaire

invariante par transformation de Lorentz. Ceci est lié à la discontinuité

que possède le vecteur h lorsque p coïncide avec l'axe des temps n .

Le calcul de h(p) est évident i

n _

h(p) =
m

.n.p)' (111.16)
- 1

m

où m est la masse de la particule*

On peut déterminer le signe de h(p) par la condition t

h(p)*p > O
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ce qui donne en posant : ch 9 —
m

sh 9 =

h(p) =
sh 9 \s m

— ch 9 - n (III.17)

Les composantes de h(p) sont, clans le système où n est axe des temps

o •>
p p•, s _ ^ ,h(p) — --- —r-
m

m

2) - Hêlicité dans un rêférentiel d'axe des temps n

C'est par définition l'opérateur

X(p) = -
W(p).h(p)

m (III.18)

En utilisant les formules (1.14) et (111,17), il vient i

vp a" pJ p ch vp <r
P

D'où J

X = -
2|p oijk

or i = J

On trouve la formule bien connue s

(III.19)
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3) - Système de deux particules 1 Hêlicitê dans le système barycentrique

Pour décrire les états de spin de la particule 1 , nous utilisons

une tétrade définie de la manière suivante t

[p ] = A(P A(n , q)[p]la (III.20)

A(n_ i q) est une transformation du petit groupe de P , qui amène n (P)

sur q . Il est facile de vérifier que la transformation A(P -> p^ amène

q sur h(p ). Le troisième vecteur d'espace n (p ) de la tétrade repré-

sentée par (IH. 2O ) est donc le vecteur d'hélicitê dans le système d'axe des

temps P

est que

, associé à p . L'intérêt d'une telle base pour les états de spin

W .P
= x.

-
M m

sera invariant par transformation de Lorentz*

Le nombre quantique X pourra donc être utilisé pour indexer les
o 1 r

diverses représentations irréductibles»

Pour décrire les états de spin de la particule 2 , nous pourrions

utiliser t

[pg] = A(P

mais il est focile de voir que le troisième vecteur d'espace de la tétrade

associée à p est égal à -h(p ) , vecteur d'hélicité associé à p , dans
2 2 ^

le système d'axe des temps P . Par convention on prendra

[p2l = (III.21)
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où Y est une rotation d'angle % autour de l'axe Oy du système d'axe

associé d p . Les deux vecteurs d'espace n (p ) et n (p ) sont alors
1 2 3 2

de sens opposé à ceux que l'on avait précédemment*

On peut alors calculer 1

,1]"
1 ACA"1^;

avec A — [p] R[P]-1

On vérifie bien que R est une rotation autour de Oz

A(P [PJ

La covariance des transformations de Lorentz pures nous oermet d'écrire t

,-1A A(P -> A PI) = ACAP -> PI>A = A(P -> PI)A

car A est une opération du petit groupe de P « D'où i

[p]

q12)[p] [P]"
1 A[P] [p]"1 A(n3 , A^q^) [P] .

Soit : R

On a posé R(fl) rr [p]""1 A(n_ , q ) [p] « R(fl) est une rotation qui
_i " i«

amène Oz sur [p] q quadrivecteur dont la composante de temps est

nulle (car P-<112 =0) Les angles qui définissent la direction de ce vec-

teur sont précisément ceux qui repèrent 4 sur la sphère unité.

La rotation R

montre la comparaison de (111,20) et (111,21).

est reliée de façon évidente à R , ainsi que le
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On a

R2 = Y'1 H, Y

R et R sont deux rotations autour de Oz , d'angles opposés. Les éle
2 1

ments de matrice de ces rotations sont :

S

2

Avec

s
Or 3 it «i(R ) est diagonale car R est une rotation autour de Oz •

.HMri
X2X2

s

-x'"--x
X2 X2

u - , (-1)
X2X2 ~V2

(R.)

s - V, est toujours entier et (-1)

2(9
2-

Donc
22 2 2

Avant de poursuivre le calcul, nous pouvons dire un mot sur l'opé-

ration A(n , q ) , ou ce qui revient au même, sur la rotation R(q~) .
«3 1 &

L'état propre du moment cinétique total que nous allons écrire semble for-

mellement dépendre du choix de A(n , q) , mais en fait il n'en est rien
*J

ainsi que nous le verrons plus tard. Pour l'instant disons simplement que

A(n , q) est une opération du petit grouoe de P — p + p , qui amène
3 1 &

n (P) sur q où q est un quadrivecteur orthogonal à P .
o

Nous récrirons maintenant l'intégrale iCâ") de (III.9)
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'-v'-V -\
1X2X1X2 /

s a j*
dR 6(ft - R^q-) 2) } (R ) 2 2 <R ) 9 (R)

X1X1 1 X2X2 2 ^

dR > 3d(R) 6 , 6 t 61 al A. \A

On a utilise les relations entre R , R et le fait que 2)(R ) est
1 2 i

diagonale*

Or Rl =
Nous pouvons alors utiliser la relation de fermeture'

6(à -H 'ai =

Portons dans I(â)

2k +

•Z 2k + i. 9\ (RCS)
VX \ y

dR

On a utilisé le fait que 1

et, tenant compte de ce que R est une rotation autour de Oz ,

Soit (nous ne récrirons pas les symboles de Kronecker portant sur les indices

de spin) t

~* 2k + 1 ' kKft) = dR .
k v
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La dernière intégrale donne
8

jk

Soit, en portant dans (III.9) on constate que P.

d'états

V \

se sépare en une somme

avec

* = ~*~ /V2
(pfâ)

avec \ —

K 0(P°)

V - X
1 a

8M

et X(m2,m2 M2)

K est un coeflicient de normalisation que nous fixerons par la relation

<P'JVA;,X2|Pd^,VX2> = 6CP -P') 6 ,6 6 ô
1 1 22

Nous voyons que l'état |pj(i X X ) n'a de composante que sur les états
1 £*

lEp.lf [p0],X ,?x. ) de même hêlicité.1 2 1 . ^

Suivant Jacob et Wick" , nous ne choisirons pas K réel positif,

VX2mais K — (-1) K' où K' est réel positif» Ce choix de phase a pour

but de simplifier les propriétés de transformation par parité de l'état

| [P]> J»(J.»^-1 Ap) •
 On s'apercevra en particulier que c'est ce choix de phase

qui donne les formules les plus simples de changement de couplage (passage

du couplage £-s à 1* hêlicité)» Nous pouvons dans ces conditions écrire le

coefficient de Clebsch-Gordan, après avoir calculé la normalisation :

<[p1].[pa].X1.>a|[p].d.l».X1.X8>= 6(P-Pl-p2)

(III.22)
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avec [pt] = P) A(n3 ,

[p]

[P]

(111,22)
[p2] = A(P2 <- P) A(n3 , q12) [p] Y

-> P) [P] R(4) Y

et K = X(m2,m2,M2)
1 2

4) - Couplage d'hélicjtê dans des bases de spins quelconques

Les formules(III.22)et(II.4) nous permettent de déterminer les

coefficients de Clebsch-Gordan dans des bases de spins quelconques» Nous

utilisons les couplages les plus généraux (cf (III.1O) et (III.15))

K

B

°4'
avec : R- =

R(fl) =

V (P "* V A(n
3 '

 q
12
)

1

k (p -* p ) A(n ,
2

A(n0 , q<0) [Pi

[p]

> (III.23)

Sur cette formule deux faits sont clairs

la forme e

1) la dépendanc
2cp2

endance en 9 et 9 de l'état |[p]j |JL X X ) est de
* X c p ) 1 2 1 2

, soit une simple phase» En couplage d' hêlicité
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l'ambiguïté dans le choix des angles cp revient à une ambiguïté dans la

phase de l'état | [p] , J^Xj ,\) •

2) L'état |[p],J,(i,X ,X ) ne dépend pas du choix de l'ooêration

R(3) (ou de A(n_ , Q10) ) s modifier cette tétrade revient à multiplier R
O \&

ou R à droite par une rotation autour de Oz d'angles respectifs +6(q) et -6(q)
2

qui peut dépendre de q : mais en addition, R(q) est également multiplié à droite

par le même angle et il en résulte une phase & 1 2 , en fait

égale à 1 car X — \ - \ .En particulier il est commode pour certains
1 2

calculs de choisir pour R(q*) la rotation pure R(0z -* 3) dont les angles

d'Euler sont cp,0,-cp J 6 et 9 étant les coordonnées sphériques du vecteur
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D) - COUPLAGE MIXTE

1) - Introduction

L'un des intérêts du couplage d'hélicité est de pouvoir être

utilisé sans changements dans le cas où certaines masses sont nulles» II

est toujours commode dans le cas où l'énergie cinétique est grande devant

la masse au repos» Dans certains problêmes - par exemple transition y pour

les noyaux-,certaines particules sont lourdes, d'autres ont une masse nulle

ou sont très relativistes. Un couplage utilisant la base d'hêlicité pour

les particules de masse nulle ou de grande vitesse et la base du couplage

l-s pour les particules lourdes eât utile dans ce cas» II existe en thé-

orie relativiste et conduit êL ce que l'on a l'habitude d'appeler un cou-

plage multipolaire»

2) - Bases de spin utilisées

Les états de spin de la particule 1 sont décrits dans la base

d*hêlicité dans le système barycentrique, ceux de la particule 2 sur la

base utilisée dans le couplage t-s »

Soit i P) [P]

(111.24)

3) - Calcul du couplage

L1 intégrale I(â) de (IH.9)s' écrit alors :

f
= / dR ô(â - R

-1 S

(R)
1 1

(R)
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avec R. =

-1
" R = [P]'1 A[P] .

Utilisant les mêmes notations et la même méthode de calcul que dans le cas

de l'hêlicitê, il vient :

1 1 2 2 k y

~ "~
De plus R = R (fl)R R(R Q) est une rotation autour de Oz î on peut

réunir les deux premières matrices rotation sous l'intégrale en une seule

Kâ) =
L l
k v

WA / ÛR 2 , R (4)R R(R

.*

i** x — *. /-* <& /T-»\ a\J

k v

k v

- 101

K 6(P°)
A"

8M
d 0,

a

La normalisation est fixée par :

D'où le coefficient de Clebsch-Gordan associé au couplage mixte '

avec

= ô(P - p.- p )
± &

= A

a

(111.25)

[P]

P)

4) - Couplage avec des tétrades quelconques

Portons ce résultat dans l'équation (43), il vient t

avec

1 / , ,_ .. 2k
= -7- / ^ ~ ( p» â> -

v—»

ôTTT d O f t<5j + i a ( k s v c r l Jn> » . ( R (â)

Les formules (111.25) et (II.4) nous perme-trtent de déterminer le coef-

ficient de Clebsch-Gordan dans des bases de spin quelconques

(S)

(III.26)
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avec Bi =

R2 =

r-1 >!> A(na , , ) [P]

(P - p2) [P]
(111.26)

Comme dans le cas du couplage d'hêlicitê, l'état |[p]j ̂ ,k,X )ne dépend

pas du choix particulier de l'opération A(n , Ci ) • Enfin sa dépendance
3 12

en 91 est une simple phase. La dépendance en cp est compliquée»
1 &
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E) - CHHNGEMENT DE COUPLAGE

1) - Caractère complet des divers modes de couplage

II est facile de vérifier que les transformations définies par

les coefficients de Clebsch-Gordan (III. 13), (III.23) ou (III.26) sont unitaires i

En effet des bases d'états |[pJ,J,H,T]) où TI désigne le para-

mètre de dégénérescence sont orthonormées:

-P f>

et d'autre part elles sont complotes, c'est-à-dire que l'opérateur

<P

est l'opérateur identité.

On voit après quelques manipulations de coefficients de Clebsch-Gordan que

ce résultat est du aux relations de fermeture pour les fonctions angulaires

utilisées,

ô(q-q') ~ I
J H

qui se ramènent à la formule habituelle des harmoniques sphêriques dans le

caa \ — O •

Nous pouvons écrire les formules d'unitarité pour les coefficients

de Clebsch-Gordan x

J

= ô(P - P*) 6 J J t 0 , 6 ,
JJ WI W\

. 27).«//
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pj)

foj>

(III.27)

désigne soit

Vi V;
(couplage J-s")

(couplage ri'hêlicité)

(couplage mixte)

2) - Changements de couplages

Les bases d'états correspondant aux divers modes de couplage

étant orthonormôes et complètes, il est intéressant de connaître les for-

mules de passage de l'une à l'autre. Pour les déterminer il suffit de mul-

tiplier les transformations orthogonales du type (III. 27) .

a) Passage_du_couplage_^-s_â_l^hêlicitê

Pour calculer <[p']., J' ,u-' ,X X | [p] , j,(a, t, s) , nous intercalons
l &

une décomposition de l'identité sur une base d'états où le spin est mesuré

sur les tétrades du couplage l-a , soit t

E
. 2(01 2

Une fonction Ô(P - Pf) résulte de la conservation de l'énergie impulsion.

Pour la définition de l'état en couplage d'hélicité on a choisi pour R(q)
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la rotation pure amenant Oz sur q .

Enfin on a pris = A(P [p]

[pa] = A(P -> p2) [p]

II vient :

LJ

m

Utilisant les valeurs de [p.] et [p ] dans l'expression de R et R

de 1 * équation (ni.23),on obtient :

R! = [P]"1 A(n3 , qi2) [P] = RCq)

R9 = [P] 1 A(n
4 j

[P]Y = R(q) x Y

où Y est une rotation de K autour de l'axe Oy «

II vient I

« «2 2

r~\ s #
\ «A 2

.
2 2

(Y)

s *•
R 2

d'où

= «P - P')

x <*smT|j|-i>
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Tenant compte de ce que

mo •»

on a quatre matrices de rotation intéressant la même rotation* On les couple

à l'aide des coefficients de Clebsch-Gordan, puis on intègre sur les varia-

bles angulaires et il reste une somme sur six coefficients de Clebsch-Gordan»

Grâce aux relations d'orthogonal!te utilisées deux fois on obtient 6Jjf ,

et deux coefficients de Clebsch-Gordan.
J J

D'où la formule I

6(P - Pf (m-28)

b ) Passage _du_couglage _mixte_au_couglage _d^hêl ici té

On procède de façon analogue en intercalant l'unité mesurée sur

une base de spin qui est celle adaptée au couplage mixte*

<[>'], j* , M*.

J2"2

Après couplage des matrices rotation, puis intégration sur q , et utilisation

- 1O7 -

de l'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan, il vient i

6(P " p t ) 6JJ' V1 ViSJTT <ka2 V

c ) Passage du couplage mixte

On intercale l'identité décomposée cette fois sur les états

propres de l'impulsion totale, du moment cinétique total, et des hélicitês,

E.1x.
En utilisant (III.28) et (III.29) il vient l

* s <k
Va

(111,30)

Si on utilise les coefficients 6J de Wigner ou les coefficients W de

Racah, il vient x

6(P-Pf)ô.,f6 ,
JJ \L\L

l)(2s (-1)
J-fs +s +1

1 2
r

V_

Sl S28

1 '- k

= Ô(P-P1)ô..t6 , /(2« + l)(2s + 1) (js.oX'IkX^) W(s.s_i j|s k) .(III.31)
JJ pp i i i i z
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Remarque : On a donné les coefficients de changements de couplages unique-

ment dans le cas où dans les équations (III.13), (III.23) et (III.26) on a

fait 9j = 9a
 = ° * cas d'usage courant. Dans les autres cas des phases sont

à prévoir dans (III.38) et (III.20) ce qui entraîne un résultat beaucoup plus

compliqué pour (III.31).
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F) - EXPRESSION DES COUPLAGES DANS LES BASES SPINORIELLES. ACTION DES OPERATIONS

DISCRETES

1) - Expression du couplage £-s dans l.e« bases spinorielles

Nous avons introduit les bases spinorielles au chapitre II, pour

les états à une particule. On peut faire4de même pour les états à deux parti-

cules |[p,L [P0L ô  » °"o) et pour l'état |[P],j,(-L,-6,s> on définira par1 fè \. fi
exemple ;

1 1

|[PLj,A,e,s> -

On peut ainsi calculer le coefficient de Clebsh-Gordan dans la base spino-

rielle :

S / \

a 1 (A CP-*PI))
1 1\ 1 /

B
2 2

2 M

A (P S C B (III.32)

1/4

Y^PjjPo) est 1*harmonique sphérique solide construit avec le semi bivec-

teur e(p ,p ) . Dans le calcul précédent, on obtient en fait l'expression :JL f>

I
m mC (III.33)

on vérifie aisément que :
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1) l'expression (HI.33) ne dépend pas en fait de la tétrade [p]

associée à P . C'est donc uniquement une fonction des vecteurs P et q ,

c'est-à-dire une fonction de p et p .

2) Cette fonction de p, et p est covariante par transformation
C

de Lorentz, c'est-à-dire à même loi de transformation que la fonction Y«(P>

(III.34)

3) II suffit donc de se pla •-. dans un système particulier pour

trouver le coefficient de proportionnalité. On choisit comme système parti-

culier celui ou P est axe des temps : l'expression (III. 33) vaut alors

vaut (+ M q^ Y^q^* q est lasimplement Y.('q) et la fonction Vtf(P1>P2
longueur de l'impulsion relative dans le centre de masse on a :

M q ~

DToù la relation

m
*?<> = (**}v / ry (III.35)

La relation (III.32) permet de vérifier facilement les lois de covariance des

états |P,j,A,£,s)

Pour le faire, on utilise la propriété de covariance des fonctions A (P ->P0)cp 2

A-1A (P -> p)A = A(p(AP -» Ap) .
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On voit également que l'on pourrait définir des états |p,j,A,£,s) d'un
Si

nouveau type, en mettant, à la place des fonctions 2). _(A (P -> p )) n'im-
A,B (pj 1

porte quelle fonction de (P,pj) , ayant la propriété de covariance analogue

2> (A (Ap - 2KA A) 2) (A (P SKA) .

En particulier, la matrice identité (donc indépendante de P et p J) à la

covariance indiquée. Néanmoins ce type de couplage £-s est d'un maniement

peu commode.

Notons l'expression du couplage £-s dans l'autre base spinorielle,

(formule analogue à (III.32)) :

< P 1 , P a , A l t A a | p J A « B > r

2)
A2B2

2 M
1/4

B1B2
1 1

-1

|JA> (III.36)

avec

Y/ m
(III.37)

2) - Action des opérations discrètes

Pour déterminer l'action de la parité et du renversement du sens du

temps, il est commode d'opérer dans les bases spinorielles : on a alors
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Nous nous restreindrons dans la suite au cas cp r cp _ 0 . On a alors
1 £•

(N étant le facteur de Normalisation) ;

1 2

9* n I A ( P - > P 0 ) J N <s s BBjsB> <£ s C B |JA>
A2B2 V 2 / 1 2 1 2

Nous devons faire le changement de variable :

En appliquant (11.35), on a :

£ représente la direction de l'impulsion relative de p et p dans leur
1 2

centre de masse. Si l'on prend la transformation de Lorentz pure transformant

l'axe des temps en P , pour définir la tétrade de P (de même pour P)t on a

alors :

[P] = [P]"1 = [Pit"1

et - -q

Cette dernière relation se vérifie aisément si on se souvient que le quadri-

vecteur (0, q) dont q est la direction, est alors égal :
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<0,q) = A~X(t

= A
-1

P) q12

or A(t ->P) = HA(t -*P)n , H étant l'opération parité. D'où (O,q) =

D'où

(111.38)

Enfin, à la relation entre transformation de Lorentz :

A(P -> p A(P

correspond la relation analogue entre matrices uni-modulaires :

A(P -» PI) = [A(P -^p^jt'1 .

En tenant compte de toutes ces relations, l'action de l/(ÏÏ) sur l'état

s'en déduit :

(III.39)

On a bien la loi de transformation classique. Notons qu'on peut prendre

(p - II pour les particules de spin entier, car on a alors la relation entre
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transformation de Lorentz

A

à laquelle correspond une relation au signe près pour les matrices uni-modu-

laires correspondantes :

Le signe éventuel n'a pas de conséquence pour les spins entiers.

En général, on peut montrer que l'opération parité transformera l'état

|p,jtA,£,s) défini avec les angles -cp , et -cp . Si les spins sont entiers,
1 £t

le signe apparaissant est seulement T) T]0(—1)"̂  , Si l'un (ou les deux) spins1 A
sont demi entier, un signe supplémentaire peut apparaître.

3) - Action de l'inversion totale

II est plus simple, pour étudier l'action de l'opérateur 1/(IIT) de

travailler sur la forme (III. 12) des coefficients de couplage. En effet :

2> ( C )'

avec [p ] = A(P ->PI)[P] . D'où :

2 2

2~- 6(P -Pl - P,) N

T|JU>
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m a

En utilisant :

cm obtient :

(0 . (III.40)

On aura donc les formules suivantes :

(
>

[P]t[p]

l—t » — ' •
(III.41)

On peut faire des calculs analogues dans le cas des autres modes

de couplages. Nous donnerons simplement les résultats :

Couplage dThélicité

:.u(iaTfr]
)J,̂v (III.42)
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Couplage mixte

k-s.

k-s

,

([pjt[P]

, (c) (III.43)

Q) - CAS DE LA MASSE NULLE

Nous allons voir que le produit de deux représentations dont une

au moins appartient à la masse nulle, se traite de façon analogue au cas déjà

étudié oïl les deux masses sont différentes de zéro, à condition d'utiliser pour

les particules de masse nulle, les jauges de radiation dans le système du cen-

tre de masse qui possèdent des propriétés analogues à celles des tétrades

d'hêlicitê pour une particule de masse non nulle. Nous ne traiterons que le cas

où l1impulsion totale n'est pas de carré nul (l'impulsion totale ne pouvant

être du genre lumière que sur le bord du spectre, dans le cas où les deux mas-

ses sont nulles). On peut utiliser pour effectuer la réduction, le formalisme

résumé dans la formule (III,9)à condition de remplacer pour les particules de

masse nulle les matrices de rotation par les e
-iXcp correspondants,

Néanmoins, il est facile de voir que si l'on choisit les jauges de

radiation dans le système du centre de masse, d'une façon analogue aux tétrades

d'hêlicitê pour le cas d'une masse non nulle, la phase e ^ , s'identifie
slalors à la matrice 2Lf-(R ) qui apparaît dans(III.9)pour une masse non nulle,
A. A 1

et l'intégrale sur le groupe des rotations se fait de la même façon et conduit

aux mômes résultats*
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Pour cela, il faut convenir de choisir les axes n (p ) et n (p )
1 1 £» \

comme transformés des axes n, (p) et n (P) par A(n (p),q ) (opération
1 a 3 12

du petit groupe de P amenant n (P) sur
3

avec P = P! + Pa

q!2 = 2 VPl" P2 "

qi2 - I (pr p2
)

m2

"?

si

si m2=0 (III.44)

Les vecteurs n. (p ) et n (p ) sont bien les mêmes vecteurs que les vecteurs
1 1 2 l

1 et 2 d'une tétrade d'hêlicitê associée à une particule de masse non nulle,

l'impulsion est dans le plan (p ,p ) * Il est clair alors qu'une rotation A(p)1 2
du petit groupe de P se traduira par une phase qui est la même dans le cas

d'une particule de masse nulle, que dans le cas d'une particule massive repérée

en hêlicitô puisqu'elle repère dans les deux cas la môme rotation J la rotation

d'angle cp autour du 2-plan P,p , qui amène respectivement

A(P) et A(P) n2(p2) sur et n2(A(P)p2)

s En d'autres termes, oh peut identifier le facteur e ^ au facteur

qui aPParaft dans (III.9)si la masse de la particule

est bien alors une rotation autour de Oz comme le

=9 V

1 n'est pas nulle* R.

montre l'expression «

obtenue en calculant ^

citê définies par (III. 20).

A(P)

"" A(P) [A~1(P)p1] avec les tétrades d'hêli

Le calcul du coefficient de couplage reste donc le même que celui

d'un couplage d'hélicité î

on suppose m. — O et m différent ou égal à zéro
1 < 2
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= (-1) 2M
(IIU45)

avec R(q-) =r [P]"1 A f n (P),q ) [p]
V O 1*5 /

[pa] - A<p

[P]

A(ng(P),q12) [P] Y s±

-» P ) A(n ( P ) , q . ) [P] Y si m_ = O
2 '2 *12

Pour les particules de masse nulle, on a choisi pour p le vecteur de compo-

santes (1,O,0,1) c'est-à-dire $= -r + ng(^) • Enfin, ^ et ̂  sont deux

vecteurs du genre lumière définis comme suit 1

P
M

p
M

2M 2M

2. - 2. p
M ~ M *2

2 Pi
(si -O)

(111.46)

quand m r: m
1 2

— 0

Enfin A(TC -> p ) est la transformation de Lorentz pure dans le

2-plan du genre temps contenant P et P- » telle que A(TCI •* PI^J — PI *

ce qui est possible car les vecteurs K et p sont colinéaires» Ceci déter-

mine bien de façon unique cette transformation, l'angle hyperbolique 9 qui
Pi

lui est associé, étant donné par ê  = — »
*1
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On vérifie alors aisément que [p ] transforme bien p , n (P) ,

n (P) dans les axes voulus p , A(n (P),q ) n (p) et A(n (P),q ^ n (p)
" 1 3 1^ 1 3 1 2 2

(propriété analogue pour [p ] dans le cas m_ =0)*,
2 2

Si on veut exprimer l*êtat | [P], J,)!,^,^) par son produit scalaire

sur des'états | [p ] , [p l ,V ,0; _) , on obtient dans le cas où m ^ 0 t
1 2 1 2 2

K2 = P2)

(111*47)

91 est l'angle de la rotation associée à l'opération du petit groupe de <p

égale à :

line relation analogue s'obtient dans le cas où m rr 0 ,
i~~l

2J A(TC2 -> Pg) A(n3,qi2) [P]j
la phase e " remplaçant alors la ma-

fl
2trice 2) K »

Comme dans le cas du couplage d'hélicité des particules massives, on

vérifie aisément que l'état | fp], J,fi,X ,X ) ne dépend pas du choix particulier
1 2

effectué pour A(n ,q ) . Enfin, dans le cas m rr 0 , et ra_ ̂ 0 , on peut
o 1" 1 2

effectuer un couplage mixte l le spin de la particule massive est décrit dans

une tétrade analogue à celles utilisées en couplage l-s . Le coefficient de cou-

plage s'écrit comme suit 1

(in.48;
= 6(p - p - a
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avec [p]

[pa] P2> [Pi (111.49)

Si l'on utilise des tétrades (ou triades) quelconques, on a t

= ô(P - PI-
2M

_
2 a o-

(III.50)

avec R2 ~

ç̂  est l'angle associé à l'opération du petit groupe de p égal

à : [p'V -» P) A(B,q) [P]

Nous avons vu que le cas d'une masse nulle se traite exactement de

façon analogue au cas des particules massives en couplage d'héliclté.
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On peut établir la relation entre le couplage mixte et les dévelop-

pements multipolaires considérés habituellement, en utilisant la formule sui-

vante, valable pour k entier et X > O :

(k-X+1)(k-X+2)...(k+X)

avec = ë*i (q) - i e ë*_(q) , e - ï 1 .
X <a

e (q) et e (q) sont les transformés respectifs des vecteurs uni-
1 2 /^

taires de l*axe Ox et Oy par R(q)«

Enfin x ... x y ... y.
•1 X2 \ xl \

Dans le cas du spin 1 , on obtient :

(e^q) + i

v»(q) ±

qui sont bien les combinaisons des harmoniques sphériques vectoriels corres

pondant aux états d'hélicité.
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CHAPITRE IV

ETATS A PLUS DE DEUX PARTICULES

A) - COUPLAGES CLASSIQUES POUR LES SYSTEMES DE TROIS PARTICULES

Du point de vue de l'invariance relativiste, un système de trois

particules peut être décrit par le produit tensoriel de trois représenta-

tions du groupe de Poincaré, définies par les masses m , m et m , et
1 2 o

les spins s , a et s «
1 £ 3

Un procédé classique pour réduire ce produit consiste d'abord à

réduire le produit des deux premières représentations en une somme d'irré-

ductibles, dont on couple chaque terme avec la troisième. Ce procédé est

utilisé couramment pour le groupe des rotations et a le désavantage d'opé-

rer de fa^on dissymétrique. D'autre part, les coefficients de recouplage

dont de tels procédés ne manqueront pas de nécessiter l'utilisation, sont

assez compliqués, car en dehors de la partie rotationnelle ,ils comportent

des termes cinématiques dus à la non coïncidence du centre de masse total

et du centre de masse partiel de deux des trois particules.

Nous allons donner divers exemples de ces couplages t

a) Couplage_£~s

Nous couplons d'abord les deux particules 1 et 2 pour former

l'état |[P12LJ12 'l jL
12>^i2'si2^ en utilisant(m.l3);lBstetrades utilisées

; I-* I e* LPrJ sont quelconques* Nous couplers ensuite les représentations
1 £i

v.12) et (3) et appliquons à nouveau(IIL13).I1 vient (M(12) est la masse de

la représentation formée avec les particules 1 et 2 )i
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2M123
1/4/ 2 2 2 "

I"1 12'm 3'm 123,

123

2M V2v/T

1/Y 2 2 2
\n I ' m 2 ' m 12,

£« S
12 3

S T
3 123 123

(,8)3
1 2

a

, ,
12

P12>

2)
* >1> [P12],

x 6 ( p

a.

(18)8 - P

En choisissant [p ] ~ A(p
12" 123 ) [p, oo ] » on obtient I

1/4/2 2 2 N 1/4/ 2 2 2
( m fm ,m ) X ( m ,m ,m

m
Y 12(q )

12

s

'(12)3 vq(12)3y •ÎT, 1[P1]" A(P12 " Pl} A(P123 " P12) [P123J,1 1

A Ô

A(p12 - V A(PI23

(IV.l)
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Les notations sont évidentes, sauf en ce qui concerne q!2 1(12)3

- a est la direction de l'impulsion relative q des deux
12 i"2

particules 1 et 2 , mesurée dans le système associé au centre de masse de

ces deux particules.

- £ » est la direction mesurée dans le système du centre de
(̂12)3

masse total , du vecteur impulsion relative de (1,2) et (3), c'est-à-dire 1

m2 _ 2 \
- _ i _ f p - p - ! _ l

2 m 3 - ï

m
123,

123

On peut également définir q comme la direction mesurée dans le système
1 ̂

du centre de masse total , du vecteur

'
12

= A(P10 •*101 j&
. (vecteur qui est bien orthogonal à P12,J

b) Couplage_en_hêlicitê

On procède de façon analogue I on peut écrire le coefficient de

Clebsch-Gordan en appliquant deux fois la formule (II1.23)

8 M12M123 P2~

\, 2 2 2 v ... 2 2 2
X(m .m ,m ) X(m >m ,m

2^12 + 1 9
J12

4ic 'X.-.o

*•

-A

2)
|V 12

s -

[pJ A(p19_ -> p ) A(n , q ) [p ] Y
3 1<SO 3 à l&fà JL4J j

S
pa) A(n

x 6 (IV. 2)
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112,3

Rappelons quelques notations l

est défini au paragraphe précédent,

A(n t q ) désigne une opération du petit groupe de P « amenant
«3 12 «3

!2,3 '

l A(n3 ' q!2,3) Cp123]

- A(n (p ),q ) es ; une opération du petit groupe de p amenait
«j 12 12 12

H3(P12)

avec

[P12]

[P121 =

Les choix des deux opérations A(n (n ),q ) et A(n (p )q ) sont
3 *123 12,3 3 12 ' 12

arbitraires»

En remarque nous pouvons dire que ces expressions (couplage t-s

et hêlicité),t,e simplifient notablement si on choisit les bases de spin

appropriées pour les trois particules, de façon à faire disparaître les ma-

trices rotation d'indices s , s et s . Ces bases de spin sont malheureu-
1 2 3

sèment assez compliquées et rompent la symétrie entre les trois particules.

Toute combinaison entre les divers modes de couplages est possible

et donne lieu à des formules analogues * Si on dispose de plus de trois par-

ticules, on peut procéder par couplages successifs, et ainsi écrire des for-

mules analogues t les impulsions de chacune des particules doivent être

repérées dans le système du centre de masse total, après y avoir été ramenées

par une suite de transformation de Lorentz convenables (avec ou sans "rotation"

supplémentaire suivant le mode de couplage utilisé).

Enfin si l'on désire les formules les plus simples, il faut modifier

les bases de spins appropriées pour toutes les particules, toutes les fois que

l'on y joint une particule supplémentaire.
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B) - CAS GENERAL SYSTEME A n PARTICULES

1) - Le modèle de la toupie sphèrique

Pour un système à n particules, on peut procéder par couplages

successifs, nais cette méthode devient très lourde lorsque le nombre de parti-

cules augmente» II est possible de procéder d'une façon complètement différente,

et beaucoup plus symétrique. L'idée tient dans la remarque suivante t si l'on

dispose de plus de deux particules, on peut attacher rigidement au système des

impulsions, un système d'axes dont les divers vecteurs de base se transforme-

ront comme les impulsions par une transformation de Lorentz* En conséquence,

la projection du moment cinétique total, de môme que la projection du moment

cinétique propre de chaque particule sur de tels axes seront invariants de Lo-

rentz, et pourront être utilisés pour lever la dégénérescence * Déjà utilisé

en mécanique non relativiste dans les problêmes de physique nucléaire, ce procé-

dé a été introduit assez récemment en mécanique relativiste, en particulier par
[36]

M» Kummer « Pour trois particules, des versions directement utilisables pour

les analyses phénoménologiques ont été données en particulier par Berman et
[37]

Jacob *

Nous étudions un système de n particules, c'est-à-dire la repré-

sentation du groupe de Poindarê (produit tensoriel de n représentations

irréductibles)» Une' transformation de Poincarê est représentée par t

M(a,A)

A cause des lois de transformation par translation , l'état I [p ]..«,[« ],o* ... o~ )
1 n i n

n'a de composantes que sur les vecteurs indexés par l'impulsion P — Zp ,
2 o -̂

(donc tels que M = (£p. ) )»
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Le spectre du carré de l'impulsion totale commence à la valeur propre

(m + m + » « * H - m ) »
l £ n

o 2
A tout quadrivecteur P tel que P > 0 et P £

nous associons une transformation de Lorentz [pi interprétée comme celle

amenant le système de base désigné par [P ] sur la tétrade de p « p est

un vecteur de référence, par exemple porté par l'axe des temps. Nous pouvons

alors définir une relation d'équivalence entre deux systèmes d'impulsions

(p ,...p ) et (p*,..̂ 1) i (p ,p_,..«p ) ~ (p',p*,***P*) s'il existe
4, Tl X XX JL £i flt 1 & \̂

une transformation de Lorentz amenant p sur p* ,... p sur p' »

Choisissons dans chaque classe d'équivalence un représentant (p.,...,p ) tel
1 n

que l
o o o S,
PI + P2

 + — + pn = P

Appelons A(p ,«..«,p ) la transformation de Lorentz qui fait passer simulta-

nément de p à p , ... et de p à p . Cette transformation est en géné-

ral unique sauf dans le cas oiî tous les quadrivecteurs sont dans le m8me demi-

plan, ce qui n'arrive que sur les bords du "diagramme de Dalitz" multidimen-

sionnel»

Notons que les classes d'équivalence sont repérées par les invariants

de Lorentz que l*on peut construire avec ces n impulsions» II y en a 3n - 6

indépendants,dont la masse totale. Le "diagramme de Dalitz" est donc à 3n - 7

dimensions si la masse totale est fixée (pour n > 3).

La rotation R(p ,»..,p ) est définie par x

avec

= P, -— P

= P . 3)

.« + p = P
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La transformation A(p.,,»«*,p ) jouit de la propriété évidente suivante t

— L

•pour toute transformation de lorentz L .

Maintenant, nous attachons à chaque particule d'impulsion $. une

tétrade définie par la transformation de Lorentz [p.] , et nous décidons

alors d'attacher à tout système d'impulsion (p. ,*.«,p ) un système de té-

trades [p ],.,., [p ] défini par

(IV.4)

Ces tétrades particulières ont la propriété i

[LPj] = L [PI (IV.5)

pour toute transformation de Lorentz L .

Nous pouvons alors définir les états |[p],j,(-i) par l'application

de l'opérateur de projection sur l'état le plus général à n particules, c'est-

à-dire en généralisant de façon évidente la formule (III.7) I

.3-*d p

où A = [P] R [Pi"1

Ri ~

En toute rigueur, il convient de préciser le signe des matrices de SL(2,C)

Entre matrices 2x2 , un signe supplémentaire peut intervenir dans la relation*
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Si on utilise les tétrades indiquées précédemment, on voit (cf«(IV.5) ) que

toutes les rotations R. se réduisent & l'identité, et que les matrices rota-
si

tions 3 prennent la valeur 6 • Néanmoins, on peut remarquer que le

membre de droite sera certainement nul si (Es. + J) n'est pas entier j en

effet, la multiplication de R par une rotation de 27C laisse l'intégrale

invariante et multiplie l'Intégrant par (-112 (J +

On est donc ramené & calculer t

ïi ïi ... ̂
2oô  2w0 **" 2o)1 ^ H

rr
* " n

dR

-1
p = R R(P ,Posons

L'intégrale sur R devient t

[p] p PIL J>

Or $ f fonction définie sur l'ensemble des rotations p f est decomposable
1*sur les représentations de ces rotations, par exemple sur les 2) _(p) ^

D'où 1

MJP|§> -' ' ~ E
y 0~.»«.CT

1 n

avec

,u,vjC7to" ,.»a" ) dl n

dp..



- 130 -

Cette fonction ne dépend que de [p] et des variables (CH qui défini ssent

la classe d'équivalence du système des impulsions (p.) , c'est-à-dire les

variables du "diagramme de Dalitz". Ces variables peuvent s'exprimer en fonc-
2

tion par exemple des invariants s. . — (p + p ) , (qui ne sont pas tous
ij i J

indépendants)» Enfin dCf désigne l'élément de volume du "diagramme de Dalitz11»*

dp.
200. l ..... V - -

[pn],<r l f**. f<rn>

N est une normalisation à calculer de façon que X

- 6(p-pt> W

V; 6(t7t " (IV.6)

Calculons ce produit scalaire, il vient immédiatement

= 6(P - P') f!!i
<T O"1 *** O" O"1 / 2(0
1 ï n n ' 1

«p.
6CP- •-^

L* intégrale se calcule en faisant le changement de variables

ï-iP0»•«•!?„) •* (^>R(P^ iPoi»»»»?^)»?) dont N(C/) est le Jacobien tl ^ n ï fi n

6(p°) d4P
d3?

n
20) _ 2(0 (IV.7)

* Si le nombre» de particules est supérieur à trois, les tri-impulsions dans
le centre de masse total forment un solide dont l'orientation est invariante. Il
y a donc dans ce cas une variable discrète supplémentaire prenant deux valeurs
(les deux orientations possibles).
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d'où :

= ô(P -
1 1 n n

N

|2 87C O R C
. .« O . O «

+ l JJ UU vvT

Donc (on convient de choisir N réel positif)

Qa obtient le coefficient de Clebsch-Gordan t

cr - ô(P- p -...- p
1

(IV.8)

x ô f ... ô . ôo"".. o*J o" o*̂11 n n

Les coefficients précédents expriment les composantes de l'état

|[P] , J,(-L,V}t7*o" ... o" ) sur une base particulière pour lesquels les spins

sont décrits dans les axes des tétrades adaptées au mode de couplage considéré

définies en (7O) «

Nous pouvons exprimer les composantes de | rP]*J»|-i»Vj7jcr ••* o"

sur une base quelconque, le coefficient de Clebsh-Gordan est alors donné par

<[PJ] «- [pa],Tj

6(P-
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L'interprétation des nombres quantiques figurant dans la formule est

simple x \JL et v désignent les projections du moment cinétique total sur

n0(P) — [p]n (£) et dur A(p. »*»« fp ) n (P) respectivement* Ce» dernier axe3 3 1 n 3
reste rigidement lié aux impulsions p ,«».,p lorsque celles-ci varient. De

môme, T ,...,T sont les projections des spins sur les axes [p.]n (P) et
i n , i o

ô ,.-.,̂  celles sur les axes t A(p. ,*»»,?)[ p. Jn (£) , qui sont rigidement
i H 1 H 1 O

liés au système des impulsions. Enfin, la fonction d'onde de l'état

|[P]> J^fVjfycr r...,o- ) sur la base définie par [p.] — ACpj,... ,Pn)fpJ adaptée

à ce mode de couplage, est essentiellement 2) (R(p t...,p ")). Ceci n'est rien

d'autre que la fonction d'onde de la toupie sphérique« On peut appeler ce mode

de couplage "couplage de la toupie"*

2) - Passage du modèle de la toupie sphérique aux couplages classiques

couplage ̂d̂ hêl ici té

Nous montrerons, pour le cas des systèmes à trois particules, comment

on peut déduire les formules de passage des couplages classiques à celui de la

toupie» Ce calcul est en fait très simple dans son principe ; il est possible

de choisir des systèmes d'axes associés à chaque particule, fixés au système des

impulsions et dont le troisième axe est par exemple le vecteur d'hélicité uti-

lisé dans les couplages habituels» La transformation unitaire qui réalise le

changement de couplage est alors diagonale dans les hêlicités.

Nous allons traiter complètement un exemple et déterminer les formules

de passage du couplage d'hélicité décrit par la formuledV»2) à un couplage du

type (IV» 9), pour préciser ce second mode de couplage, il noua faut définir divers

paramètres i

- nous choisirons comme invariants indépendants les quantités m ,
2 2 2

avec m12 = (PI + pg) et par exemple m23 = (p2 + pg) »

- enfin, nous décidons de choisir pour [p ] f fp
1 ] et [£ ] , les trnns-

1 *L «J

formations de Lorentz décrivant les tétrades d'hélicité appropriées i
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. V

(On a choisi p.0,, le long de l'axe des temps et [p ] — 1 )»
123

Nous pouvons alors écrire, en multipliant les deux transformations unitaires

représentées par (IV,2) et (IV. 9) l

8 m i2m i23Ô ( P-p123 : - *12
2 2 2 .1/4

mi'm2'mi2)

m

2 2 ,1/4
2 + 1\
4̂ " V

Jl 2W2 2W3
P2~ P3)

d*.

8

A(P

11 12 '^ A(P123 " P12)

X [P123]

i-l.-1.
P2) A(p123 * P12)

x 2
(P1'P2'P3) A("123 *

 P3> [p123]
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Dans la formule qui précède, l'élément différentiel peut s'écrire

55T ST ST =1 «o 3
"" «<Vpa'V • *•» • "-23' -

Sl 2 qD1 autre part, nous pouvons vérifier que les trois matrices 9 , 9 et 9

portent sur des rotations autour de Oz, à cause de(IV«10)et comme la formule

ci-dessus peut s'écrire avec n'importe quel choix d'opérations

g) et A(n (p Vq ) * II est facile de voir que le choix

suivant est le plus simple x

A(n3<P123)'<I12,3) = A(P3
[p3] Y"'

P12)[p1
]

1-1 A(Ô •* p )P123 *V

(IV.12)

o \
P123>

s s s
Alors, les rotations intervenant dans 9 , 9 et 9 sont réduites à

l'unité» II reste à calculer les rotations R(q ) et R(q ) J
12 12,3

1 A(P3 •" P123) A(P1'P2'P3) [p33

-1
= [P123] A(P1

En remplaçant [p ] par sa valeur tirée de (74)
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A(n0 , q.„ _ ) est un opérateur du petit groupe de p^00 f donc une rotation
3 12,3 . lad /S

qui,en fait, est égale à [p".,00]~ A(n , 8 ) [p.oci] rr R §10 _ *
«3 1 ̂w • O X A«3 X M • *3

Calculons maintenant R(q.,0)

12"

avec [P12] = A(P12 " P123) [P123]

En remplaçant les divers termes par leurs valeurs tirées de(IV«32) et en expli-

citant les divers [p ] , fp_] ou Cp_] qui peuvent intervenir, on obtient t
1 2 3

R(312) =

Nous pouvons alors calculer l'expression (IV.ll) 1

l'intégrale ne porte» en fait, que sur dR(p ,p ̂ p ) 1
1 £ «3

9

On peut démontrer que N ne dépend pas de m

de m 3 t plus précisément N = . -

,2 ni

* Ce résultat est bien connu et exprime
8lnl23

le fait que la densité de l'espace de phase est constante lorsqu'elle est ex-

primée en fonction de variables habituelles de Dalitz»

Le coefficient de recouplageOV«ll)peut alors s'écrire l
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2 2

8mi2mi23
m " m

. . .2 2 2 v . , 2 2 2 s v l 4(%(mi,m2,m12) Mm12,m3f

Vl V2 Va

AJ12-«-1 J
\ /__ir___ 9i
•V-45T— 3

6 6 (-1) '
3 J123 ^ ̂ 123

* V J *

!,3/

(IV. 13)

avec

,

Dans la formule ci-dessus, o~ , o* , a* représentent les projections respec-
1 2 3

tives des trois particules sur des axes liés aux systèmes, mais dont le troi-

sième axe est le vecteur d'hêlicitê correspondant* II est facile de récrire

cette formule en fouet on des bases de spins les plus générales liées au sys-

tème, et la seule modification de la formule est le remplacement des symboles

Kronecker par des matrices de rotation,, d'indices s , s , s , soit t
1 £i O

12
Ô(P -n

123
1/4,2 2 Jï

k^iai
2 2 v

d*
2> 12

X12 V X2

S.

^ J123 ^ ^123

9
'123

V \2~ \
112,;
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[pJ •*• Cêo^ sont donnés parOWaOet [g ]'**. [êol* définissent les axes
JL *3 »

sur lesquels sont quantifiés les indices <r , <Tt' t °"0 dans la position

standard

b) Méthode générale
•••g— ••• , •.•••.» •—•.•• ••» i ~~H

L'examen de la formule (IV,14) montre que le coefficient de recouplage

est, aux facteurs cinéma tiques près, le coefficient de couplage donné par la

formule (IV* 2)

Nous allons montrer que ce résultat est général t en effet, considérons l'état

:, *•* <T ) défini par les équations (73), on a l

e(P ~ pn

Les indices o* *.* cr représentent les projections du spin de chacune des

particules sur des axes liés au système, et sont invariants par transformation

de Lorentz» En particulier l

où H est une rotation, car on a supposé p ++.«+ p rrP porté par l'axe

des temps*
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On peut en déduire i

zr d (p+*,.

- p -
2j + 1- .v

U

»•*•>[? ] ne dépend que des invariants 3 , et de la masseBemarquons que [j

totale P2 « Si maintenant, nous cherchons à établir une formule du type (IV. 13),

°")n avec unnous faisons le produit scalaire de l'état
x •".

état |[P*],J*,|-i1f|Ti) , obtenu en faisant la réduction du produit tensoriel par

les procédés classiques, c'est-à-dire par couplages successifs (l-a ou hêlicité) J

TI désignera par exemple un ensemble de nombres quantiques du type s

II vient l

Mais on connaît la loi de transformation de l'état | [p] ,.J%(JL* ,T))
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On en tire l

/
/

, [R1([p]"1,POr1 R

Dans le membre de droite de cette équation figure un coefficient de Clebsh-

Gordan qui contient une fonction ô de conservation de l'énergie impulsion

ce coefficient est égal à i

= 6

(Nous convenons de noter avec une double barre, ce qui reste de l'expression du

coefficient lorsque lion en a Ôté la fonction 6 de conservation de l'énergie

impulsion) • Comme est porté par l'axe des temps, on a à cause de l'in-

variance par transformation de Lorentz de la fonction ô

d fou

V 2K

y 27c V V ICH.J



d'où le résultat i

8(P - p f ) Ô J 4 , 6 ,
Jd iV

avec
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Jc: . . . < r | [ p ] f J f v , T i > = Ô P -n j. n n

Le véritable coefficient de changement de couolage est donc 1

T i
([^...BJ.O- ... <Tn | | [W fJ,V fTI>

On déduit f acilement (IV.14)>(IV.15) dans le cas des systèmes à trois particules,

r\ désigne alors les paramétres nécessaires au couplage d'hélicitê l

(m!2 ' J12 > V • V

c) Une application s

Considérons un système de n particules et deux couplages classiques

dans lesquels les diverses particules figurent dans un ordre différent. Soient

r\ et T]' les ensembles de paramètres de dégénérescence correspondant aux deux

processus de couplage. Pour calculer le coefficient de recouplage, nous devons

évaluer le produit scalaire :

L-J
J M A cr.. .0*1 n
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En utilisant la formule (79), ce produit scalaire vaut :

Le coefficient de recouplage s'écrit alors *

<M2,d,-nl|M2,j,V> =

.. cr||[p],j,A,T)'>

Un coefficient de recouplage s'exprime donc en fait comme un intégrale portant

sur les invariants d'une somme de produits de deux coefficients de Clebsh-Gordan

particuliers. Si les paramètres r\ désignent ceux d'un système de couplage t-a

ou d'hélicité successifs, une grande partie des invariants C/ sont fixés l les

invariants "3 sont au nombre de 3n - 7 et r\ en contient n - 2 de même que

n* * Les invariants contenus dans r\ et T|* sont indépendants les uns des autres

dans tous les cas intéressants, c'est-à-dire lorsque le coefficient de recou-

plage à n particules n'est pas réductible à d'autres relatifs à un nombre in-

férieur de particules. Il restera donc alors une intégrale sur 3n - 7 -2(n - 2)
$z= n - 3 invariants» En particulier, dans le cas où n zr 3 , tous les invariants

sont fixés et le coefficient de recouplage à trois particules se déduit immédia-

tement de la formule (IV.17).

De façon générale, la somme sur les indices de spins o" ... o~

figurant dans (IV.17) s'effectue aisément, car chacun des deux coefficients figu-

rant à droite contient une matrice de rotation par particule, du type I

oïl [p..] désigne la tétrade associée à p et adaptée au mode de couplage T| .

^ si u > 3 . Il reste a effectuer la somme sur les deux orientations possibles.
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La somme sur o". est de la forme I

Les indices ou |a! désignent soit des hélicités, soit dans le cas du

couplage l~B des indices magnétiques couplés pour former des "spin" totaux*

La somme sur A se fait de façon analogue dans le GPS du couplage

d'hêlicité ( voir CEV. 18)). Dans le cas du couplage 1-3 , il faut utiliser les

techniques habituelles des calculs utilisant les coefficients de Clebsh-Gordan

du groupe des rotations*

wick

Ecrivons à titre d'exemple, le coefficient de recouplage en hêlicitê

pour trois particules J nous appliquons(IV»17)en nous explicitant le membre de

droite» II vient t

2 3

2 2 2 2 2 2.~1,m2fM )
1/4

(13)2

s
2 r« T-I ror» l~iro i

" " (IV. 18)
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avec

= A<8

fi<13)2

» =

fi13 =

(ê
«»IS**»3> A '<V5U3)2>Y

Dans le cas des systèmes à trois particules, il est heureusement pos-

sible de simplifier cette formule, en fixant les choix arbitraires portant :

- sur la définition du système de vecteurs (p , p , p1 ) de référence t
1 2 3

nous supposerons que dans le système du centre de masse, le plan p"" f p~" , Ç"*"

est orthogonal à l'axe Oy (c'est-à-dire à n~*(P) ) J

- sur la définition des tétrades d'hélicités associées aux diverses impul-

sions t pour les centres de masse partiels p et p nous pouvons supposer
> à V _ A 4k A . _

. Pour les par-qUG Q2(è12) -A(? •* P12> H2(P) et n <$ ) rr n
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ticules 1 , 2 ou 3 , dans les deux modes de couplages, il est possible de

choisir le même vecteur n (p.) = A(P" •* p. ) n (P) . Ces choix sont possibles
2 l 1 2

car il existe une direction privilégiée dans le problême, qui est invariante

par toutes les transformations de Lorentz du type A(p -» p ) ou A(p -> p )
t 12 1 2 1

ou A(P* -> p ) par exemple, cette direction est dans le système du centre de

masse, orthogonale au plan des trois impulsions. C'est celle du quadrivecteur
v p <r

W<r Pl P2 P3 *

On voit alors aisément que les arguments des matrices rotations dans

(IV. 18) sont des rotations autour ds Oy » On en déduit en particulier que le

coefficient de recouplage (IV.18) est réel* L'interprétation des diverses rota-

tions figurant dans (IV.18) est simple i les rotations d'indices Sj , B^ et

s traduisent la modification des bases de spin appropriées au deux modes de
o
couplages considérés. La rotation R mesure dans le système approprié, la

rotation nécessaire pour amener n
3^P12^

 sur ql2 * n3^P12^ êtant le vecteu]

d'hêlicitê associé à p dans le système du centre dp masse (même interprê-
12

tation pour R )• Enfin la rotation d'argument j est reliée au passage de
13

q à q, v , qui sont les impulsions relatives des systèmes de parti-
(12)3 (13)2

cules (12) et (13) dans le système du centre de masse total.

Dans le cas où une ou plusieurs masses sont nulles, on peut faire

exactement les mêmes calculs et procéder au même couplage : il suffit de

prendre à chaque fois la tétrade définissant une jauge de radiation dans le

centre de masse, correspondant à la tétrade d'hélicité analogue dans le cas

où la particule nfa pas une masse nulle. Dans le cas du modèle de la toupie

sphérique, on associe à chaque particule de masse nulle des axes n (p) et

n (p) rigidement liés aux impulsions.
f i
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(cf Mc-Kerrel [4l])

On déduit immédiatement la formule *

O p

<M ' J > J > m »

167C
2J + 1 2 2 2 2 2 2. 2 2

<'(12)3fl(12)3m(12)3'C(l2)3|d

<J13Vl3e2|8(13)2T(13)2>

(IV. 19)

*12

Les transformations figurant dans les matrices d'argument s , s , s sont
1 A 3

bien des rotations, car p.00 est l'axe des temps» On peut vérifier que ce

sont en fait des rotations autour de la normale au plan contenant les trois
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tf o a
vecteurs tri-impulsions p, , P0 , PQ dans le système du centre de masse

1 A «J

total. L'angle de telles rotations est calculé en appendice.

Comme dans le cas du couplage d'hêlicité, cette formule peut être simplifiée

par un choix adéquat du système du centre de masse.

On peut soit choisir t

- l'axe Oy du système du centre de masse perpendiculaire au plan des

tri-impuis ions « Toua les Y . figurant dans la formule, portent sur des argu-

ments (6,9) avec 9—0 et toutes les rotations 2) deviennent des rota-

tions autour de Oy • On met ainsi en évidence la réalité du coefficient de

recouplage» C'est le système d'axes qui est toujours choisi dans la littérature

- l'axe Oz du système du centre de masse perpendiculaire au plan des

tri-impulsions I dans la formule ci-dessus, toutes les dépendances en variables

angulaires prennent alors la forme d'exponentielles
— 1 m CD — i O"" cp

1 O ï l O Q ' QL£i L£I p J 3
e ou ô „ e *

Enfin, on peut modifier à volonté 1'expression(IV.19)en changeant le

type du couplage, c'est-à-dire en la reliant a(IV.18)a l'aide des coefficients

de passage du couplage l-s à l'hêlicitê* Une façon simple d'effectuer ces chan

gements est d'utiliser l'identité suivante,

m T (IV. 20)

t—v

L-iw
a (BY

2 2

où R est une rotation d'angles d'Euler cp, 6 , y J 1& formule ci-dessus

est vraie pour toute valeur de y

l'axe Oy »

et Y est la rotation de + autour de
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CHAPITRE V

ANALYSE ANGULAIRE DES REACTIONS ENTRE PARTICULES ELEMENTAIRES

1) - Théorie des cojllisions : la matrice S

Nous allons introduire la matrice S par une méthode qui n'est peut

être pas la plus générale, mais qui permet de formuler clairement les proprié-

tés d'invariance.

On suppose que la description des systèmes physiques s'effectue dans

dans un espace de Hllbert të , dans lequel agit une représentation à une phase

près d'un groupe de symétrie G .

On aura construit dans K une théorie des collisions si on peut trou-

ver daus Se deux ensembles complets d'états [a, "in")représentant tous les états

initiaux possibles pour une réaction (cibles, faisceaux etc ...) et ||3,"out")

représentant tous les états pouvant être produite dans une réaction, a et P

représentant deux ensembles de nombres quantiques définissant les états pré-

parés ou produits.

On fera l'hypothèse que tout état initial peut être produit comme

résultat d'une collision précédente, hypothèse qui correspond bien à la si-

tuation expérimentale. Ainsi états initiaux et finaux sont représentés par

des nombres quantiques de même nature, ceci a en particulier pour conséquence

l'égalité :

|a,out)|

reliant des états dont on a supposé qu'ils appartiennent tous au même domaine

de supersélection.
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Le théorème de Wigner nous montre l'existence d'un opérateur S ,

n'ayant d'éléments de matrice qu'entre vecteurs appartenant au même secteur

de supersélection, pouvant a priori être soit unitaire soit antiunitaire, tel

que :

<a,out| = <a,in|s . (V.l)

L'amplitude de transition {(3,out |a,in) s'écrit alors :

((3,out |a,in) ~ ((3,in|s |a,in) = <(3,out |s |a,out)

/ I I \ ^̂
(la deuxième expression doit être remplacée par ((3,out |S |a,out/ si S est

antiunitaire).

Les observables associées aux états "in" et "out" sont reliées par :

.out A J S .in (V.2)

Supposons maintenant que les probabilités de transition sont inva-

riantes dans une transformation l/(g), représentant l'élément g du

groupe G :

|<p|S|a)|
2 =:

avec. |ga)_ (V.3)
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On a donc :

on peut alors montrer, en utilisant la linéarité (ou l'antilinéarité) de S ,

que les opérateurs S et U (g) S l/(g) sont égaux à une phase près :

l/-1(g) S U(g) - 0)(g) S . (V.4)

Appliquons ce résultat à l'invariance relativiste ;

U" i(a,A) S U(a,A) = co(a,A)S .

On montre immédiatement (la représentation l/(a,A) étant au signe près)

que u)(a,A) est une représentation à une dimension du groupe de Poincaré,

c'est-à-dire Où(a,A) - 1 pour tout (a,A) . En conséquence, l/(a,A) et S

commutent. Appliquant ce résultat à une translation infinitésimale :

U(a) = 1 + iPa .

On obtient :

S i P S1" = i P

soit S P S"*"

S P S"*"

- P si S est unitaire

r -P si S est antiunitaire,

Si on fait l'hypothèse que le spectre de l'opérateur P est entièrement con-

tenu à l'intérieur de la partie d'énergie positive du cône de lumière, on doit

donc supposer que S est unitaire. C'est ce que nous ferons dans la suite.

On montre, en appliquant successivement l/(g ) et M(g ) aux deux membres de

(V.4) :

e(ga>
w(g2) (V.5)
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avec e(g) = i 1 suivant que M (g) est unitaire ou antiunitaire. Si G est

un groupe de Lie connexe, alors M (g) est unitaire pour tout g , et co(g)

est une représentation à une dimension du groupe G . Comme nous l'avons vu dans

certains cas (groupe de Poincaré, SU_ , SUQ etc ...). la seule représentation
£i O

unitaire du groupe G à une dimension est la représentation triviale. Ceci

n'est pas vrai pour les groupes abeliens par exemple. Néanmoins on peut mon-

trer, en utilisant la propriété dite de "cluster decomposition" de la matrice S,
[38]que l'on a toujours ;

S W(g) = S . (v.e)

La propriété de "cluster decomposition" traduit le fait que deux processus

physiques se produisant loin l'un de l'autre (dans l'espace) n'ont pas de

corrélation c'est-à-dire si l'état initial et l'état final représentent des

états localisés au voisinage de deux points dont la distance augmente indé-

finiment, alors l'amplitude de transition tend vers le produit des amplitudes

de transition correspondant aux deux processus que l'on a ainsi isolés l'un

de l'autre.

En écrivant l'invariance sous le groupe G de la matrice S , il vient, à

la limite :

c'est-à-dire w = 1

L'équation (V»4) 's'écrit alors :

(V.7)
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C'est la raison pour laquelle nous n'avons pas indiqué dans (V.3) si l'opé-

rateur l/(g) désignait l'action de l'opération de symétrie sur les états "in"
II .11ou out

Les considérations précédentes ne s'appliquent pas au renversement

du sens du temps,qui transforme un état "in" en un état "out" :

- |Ta,out> (V.8)

i/(T) agit sur les nombres quantiques de la façon indiquée auxchapitres I et

II (dans ces deux chapitres nous avons essentiellement traité des états à une

particule, pour lesquels aucune distinction n'est nécessaire entre les états

in et out , qui sont égaux). On a invariance par renversement du sens du

temps si :

(V.9)

On en déduit alors :

S l/CT) = co(T) (V.10)

Une simple redéfinition de la phase de tous les états "out" permet de modifier

la phase de la matrice S de façon à obtenir :

œ(T) - l ,„ (V.ll)

2) - Invariance relativiste de la matrice S . définition des éléments de

matrice réduits

Nous traitons ici des réactions à deux corps dans l'état initial

comme dans l'état final. La méthode est aisément généralisable à des réactions

plus compliquées.
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L'état initial et l'état final sont caractérisés par l'impulsion et

la composante du spin sur des axes appropriés, de chaque particule :

réaction

masses

1 + 2 -> 3

m.. m, m.

impulsions p

spins

projections o~
du spin

(V.12)

s
2

°3 °4

Pour exprimer l'invariance relativiste de la matrice S , ou de façon équiva-

lente de l'opérateur de transition T défini par i

S - 1 (V.13)

nous allons utiliser une décomposition sur des états intermédiaires, vecteurs

de bases des diverses composantes irréductibles contenues dans le produit de

représentation constitué par l'état initial comme l'état final î

(V.14)

= f 3̂4
du),
34

2 oo
12
•MM

I

12

J34 J12

(V.14)
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Le théorème de Wigner Eckart montre que l'élément de matrice :

a la forme :

_J
V

34

34

12* 34

34—34 12

(P ) est appelé élément de matrice réduit.

(V.15)

12
12' '

Les nombres quanti que s T) désignent les paramètres de dégénérescence

introduits au chapitre III dans la réduction du produit de deux représentations

irréductibles du groupe de Lorentz inhomogène.

On peut alors effectuer les intégrations dans (V.14), en utilisant

les fonctions ô qui traduisent la conservation de l'énergie impulsion dans

les coefficients de Clebsch-Gordan. On a, en convenant de noter à l'aide d'une

double barre la quantité qui multiplie la fonction ô dans le coefficient de

Clebsch-Gordan correspondant,

J,TI
12

34
(V.16)
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Dans cette formule, la sommation sur (J, peut être effectivement calculée,

car l'élément de matrice réduit n'en dépend pas.

Cette sommation peut se calculer effectivement dans les divers

modes de couplages. L'un des mérites du couplage d'hélicité est que cette

somme s'effectue très simplement. Nous allons réécrire (V. 16) dans le cas

du couplage £-s et du couplage d'hélicité.

Couplage £,s : Les indices de spin sont mesurés sur les tétrades du couplage

£-s introduites au chapitre III.

< [ l > » °

-pg -

2 2 7l/4

<SlS20"l

(V.17)

S34'S12

Couplage d'hélicité 1 Les indices de spin sont mesurés sur les tétrades d'hé-

licité introduites au chapitre III :
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8P

Î\(p2,m2,m2) X(P2.] ,1/4 (-1)
S 2 " S " X• '?

2J+1
47C

fWX2
(V*18)

Si l'on choisit pour axes n (p ) et n (P) des tétrades drhéli-ft 1 «
cité de chacune des quatre particules et de la tétrade du centre de masse

respectivement, le vecteur unitaire du produit extérieur e p

alors la rotation figurant dans (V.18) laisse invariant l'axe Oy :

P °"3r D2 P3

(6), (V.19)

6 est l'angle de diffusion.

Les formules (V.17) et (V»18) fournissent les décompositions en

fonctionsangulaires des amplitudes de collisions. Notons que les formules

(V.17) et (Y*18) sont en tout point identiques aux formules non relativistes

à l'exception bien sûr du facteur cinématique, lié à la normalisation inva-

riante que nous avons pris pour les états»

La seule différence avec les cas non relativistes réside donc dans

l'interprétation des indices magnétiques de spin, qui dans le cas non relati—

viste sont simplement obtenus par projection des spins sur des axes fixes. Ici

on doit attacher les axes de quantification du spin aux impulsions.

Dans le cas d'une réaction élastique, considérée à une énergie

où aucun canal inélastique n'est ouvert, on sait que la matrice S restreinte

aux états à deux particules est alors unitaire.

Si on définit l'élément de matrice réduit S (P ) de la
T112'T134
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même façon que pour l'opérateur de transition "G (cf.V.15), alors S ,

considéré comme une matrice dans l'espace des paramètres de dégénérescence T) ,

est une matrice unitaire :

Z
n1

Les valeurs propres de cette matrice sont e J où les ÔT sont
d

les divers déphasages correspondant à "l'onde partielle" J .

L'extension de la relation d'unitarité ci-dessus au cas de plusieurs

canaux couplés est immédiate ; il suffit d'inclure dans les paramètres T) un

indice caractérisant le canal, de façon à conserver la condition de fermeture

1 =

•n

3) - Convergence des développements angulaires des réactions à deux corps

Dans les formules (V.16) les sommes indiquées portent toutes sur un

nombre fini d'indice lorsque J est fixé. Le seul problème est donc la conver-

gence de la somme sur J . Si on ne fait aucune hypothèse supplémentaire, la
n

convergence de cette somme risque d'être lente (convergence de type L ). Mais

faire l'hypothèse que l'amplitude de diffusion possède des propriétés d'ana-

lyticité, permet une convergence bien meilleure. Mais ces propriétés d'analy-

ticité sont démontrées en théorie des champs uniquement sur les amplitudes spi-

norielles, c' est-à-dire les éléments de matrice S pris entre les vecteurs

appartenant aux bases spinorielles. On peut aisément en comprendre la raison,

en effet, les éléments de matrice S pris entre "états physiques" du type

[[p*]»̂  »[p_],cr / t dépendent de la base de spin prise pour chacune des parti-

cules : si, par un changement de base, on passe de [p., ] à [p ]', par exemple,
sl 1

l'état considéré sera multiplié par 2) , ([p ] [p.,]') . Or il n'est pas pos-

sible de choisir les matrices unimodulaires [p ] et [P-]' en fonction de p ,

de façon analytique. Cette difficulté n'apparaît pas dans le cas des amplitudes

spinorielles qui ne dépendent que des quadrivecteurs moment.
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On définira donc des amplitudes spinorielles :
w w S-

A..A A pi'
3 4 1 2

(vas)

L'invariance par transformation de Lorentz sur T, s'écrit t

A A ) = \tAtA,At <P1,.».P4)
1 2 3A4 *

(V*20)

Revenons à la décomposition (V,18) et (V.19) de l'amplitude d'hélicité. Avec

le choix de tétrades effectué , l'amplitude ([pjLX̂ tPg] Ag M[p3LX3»[p4l A

ne dépend en fait que des invariants s,t, (ou s et cos6)et on l'écrit "2r(s,cos6) j

on a i s =

t -

+ P2)'

2! - P3> ,

(V.18) est alors la décomposition de (̂s.copô) en fonctions d.. . .. . (0)
1 ~~̂ O * Q~~ A

[ogl
On peut montrerL que si l'amplitude spinorielle est analytique dans un

domaine convenable, alors "ST.. .. . - (s,cos6) a juste les singularités né-
1 234 J

cessaires pour compenser celles de d. * - * (6) (qui ne
1 2* 3 4

dépendent pas de J)» La décomposition angulaire X

(s,cos6) ~/ / 'C? . . (s) d'
» * A.. A—A-A. "~

2* 3~"

se ramène simplement à la décomposition d'une fonction de cosô en polynôme de
F40]

Jacobi de la variable (cosO). La somme converge donc dans une ellipse de

foyer -1, +1 dans la variable cosO , (la plus grande ellipse qui ne contienne
X

aucune des singularités de la fonction tT(s,cos6) (ou ̂(ŝ t)) J la convergence

ainsi obtenue est rapide»
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De la convergence du développement en amplitude d'hélicité on

peut déduire la convergence de tous les autres types de développements angu-

laires, car à J fixé, le nombre de valeurs prises par les paramètres de

dégénérescence est fini (égal à II (2s.+1)). Le passage de * £ . . , . _ (s)
J L i» 2' 3' 4

à '£. . (s) se fait donc par action d'une matrice finie.

4) - Décomposition en amplitudes invariantes sans singularités cinématiques

[17]
Hepp et Williams'- J ont démontré que dans l'hypothèse où ^ampli-

tude spinorielle introduite en (IV. 19) est une fonction analytique de ses argu-

ments (p ,p ,pa,p.) dans un domaine appartenant à une classe suffisamment géné-

rale, elle peut alors se décomposer sur une base de polynômes ayant les mêmes

propriétés de covariance, les coefficients étant des fonctions des invariants

( P - » P J » i r- j )» analytiques dans l'image dans ces variables du domaine d'analy-1 J r 1 i
ticité initial. On trouvera dans Williams la forme prcise que doit avoir le

domaine. La décomposition s'écrit :

M
A3A4A1A2 1

<S1S2A1A
2I

T12A12>

3 4 3
S12

S34S

A34 A12

34 34
(V.21)

et

avec

= X! **±
*i

(V*22)

™ (e(q,pa)

(V.23)
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•avec q = p0 ou p. . Plus généralement, si on prend pour q une combinaison li-
2 4

néalre des vecteurs (p. ,p0,p_,p..), les fonctions A ±(s,t) sont analytiques sauf
* * 2 ^

éventuellement sur la variété q — 0 , où apparaissent des singularités polaires.

Si on prend q= (p.+P0) > on peut sfattendre à des singularités cinématiques à s=1 &

5) - Une application : le comportement au seuil des ondes partielles

Nous allons montrer que des hypothèses d'analyticité très simples

permettent de déterminer le comportement au seuil des éléments de matrice réduits

en couplage I-B, c'est-à-dire des ondes partielles. Pour cela on exprime tout

d'abord l'élément de matrice réduit défini en (V. 17), en fonction de lfamplitude

spinorielle en utilisant (III.32) et (III.36). Nous décomposerons sur la base des

polynômes introduite au paragraphe précédent, équation (V.22), avec q — p +p0 ,1 &
non pas l'amplitude spinorielle mais l'amplitude spinorielle multipliée par lessi
facteurs du type 2) (A.(P •* P±)) qui figurent dans (III.32) et (III.36). En

effet ces facteurs supplémentaires nront pas de singularités dans le voisinage

du seuil considéré. Dans la décomposition, apparaissent alors des amplitudes
2

invariantes A -j-(stt) du type de celles introduites en (V.22). Ces amplitudes
K

invariantes n'ont pas de singularités cinématiques au voisinage du seuil consi-
2 2

déré, s i r > — (m +m ) ou s0>1
 = (m +m ) (les seules singularités cinématiques

\e> 1 6 J4 d 4 _ _

apparaissent à s = 0 et à s — (m -m ) ). On supposera les amplitudes A +(s rt)

analytiques dans un voisinage du seuil, pour tout t compris dans une ellipse

(dans la variable cosO , cette ellipse est de foyer (-!,+!)). On suppose que

lorsque s tend vers la valeur- qu'il prend au seuil, lTellipse considérée dans

la variable t ne se réduit pas à un segment de droite. Dans la variable cos6 t

l'ellipse s'agrandit alors indéfiniment, ses foyers restant fixés.

On peut alors exprimer les amplitudes invariantes en fonction d'une

intégrale de contour dans la Variable cos6 — z t prise sur la plus grande el-

lipse contenue dans le domaine d'analyticité.

dz*
Soit

on utilise :

•̂̂

z'- z
- \
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Q. (z) est la fonction de Legendre associée correspondant au polynôme de

Legendre P>(z) .

On a donc a évaluer 1 intégrale

dz» (V.24)

Or à une singularité dans la variable t à la position t , correspond au

voisinage du seuil des singularités dans la variable cosô , à la position

z - z , avec ;
P(B,to>

où F(s) est lentement variable en s au voisinage du seuil. Ainsi liargument de li

fonction Q*(z) va tendre vers l'infini sur tout le contour d'intégration. Or i

(z) ~ quand °°

Si on suppose A + (s,t) borné dans l'ellipse d'analyticité (uniformément enK- %
a dans un voisinage du seuil), alors on peut donner une estimation de l'inté-

grale (V*24).

»z>) dz'

Cette intégrale est le coefficient de P>(z) dans la décomposition de Â . (s,z) :

(s,z) = }
A

En faisant cette hypothèse on écarte notamment le cas où on a un
état lié au seuil»
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Si l'on exprime alors T . (s) en fonction des amplitudes AK±(S,Z) f

on doit effectuer les intégrales angulaires. Le plus simple est de

se placer dans le système où P est au repos. On a alors des intégrales du

type :

accompagnées des coefficients de couplage nécessaire. En résumé t

S12S34
A E Ki

HL

q34
"34

La fonction C indiquée comporte des coefficients de Clebsch-Gordan qui

couplent les indices magnétiques. Elle est lentement variable en s ^ à

condition que la singularité la plus proche dans la variable t , soit à

distance finie de la région physique. C'est cette hypothèse qui remplace la

notion habituelle de portée finie du potentiel»
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Les intégrations angulaires font apparaître des coefficients

de couplages couplant respectivement les moments cinétiques J

X, K±, l
12

et X, l'f '34
pour former un moment cinétique nul. Les règles de sélection montrent alors

que la plus petite valeur permise pour les puissances respectives de |q

et |q_J sont &^n et £„.. .

En conclusion l

1) Réaction élastique l

*12 - q

Le comportement du seuil est alors le même quren mécanique quantique non re-

lativiste (théorie du potentiel) î

(s)

S12S34

2) Réaction inélastique : Supposons m + m < m + m * on
1 2 3 4

considère 1* amplitude au voisinage de s - (m,, ->f m )̂  |q est alors lente-

ment variable et ;

(s)
34

S12S34

Ces considérations donnent une justification aux arguments de barrière centrifuge

utilisés dans les analyses phénoménologiques.
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APPENDICE

LES REPRESENTATIONS FINIES DU GROUPE DE LORENTZ

A) - RELATION ENTRE SL(2,C) ET LE GROUPE DE LORENTZ

Matrices de Pauli : <TX = cr r: "

- Produit scalaire : p.q = g p^q = P°q° - P «q
(IV

- Matrices hermitiques associées à un quadrivecteur :

p r: p° + p.cr det p - p

p =; p" - p.o- det p =: p

P q + q p = 2p. q .

— Transformation de Lorentz associée à une matrice unimodulaire t

A p A1" =

At-l - .-l ~tA1 p A ~ pf avec p* - A(A)p

A(A) = A(-A)

Transformation de Lorentz pure amenant le vecteur unitaire de p sur le

vecteur unitaire de p_ :f>

2 2 2 2
1) P1 - m1 > O , p2 - m2 > 0 , pj et p° sont positifs i
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1 - P,) = i -=±

2 2 2
2) q = -m. < 0 q^ m < 0 , m et m sont positifs

32

/2 m

- Transformation de Lorentz faisant passer jde JLa tétrade orthonormée

(n ,n, ,n0»n,a) à la tétrade
O 1 a d

aisant passer de l
f42l

(n^,nj,n^,n^) .

A = ± i (nf 5 - n! n, - nl n0 - n! n0!D *»o o - 1 1 -22 ~3 3

D est une constante calculée de façon que detA - +1 .

- Matrice C

C A C A = -det A

si A est inversible t

C A G*"1 = A""IT det A

CO" C = - (T

- Transformation de Lorentz complexe j Au couple de matrice unimodulaire (A,B)

on fait correspondre la transformation de Lorentz complexe p* - A(A,B)p par t

' - A BT
5 ~ ?_
~t _ n- •" Apf = B p A

A(A,B) est réel si A = B* .

I
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B) - REPRESENTATION NON UNITAIRE DU GROUPE DE LORENTZ

On définit la matrice à (2J+1) dimension 2> .(A) pour toutemm
matrice A par la formule I

A = a b
c d

j+ml j-ml m / j+mM j-mM

on a :

2>J(AT)

3d (A*) = 2>J*(A)

si A"1 existe, 2>J(A-1) =

- Relation avec les coefficients de Clebsch-Gordan t

U) = <detA)
J,M

mi'"îI11am2
m

1
I n

2n 1m'C A ) \ 2m'

1 1 22
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Si dot A = 0 , (det A)

Formules explicites

doit être remplacé par 6

1)
J /a b
mm'Vc d

Aj+m')!(.1-n'
/ (j+m)I (J-m)I

CdetA)J-m' p<»';»X+»>
j-m'

_

X —

ad H- be
™"̂ ^̂ ™̂ ^̂ ^ *ad - be

Enfin P (x) désigne le polynôme de Jacobi suivant :

a. } _
n 2nnl

-b
1_x)

dx
G* est un polynôme à la fois dans les variables a t b , et x .

2)

2>J f a b

mm^ c d

.j+m-k &

kl

3)
. j - —r "~T" \

Décomposition de 3 . ( r—**— ) en harmoniques sphériques :mm \ f> l

mm'
K,M

Kl 2

PT i"~ ' ^X) es<fc le polynôme de Jacobi ; enfin q -

C) - SEMI BIVELrEURS

On définira les semi bivecteurs e(p,q) et e(p,q) construit

à l*aide des deux quadrivecteurs p,q> par les formules t
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0- . e (p,q) + p . q = P q
<w

~* SÏ , \ ~0- , €" (p,q) + p . q = p q̂

e(p,q) = qQP - PQq + i (qx p)

- QOP

,q) = e"*(q»p),

on a t

si p1 - Ap , q* = Aq t crest-a-dire p1 = A p A'

,-1A cr^(p>q)A

A1""1 ?.?(p,q)At

on a i

e(p,q).e(r,s) = (r.q)(p.s) - (r.pXq.s) + i(p,qtr,s)

i e(p,q)x eCr^s) = (p. s) e(q,r) + (q.r)

-(q.s) e(p,r) - (p.r) e(q,s) .

Relations avec les tenseurs antisymétriques, on pose t

= puqy -

P °"prq

on a alors l

i/ N „+ / % 1e (p,q) = P. (p^q) = •—

1
2 i
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— Application aux polynômes covariants Y-(p. ,p_) > on considère les polynômes

harmoniques :

q =

Les polynômes coyariants dépendant de deux quadrivecteurs sont définis par J

La coyariance s'écrit J

(p ,PJ|) t

û) - PRODUIT DE TROIS TRANSFORMATIONS DE LORENTZ PURES

2 2 2Si u = u = u = 1 , on a :

cTest une rotation dans le système où u est au repos, autour de la normale
, ,->-»• v

au plan w > u ^ '

Manuscrit reçu le 1er août 1968
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