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Vorwort

In diesem Bändchen sind einige Beiträge zum Gebiet 'Bildgebende Verfahren
in Biologie und Medizin' zusammengestellt. Sie stammen sämtlich aus dem
'Institut für Biomathemathematik und Biometrie', IBB, am 'Forschungszen-
trum für Umwelt und Gesundheit', GSF, in München/Neuherberg, und sei-
nem engeren Umfeld. Mein Ziel war es, zu sichten, was in und um diesen
Themenkreis herum an Wissen und sonstiger Kompetenz in meiner näheren
Umgebung vorhanden ist.

Einige am IBB etablierte Gebiete wie Röntgen-Mammographie oder funk-
tionelle Magnetresonanztomographie, wurden ausgeblendet. Der Grund ist
die Fokussierung auf ein nicht exakt definierbares, neues Gebiet der Bildge-
bung, das unter dem Namen 'Molekular Imaging' kursiert und derzeit Furore
macht. Eine gewisse Eingrenzung aus Sicht der Radiologie erlaubt folgendes
Zitat aus der Zusammenfassung des Artikels R. WEISSLEDER & U. MAH-

MOOD (2001):

The term molecular imaging can be broadly defined as the in vi-
vo characterization and measurement of biological processes at
the cellular and molecular level. In contradistinction to 'classical'
diagnostic imaging, it sets forth to probe the molecular anoma-
lities that are the basis of disease rather than to image the end
effects of these molecular alterations. While the underlying bio-
logy represents a new arena for many radiologists, concomitant
efforts such as development of novel agents, signal amplification
strategies, and imaging technologies clearly dovetail with prior
research efforts of our speciality. Radiologists will play a leading
role in directing developments of this embryonic but burgeoning
field.

Daraus erhellt unmittelbar einer der Gründe für unser Interesse an dieser
Materie: Wo Radiologie und Bildgebung sind, sollten Mathematische Model-
lierung, Statistische Inferenz und Signal- bzw. Bildanalyse nicht weit sein.
Am IBB wurde eine gewisse Kompetenz auf diesen Gebieten aufgebaut. Vor

in
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dem Hintergrund eines exzellenten Umfeldes in den Gebieten der Genomik,
Proteomik, Metabolomik, Cellomik und Molekularbiologie im allgemeinen
an der GSF ist damit klar, daß sich das IBB dieser Aufgabe einfach nicht
entziehen kann.

Unterstrichen wird dies durch eine Reihe weiterer Aktivitäten. Eine Vor-
tragsreihe mit Kollegen aus der Radiologie vom Klinikum Rechts der Isar,
unter Leitung von Prof. Schwaiger und Prof. Lasser, hat stattgefunden, er-
ste wissenschaftliche Zusammenarbeiten haben begonnen. Am IBB läuft ei-
ne Seminarreihe zum Thema, aus der einige der hier präsentierten Beiträge
hervorgegangen sind. Sondierende Gespräche und eine Sichtung der an der
GSF vorhandenen Geräte findet zusammen mit Vertretern der Genetik ge-
genwärtig statt. Schließlich wird vom IBB im Juni 2004 ein international und
hochkarätig besetzter Workshop zum Molecular Imaging ausgerichtet.

Wir hoffen, mit dieser Sammlung einen Beitrag zu dem skizzierten Projekt
leisten zu können. Ich danke allen beteiligten Kolleginnen und Kollegen für
ihre Zu- und Zusammenarbeit. Besonders danke ich Frau Annemarie Helmer
für die Hilfe bei der Edition.

München/Neuherberg, 1. Mai 2004 Gerhard Winkler
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Biomedical Imaging

Brigitte Forster*, Rupert Lasser*

Abstract

This report is intended as a brief introduction to the emerging scientific field
of Biomedical Imaging. Focus is on emphasizing the breadth of the subject,
on the one hand, and to indicate future fields of research, on the other hand.
Hopefully, it serves as a guide to the identification of starting points for the
research in 'Biomedical-and /or Molecular Imaging' at the GSF-National Re-
search Center for Environment and Health. This may help to reveal research
chances and opportunities in this context, in order to invigorate the future
foundations of research groups, for example young researcher's groups. The
report starts with a brief sketch of the history. Then a - necessarily incom-
plete - list of research topics is presented. It is organized in two parts: the
first one addresses medical imaging, and the second one is concerned with
biological point aspects of the matter.

•Biomedical Imaging Group EPFL LIB, Bat. BM 4.134
Swiss Federal Institute of Technology Lausanne
CH-1015 Lausanne, Switzerland
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Before we start...

. . . it is evident that twenty-first-century medicine will present a
culmination of continuing evolutionary developments in multidi-
mensional image visualization and analysis.

Richard A. Robb
Head of the Biomedical Imaging Resource

at Mayo Clinic/Foundation [49]
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Chapter 1

Introduction

Biomedical imaging is an extremely active and quickly developing field. About
five to ten years ago the main topics were image enhancement such as de-
noising and coding/compression of images. Today feature detection, 3-D vi-
sualization and real time processing with classical deterministic methods but
more and more with soft computing are areas of modern research. In the
following we will describe these areas in detail.

Today, biomedical imaging can be divided into two main parts: The medical
one, where modeling and visualization of the body for diagnosis, surgery and
training is emphasized, and the biological part, where the task lies in mea-
surement, visualization, and simulation of chemical and physical reactions
on the micro- and even the nanoscale. On small scale, genomics, proteomics,
metabolomics, and cellomics, are the regions of interest; on a larger scale fea-
tures like shape and evolution of organic matter are of interest, as in order
to study the relation between the genome, and its function. At the GSF - for
example - focus is on the mouse model.

We will start with medical imaging, the various modalities and its positive
and critical sides. Then we mention the problems and tasks of classical image
processing and give information on the new advances in soft computing.

We continue with further modalities for biological imaging and the nanoscale,
and proceed as for medical imaging with the questions of modern research in
this area.





Chapter 2

On the history of biomedical
imaging

The beginning of biomedical imaging lies in 1890s, when Wilhelm Roentgen
accidentally discovered X-rays. He observed that if he aimed a cathode-ray
tube's X-rays through a persons hand at a chemically coated screen, he could
see the bones in the hand clearly on the screen.

Over the next few decades, X-rays grew into a widely used diagnostic tool.
The great strength of X-rays are their high resolution and their ease of use.
On the other hand, X-rays do not distinguish well between tissues of similar
densities, capture only a slice of the body's three-dimensional structure and
expose the patient to potentially harmful radiation.

For more than half a century, the science of medical imaging grew steadily
but slowly, as incremental improvements were made in the X-ray technique.
In the early 1970s that growth kicked into high gear with the appearance of a
new imaging technique: computerized tomography (CT). By taking a series
of X-rays from various angles and then combining them with a computer,
CT made it possible to build up a three-dimensional image of any part of
the body.

This development lead to a flood of new medical imaging tools working ac-
cording to various physical principles. But they have one thing in common:
The new machines all depend on computers to construct the images from a
mass of data that is collected electronically instead of on film.

In the early 1980s, CT was joined by a completely different way of taking
pictures of the body's interior: magnetic resonance imaging, or MRI. Instead
of passing X-rays through the body, MRI relies on a strong magnetic field and
a radio signal that together trigger atoms in the body to send out signals of
their own. By collecting and analyzing these signals, it is possible to compute

11
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a three-dimensional image which, like a CT image, is normally displayed in
two-dimensional slices.

Although MRI avoids harmful radiation by using a magnetic field and radio
signals instead of X-rays, it has the disadvantage of less resolution than CT.
What made MRI nonetheless a valuable complement to CT is that it provides
very different information about the body, since it responds to the prevalence
of particular types of atoms, such as hydrogen and thus offers information
about tissue.

In the past several years, two other imaging techniques have joined CT and
MRI. In positron emission tomography, or PET, a patient ingests or is in-
jected with a slightly radioactive substance that emits positrons, which can
be monitored as the substance moves through the body. Where CT and MRI
are mainly valuable in viewing the body's internal structures, PET is also
useful in tracking its metabolism.

Closely related to PET is single-photon emission computed tomography, or
SPECT. The major difference between the two is that instead of a positron-
emitting substance, SPECT uses a radioactive tracer that emits high-energy
photons.

Another techniques is ultrasound. Ultrasound makes an image by bouncing
sound waves that are then converted into a picture. It is known by many for
its pictures of babies in the womb, but is also widely used to measure blood
flow.

This array of tools is changing the way medicine is practiced, giving doctors
much more information than ever before diagnose disease or injury. Not only
doctors but medical researchers are putting the new tools to use. After all,
although X-rays are over 100 years old and CT scans over 25, most of the
tools are still relatively new, with much of their potential still to be tapped.

Many of the advances will come in data processing. Because most of the
images are constructed by computer from a collection of electronic data,
image quality depends on the power of the computer and the caliber of its
software and there is plenty of room for improvement of both. PET and
SPECT images could be sharper, for example. Both rely on mathematical
calculations to determine the location from which a positron or photon was
emitted. Imprecise calculations show up as fuzz in the picture. For many
applications scientists know how to get better images from the data than are
produced by current devices, but the necessary calculations take so long that
they are impractical.

Many of today's medical images are processed digitally. This opens up many
new possibilities. Data can be manipulated to enhance image quality. The
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information for images can also be transmitted to other locations over tele-
phone lines, and various images even those from different types of machines
can be compared and fused into composites. All of this requires specialized
methods, computer software and hardware, which researchers are developing
and refining.

To improve data processing, many researchers are looking to enhance the
ways data are collected, for example to avoid contrast media in the patients
body or to reduce X-ray dose.

Recent exiting advances were reached by the ability to use MRI not just
to image static internal structures but to monitor body activities, such as
blood flow and brain activity. So-called functional MRI can be performed
with existing MRI machines, but will be much more effective with the next
generation devices.

Another approach is to combine imaging techniques. In many cases the imag-
ing techniques by itself are not completely adequate, but they provide com-
plementary information and the whole may be more than the sum of its
parts.

There are many other important and promising research topics in biomedical
imaging. A detailed description can be found in the following chapter.

(Source: Adapted from [59].)





Chapter 3

Medical Imaging

As recently as 25 years ago, a physician or a surgeon who suspected the
presence of a tumor in a patient had few options. Order x-ray studies to
define and localize the tumor as accurately as the pictures would permit.
Schedule the patient for surgery and examine the tumor directly, excise a
portion of the unhealthy tissue for biopsy, remove the tumor if possible, and
explore surrounding tissues to determine whether the cancer had spread.

Over the last quarter century, refinements in imaging technology have sub-
stantially broadened the range of medical options. Current imaging tests now
provide much clearer and more detailed pictures of organs and tissues than
were possible previously, imaging already has had a lifesaving effect in de-
tecting some early cancers. X-ray mammography, for example, has saved the
lives of many women by revealing the presence of very small cancers before
they could be detected by physical examination. Computed tomography (CT)
and ultrasound permit physicians to guide long, thin needles deep within the
body to biopsy organs, often eliminating the need for an open surgical proce-
dure. CT can reveal whether a tumor has invaded vital tissue, grown around
blood vessels, or spread to distant organs; important information that can
help guide treatment choices.

The potential of imaging to improve cancer treatment extends well beyond us-
ing imaging information to help select effective treatments or preventives. For
example, combining precise imaging techniques with radiation sources and
high performance computing is significantly improving our ability to shape
radiation treatment to the tumor's three-dimensional contours. In principle,
imaging techniques can be interfaced with other tumor-killing approaches —
toxic chemicals, gene therapy, heat, and cold — to more precisely guide tissue
destruction at the tumor site.

Being able to distinguish between cancerous and normal tissue and deliver

15
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treatments only to diseased tissue in a minimally invasive way will potentially
minimize surgical trauma, short recovery time, and reduce health costs.

Although it sees clear that better imaging tools will improve patient care, we
need better ways of measuring that improvement. Improved methodologies
to assess the ultimate value of diagnostic tests are needed.

The goals for further research work are

• Develop and validate imaging technology and agents.

• Develop imaging techniques that identify the biological properties of
precancerous or cancerous cells.

• Develop minimally invasive imaging technologies.

• Foster interaction and collaboration among imaging scientists and basic
biologists, chemists and physicists to help to advance imaging research.

(Source: Adapted from [43]. Many more resources to this section can be found
in [17].)

3.1 Modalities

X-ray

For imaging purposes, X-rays are generated by the interaction of accelerated
electrons with a target material — usually tungsten. A heated cathode tube
is the source of the electrons which are accelerated by applying a voltage of
about 100 keV between the cathode and the tungsten anode. The X-ray tube
is placed one or more meters from the patient. As the emitted X-rays pass
through the patient, they are deflected by the bodily tissues and recorded by
a detector on the opposite side. The most common detector is silver halide
film, which is darkened by the interaction of the transmitted photons. Thus,
darker areas indicate high transmission intensities while brighter areas show
places of low exposure.

X-rays are deflected and absorbed to different degrees by the various tissues
and bones in the patients body. The amount of absorption depends on the
tissue composition. For example, dense bone matter will absorb many more
X-rays than soft tissues, such as muscle, fat and blood. The amount of de-
flection depends on the density of electrons in the tissues. Tissues with high
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electron densities cause more X-ray scattering than those of lower density.
Thus, since less photons reach the X-ray film after encountering bone or
metal rather than tissue, the X-ray will look brighter for bone or metal.

A problem arises when using X-rays to distinguish between blood vessels and
the surrounding tissues because they are very close in composition. They do
not contrast enough to distinguish on the detector film. To increase image
contrast, a dense fluid with elements of high atomic number ("heavy atoms"
such as iodine or barium) can be injected or swallowed during the X-ray
exposures. The movement through the body vasculature of a "contrast agent"
such as an iodinated compound can be visualized by acquiring a sequence of
X-rays. The iodine or barium agent absorbs photons more than blood and
tissue because the density is higher and the elements iodine and barium have
a high atomic number which gives rise to more photoelectric absorption.

As recording media the target material in a cassette was used for long. Over
the years, innovation has brought better imaging but fundamental limitations
imposed by cassettes have remained. Alignment issues, dust artifacts, light
leaks, and quality control delays comprise image quality. Direct Digital ra-
diography captures the radiographic image directly into digital format. This
process is cassette-free, saves money and time spent for handling cassettes
and gives high resolution and good imaging quality.

(Source: [8], [33].)

Computed Tomography CT

Computed tomography (CT) became generally available in the mid 1970's
and is considered one of the major technological advances of medical science.
X-ray CT gives anatomical information on the positions of air, soft tissues,
and bone. Three dimensional imaging is achieved by rotating an X-ray emit-
ter around the patient, and measuring the intensity of transmitted rays from
different angles.

Unlike conventional X-ray transmission, X-ray CT does not use film to de-
tect the transmitted gamma rays. Instead, the photons are collected by an
electronic device which converts the X-ray photons into an electric current.
Either a solid state device or a crystal scintillator is used to make visible
light from the X-rays. Then the light photons are converted to electrons in a
photoelectron multiplier tube (PMT). The result is an electric current whose
magnitude is proportional to the initial energy of the X-ray photon.

X-ray CT techniques offer excellent spatial resolution, but have very limited
soft tissue contrast. Contrast in CT is determined primarily by the electron
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density of the materials imaged. Bone is the only tissue in the body with
dramatically different electron density; soft tissue generally have very similar
electron densities and atomic number.

(Source: [8], [29].)

Magnetic Resonance Imaging MRI

Magnetic Resonance Imaging (MRI) has evolved into one of the most pow-
erful non-invasive techniques in diagnostic clinical medicine and biomedi-
cal research. The technique is an application of nuclear magnetic resonance
(NMR), a well known analytical method of chemistry, physics and molecu-
lar structural biology. MRI is primarily used as a technique for producing
anatomical images, but as described below, MRI also gives information on
the physical-chemical state of tissues, flow diffusion and motion information.
Magnetic Resonance Spectroscopy (MRS) gives chemical/composition infor-
mation.

Most elements have at least one reasonably abundant isotope whose nucleus
is magnetic. In biological materials, the magnetic nuclei of iH, 13C, 23Na,
31P, and 39K are all abundant. The hydrogen nucleus (a single proton) is
abundant in the body due to the high water content of non-bony tissues.
When the body is immersed in a static magnetic field, slightly more protons
become aligned with the magnetic field than against the static field. At 0.25
Tesla and 25°C the difference between these aligned populations of about
one proton in a million produces a net magnetization. A rapidly alternating
magnetic field at an appropriate resonant frequency in the radio frequency
range, applied by a coil near the subject or specimen in the static magnetic
field, changes the orientation of the nuclear spins relative to the direction of
the static magnetic field.

These changes are accompanied by the absorption of energy (from the alter-
nating magnetic field) by nuclei which undergo the transition from a lower
energy state to a higher one. When the alternating field is turned off, the
nuclei return to the equilibrium state, emitting energy at the same frequency
as was previously absorbed. The nuclei of different elements, and even of
different isotopes of the same element, have very different resonance frequen-
cies. For a field of 0.1 Tesla, the resonance frequency of protons is 4.2 MHz
and that of phosphorus is 1.7 MHz. Thus, the magnetic nuclei in the body,
when placed in a static magnetic field, can be thought of as tuned receivers
and transmitters of radio frequency energy.

The principal components of the MRI machine are the magnet, radio fre-
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quency coils and the gradient coils. Magnet types in current use are of the
superconducting, resistive and permanent magnet designs ranging in strength
from 0.08 to 4 Tesla. The majority of MR systems use superconducting mag-
nets which provide fields of high strength and stability. Most currently pro-
duced magnets are based on niobium-titanium (NbTi) alloys, which are re-
markably reliable, but require a liquid helium cryogenic system to keep the
conductors at approximately 4.2 Kelvin (—268.8°C). The radio frequency
coils used to excite the nuclei usually are quadrature coils which surround
the head or body, but small (e.g., 6-10 cm) flat coils placed on the surface of
the head or body are also used. Besides being the essential element for spa-
tial encoding, the gradient-coil sub-system of the MRI scanner is responsible
for the encoding of specialized contrast such as flow information, diffusion
information, and modulation of magnetization for spatial tagging.

MRI contrast is determined by the relaxation parameters of the water in
tissue; the intrinsic contrast between soft tissues in MRI is many times what
it is for CT. For example, the white matter of the brain has 12 % lower CT
number than the gray matter, while white matter has a 140 % higher signal
than gray matter in an MRI examination. Another important advantage of
MRI is the ability to obtain views at arbitrary positions and orientations. On
the other hand, MRI is sometimes limited by its spatial resolution properties
and long imaging times.

(Source: [8], [29].)

Spin-Echo Magnetic Resonance Imaging

In spin-echo MRI, gradients and Fourier analysis are used to perform three-
dimensional imaging. Other techniques of MRI, such as gradient-echo, are
slight variations of spin-echo imaging. The component of the imaging system
which allows the spatial localization of the protons is a set of magnetic field
gradients, set up by magnetic coils which are turned on and off at appropriate
times.

When hydrogen nuclei relax, the frequency that they transmit is positively
correlated with the strength of the magnetic field surrounding them. A mag-
netic field gradient along the z-axis, called the "slice select gradient", is set
up when the radio frequency pulse is applied, and is shut off when the radio
frequency pulse is turned off. This gradient causes the hydrogen nuclei at the
high end of the gradient (where the magnetic field is strong) to precess at
a high frequency (e.g., 65 MHz), and those at the low end (weak field) to
precess at a lower frequency (e.g., 63 MHz). When the radio frequency pulse,
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of a single frequency, is applied, only those nuclei which precess at that fre-
quency will be tilted, to later relax and emit a radio transmission (i.e., the
nuclei "resonate" to that frequency). For example, if the magnetic gradient
caused hydrogen nuclei to precess at rates from 63 MHz at the low end of the
gradient to 65 MHz at the high end, and the gradient were set up such that
the high end was located at the patient's head and the bottom part at the
patient's feet, then a 63 MHz radio frequency pulse would excite the hydro-
gen nuclei in a slice near the feet, and a 65 MHz pulse would excite them in
a slice near the head. Thus a single "slice" along the z-axis is selected; only
the protons in this slice are excited to a higher energy level, to later relax to
a lower energy level and emit a radio transmission.

The second dimension of the image is extracted with the help of a phase
encoding gradient. Immediately after the radio frequency pulse ceases, all of
the nuclei in the activated slice are "in phase", that is, their magnetic vectors
all point in the same direction. Left to their own devices, these vectors would
relax. In MRI, however, the phase encoding gradient (in the y-dimension) is
briefly applied, in order to cause the magnetic vectors of nuclei along different
portions of the gradient to point in different directions.

After the radio frequency pulse, slice select gradient, and phase encoding
gradient have been turned off, the MRI instrument sets up a third magnetic
field gradient, along the x-axis, called the "frequency gradient" or "read-out
gradient". This gradient causes the relaxing protons to be differentially re-
excited, so that the nuclei near the low end of the gradient begin to precess
at a faster rate, and those at the high end pick up even more speed. When
these nuclei relax again, the fastest ones (those which were at the high end of
the gradient) will emit the highest frequency of radio waves. The frequency
gradient is applied only when the signal is measured.

The second and third dimensions of the image are extracted by means of
Fourier analysis. The entire procedure must be repeated multiple times in
order to form an image with a good signal-to-noise ratio.

Finally, in spin-echo imaging, there is the problem that the inhomogeneity
of the main magnetic field induces variations in the rate of precession of
nuclei. To fix this problem, a 180-degree radio frequency pulse is inserted
into the cycle, at a time point halfway between the 90-degree pulse and the
measurement of the radio transmission signal given off by the relaxing nuclei.

(Source: [60].)
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Positron Emission Tomography PET

The history of positron emission tomography (PET) can be traced to the
early 1950's, when workers in Boston first realized the medical imaging pos-
sibilities of a particular class of radioactive isotopes. Whereas most radioac-
tive isotopes decay by release of a gamma ray and electrons, some decay by
the release of a positron. A positron can be thought of as a positive elec-
tron. Widespread interest and an acceleration in PET technology was stim-
ulated by development of reconstruction algorithms associated with X-ray
CT and improvements in nuclear detector technologies. By the mid-1980s,
PET had become a tool for medical diagnosis, for dynamic studies of human
metabolism and for studies of brain activation.

PET has a million fold sensitivity advantage over other techniques used to
study regional metabolism and neuroreceptor activity in the brain and other
body tissues. In contrast, magnetic resonance has exquisite resolution for
anatomic studies and for flow or angiographic studies. In addition, magnetic
resonance spectroscopy has the unique attribute of evaluating chemical com-
position of tissue but in the millimolar range rather than the nanomolar
range. Since the nanomolar range is the concentration range of most recep-
tor proteins in the body, positron emission tomography is ideal for this type
of imaging.

PET imaging begins with the injection of a metabolically active tracer-a bio-
logical molecule that carries with it a positron-emitting isotope (for example,
n C , 13N, 15O, or 18F). Within minutes, the isotope accumulates in an area
of the body for which the molecule has an affinity. As an example, glucose
labeled with n C (half-life, 20 min), or a glucose analog labeled with 18F (half-
life, 1.8 h), accumulates in the brain, where glucose is used as the primary
source of energy. The radioactive nuclei then decay by positron emission. The
emitted positron collides with a free electron usually within less than 1 mm
from the point of emission. The interaction of the two subatomic particles
results in a conversion of matter to energy in the form of two gamma rays.
These high-energy gamma rays emerge from the collision point in opposite
directions, and are detected by an array of detectors which surround the
patient.

When the two photons are recorded simultaneously by a pair of detectors, the
collision that gave rise to them must have occurred somewhere along the line
connecting the detectors. Of course, if one of the photons is scattered then the
line of coincidence will be incorrect. After 500,000 or more annihilation events
are detected, the distribution of the positron emitting tracer is calculated
by tomographic reconstruction procedures. PET then reconstructs a two-
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dimensional image. Three dimensional reconstructions can also be done using
2-D projections from multiple angles.

The major clinical applications of PET have been in cancer detection of
the brain, breast, heart, lung and colorectal tumors. Another application
is the evaluation of coronary artery disease by imaging the metabolism of
heart muscle. Contemporary instruments can scan 15 cm segments of the
body. Thus, with the combination of eight full scans, a whole body image of
the distribution of 18F-deoxyglucose (or other common radioisotopes) can be
acquired in 40 minutes; as is commonly done for evaluation of breast cancer.

Applications to the study of epilepsy, brain tumors, stroke and Alzheimer's
disease have occupied the interest of neurologists for nearly 20 years. A major
attribute of PET is its ability to show activity of neuroreceptors such as the
dopamine, serotonin and noradrenergic receptor systems. The concentrations
of neurochemical sites in the body are generally too low (e.g. ^m) for MRI
or MRS studies.

(Source: [8]. A review on the history of PET can be found in [45].)

Functional Magnetic Resonance Imaging fMRI

The term "functional MR" can include the technique of co-registering PET
and MRI scans, but it is usually used to denote techniques involving fast
MRI scans, which can allow imaging of a complete brain slice in 20 ms. The
first fMRI of the brain (a perfusion MRI) was done in 1991 by Belliveau
and co-workers, who injected a chemical that increases MRI contrast into a
patient and imaged the brain using echo-planar techniques, to show that the
perception of visual stimuli increases blood volume in primary visual cortex.
The same group later used gradient echo and spin-echo inversion recovery
fMRI to examine blood oxygenation levels and blood flow rates, respectively,
in brain.

FMRI is a technique for determining which parts of the brain are activated
by different types of physical sensation or activity, such as sight, sound or
the movement of a subject's fingers. This "brain mapping" is achieved by
setting up an advanced MRI scanner in a special way so that the increased
blood flow to the activated areas of the brain shows up on functional MRI
scans. The whole fMRI process will now be briefly described.

The subject in a typical experiment will lie in the magnet and a particular
form of Stimulation will be set up. For example, the subject may wear special
glasses so that pictures can be shown during the experiment. Then, MRI
images of the subject's brain are taken. Firstly, a high resolution single scan
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is taken. This is used later as a background for highlighting the brain areas
which were activated by the stimulus. Next, a series of low resolution scans are
taken over time, for example, 150 scans, one every five seconds. For some of
these scans, the stimulus (in this case the moving picture) will be presented,
and for some of the scans, the stimulus will be absent. The low resolution
brain images in the two cases can be compared, to see which parts of the
brain were activated by the stimulus.

After the experiment has finished, the set of images is analyzed. Firstly, the
raw input images from the MRI scanner require mathematical transformation
(Fourier transformation, a kind of spatial "inversion") to reconstruct the
images into "real space", so that the images look like brains. The rest of
the analysis is done using a series of tools which correct for distortions in
the images, remove the effect of the subject moving their head during the
experiment, and compare the low resolution images taken when the stimulus
was off with those taken when it was on. The final statistical image shows up
bright in those parts of the brain which were activated by this experiment.
These activated areas are then shown as colored blobs on top of the original
high resolution scan, for interpretation of the experiment. This combined
activation image can be rendered in 3-D, and the rendering can be calculated
from any angle.

(Sources: [57],[60].)

Single-Photon Computed Tomography S P E C T

Single-photon emission computed tomography (SPECT), like PET, acquires
information on the concentration of radionuclides introduced to the patient's
body. SPECT dates from the early 1960's, when the idea of emission traverse
section tomography was introduced by D. E. Kuhl and R. Q. Edwards prior
to either PET, X-ray CT, or MRI.

As in X-ray CT, SPECT imaging involves the rotation of a photon detector
array around the body to acquire data from multiple angles. Using this tech-
nique, we seek the position and concentration of radionuclide distribution.
Because the emission sources (injected radionuclides) are inside the body cav-
ity, this task is far more difficult than for X-ray CT, where the source position
and strength (outside the body) are known at all times. That is, in x-ray CT
the attenuation is measured, not the transmission source. To compensate
for the attenuation experienced by emission photons from injected tracers in
the body, contemporary SPECT machines use mathematical reconstruction
algorithms to increase resolution.
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SPECT imaging is inferior to PET because of attainable resolution and sensi-
tivity. Different radionuclides are used for SPECT imaging that emit a single
photon (usually about 140 keV), rather than positron emission (resulting in
two high energy 511 keV photons) as in PET. Because only a single photon
is emitted from the radionuclides used for SPECT, a special lens known as
a collimator is used to acquire the image data from multiple views around
the body. The use of a collimator results in a tremendous decrease in de-
tection efficiency as compared to PET. For positron emission tomographs,
collimation is achieved naturally by the fact that a pair of detected photons
(gamma rays) can be traced back to their origin since they travel along the
same line after being produced. In PET, there might be as many as 500 de-
tectors that could "see" a PET isotope at any one time where as in SPECT,
there may be only one or three collimators. Higher resolutions require better
sensitivity and the resolution of SPECT is many times less than that of PET.
The resulting useful resolution (about 7 mm) for SPECT is inferior to PET
resolutions by a factor of 3 or 4.

Although SPECT imaging resolution is not that of PET, the availability of
new SPECT radiopharmaceuticals, particularly for the brain and head, and
the practical and economic aspects of SPECT instrumentation make this
mode of emission tomography attractive for clinical studies of the brain. The
cost of SPECT imaging is around $ 700 while that of PET is $ 2000.

(Source: [8].)

Ultrasound

Ultrasound, as currently practiced in medicine, is a real-time tomographic
imaging modality. Not only does it produce real-time tomograms of the posi-
tion of reflecting surfaces (internal organs and structures), but it can be used
to produce real-time images of tissue and blood motion.

Ultrasound denotes the use of acoustical (sound) waves at frequencies greater
than 20 kHz. Generally, medical ultrasound is performed at frequencies in the
range of 1 MHz. The technique is used to determine the location of surfaces
within tissues by measuring the time interval between the production of an
ultrasonic pulse and the detection of its echo resulting from the pulse reflected
from those surfaces. By measuring the time interval between the transmitted
and detected pulse, one can calculate he distance between the transmitter
and the object. The ultrasound pulses are both produced and detected by
a piezoelectric crystal. The crystal has the property of changing its physical
dimensions in response to an electric field, and can produce an electric field
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if its physical shape is changed mechanically. Thus, ultrasonic compression
waves (vibrations) are produced by applying an oscillating potential across
the crystal. The reflected ultrasound imposes a distortion on the crystal,
which in turn produces an oscillating voltage in the crystal. The same crystal
is used for both transmission and reception.

If a structure is stationary, the frequency of the reflected wave will be identical
to that of the impinging wave. A moving structure will cause a back-scattered
signal frequency shifted higher or lower depending on the structure's velocity
toward or away from the sound generator (called a transducer).

For example, when an impinging sound pulse passes through a blood vessel,
scattering and reflection occurs from the moving red cells. In this process,
small amounts of sound energy are absorbed by each red cell, then re-radiated
in all directions. If the cell is moving with respect to the source, the back
scattered energy returning to the source will be shifted in frequency, with the
magnitude and direction proportional to the velocity of the respective blood
cell. Thus, if we use ultrasound to image the cross-sectional area of the blood
vessel, the volume of blood flow can be calculated from the area of the vessel
and the average velocities of the blood cells.

The major use of Doppler ultrasound is the study of the heart and human
cartoid artery disease wherein imaging and frequency shift are combined to
produce images of artery and ventricle lumens. The frequency shift data is
used to color the image, showing direction of flow (e.g. cartoid arteries in red
and veins in blue). Obstructions to blood flow are readily evaluated by this
method using hand held scanning devices.

In addition to imaging heart valves and blood vessels, ultrasound is the most
convenient and inexpensive method for medical evaluations such as fetal gen-
der and gallbladder stones. Ultrasound imaging is also being used for moni-
toring therapy methods such as hyperthermia, cryosurgery, drug injections,
and as a guide during biopsies and catheter placements.

Ultrasound imaging is inexpensive and is done in real time. However, ultra-
sound can not be used for structures that are deep in the body or where
there is air or bone around the structure of interest. Therefore, with few
exceptions, ultrasound is mainly used in the abdomen and heart.

(Source: [8], [29].)

Electrical Impedance Tomography EIT

Electrical impedance tomography (EIT) — also called applied potential to-
mography — is a novel imaging technique with applications in medicine and



26 B. Forster, R.Lasser: Biomedical Imaging

process control. Compared with techniques like computerized X-ray tomog-
raphy and positron emission tomography, EIT is about a thousand times
cheaper, a thousand times smaller and requires no ionizing radiation. Fur-
ther, EIT can in principle produce thousands of images per second. Its major
limitations are its low spatial resolution, and — in the medical field — large
variability of images between subjects. Recordings are typically made by ap-
plying current to the body or system under test using a set of electrodes,
and measuring the voltage developed between other electrodes. To obtain
reasonable images, at least one hundred, and preferably several thousand,
such measurements must be made.

In the medical field, the most studied applications for EIT are measurement of
gastric emptying and lung function. In the industrial field typical applications
are imaging the distribution of oil and water in a pipeline and imaging the
flow of substances in a mixing vessel. In some ways industrial applications
are more favorable for EIT because it is usually possible to use a rigid, fixed
array of electrodes. The fixing of electrodes on the human body is one of the
residual problems facing medical EIT.

EIT produces images of the distribution of impedivity (or, more commonly,
resistivity), or its variation with time or frequency, within the tissue. There
is a large resistivity contrast (up to about 200:1) between a wide range of
tissue types in the body. It ought therefore to be possible to use resistivity to
form anatomical images. Furthermore, there is often a significant contrast be-
tween normal and pathological tissue. For example, at 1 kHz, cerebral gliomas
have a resistivity about half that of normal tissue. To measure resistivity or
impedivity, a current must flow in the tissue and the resulting voltages be
measured. This applied current will be referred to as the excitation current.
In practice almost all EIT systems use constant current sources, and measure
voltage differences between adjacent pairs of electrodes. To obtain an image
with good spatial resolution, a number of such measurements is required. This
can be achieved by applying different current distributions to the body, and
repeating the voltage measurements. From the set of measurements, an image
reconstruction technique generates the tomographic image. Mathematically,
the known quantities are the voltages and currents at certain points on the
body; the unknown is the impedivity or resistivity within the body. At low
frequencies, these quantities are related by Laplace's equation. In practice,
the solution of Laplace's equation is very sensitive to noise in the measure-
ments, and normalization techniques must be used. Most in-vivo images have
been produced using linearized, approximating techniques. These attempt to
find a solution for a small change in resistivity from a known starting value.
Until recently, the change in resistivity was measured over time, and EIT
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images were inherently of physiological function. It is now possible to pro-
duce anatomical images using the same reconstruction technique, by imaging
changes with frequency.

EIT is expected to have relatively poor resolution compared to MRI, X-ray
CT, PET, SPECT, and ultrasound imaging. Resolution is largely controlled
by the number of electrodes that can be reasonably attached simultaneously
to a patient. Schemes used to date have normally used EEG-style electrodes,
relatively few in number and large in size. It is not yet known whether spe-
cial belts or head bands having large numbers of small electrodes designed
especially for EIT applications might facilitate a major improvement.

At the present time, EIT is the only method known that images the electri-
cal conductivity, although MRI and electromagnetic methods also have some
potential to measure conductivity. One approach to EIT is called the applied
potential tomography (APT) system which uses a ring of 16 electrodes. Cur-
rent is passed through two adjacent electrodes, then voltage on all the other
electrodes is measured. Next, current is generated between another pair of
adjacent electrodes, and so on, until all adjacent pairs have served as "driver
pairs". This approach has the advantage of simplicity of design, but its res-
olution is intrinsically limited, and is sensitive to small errors in electrode
placement.

Electrical Impedance Tomography has some very attractive features for clin-
ical applications such as monitoring lung fluid. The technology for doing
electrical impedance imaging is safe and inexpensive. At the low current lev-
els needed for this imaging technique, the method is not known to cause any
long-term harm to the patient, and therefore could be used to do continuous
monitoring of bedridden patients. Technology for acquiring data, and algo-
rithms for inverting those data to produce images of conductivity/resistivity,
have been developed to the point that real-time imaging could become rou-
tine today. However, the physiological interpretation of the image changes
are not yet well defined, nor is the mathematical problem of multiple non-
straight line current paths.

(Source: Adapted from [7] and [8].)

Electrical Source Imaging ESI

Electrical source imaging (ESI) is an emerging technique for reconstructing
electrical activity in the brain or heart from electric potentials measured
on the scalp or torso. Standard electroencephalographic (EEG), electrocar-
diographic (ECG) and vectorcardiographic (VCG) techniques are limited in
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their ability to provide information on regional electrical activity or localize
bioelectrical events within the brain and heart. Noninvasive ESI of the brain
requires simultaneous electric potential recordings from 20 or more electrodes
for the brain and 100 to 250 torso electrode sites to map the body surface
potential from the heart.

Interest in current source localization in the brain from detection of surface
potentials (using EEG), has largely been supplanted by interest in magnetic
field measurement approaches (MSI). For the heart however, clinical needs
have encouraged research to produce practical solutions to ESI. Abnormal
electrical activity of the heart (cardiac arrhythmias) cause at least 400 000
sudden deaths each year in the United States alone, more than two-thirds of
the nation's heart-related fatalities. Body surface potential maps reflective
of heart electrical activity (obtained using ECG) allow physicians to localize
the abnormal electrical pathways of arrhythmias. The syndrome can then be
treated by surgical resection or catheter ablation.

(Source: [8].)

Magnetic Source Imaging MSI

Ion currents arising in the neurons of the heart and the brain produce mag-
netic fields outside the body. These fields can be measured by arrays of
SQUID (Superconducting QUantum Interference Device), detectors that are
placed on or near the head or chest. The recording of magnetic fields of the
head is known as magnetoencephalography (MEG) while that of the heart is
called magnetocardiography (MCG). Magnetic Source Imaging (MSI) is the
general term for the reconstruction of current sources in the heart or brain
from the measurements of external magnetic fields.

MSI seeks to determine the location, orientation, and magnitude of electric
current flow regions within the body. A major strength of MSI is that it can
resolve events separated by milliseconds, whereas other methods such as func-
tional magnetic resonance imaging (fMRI), magnetic resonance spectroscopy
(MRS), PET, and SPECT have time resolutions of seconds to many min-
utes, depending on the information sought. The weakness of magnetic source
imaging is that any magnetic field distribution on the surface of the body can
be explained by an infinite number of current distributions inside the head
or heart. Thus, a successful source analysis is dependent on the availability
of additional information that can constrain the problem to be solved. A
current line of research is to improve the spatial resolution of MSI by using
prior knowledge of the anatomy, obtainable by MRI or X-ray CT imaging.
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An advantage of MSI over ESI (electrical source imaging) is that body tissues
are magnetically transparent. ESI methods such as the EEG and EKG give
surface electric potentials; the combination of electric potentials at the source
(e.g. heart) and the complex electrical properties between the source and the
electrodes on the body surface. Because different tissues in the body have
relatively close conductivities, the electric potential measurements in ESI
can be seriously distorted. However, body tissues have a neglible effect on
magnetic forces, and thus are negligible in MSI measurements.

Biomagnetism offers a tool to study processes where electric function is im-
portant. Promising results have been obtained in the fields of cardiology and
epilepsy. Sites of origin for heart arrhythmias (irregular beats) can be iden-
tified by electrical activity in abnormal anatomical locations. Noninvasive
localization of the problem by MSI allows treatment by guiding a catheter
directly to the correct site. MSI can also be used in the surgical treatment
of intractable epilepsy to locate an epileptic focus, or can detect functional
areas of the brain that must be conserved during surgery. A potential use in
neuroscience is the spatial and temporal (time) study of functional processing
areas in the brain in response to auditory, visual, and physical (somatosen-
sory) stimuli.

(Source: [8].)

Laser Optical Imaging

Scientists have speculated about shining light through the human body for
100 years or more. For example, quantitative light absorption at specific
wavelengths has been used since the 1930's for determining the oxygen con-
tent of blood, and now this work has been extended to imaging. In the late
1980's, a concentrated effort was directed toward imaging the transmission
of light through tissue. Light in the near infrared range (wavelengths from
700 to 1200 nm) penetrates tissue and interacts with it in complicated ways,
with the predominant effects being absorption and scattering. Laser optical
tomography involves reconstruction of the amount of transmitted laser light
through an object along multiple paths.

Laser optical tomography has a spatial resolution of about 10 mm, thus it
cannot give pictures of the resolution quality of X-ray CT scans. However,
the method does have a number of practical applications even at low reso-
lution. These include the measurement of tissue oxygenation for the study
of muscular dystrophy, tissue perfusion in the extremities for diabetic dis-
ease, the detection of brain hemorrhaging, monitoring stroke patients, the
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study of brain activity during specific tasks and possibly the study of glucose
concentration changes. The clinical potentials of determining the oxygena-
tion level in the brain of young children has been demonstrated. Substances
which play a crucial role in the bodies metabolic (energy making) processes,
such as NAD/NADH (nicotinamide adenosine diphosphate), exhibit fluo-
rescent properties which allow detection after being excited by light. Their
assessment by indirect measurements has important potentials for medical
applications.

(Source: [8].)

Thermography

Thermography is a technique for sensing and recording on film hot and cold
areas of the body by means of an infrared detector that reacts to blood flow.
Disease states that manifest increased or decreased blood flow present ther-
mographic patterns that may possibly be distinguished from normal areas.

Thermography measures the slightest variations in temperature of soft tissue
in the body using infrared heat sensors. Thermography for use in cancer
screening is a recent invention based on the concept that cancer gives off
more heat than normal tissue. It was originally a much-heralded technique,
since it does not involve radiation, or putting anything else in the body.
Unfortunately, this technique has not proved accurate, there are too many
false positives and false negatives. Not all cancers give off heat, and of those
that do, some are too deep, or located under wedges of fat, and the heat does
not register on the device. Though thermography does not detect cancer,
some physicians believe that it can define the aggressiveness of a cancer
known to exist. The more aggressive a cancer is, the more heat it gives off.
This has not been substantiated and is currently under research.

There may be uses for thermography in other fields, including dentistry and
the diagnosis of headaches. In dentistry, facial skin temperature can be mea-
sured in a clinical setting, without direct skin contact, by monitoring the
emitted infrared radiation. This is the basis of static area telethermography
(SAT) and dynamic area telethermography (DAT). SAT has recently been
shown to be of help to the dentist in the diagnosis of chronic orofacial pain,
as a unique tool in assessment of TMJ (temporomandibular joint) disorders,
as an aid in assessment of inferior alveolar nerve deficit, and as a promising
research tool.

(Source: [40].)
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Moire topographic imaging

Moire fringes are formed when one line or grid pattern is superimposed upon
a similar line or grid pattern. The use of moire fringes to acquire 3-D surface
shape information is well established. Their application to the measurement
of areas of the human body began with the work of Hiroshi Takasaki as early
as 1973 when he successfully applied moire topography to the measurement
of the human body for medical purposes. Early work in this field, however,
employed a wholly manual fringe analysis method to evaluate contours from
photographs produced by the shadow moire method. This form of analysis
is slow and heavily reliant on prior knowledge of the object to resolve the
ambiguities present in complex moire patterns. More recent work made use
of commercially available semi-automatic moire fringe analysis equipment to
produce cross-sections of parts of the face. This analysis method requires
some operator intervention and the analysis time is lengthy at around two
minutes per cross-section. It is really only since the early 1980s that advances
in video and computing technology have facilitated the development of a fully
automated, moire-based imaging system.

A grating is projected onto the object and an image of the object formed
in the plane of a reference grating. The image is detected by a CCD array
camera, linked via a video frame digitizer to a desktop computer. The inter-
action of the superimposed projection grating lines with the reference grating
causes moire fringes to be produced which appear superimposed on the sur-
face of the object being measured. As the projected grating is distorted by
the irregularities in the shape of the object's surface, the resulting fringe
pattern describes surface contours. In moire contouring systems, computer
software detects and analyses the fringe pattern, and from this produces 3-D
coordinates for a number of points on the surface of the object.

For example, spinal deformity is a serious problem mainly for teenagers and
medical doctors inspect moire topographic images of their backs visually for
the screening. If a subject is normal, the moire image is almost symmetric
with respect to the middle line of the subject's back, otherwise it shows
asymmetric shape.

(Source: [1], [35].)

Digital Radiography

Digital Radiography refers to the application of digital image processing tech-
niques to projection radiography. A wide range of digital image acquisition
techniques are possible in digital radiography. These include:
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• Film Digitization involves using a video camera or LASER scanner to
digitize previously-generated radiographs.

• Digital Fluoroscopy involves digitization of the output of the video cam-
era of a fluoroscopy system, operated using low, continuous radiation
exposures.

• Digital Fluorography is exactly the same as Digital Fluoroscopy, but
with the imaging system operated using intense, pulsed radiation ex-
posures.

• Computed Radiography involves the digitization of images acquired
using photostimulable phosphor technology.

In addition, a large number of radiological applications have been developed
for the Digital Fluoroscopy/Fluorography image acquisition modes, such as:

• Digital Subtraction Angiography involves subtraction of images of opaci-
fied and non-opacified blood vessels.

• Digital Cardiac Imaging relates to the digitization of images produced
in cardiac angiography.

• Digital Spot Imaging relates to the digitization of images produced in,
for example, studies of the alimentary system.

It should be noted that the term Digital Radiography could also be used to
encompass X-Ray Computed Tomography in that CT also uses an imaging
system which is interfaced to a digital computer. From the same viewpoint,
Digital Radiography could also encompass techniques which are used for
bone densitometry and which rely on acquiring images at two different x-ray
energies, e.g. Dual-Energy X-Ray Absorptiometry (DEXA).

Digital radiography is a major subject of image processing research, since
it offers high quality pictures with different noise models than for classical
radiography. In the last years digital radiography was evaluated in many
clinical studies and found its way to hospitals and practices. It is expected
that the performance of such systems will highly increase in the next decade.
Therefore image processing methods for high resolution images is needed.

(Source: Adapted from [37].)



Medical Imaging 33

3.2 Classical Image Manipulation

Computerized Imaging

The objective of computerized imaging is to obtain high quality images from
data which may be noisy or incomplete. Denoising and interpolation are the
main operations. For denoising today statistical and wavelet methods play
the main role, for interpolation also wavelets and in addition splines are
important tools.

Noise Models: In spite of the continuing sophistication of medical image
acquisition hardware, postprocessing to reduce noise can still be very useful.
The noise influence for some different medical imaging techniques can be
summarized as follows.

Noise in X-ray CT is due to the Poisson statistics of the X-ray photons, to
beam hardening, and to photon scatter, in addition to blur by motion and
partial volume effects. The raw measurements are transformed into tomo-
graphic images via one of the possible reconstruction methods. The partic-
ular method evidently influences how the noise of the measurement results
in noise in the images. The various phenomena are often studied by recon-
struction from simulated projection data, in particular from projections of
mathematically described objects called phantoms.

The noise in emission tomography measurements such as PET or SPECT
has Poisson distribution. Reconstruction from these measurements involves
filtering and other convolutions, and for PET, also corrections, followed by
back-projection, which can be iterative. These steps again determine the re-
sulting noise in the images. Simulation is therefore also for PET and SPECT
an appropriate way to study noise influences.

Noise in MR images is uncorrelated. i.e., white. Its distribution depends on
the signal-to-noise ratio (SNR) of the image. For SNRs larger than 10 to 15
dB, the distribution is Gaussian. A Rayleigh distribution is an appropriate
model for lower SNRs.

Images produced with ultrasound techniques suffer from speckle noise. It is
caused by interference of reflected ultrasonepulses at the transductor surface.
Noise suppression through image postprocessing seems, at this point, not ef-
fective. Current research efforts concern mainly the improvement of ultrasone
transducers and models for the reflections in tissue.

Similar noise influences are also involved in the acquisition of biological im-
ages. For instance, noise in electron micrographs as well as in gel electro-
pherograms is often modeled as additive Gaussian white noise.

Denoising: Today wavelet based methods outperform the best comparable
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earlier methods, such as the adaptive Wiener filter. This can be demonstrated
by quantitative results, such as SNR gain and by the qualitative appearance
of the images. Especially probabilistic wavelet methods are fast and easy to
use.

It is not straightforward to remove all noise in biomedical images at the
time of image acquisition. Evidently, all depends on the requirements of the
application. In biomedical imaging it seems commendable to spend some
more effort on the method in return for the best denoising quality.

(Source: [38].)

Image Coding and Compression

Compression in general is intended to provide efficient representations of data
while preserving the essential information contained in the data. The main
idea is to find efficient digital representations and compressions of digital
information into the fewest possible bits. Such digital information can be
contained in speech, audio, image and video signals.

Both operations — image coding and compression — should yield the highest
possible reconstruction fidelity subject to constraints on the bit rate and im-
plementation complexity. The conversion of signals into such efficient digital
representations has several goals:

• to minimize the communication capacity required for transmission of
high quality signals such as speech and images or, equivalently, to get
the best possible fidelity over an available digital communication chan-
nel,

• to minimize the storage capacity required for saving such information
in fast storage media and in archival data bases or, equivalently, to get
the best possible quality for the largest amount of information stored
in a given medium.

• to provide the simplest possible accurate descriptions of a signal so as
to minimize the subsequent complexity of signal processing algorithms
such as classification, transformation, and encryption.

In addition to these common goals of communication, storage, and signal
processing systems, efficient coding of both analog and digital information is
intimately connected to a variety of other fields including pattern recogni-
tion, image classification, speech recognition, cluster analysis, regression, and
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decision tree design. Thus techniques from each field can often be extended
to another and combined signal processing operations can take advantage of
the similar algorithm structures and designs.

(Source: Adapted from [25].)

Image Coding: In the 1940s and the 1950s Claude Shannon developed a
theory of source coding in order to quantify the optimal achievable perfor-
mance trade-offs in analog-to-digital conversion (A/D) and data compression
systems. Two of his fundamental ideas lead to a variety of coder design tech-
niques over time: The first idea was that purely digital signals could be com-
pressed by assigning shorter codewords to more probable signals and that
the maximum achievable compression could be determined from a statistical
description of the signal. This led to the idea of noiseless coding, which is
often called entropy coding. The second idea was that coding systems can
perform better if they operate on vectors or on groups of symbols (such as
speech samples or pixels in images) rather than on individual symbols or
samples. Although the first idea led rapidly to a variety of specialized coder
design techniques, the second idea took many years before yielding useful
coding schemes.

In the 1980s vector coding or vector quantization has come of age and made
an impact on the technology of signal compression. Several commercial prod-
ucts for speech and video coding have emerged which are based on vector
coding ideas.

During the past ten years, vector quantization has proved a valuable coding
technique in a variety of applications, especially in voice and image cod-
ing. In recent articles new developments like fast fractal image coding and
hierarchical representations play the most important role.

(Source: Adapted from [25].)

Image Compression: Approaches are ranging from wavelets and fractals,
to ideas from pattern recognition and computer vision. Today there are high
standards for lossless as well as lossy coding and compression, as for example
the well known JPEG 2000 standard, which is a lossy wavelet compression.

Therefore research concentrates on coding and compression for special classes
of pictures, e.g. the compression of radiographics or ultrasound-images and
films. For applications as teleimaging a lossy compression would be favored
because of its high performance, but for medical images a lossless compression
to ensure high quality diagnosis is needed.
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A transform coder decomposes a signal in orthogonal basis and quantizes the
decomposition coefficients. The distortion of the restored signal is minimized
by optimizing the quantization, the basis and the bit allocation. For signals
that are realizations of a Gaussian random vector, a high resolution quantiza-
tion yields a mean-square distortion that minimizes in the Karhunen-Loeve
basis.

For non-Gaussian signals such as images, whose coefficients are coarsely quan-
tized, the distortion depends on the precision of non-linear approximations in
the basis. The image compression with wavelet bases or cosine block bases for
JPEG can be improved by embedding strategies that use a partial ordering
of the coefficients' amplitude. Embedded code can transmit a coarse image
approximation quickly, and then progressively refine the quality by adding
more bits.

In a grey-level image each pixel is typically coded with 8 bits. Images include
many types of structures that are difficult to model. Currently, the best image
compression algorithms are transform codes, with cosine or wavelet bases.
The efficiency of these bases comes from their ability to construct precise
non-linear image approximations with few non-zero vectors. With fewer than
1 bit/pixel, visually perfect images are reconstructed. At 0.25 bit/pixel, the
image remains of good quality.

Applications of digital video range from low quality videophones and tele-
conferencing to high resolution television. The most performant compression
algorithms remove the redundancy with a motion compensation. Local im-
age displacements are measured from one frame to the next, and are coarsely
approximated with a few motion vectors. Each frame is predicted from pre-
vious ones by compensation the motion that is encoded. An error image is
calculated and compressed with a transform code. The MPEG standards
implement such motion-compensated video compression.

The High Definition Television (HDTV) format has color images of 1280 by
720 pixels, and 60 images per second. The resulting bit rate is of the order of
103 Mb/s. To transmit the HDTV through channels used by current television
technology, the challenge is to reduce the bit rate to 20 Mb/s, without any
loss of quality.

(Source: [39].)

Interpolation and Approximation

The development of orthonormal wavelet bases has opened a new bridge be-
tween approximation theory and signal and image processing. This exchange
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is not quite new since the fundamental sampling theorem comes from an in-
terpolation theory result proved in 1935 by Whittaker. However, the state of
the art of approximation theory has changed since 1935. In particular, the
properties of non-linear approximation schemes are much better understood,
and give a firm foundation for analyzing the performance of many non-linear
signal-processing algorithms.

A further degree of freedom can be introduced by choosing the basis adap-
tively, depending on the signal properties. From families of wavelet packet
and local cosine bases, a fast dynamical programming algorithm is used to
select a "best" basis that minimizes a Schur concave cost function. The ap-
proximation vectors chosen among this "best" basis outline the important
signal structures, and characterize their time-frequency properties. Pursuit
algorithms generalize these adaptive approximations by selecting the approx-
imation vectors among redundant dictionaries of time-frequence atoms, with
no orthogonality constraint. These procedures are sufficiently flexible to build
compact representations of complex signals.

(Source: [39].)

Pattern classification, feature detection, and scene analysis

Pattern classification is the assignment of a physical object or event to one of
several prespecified categories. Extensive study of classification problems has
led to an abstract mathematical model that provides the theoretical basis for
classifier design. Of course, in any specific application one ultimately must
come to grips with the special characteristics of the problem at hand. Of the
various problem area, the domain of pictorial problems has received by far
the most attention.

The classification model contains tree parts: a transductor, a feature detector
and a classifier. The transductor senses the input and converts it into a form
suitable for machine processing. The feature detector extracts presumably
relevant information from the input data. The classifier uses this informa-
tion to assign the input data to one of a finite number of categories. The
problem of feature detection is much more a problem dependent than the
problem of classification, which is basically one of partitioning the feature
space into regions, one region for each category. Ideally, one would like to
arrange this partitioning so that none of the decisions is ever wrong. Since
this is not possible in general, the aim is to minimize the probability of error
or the average cost of error. The problem of classification becomes a problem
in statistical decision theory, a subject that has many applications to pat-
tern classification. Methods like Fisher's linear discriminant, perception and
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relaxation procedures, minimum-squared-error methods, stochastic approx-
imation, potential functions and linear programming techniques are widely
used. New techniques include unsupervised learning and clustering.

Scene analysis uses simplification techniques for pictures for suppressing ir-
relevant detail characterizing shapes and sizes of objects in a picture, inte-
grating parts of a picture into meaningful entities and in general reducing
the complexity of the data. Spacial differentiation and smoothing, template
matching, region analysis and contour following are used for initial simplifi-
cations.

(Source: Adapted from [14].)

Feature detection in mammograms: One of the most important fea-
ture detection research areas is mass detection in mammograms. Recent
approaches where done by a sector-form model in the template matching
process and by analyzing oriented flow-like textural information along with
features in adaptive ribbons of pixels along the margins.

Especially applications of feature detection in cancer prevention and treat-
ment show that there is huge need on optimization of existing methods for
fast, sensitive and specific feature detection.

Motion Estimation: Ultrasound is an effective imaging modality that en-
ables the clinician to study shape, size, and dynamics of organs. To estimate
the motion extended optical flow algorithms based on wavelets or B-splines
are adapted to the respective medical application.

Motion estimation over a block of pixels is a standard approach for esti-
mating motion in a moving image sequence. In block motion estimation, a
rectangular block of pixels is sequentialy compared to rectangular blocks of
pixels within a search range in a neighboring frame. A distortion measure
is applied to each different possible displacement in order to find the best
match, which is then chosen as the motion vector.

(Source: [56] and [46].)

Cortical imaging: Intrinsic signals within the brain are often observed using
cameras capable of measuring small signal changes. Cortical imaging involves
measuring scattered infrared light from the surface of the cerebral cortex due
to enhanced electrical activity. Illuminating light levels are set to approach
the saturation level of the camera so that the greatest signal-to-noise ratio
can be obtained. A controlled stimulus (such as a change in a visual cue
presented to the animal or the movement of a whisker) triggers a sequence of
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images. Changes in the intensity of the scattered light indicates processing
within certain regions of the brain. This leads to segmentation and classifying
problem.

(Source: Adapted from [50].)

Neonatal seizures: Neonatal seizures are paroxysmal alterations in neona-
tal behavior and/or motor or autonomic function, initiated by hypersyn-
chronous activity of neurons in the brain. Recently there are many pub-
lications on feature detection algorithms to detected neonatal seizures for
avoiding child death.

3.3 Soft computing

Soft computing differs from conventional (hard) computing in that, unlike
hard computing, it is tolerant of imprecision, uncertainty and partial truth.
In effect, the role model for soft computing is the human mind. The guiding
principle of soft computing is: Exploit the tolerance for imprecision, uncer-
tainty and partial truth to achieve tractability, robustness and low solution
cost.

The basic ideas underlying soft computing in its current incarnation have
links to many earlier influences, among them fuzzy sets in the 1960s. The
inclusion of neural network theory in soft computing came at a later point.
At this juncture, the principal constituents of soft computing are fuzzy logic,
neural network theory and probabilistic reasoning, with the latter subsum-
ing belief networks, genetic algorithms, chaos theory and parts of learning
theory. What is important to note is that soft computing is not a melange of
fuzzy logic, neural network theory and probabilistic reasoning. Rather, it is a
partnership in which each of the partners contributes a distinct methodology
for addressing problems in its domain. In this perspective, the principal con-
tributions of fuzzy logic, neural network theory and probabilistic reasoning
are complementary rather than competitive.

The complementarity of fuzzy logic, neural network theory and probabilis-
tic reasoning has an important consequence: in many cases a problem can
be solved most effectively by using fuzzy logic, neural network theory and
probabilistic reasoning in combination rather than exclusively. A striking ex-
ample of a particularly effective combination is what has come to be known
as neurofuzzy systems. Such systems are becoming increasingly visible as
consumer products ranging from air conditioners and washing machines to
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photocopiers and camcorders. Less visible but perhaps even more impor-
tant are neurofuzzy systems in industrial applications. What is particularly
significant is that in both consumer products and industrial systems, the
employment of soft computing techniques leads to systems which have high
Machine Intelligence Quotient. In large measure, it is the high Machine In-
telligence Quotient of soft computing-based systems that accounts for the
rapid growth in the number and variety of applications of soft computing -
and especially fuzzy logic.

In the last years soft computing got more and more important in biomedical
imaging. In the context of medical imaging, soft computing technique appears
as a power framework since it provides tools adapted to this task. Its main
properties are:

1. It provides a way to represent and manipulate imprecise and uncertain
information.

2. It will be able to demonstrate knowledge of Medical doctors.

3. It is well adapted to image processing since the natural spatial interpre-
tation of soft computing leads to efficient representations of imprecise
or implicit structures or classes in pictures.

Especially, a mixture of pattern recognition and soft computing-aided ex-
pert system techniques lead to successful tasks to segmentation of regions
of interests and to give enhanced anatomical and functional resolution. This
explosion of new techniques also emphasizes the need to integrate and focus
the efforts of scientists and clinicians to facilitate communication, establish
Standards, and develop training programs.

The conceptual structure of soft computing suggests to apply not just in
neural network theory or fuzzy logic or probabilistic reasoning but all of the
associated methodologies, though not necessarily to the same degree. In the
last years there began to appear journals and books with soft computing in
their title. A similar trend is visible in the titles of conferences. Soft comput-
ing seems to be a promising research field.

(Sources: Adapted from [65] and [6].)

3.4 Real time processing

Real-time imaging is concerned with various imaging techniques, technologies
and systems where timing constraints are as critical as being logically correct.
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Today there are many good and effective algorithms for denoising, interpo-
lation, compression, feature detection, etc. for medical images, but many of
them need too much processing time. Therefore they are not usable for real
time applications, as it is needed for clinical studies. Many researchers are
working on speeding up existing methods. It is major work field in mathe-
matics, informatics and electrical engineering.

Recent advances have for example been made for angiographic operations
using catheters. A new real time technique in NMR tomography gives infor-
mation on the location of the catheter as well as a 3D image of the arteries.

(Source: Adapted from [55].)

3.5 Modelling and Visualization

Recent developments in the computerized analysis of medical images are
expected to aid radiologists and other healthcare professionals in various
diagnostic tasks of medical image interpretation. In medical imaging, the
accurate diagnosis and/or assessment of disease depends on both image ac-
quisition and image interpretation. The role and contribution of radiology
to medical diagnosis has expanded tremendously due to advances in image
quality compliance regulations, image detector systems, and computer tech-
nology.

The image interpretation process has only recently begun to benefit from
computer technology. Most interpretations of medical images are performed
by radiologists; however, image interpretation by humans is limited due to
the nonsystematic search patterns of humans, the presence of structure noise
(camouflaging normal anatomical background) in the image, and the presen-
tation of complex disease states requiring the integration of vast amounts of
image data and clinical information.

(Source: Adapted from [26].)

Computer Aided Diagnosis

CAD, defined as a diagnosis made my a radiologist who uses the output from
a computerized analysis of medical images as a second opinion in detecting
lesions, assessing extent of disease, and making diagnostic decisions, is ex-
pected to improve the interpretation component of medical imaging. With
CAD, the final diagnosis is made by the radiologist.
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With the advances of CAD also the training of health care professionals be-
comes possible. Data bases and computer simulations of diseases and injuries
help to improve the surgeons expertise, avoid mistakes in real operations and
thus lead to high quality in health care at relatively low cost.
Screening: The screening a of asymptotic people involves radiologists visu-
ally scanning the images of mostly healthy subjects for a specific abnormality.
The interpretation of screening images lends itself to CAD since it is a repeti-
tive, burdensome task involving mostly normal images—a situation prime for
oversight errors. Many computerized analysis methods have been developed
for screening mammography, which are nowadays approved for clinical use.
The role of CT in screening programs is also rapidly growing especially in
the thorax for lung cancer screening and in the colon (colonography) for the
detection of suspect polyps for colon cancer.

Many CAD papers during the last two decades have involved either mammo-
grams or chest radiographs. This early research was performed on digitized
radiographs. While the computerized analysis of mammographs is mainly
focused on one disease, breast cancer, the computerized analysis of chest ra-
diographs ultimately requires the diagnosis of a multitude of diseases (e.g.,
lung cancer, pneumothorax, interstitial diseases).

It is expected that the development and implementation of computer tech-
niques for projection radiography of the chest will advance rapidly with the
advent and acceptance of digital ehest imaging units.

For the screening of lung cancer, single-projection chest radiographs and
thoracic CT scans have been considered. The existence of 3-D image data
from CT removes much structure noise. These 3-D data sets greatly increase
the number of images that must be reviewed by a radiologist in a screening
program—leading to an overwhelming task for the human search process.
Accordingly, image interpretation may greatly benefit from a computer search
aid.

Malign/Benign decisions: Once a lesion is detected, characterization is
necessary to determine the status of the lesion, e.g., the likelihood that the
lesion is cancerous. Complex anatomy, variation in the presentation of ma-
lignant and benign states, and varying abilities of the radiologist can lead
to interpretation errors. Methods for the computerizes analysis of a med-
ical image contain many stages. Improvement at one stage may influence
performance at later stages and, subsequently, the overall performance. It is
interesting to note that many changes in an image that lead to improvements
in human interpretation performance also lead to improvements in computer
image interpretation performance.
Computerized image analysis has been applied mainly to medical imaging



Medical Imaging 43

techniques such as X-ray, sonography, and MRI. A role for computer-aided
diagnosis is emerging for applications involving less well-known modalities
such as thermography and Moire imaging.

Evaluation: With the new development in computerized medical image
analysis, investigators, journal readers, and end-users are anxious to ask
the question, "How good is the new technique compared with other tech-
niques?" It is difficult to compare the various computerized methods under
development due to the use of different databases and the varying criteria
for reporting and evaluating computer results. While an independent test
site with an independent database for the evaluation of each new develop-
ment would be quite beneficial, it is not yet always practical. However, some
guidelines may assist the communication of the merits of a new technique
through publication in the scientific literature. It is a future challenge to all
investigators who aim to publish to incorporate these suggestions.

Performance gain: The ultimate acceptance of CAD will depend not only
on the performance of the computerized method alone, but also on how well
the human performs the task when the computer output is used as an aid
and on the ability to integrate the computerized analysis method into routine
clinical practice. Observer studies have shown that radiologists' performance
increased when using a computer output as an aid. It is important to note,
that observer experience may influence the reported effect of CAD. Thus, it is
important to determine and report the amount of experience of the observers
and their current reading load in the relevant diagnostic gain. It should be
noticed that a computerized method will be useful even at a less-than-perfect
sensitivity, especially if the lesions detected by the computer do not overlap
completely with those detected by a radiologist.

Clinical Practice: Integration of CAD into clinical practice has been shown
for screening mammography, and the introduction of other CAD methods to
the clinical area is awaited. In the clinical setting, CAD methods might be
used routinely as part of a screening protocol or used only when requested by
a radiologist interpreting a particular case. Ultimately, a CAD workstation
would be configured for each radiologist to allow individual control over the
sensitivity and specificity of the computer output with adjustment depending
on the nature of the case material and personal preference.

The practice of interpreting medical images is being modified by the informa-
tion technology revolution and it appears that both the medical profession
and the public (patients) welcome enthusiastically such advances. In the fu-
ture, it is quite likely that all medical images will undergo some form of
computer analysis in order to benefit the diagnosis.
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(Source: Adapted from [26].)

Computer Aided Surgery

Computer Aided Surgery or Computer Assisted Surgery is concerned with
supporting the physician with complementing visualizations of the human
body. This gives new information to the physician and helps him to make
the right medical decisions while treating the patient.

The research fields in this area can be categorized into

• Visualization of medical images

for organ detection and movement, visualization of FNMR data, en-
hancement of important features in ultrasound images,...

• Simulation and virtual reality

• Surgical planning using simulation techniques

• Surgical navigation

e.g., in endoscopic surgery

• Automation and control for patients under surveillance

helping to detect newborn's seizures, loss of blood pressure, and others

• Education and training for new surgery techniques

Computer Aided Surgery is the final step at the long image processing ladder.
It gives the practical application of image denoising, interpolation, compres-
sion, analysis etc. in real time systems and needs to be evaluated hand in
hand with physicians. High quality and particularity are a must owing respect
to the patients.

(Source: See also [34].)



Chapter 4

Biological Imaging

The power of imaging technology allows to do more than simply view struc-
tures anatomically, such as s visualizing bones, organs, and tumors in the
body. Functional imaging — the visualization of physiological, cellular, or
molecular processes in living tissue — allows to see such things as blood
flow, oxygen consumption, or glucose metabolism in real time, as they take
place in living cells of the body. In gaining a better understanding or the fun-
damental nature of cancer and other diseases, cellular and molecular imaging
will be a key tool in translating this knowledge into better ways of diagnosis,
treating, and preventing these diseases.

Imaging can identify the kinds of molecular structures/receptors that cover
the surface of a tumor, information that potentially can predict how it may
behave and respond to certain treatments. And seeing how the processes and
pathways inside a cell change as the cell transforms from normal to cancerous
will allow to detect this change in people earlier in the cancer process, perhaps
before a tumor has even had the chance to become fully malignant.

Parallel developments in image enhancement agents are improving the abil-
ity to capture changes in the biochemical makeup of cells and other living
structures. These

This section introduces common small scale modalities for biological imaging,
gives fields of application and shows new approaches in recent research. They
allow anatomic and receptor localization as well as activate certain imageable
biophysical processes.

(Source: Adapted from [43].)

45
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4.1 Modalities

As in medical imaging modalities as X-ray, ultrasound, magnetic resonance,
emission tomography, electrical source imaging, impedance tomography are
common modalities in biological imaging. In addition for imaging the very
small scales electron microscopy, atomic force microscopy, bioluminescence
and biofluorescence and others are used.

Light Microscopy

In the light microscope or optical microscope light from the microscope lamp
passes through the condenser and then through the specimen. Some of the
light passes both around and through the specimen undisturbed in its path
(undeviated light). Some of the light passing through the specimen is devi-
ated when it encounters parts of the specimen. Such deviated light is rendered
one-half wavelength out of phase with the direct light. This leads to causes
destructive interferences with the direct light when both arrive at the inter-
mediate image plane located at the fixed diaphragm of the eyepiece. The eye
lens of the eyepiece further magnifies this image which finally is projected
onto the retina, the film plane of a camera, or the surface of a light sensitive
computer chip.

The undeviated light is projected by the objective and spread evenly across
the entire image plane at the diaphragm of the eyepiece. The light diffracted
by the specimen is brought to focus at various localized places on the same
image plane, where the diffracted light causes destructive interference, and
reduces intensity resulting in more or less dark areas. These patterns of light
and dark are what one recognizes as an image of the specimen. Because our
eyes are sensitive to variations in brightness, the image becomes a more or
less faithful reconstruction of the original specimen.

Reflected light microscopy is often referred as to incident light, epi-illumination,
or metallurgical microscopy, and is the method of choice for fluorescence and
for imaging specimens that remain opaque even when ground to a thickness
of 30 microns. The range of specimens falling into this category is enormous
and includes most metals, ores, ceramics, many polymers, semiconductors,
slag, coal, plasties, paint, paper, wood, leather, glass inclusions, and a wide
variety of specialized materials. Because light is unable to pass through these
specimens, it must be directed onto the surface and eventually returned to
the microscope objective by either specular or diffused reflection.

There are many specialized methods such as darkfield and phase contrast
microscopy, as well as illumination and contrast techniques. Although a lot
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of achievements where gained in hard ware techniques the development of
digital imaging devices needs good software algorithms for image enhance-
ment.

(Source: Adapted from [13].)

Fluorescence microscopy

Fluorescence microscopy is an excellent tool for studying material which can
be made to fluoresce, either in its natural form (primary or autofluorescence)
or when treated with chemicals capable of fluorescing (secondary fluores-
cence). This form of optical microscopy is rapidly reaching maturity and is
now one of the fastest growing areas of investigation using the microscope.

The basic task of the fluorescence microscope is to permit excitation light
to irridiate the specimen and then to separate the much weaker re-radiating
fluorescent light from the brighter excitation light.

Fluorescence microscopy has advantages based upon attributes not as readily
available in other optical microscopy techniques. The use of fluorochromes
has made it possible to identify cells and sub-microscopic cellular compo-
nents and entities with a high degree of specificity amidst non-fluorescing
material. What is more, the fluorescence microscope can reveal the presence
of fluorescing material with exquisite sensitivity. An extremas small number
of fluorescing molecules (as few as 50 molecules per cubic micron) can be
detected. Although the fluorescence microscope cannot provide spatial reso-
lution below the diffraction limit of the respective objectives, the presence of
fluorescing molecules below such limits is made visible.

Techniques of fluorescence microscopy can be applied to organic material,
formerly living material or to living material with the use of in vivo or in vitro
fluorochromes, but also to inorganic material, e.g. for the investigation of
contaminants on semiconductor wavers. There are also a burgeoning number
of studies using fluorescent probes to monitor rapidly changing physiological
ion concentrations and pH values in living cells.

(Source: Adapted from [13].)

Bioluminescence optical imaging

Bioluminescence is light produced by a chemical reaction which originates in
an organism. Bioluminescence is not the same as fluorescence. In fluorescence,
energy from a source of light is absorbed and reemitted as another photon.
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In bioluminescence or chemiluminescence the excitation energy is supplied
by a chemical reaction rather than from a source of light.

Bioluminescence is primarily a marine phenomenon. It is the predominant
source of light in the largest fraction of the habitable volume of the earth,
the deep ocean. In contrast, bioluminescence is essentially absent (with a few
exceptions) in fresh water, even in Lake Baikal. On land it is most commonly
seen as glowing fungus on wood, or in the few families of luminous insects.
Bioluminescence has evolved many times in the sea as evidenced by the sev-
eral distinct chemical mechanisms by which light is emitted and the large
number of only distantly related taxonomic groups that have many biolu-
minescent members. Bioluminescent bacteria occur nearly everywhere, and
probably most spectacularly as the rare "milky sea" phenomenon, particu-
larly in the Indian Ocean where mariners report steaming for hours through
a sea glowing with a soft white light as far as the eye can see.

In the sea, bioluminescent light is concentrated in the blue window of great-
est optical transparency of seawater. Most organisms emit between 440 nm
and 479 nm. Some have green fluorescent proteins that absorb an initially
blue emission and emit it shifted towards the green (approx. 505 nm). One
remarkable fish has a similar mechanism to shift the initial emission into the
red for use in viewing prey in the near infrared with its red-sensitive eyes.
Measurements in situ at various depths confirm emission clustering in the
blue to green region of the spectrum.

The luminescence of a single dinoflagellate is readily visible to the dark
adapted human eye, as the demonstration will show. Most dinoflagellates
emit about 6 • 108 photons in a flash lasting only about 0.1 second. Much
larger organisms such as jellyfish emit about 2 • 1011 photons per second for
sometimes tens of seconds. The intensity of luminescence by photosynthetic
dinoflagellates is strongly influenced by the intensity of sunlight the previous
day. The brighter the sunlight the brighter the flash.

Some organisms emit light continuously, but most emit flashes of durations
ranging from about 0.1 s to 10 s. Some dinoflagellates can respond repetitively
to excitation over a short period. In most multicellular species luminescence
is neurally controlled. Thus in some fish the sympathetic nervous system con-
trols luminescence by way of the neurotransmitter nor-adrenaline. In fireflies
the transmitter is glutamate. In most marine invertebrates the transmitters
are unknown. In such forms the "trigger" to luminescence is some detected
behaviorally significant event.

In single cell organisms like dinoflagellates or radiolarians luminescence is
triggered by deformation of the cell surface by minute forces (1 dyne per
square cm). Mechanical deformation causes an action potential sweeping over
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the vacuole membrane and this is thought to induce light emission by admit-
ting protons from the acidic vacuole into contact with the cellular elements
that contain the light emission chemistry.

In a some instances in marine invertebrates with eyes or other light receptors,
light emission can be induced by photic excitation, even by another luminesc-
ing organism. Called "empathetic" luminescence, this phenomenon has as yet
undemonstrated potential to enhance the luminescence generated by a mov-
ing source by photic transfer from the luminescent organisms mechanically
triggered by the moving source.

Because so many marine organisms are bioluminescent, measurements of
stimulated bioluminescence in the oceans are valuable for determining the
distribution patterns of different populations. Such measurements are useful
over a wide range of scales, from kilometers down to centimeters. Coarse-scale
measurements have been made using airborne image intensifying TV cameras
to detect schools of fish that are made visible at night by the bioluminescent
plankton, which they stimulate as they swim. Fine-scale measurements of
stimulated bioluminescence in the ocean are made with bathyphotometers.
These instruments pull sea water, containing organisms, through a pipe into
a light-tight chamber. There, a light detector measures the bioluminescence,
stimulated by some turbulence-generating device like a paddle wheel. The
light is measured in photons per second, or watts or sometimes in numbers
of flashes stimulated.

For micro-scale studies an intensified video transect technique is used to
identify and map bioluminescent organisms based on the spatial and temporal
properties of their stimulated bioluminescent displays. Video data is collected
with an intensified camera.

Combining micro-scale and fine-scale measurements of bioluminescence gives
a rapid means of assessing plankton distribution patterns relative to the
physical and chemical variables in the environment.

Image recognition algorithms identify organisms based on their biolumines-
cent displays and map their locations in three-dimensional space. Then spa-
tial point analyses of these data can be performed.

(Source: Adapted from [27] and [28].)

Confocal microscopy

Confocal laser scanning microscopy (CLSM) is a relatively new light micro-
scopical imaging technique. It was introduced around 1980 by M. Petran and
A. Boyde and has found wide applications in the biological sciences. The
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primary value of the CLSM to the biologist is its ability to produce optical
sections through a 3-dimensional specimen — e.g., an entire cell or a piece of
tissue — that, to a good approximation, contain information from only one
focal plane. Therefore, by moving the focal plane of the instrument step by
step through the depth of the specimen, a series of optical sections can be
recorded. This property of the CLSM is fundamental for solving 3-D biologi-
cal problems where information from regions distant from the plane of focus
can obscure the image, for example in thick objects. With biological speci-
mens, either the epi-fluorescence or the epi-reflection mode is generally em-
ployed. As a valuable by-product, the computer-controlled CLSM produces
digital images which are amenable to image analysis and processing, and can
also be used to compute surface- or volume-rendered 3-D reconstructions of
the specimen.

To image the specimen point by point with a confocal microscope, a colli-
mated, polarized laser beam is deflected stepwise in the x- and y-direction by
a scanning unit before it is reflected by a dichroic mirror (beam splitter) so
as to pass through the objective lens of the microscope, and focused onto the
specimen. The emitted, longer-wavelength fluorescent light collected by the
objective lens passes through the dichroic mirror (transparent for the longer
wavelength) and is focused into a small pinhole (i.e., the confocal aperture)
to eliminate all the out-of-focus light, i.e., all light coming from regions of
the specimen above or below the plane of focus.

Therefore, the confocal microscope does not only provide excellent resolution
within the plane of section (0.25 mm in x- and y-direction), but also yields
similarly good resolution between section planes (0.3 mm in z-direction). The
in-focus information of each specimen point is recorded by a light-sensitive
detector positioned behind the confocal aperture, and the analog output
signal is digitized and fed into a computer. At the same time, the analog
photo-multiplier signal can be used to generate a TV-like image on a video
monitor. The obvious advantage of having a stack of serial optical sections
through the specimen pixel by pixel in digital form is that either a composite
projection image can be computed, or a volume-rendered 3-D representation
of the specimen can be generated on a graphics computer.

The confocal part of a CLSM consists of an elaborate, highly folded optical
bench on which the laser, all the filters, an oscillating-mirror or acousto-optic
scanning device, and the detector are mounted. When working in the epi-
fluorescence mode, the laser beam is filtered to select the 488 nm, 568 nm or
647 nm wavelength line from an Argon/Krypton laser, and a triple dichroic
mirror is used to transmit — rather than reflect — the longer-wavelength
fluorescence signal to the detector. For the epi-reflection mode no wavelength



Biological Imaging 51

filters are needed. Instead, a semi-transparent mirror reflects 50% of the
incident laser beam through the objective lens and to reach the specimen,
and it transmits 50% of the light reflected by the specimen and collected by
the objective lens to the detector. To suppress light reflected by the various
optical elements of the microscope, a 1/4-wavelength plate and a polarizing
filter are put into the beam path.

Usually, objective lenses with a high numerical aperture are used to provide
good resolution in x-, y- and z-direction. Often, good specimen areas are
sparse, so to find them the specimen is screened in the conventional trans-
mission or epi-fluorescence mode. Once a good region has been located, the
CLSM mode is activated, and serial optical sections are recorded at user-
selectable depth increments which can be as small as 0.02 mm. In digital
form, each image element yields an 8-bit intensity value in the range 0-255.
Typically, the image frame size is 512 x 512 pixels, and in the best case
images are recorded at video rate, i.e., at 25 frames per second in PAL or
30 frames per second in NTSC norm. To improve the signal-to-noise ratio
of individual image frames, several of them may be recorded in series and
averaged. In the case of epi-fluorescence imaging, the total number of scans
is generally adjusted to limit specimen bleaching to an acceptable level.

In general, thick and opaque specimens that can barely be observed in a con-
ventional light microscope are excellent specimens when it comes to demon-
strate the power of a CLSM. For example, 20-25 mm thick sections of bone,
cartilage or muscle are ideally suited for 3-D imaging in the CLSM. Indepen-
dent of the thickness and surface quality of such tissue sections, individual
confocal planes readily reveal a lateral resolution of 0.3 mm. By recording its
auto-fluorescence, even a piece of wood can be optically sectioned to a depth
of about 100 mm.

Cultured fibroblasts grown as monolayers can be multiple-labeled with flu-
orochrome-tagged antibodies against different cytoskeletal components: e.g.,
actin labeled with rhodamine for red fluorescence or tubulin labeled with flu-
orescein for green fluorescence. In such cells, actin is primarily in the form of
stress fibers (red fluorescence), actin filament bundles adhering to the plasma
membrane attaching the cell to the coverslip on which it has been grown.
In contrast, the microtubules (green fluorescence) usually radiate outward
from the two perinuclear centrioles and reach all parts of the cell. During
cell division the microtubules form the spindle apparatus that separates the
condensed chromatin, i.e., the chromosomes.

The CLSM allows the 3-D distribution and relative spatial relationship of
these two filament systems to be visualized directly.

Exploring the growth and differentiation of cultured cells in 3-D collagen ma-
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trices — a condition which more closely resembles the natural environment of
cells — has been another application of the CLSM. While difficult to assess by
conventional fluorescence microscopy, the spatial relationship of the various
cytoskeletal components relative to the different sub-cellular compartments
in these matrix-embedded cells is readily determined by CLSM.

(Source: Adapted from [15].)

Polarizing Microscopy

The simplest tool to study three-dimensional arrangements is polarizing mi-
croscopy (PM). PM tests the orientation of optical axes of the liquid crystal
specimen; these optical axes are closely related to the molecular arrangements
in the medium. Unfortunately, PM yields only two-dimensional textures in
the so-called plane of observation which is perpendicular to the optical axis
of the microscope. This 2D image integrates the true 3D configuration of
optical birefringence over the path of light. As the result of such an integra-
tion, the director profile along the direction of observation (i.e., the "vertical
cross section" of the specimen) is hard to decipher. Regrettably, it is precisely
the director configuration in the vertical cross-section that is often the most
valuable and desirable.

The fluorescence confocal polarizing microscopy (FCPM) allows one to re-
cover the missing information and to obtain a truly 3D image of the liquid
crystal director, both in the plane of observation and along the direction of
observation. The principle of imaging is different from the traditional PM.
The FCPM maps the intensity of polarized fluorescent light emitted by the
liquid crystal sample, rather than the pattern of integrated birefringence as
the PM texture does. This feature allows one to avoid the ambiguity of the
in-plane PM textures that do not distinguish between two mutually perpen-
dicular director configurations. More importantly, the confocal scheme allows
one to collect the fluorescent light from a very small region of the sample and
thus to optically slice the specimen by scanning the focused laser beam. The
obtained map of fluorescence intensity is the 3D image of orientation of the
fluorescent probe.

Fluorescence Confocal Polarizing Microscopy is very similar to Fluorescence
Confocal Microscopy, with two basic distinctive features:

(a) the incident light is polarized and

(b) the fluorescent dye molecules are aligned by the "host" material.
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Consider a nematic liquid crystal cell doped with a fluorescent dye. For sim-
plicity, assume that the nematic is of a calamitic type (elongated molecules)
and that the fluorescent molecules are also elongated. The transition dipoles
of both excitation and fluorescence are along the long axis of the dye molecule.
As it is well known, from the earlier studies of the so-called "guest-host" dis-
play modes, the anisometric "guest" molecules are aligned by the nematic
"host".

The three requirements to the fluorescent probe for FCPM are anisomet-
ric shape, transition dipole moment along the long axis, and uniformly dis-
tributed and well aligned in the liquid crystal.

(Source: Adapted from [21] and [19].)

Fluorescent confocal microscopy

Although conventional light and fluorescence microscopy allow the examina-
tion of both living and fixed specimens, and thus the observation of dynamic
processes as they actually occur, certain problems do exist with these tech-
niques. One of the main difficulties faced is out-of-focus blur degrading the
image. De-focused information often obscures important structures of inter-
est, particularly in thick specimens.

In a conventional microscope set-up, not only is the plane of focus illumi-
nated, but much of the specimen above and below this point is also illumi-
nated at the same time. This results in out-of-focus blur from these areas
above and below the plane of interest. This out-of-focus light leads to a re-
duction in image contrast and a decrease in resolution.

The illumination in a confocal microscope system however, is sequential in
nature. The specimen is not uniformly illuminated throughout its depth, the
light being focused on a spot on one volume element of the specimen at a
time. The dimensions of this spot will vary from one system to another, and
are also dependent on the specific illumination wavelength and the way in
which the confocal microscope is set up. It is possible, however, to obtain
illumination spots as small as 0.25 //m in diameter and 0.5 ^m deep.

The design of the confocal system is such that as the beam of illuminating
light diverges above and below the plane of focus, volume elements receive
less light as one moves away from he focal plane. This results in a reduction
of some of the out-of-focus information.

Today, a laser is used to provide the excitation light in order to get very
high intensities. The laser light reflects off a dichroic mirror. From there,
the laser hits two mirrors which are mounted on motors; these mirrors scan
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the laser across the sample. Dye in the sample fluoresces, and the emitted
light green gets descanned by the same mirrors that are used to scan the
excitation light blue from the laser. The emitted light passes through the
dichroic and is focused onto the pinhole. The light that passes through the
pinhole is measured by a detector, i.e., a photomultiplier tube.

There never is a complete image of the sample - at any given instant, only
one point of the sample is observed. The detector is attached to a computer
which builds up the image, one pixel at a time. In practice, this can be done
perhaps 3 times a second, for a 512 x 512 pixel image. The limitation is in
the scanning mirrors.

In recent years confocal imaging has grown rapidly in popularity as a method
for optical sectioning fluorescence microscopy. The technique allows direct
visualization of optical sections within thick, fluorescently labelled tissue,
and is finding increasing use within the study of living cells and tissues. The
main advantage of confocal microscopy over regular light microscopy is that
it enables the worker to produce high quality images even in the presence of a
large background of out of focus fluorescence flare, produced by fluorescently
labelled structures above and below the plane of focus.

One common problem with both conventional fluorescence and confocal mi-
croscopy is that fluorophores may bleach when excited. This can limit the
maximum time available for image collection, and can be particularly frus-
trating when collecting a series of images throughout the thickness of a sam-
ple. This problem also places limitations on the maximum time for which liv-
ing samples may be observed, since during photobleaching, toxic by-products
are produced.

(Source: Adapted from [61] and [62]. See also [42].)

Multi-Photon Microscopy

Recently, Multi-Photon Fluorescence Microscopy has emerged as a new op-
tical sectioning technique. In this type of microscopy excitation is confined
to the optical section being observed, generally by the process of 2-photon
absorption. Illuminating light of a wavelength approximately twice that of
the absorption peak of the fluorophore being used is employed. So, for exam-
ple, if a fluorescein isothiocyanate (FITC) labelled sample is being observed,
excitation in a 2-photon system can be achieved at approximately 1000 nm
(FITC has an absorption peak at around 500 nm). This means that, essen-
tially, excitation of the fluorophore will not be achieved at this wavelength,
thus eliminating photobleaching in the bulk of the sample. If, however, a
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high-powered pulsed laser is used as the source of illumination, excitation at
the point of focus can be achieved. If the laser employed has a peak power
of greater than 2 kilowatts, and if this output is delivered to the specimen
in pulses of sub-picosecond duration 2-photon events will occur at the focal
plane. The very short life of the laser pulses ensure that the mean power
levels of the output are only moderate and damage to the specimen does not
occur.

During the very brief laser pulse, photon density is sufficiently high at the
point of focus for two photons to be absorbed (essentially simultaneously)
by the fluorophore. This absorption of two photons of long wavelength is
equivalent to the absorption of single photon, with a shorter wavelength, and
results in fluorescence excitation.

As well as the reduction in total photobleaching and photodamage, the non-
linear optical absorption property of two-photon excitation that limits the
fluorochrome excitation to the point of focus, has several other advantages
over confocal microscopy. With two-photon microscopy, deeper optical sec-
tions can be obtained within a specimen. A detection pinhole is no longer
necessary, thus not limiting the number of photons being detected. However,
a pinhole may still be used to slightly improve the resolution of two-photon
excitation. In addition, the use of UV fluorophores is no longer limited to
UV corrected objectives. Two-photon excitation utilizes visible wavelengths
to excite UV fluorescent stains and indicators, therefore the objectives do
not have to pass UV light.

(Source: Adapted from [61].)

Electron Microscopy

Electron Microscopes are scientific instruments that use a beam of highly
energetic electrons to examine objects on a very fine scale. This examination
can yield the following information:

• Topography: The surface features of an object and its texture.

• Morphology: The shape and size of the particles making up the object.

• Composition: The elements and compounds that the object is composed
of and the relative amounts of them.

• Crystallographic Information: Arrangement of the atoms in the object.
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Electron Microscopes were developed due to the limitations of Light Micro-
scopes which are limited by the physics of light to 500 x or 1000 x magnifi-
cation and a resolution of 0.2 micrometers. In the early 1930's this theoretical
limit had been reached and there was a scientific desire to see the fine details
of the interior structures of organic cells (nucleus, mitochondria, etc.). This
required 10000 x plus magnification which was just not possible using Light
Microscopes.

The Transmission Electron Microscope (TEM) was the first type of Electron
Microscope to be developed and is patterned exactly on the Light Trans-
mission Microscope except that a focused beam of electrons is used instead
of light to "see through" the specimen. It was developed by Max Knoll and
Ernst Ruska in Germany in 1931.

The first Scanning Electron Microscope (SEM) debuted in 1942 with the first
commercial instruments around 1965. Its late development was due to the
electronics involved in "scanning" the beam of electrons across the sample.

Electron Microscopes function exactly as their optical counterparts except
that they use a focused beam of electrons instead of light to image the speci-
men and gain information as to its structure and composition. First a stream
of electrons is formed by the electron source and accelerated toward the
specimen using a positive electrical potential. Then this stream is confined
and focused using metal apertures and magnetic lenses into a thin, focused,
monochromatic beam. This beam is focused onto the sample using a magnetic
lens. Interactions occur inside the irradiated sample, affecting the electron
beam. These interactions and effects are detected and transformed into an
image These steps are carried out in all Electron Microscopes regardless of
type.

(Source: Adapted from [9].)

Auger Imaging

In Scanning Auger Microscopy (SAM), a high energy (3 - 10 keV) primary
electron beam is focused on the sample. This bombardment results in the
emission of secondary, backscattered and Auger electrons that can be de-
tected and analyzed. The secondary and the backscattered electrons are used
for imaging purposes similar to that in a scanning electron microscope (SEM).
The Auger electrons are emitted at discrete energies, that are characteristic
of the elements present on the sample surface. All elements in the periodic
table, except hydrogen and helium, can be detected, and the depth of anal-
ysis is in the range of 3 - 5 nm. As the electron beams can be focused to a
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very small probe size, SAM has excellent spatial resolution (0.5 mm).
Using present instrumentation, microanalysis of a volume 100 x 100 x 2
nm can be obtained; this is significantly smaller than the analytical volume
excited in SEM/EDX analysis. This spatial resolution is important for the
analysis of integrated electronic circuits, as well as small phases in metallur-
gical and corrosion studies.

The scanning Auger microprobe has an exciting electron beam with a diam-
eter of less than 500 nm. The cylindrical mirror energy analyzer is coaxial
with the electron beam. This geometry is considered to be crucial for accu-
rate representation of Auger intensity distributions on irregular surfaces. The
specimen is held on a stage capable of four independent motions. Entry and
exit into the high vacuum chamber is by a specimen exchange air lock.

Ion bombardment for depth profiling is available in the SAM. The angle of
incidence of the ion beam can be changed easily by altering the sample tilt
angle. An interfaced microcomputer controls the electron and ion beams. In
this way, depth profiles can be run automatically and maps and line scans of
Auger electron distributions can be generated.

Two interchangeable stages are available. One of these is equipped with a
resistance heater for heating samples in-situ to temperatures of 600° Celsius.

When comparing the surface sensitive techniques of Auger and X-ray photo-
electron spectroscopy (XPS), it should be emphasized that both have certain
advantages and disadvantages. The Auger spot size is much smaller than the
XPS and has the capability of identifying fine features on the surface. The
XPS has the capability of determining surface chemical structure and bond-
ing through the use of chemical shifts. Although Auger lines also exhibit
chemical shifts, these are not generally as large or as well-documented as
those obtained by XPS. Also, X-radiation used in XPS imparts less damage
to the sample surface than does the electron beam used in SAM. As men-
tioned above, the spatial analysis and imaging capabilities of the scanning
Auger microprobe make it a very useful and complementary technique to
XPS.

Several modes of analysis can be performed in the SAM. These modes are
Survey Scan, High-Resolution, Depth Profile, Imaging, Mapping, and Point
Analysis. Survey scans of the entire range of Auger electron energies, carried
out by detecting and counting the number of Auger electrons, could reveal
the presence of contaminants on the sample surface. By taking into account
the sensitivity factors of the elements detected, quantification is possible.
This is useful in identifying the unknown elements and estimating their con-
centration on the surface. With argon ion bombardment, the surface layers
can be removed gradually, and analysis carried out on new layers exposed
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after each sputtering cycle. This is known as depth profiling, and it provides
the relative concentrations of elements of interest as a function of depth. Fi-
nally, the Auger elemental maps display the presence and the distribution of
elements of interest within the area analyzed.

The Auger instrument is capable of handling specimens ranging in size from
submillimeter (e.g., integrated circuits) to 35 x 25 x 5 mm. A typical analysis
of an unknown surface region (survey scan on the as received surface and after
three different sputter intervals) would take 1 - d- 2 hours.

(Source: Adapted from [53].)

Scanning Tunnelling Microscopy STM

Optical microscopes reach their limit at a resolution of approximately 250
nm. This corresponds roughly to half the wavelength of visible light. With an
electron microscope, this limit can be overcome, since electrons have shorter
wavelengths than light. In certain materials, a modern electron microscope is
even able to visualize atomic structures of subnanometer dimensions. Under
certain conditions it is also possible to depict surfaces at the atomic scale by
employing methods that use X-rays or electron diffraction.

However, none of these methods is as simple and as non-invasive as scanning
tunnelling microscopy. The scanning tunnelling microscope does not "see"
the atoms, but "feels" them. An ultra-fine tip scans a surface at a constant
interval of just a few atomic widths. The control of the distance between the
tip and the surface is constantly checked by means of the so-called tunnelling
current. This flows between the tip and the target when a voltage is applied
between them. The tunnelling current can only be explained by means of
quantum mechanics.

If the distance changes by a tenth of a nanometer, the tunnelling current
typically changes by a factor of ten. This phenomenon can be employed to
control piezoelectric crystals via an electronic feedback loop. A quartz crystal
has piezoelectric properties. For example, if a varying voltage is applied, the
length of the crystal changes. Thus it is possible to stabilize the distance
between the scanning tip and the surface by a series of tiny movements to
an accuracy of about one hundredth of a nanometer. This makes it possible
to investigate spatial surface structures in the order of atomic dimensions
with a precision never achieved before. By means of appropriate computer
programs it is also possible to obtain an optical image of the surface from
the scan data of the scanning tunnelling microscope.
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When the tip approaches the surface of a specimen up to a distance of few
atomic widths and a voltage is applied, a so-called tunnelling current flows
between the tip and the specimen. While the surface is being scanned, the
distance of the tip from the specimen is kept constant via a feedback loop by
keeping the tunnelling current constant. The movement of the tip produces
the elevation profile of atoms lined up in series. By shifting the tip sideways
a field of scanned lines is produced. Computer processing is used to turn this
into a three-dimensional image of the surface.

On 18th March 1981, it was at last possible to prove that the tunnelling cur-
rent depends on the distance between an extremely fine tip and the surface.
A short time afterwards, atomic gradations on a surface could be shown for
the first time. Finally, in 1985, the capacity of the scanning tunnelling micro-
scope for detailed atomic resolution was recognized unanimously. One year
later, Gerd Binning and Heinrich Rohrer of IBM's Zurich Research Labora-
tory were awarded the Nobel Prize in physics for their pioneering work.
Another great advantage of the scanning tunnelling microscope is its wide
field of applications. It can be used in a vacuum, in the natural environment
in air and even in liquids. This characteristic has led to a variety of appli-
cations in different fields such as metallurgy, electrochemistry and molecular
biology. It allows engineers to obtain an insight into the miniaturization of
electronic components, biologists to investigate the basic components of life
under almost natural conditions, and it also allows chemists to gain a better
understanding of batteries, by directly observing chemical surface reactions
in an electrolytic solution at a molecular level.

(Source: Adapted from [5].)

Atomic Force Microscopy AFM

A rich variety of forces can be sensed by atomic force microscopy. In the non-
contact mode of distances greater than 10 Ä between the tip and the sample
surface, Van der Waals, electrostatic, magnetic or capillary forces produce im-
ages of topography, whereas in the contact mode, ionic repulsion forces take
the leading role. Because its operation does not require a current between
the sample surface and the tip, the AFM can move into potential regions
inaccessible to the Scanning Tunnelling Microscope or image fragile samples
which would be damaged irreparably by the Scanning Tunnelling Microscope
tunnelling current. Insulators, organic materials, biological macromolecules,
polymers, ceramics and glasses are some of the many materials which can be
imaged in different environments, such as liquids, vacuum, and low temper-
atures.
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The basic objective of the operation of the AFM is to measure the forces
at the atomic level between a sharp probing tip, which is attached to a can-
tilever spring, and a sample surface. Images are taken by scanning the sample
relative to the probing tip and measuring the deflection of the cantilever as
a function of lateral position. Typical spring constants are between 0.001 to
100 N/m and motions from microns to approx. 0.1 Ä are measured by the
deflection sensor. Typical forces between tip and sample range from 10~u

to 10~6 N. For comparison the interaction between two covalently bonded
atoms is of the order of 10~9 N at separations of approx. 1 Ä. Therefore,
non-destructive imaging is possible with these small forces.
The electromagnetic wavefield in solids and their surfaces plays an equal and
complementary role to the electron wavefield, a role emphasized by recent
experimental developments. Inverse photoemission observations from Scan-
ning Tunnelling Microscope tips show detailed structure in the visible region
of the spectrum having its origin in electromagnetic resonances between tip
and the surface. In more conventional inverse photoemission experiments,
structure is dominated by surface electronic band structure. The same elec-
tromagnetic fields are responsible for forces acting at large distances between
an AFM tip and the surface in the non-contact mode. The electromagnetic
field comes into its own in nanoscale structures. For atomic scale materials
it remains firmly pinned to its origins in the electron charge but, given more
space, develops a dynamics of its own, more properly described by Maxwell's
equations than by the Schrödinger equation.

The force can be thought to arise from changes in the zero-point energy of the
electromagnetic wavefield, which are caused by bringing the tip close to the
surface. When no observed surface is present, these waves are singly scattered
from the tip and escape to infinity. At the proximity of the observed surface,
however, the waves are multiply scattered between the tip and the surface,
thus modifying the net field, which implies a change in the field energy, i.e.,
a force. To calculate it, the reflection coefficient of the tip and of the surface
to incident electromagnetic waves is needed.

(Source: Adapted from [11].)

Photoemission and Inverse Photoemission

Angle-Resolved photoemission has shed a great light on band structures, both
of metals and nonmetals. The first work is due to W. E. Spicer in 1958. This
was followed, in 1983, by inverse photoemission. The former explores occupied
states, the latter unoccupied states. Photoemission and inverse photoemission
have been used to study bulk bands and surface bands.
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In bulk photoemission a photon is absorbed by an electron in an occupied
state, which makes a transition to an unoccupied state. The external mo-
menta of those final electrons that reach the dipole barrier give direct infor-
mation about the initial momenta and energies of the electrons. In this way
occupied energy bands of many materials have been directly determined by
photoemission.

In inverse photoemission external electrons may penetrate the surface, occupy
unoccupied Bloch states and then emit a photon. From such measurements
direct information about unoccupied states can be obtained.

(Source: Adapted from [36].)

Raman Spectroscopy

Raman microscopy is based on interaction of laser light with lattice vibra-
tions (phonons). The light can either gain a small extra energy from absorb-
ing a phonon or loose some energy by creating a phonon. The population
of phonons depends on the temperature, so the temperature is measured
by the ratio between the Raman peaks at the phonon loss and gain sides.
Since visible light is used, a spatial resolution below 1 micron can readily
be achieved using a conventional microscope, with a temperature resolution
of a few degrees. Semiconductors have very short optical penetration depth
since visible light has energy above the material electronic bandgap. Hence,
Raman scattering provides information from the near surface region.

Raman spectroscopy could be a powerful tool for the diagnosis of arterioscle-
rosis, the build-up of plaques within arteries that can lead to heart attacks
and strokes. Raman can distinguish the spectra of particular molecules in
the plaque, enabling doctors to verify, for instance, how much calcium it
contains.

(Source: Adapted from [58] and [52].)

Reflectance Spectroscopy

Reflectance spectroscopy is the study of light as a function of wavelength
that has been reflected or scattered from a solid, liquid, or gas.

As photons enter a mineral, some are reflected from grain surfaces, some pass
through the grain, and some are absorbed. Those photons that are reflected
from grain surfaces or refracted through a particle are said to be scattered.
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Scattered photons may encounter another grain or be scattered away from
the surface so they may be detected and measured.

Photons are absorbed in minerals by several processes. The variety of absorp-
tion processes and their wavelength dependence allows us to derive informa-
tion about the chemistry of a mineral from its reflected light. The human eye
is a crude reflectance spectrometer: we can look at a surface and see color.
Our eyes and brain are processing the wavelength-dependent scattering of
visible-light photons to reveal something about what we are observing, like
the red color of hematite or the green color of olivine. A modern spectrome-
ter, however, can measure finer details over a broader wavelength range and
with greater precision. Thus, a spectrometer can measure absorptions due to
more processes than can be seen with the eye.

When photons enter an absorbing medium, they are absorbed according to
Beers Law.

Isolated atoms and ions have discrete energy states. Absorption of photons
of a specific wavelength causes a change from one energy state to a higher
one. Emission of a photon occurs as a result of a change in an energy state
to a lower one. When a photon is absorbed it is usually not remitted at the
same wavelength. For example, it can cause heating of the material, resulting
in grey-body emission at longer wavelengths.

In a solid, electrons may be shared between individual atoms. The energy
level of shared electrons may become smeared over a range of values called
"energy bands". However, bound electrons will still have quantized energy
states.

The most common electronic process revealed in the spectra of minerals is
due to unfilled electron shells of transition elements and iron is the most
common transition element in minerals. For all transition elements, unfilled
d orbitals have identical energies in an isolated ion, but the energy levels
split when the atom is located in a crystal field. This splitting of the or-
bital energy states enables an electron to be moved from a lower level into
a higher one by absorption of a photon having an energy matching the en-
ergy difference between the states. The energy levels are determined by the
valence state of the atom, its coordination number, and the symmetry of the
site it occupies. The levels are also influenced by the type of ligands formed,
the extent of distortion of the site, and the value of the metal-ligand inter-
atomic distance. The crystal field varies with crystal structure from mineral
to mineral, thus the amount of splitting varies and the same ion produces ob-
viously different absorptions, making specific mineral identification possible
from spectroscopy.

The unfilled shells of rare earth ions involve deep-lying electrons which are
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well shielded from crystal fields so the energy levels remain largely unchanged.
Thus, absorption bands due to rare earth elements are not diagnostic of
mineralogy but to the presence of the ions in the mineral.

The bonds in a molecule or crystal lattice are like springs with attached
weights: the whole system can vibrate. The frequency of vibration depends
on the strength of each spring and their masses. For a molecule with N atoms,
there are 3iV-6 normal modes of vibrations called fundamentals. Each vibra-
tion can also occur at roughly multiples of the original fundamental frequency.
The additional vibrations are called overtones when involving multiples of a
single fundamental, and combinations when involving different types of vi-
brations.

A vibrational absorption will be seen in the infrared spectrum only if the
molecule responsible shows a dipole moment.

Reflectance spectroscopy shows a wealth of information about mineralogy.
Why, then, is spectroscopy not a more widely used technique? In many cases
spectroscopy is overly sensitive to subtle changes in crystal structure or chem-
istry. This has resulted in confusion in the past. More recently, this sensitivity
has been recognized as a powerful means of studying the structure and com-
position of minerals. Additional problems occur with reflectance spectra due
to scattering and will be discussed below.

Because spectroscopy is sensitive to so many processes, the spectra can be
very complex and there is still much to learn. However, it is because of this
sensitivity that spectroscopy has great potential as a diagnostic tool.

Reflectance spectroscopy can be used without sample preparation, and it
is non-destructive. This makes mapping of minerals from aircraft possible,
including detailed clay mineralogy.

Scattering is the process that makes reflectance spectroscopy possible: pho-
tons enter a surface, are scattered one or more times, and while some are ab-
sorbed, others are scattered from the surface so we may see and detect them.
Scattering can also be thought of as scrambling information. The informa-
tion is made more complex, and because scattering is a non-linear process,
recovery of quantitative information is difficult.

The amount of light scattered and absorbed by a grain is dependent on
grain size. A larger grain has a larger internal path where photons may be
absorbed according to Beers Law. It is the reflection from the surfaces and
internal imperfections that control scattering. In a smaller grain there are
proportionally more surface reflections compared to internal photon path
length, or in other words, the surface-to-volume ratio is a function of grain
size. As the grain size increases, the reflectance decreases.
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Absorptions in a spectrum have two components: continuum and individual
features. The continuum is the "background absorption" onto which other
absorption features are superimposed. The depth of an absorption is related
to the abundance of the absorber and the grain size of the mineral.

Reflectance spectroscopy is a rapidly growing science that can be used to
derive significant information about mineralogy and with little or no sample
preparation. It may be used in applications when other methods would be too
time consuming. For example, imaging spectrometers are already acquiring
millions of spatially gridded spectra over an area from which mineralogical
maps are being made. It is possible to set up real-time monitoring of pro-
cesses using spectroscopy, such as monitoring the mineralogy of drill cores
at the drilling site. Research is still needed to better understand the subtle
changes in absorption features before reflectance spectroscopy will reach its
full potential.

(Source: Adapted from [10].)

Optical charge coupled device (optical CCD) camera

Like many technologies, the Charge-Coupled Device (CCD) started out as
one kind of creature and wound up as something completely different. In-
vented in the late 1960's by researches at Bell Labs, it was initially conceived
as anew type of computer memory circuit. It soon became apparent that
the CCD had many other potential applications, including signal processing
and imaging, the latter because of silicon's light sensitivity that responds to
wavelengths less than 1.1 μm (the visible spectrum falls between 0.4 - 0.7
^m). The CCD's early promise as a memory element has since disappeared,
but its superb ability to detect light has turned the CCD into the premier
image sensor technology.

Similarly to integrated circuits, CCDs begin on thin silicon wafers which are
precessed with a series of elaborate steps which define the various functions
within the circuit. Each wafer contains several identical devices called chips,
each capable of yielding a functional device. Selected chips, based on a variety
of preliminary screening tests, are then cut from the wafer and packed into
a carrier for use in a system.

Image sensing with CCDs is performed using line scanning and area scanning

techniques. CCD imaging is based in a three step process:

(1) Exposure which converts light into an electronic charge at concrete sites
called pixels;
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(2) Charge transfer which moves the packets of charge within the silicon
substrate; and,

(3) Charge to voltage conversion and amplification.

An image is acquired when incident light, in the form of photons, fall on
the array of pixels. The energy associated with each photon is absorbed
by the silicon and causes a reaction to take place. This reaction yields the
creation of an electron-hole pair. The number of electrons collected at each
pixel is linearly dependent on light level and exposure time and non-linearly
dependent on wavelength.

Silicon based CCDs are monochrome in nature. Techniques like color sequen-
tial ore three-chip color allow the construction of color images.

In vivo imaging of cells tagged with light-emitting probes is a powerful new
technology that enables a wide range of biological studies in small research
animals. The use of light-emitting probes, such as flrely luciferase or fluo-
rescent proteins, as a reporter of gene expression in living cells is a well-
established technique for the study of biological activity. Reporters of gene
expression with emission in the red to infrared (i 600 nm) are preferred
due to the low absorption in tissue at these wavelengths. Such probes have
been widely used in vitro where light detection is easily accomplished using
standard photomultiplier tubes or inexpensive CCD arrays for imaging appli-
cations. Detection of light-emitting probes in vivo within small living animals
is also possible due to the semi-transparent nature of mammalian tissue, but
improved instrumentation is required, consisting of high sensitivity low-noise
detectors, a more advanced imaging system, and sophisticated software tools
for interpreting images.

The ability to track light-emitting cells in small laboratory animals such
as mice or rats opens up a wide range of applications in pharmaceutical and
toxicological research. These include in vivo monitoring of infectious diseases,
tumor growth and metastases, transgene expression, compound toxicity, and
viral infection or delivery systems for gene therapy. The ability to detect
signals in real time in living animals without the traditional need to sacrifice
for each data point. This results in higher quality data using fewer animals
and ultimately will speed the process of screening compounds leading to more
rapid drug discovery.

(Source: Adapted from [16] and [48].)
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Digital autoradiography

Autoradiography is a technique that enables scientists to locate the distribu-
tion of radioactive compounds in a sample.
Biological autoradiography takes advantage of the fact that animals and
plants cannot distinguish between stable and radioactive isotopes of the same
elements in their physiological reactions. This enables the path of labelled
compounds to be traced in an organism using nuclear emulsions. This tech-
nique is invaluable in the studies of drugs, pesticides and hormones. Au-
toradiography has provided a useful tool in metallurgy and the study of
chemically reactive surfaces.

Isotopic labelling is by far the most sensitive and quantitative technique
for the measurement of the distribution of molecules of interest in biological
tissues or samples. Drug development has very heavily relied on this technique
for biodistribution and pharmacokinetic studies, and makes now a growing
use of it in the expanding fields of pharmacogenomics and proteomics.
Most beta label autoradiography techniques are based on a two step process
in which a storage screen (film, phosphor screen) stores the energy deposited
by Beta disintegrations, and is consequently scanned to obtain a twodimen-
sional image. Besides being a blind process, it also is a very inefficient process
for low energy Beta labels, and a significant amount of information is lost in
this energy accumulation method, such as quantitation accuracy or energy
discrimination.

Autoradiography instruments based on particle counting techniques, such as
the Beta Imager developed from Georges Charpak gaseous chambers, or the
Micro Imager issued from the IPN in Orsay, offer in comparison a number of
powerful features : real time acquisition, high sensitivity to 3H labels leading
to very high gain in experiment time, and quantitation accuracy.
Recent developments now allow the simultaneous acquisition of dual labelled
samples and consequent filtering of the distribution of each label. This tech-
nique has proven to be very powerful in genomics, both for microarray gene
expression measurements and for in situ hybridization experiments. It is
also an additional tool for the pharmacokinetics and biodistribution of two
metabolites or of two simultaneously administered molecules.

(Source: Adapted from [31] and [12].)

Acoustic Microscopy

Scanning acoustic microscopy (SAM) uses acoustic impedance to produce
high resolution images of a sample's interior structure to detect "difficult-
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to-find" defects, such as interfacial separation. This kind of microscope uses
focused beams to detect acoustic properties. It naturally has a limit of reso-
lution because of Rayleigh diffraction limits of focused beams.

To overcome this resolution limit, the so-called near-field acoustic micro-
scope is developed. The principle of this kind of microscopes is almost the
same: an acoustic wave is produced in a tiny area just in the vicinity of
surface (near-field area) through different interaction mechanisms and by
detecting this acoustic wave, one can gain the acoustic properties of mate-
rials at a high resolution which is not dependent on wavelength. Scanning
Electron Acoustic Microscope (SEAM) and Scanning Probe Acoustic Micro-
scope (SPAM), which are developed from the commercial Scanning Electron
Microscope (SEM) and Scanning Probe Microscope (SPM), are two typical
microscopes of this kind with highest resolution. With these techniques it is
possible to obtain the acoustic properties, which are different from topogra-
phy, at the resolution of micro- and nanometer range.

(Source: Adapted from [44] and [2].)

Photon induced X-ray emissions — PIXE Imaging

Recent advances in technique now permit routine non-destructive analysis
and imaging of fluid inclusion in minerals using Proton Induced X-ray Emis-
sion (PIXE) and beams of 3 MeV protons. Development is continuing to
augment this capability with Proton Induced Gamma-ray Emission (PIGE)
for light element detection and 3D fluid mapping using elastic recoils. Using
PIGE it is now possible to provide images of light elements such as Na and
F.

Energetic protons pass easily through minerals like quartz to depths of more
than 80 μm, and excite X-rays from elements within trapped fluid inclusions.
The X-rays are counted using a cooled germanium or lithium-drifted silicon
detector. By focussing the proton beam to about 1.3 μ^n. in diameter, and
raster scanning the beam over each inclusion, individual fluid inclusions can
be imaged and analyzed non-destructively.

In order to relate the detected X-rays to concentration of an element in
an inclusion, a model has been developed for calculating X-ray yields from
specific 3D inclusion geometries, e.g. inclusion size, shape, density, orientation
and depth. Now by raster-scanning the beam over a fluid inclusion to provide
a uniform dose, and using the 3D model, the method permits the extraction
of the concentration of all detected elements in the inclusion. If there has
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been no loss from the inclusion, this provides the composition of the original
homogeneous trapped fluid.

The high resolution also provides a tool for imaging the internal contents of
individual fluid inclusions.

The sensitivity of the Proton Microprobe enables the analysis of individual
fluid inclusions down to approx. 5 jura in diameter. In typical inclusions (10-
15 μm) ore-related elements (such as Cu, Zn, Au and Pb) can be detected
and analyzed down to concentrations of approx. 20 ppm.

Test performed using synthetic fluid inclusions in quartz have shown the
method to be accurate to 10-15% for undersaturated solutions (no daughter
minerals present). With the presence of daughter minerals, and due to the
uncertainties associated with the positions of these minerals, uncertainties
typically grow to approx. 30%.

The PIXE technique for the non-destructive analysis of fluid inclusions is in
routine use for the analysis of ore-fluids associated with porphyry Cu-Au and
VMS deposits worldwide.

(Source: Adapted from [51].)

Secondary Ion Mass Spectroscopy — SIMS Imaging

Time of Flight Secondary Ion Mass Spectrometry (ToF-SIMS) is a surface
analytical technique used for obtaining elemental and molecular chemical
information about surfaces (static SIMS), as well as, detecting part per billion
(ppb) concentrations of impurities in semiconductors and metals (dynamic
SIMS). All elements, including hydrogen, are detectable by SIMS.
In ToF-SIMS analysis, the sample is placed in an ultrahigh vacuum envi-
ronment where primary ions bombard and sputter atoms, molecules, and
molecular fragments from the sample surface. The mass of the ejected parti-
cles (i.e. secondary ions) are analyzed via time-of-flight mass spectrometry.

In the ToF analyzer, ejected ions are accelerated into the analyzer with a
common energy (but different velocities depending on the particle mass). Due
to the differences in velocities, smaller ions move through the analyzer more
rapidly than the larger ions. The mass of the secondary ions are determined
by their travel time through the analyzer. SIMS is a surface sensitive analysis
method since only the secondary ions generated in the outermost 10 to 20
A region of a sample have sufficient energy to overcome the surface binding
energy and escape the sample surface for detection and analysis.

The mass spectrum identifies the elemental and ion composition of the upper-
most 10 to 20 Ä of analyzed surface from positive and negative mass spectra.
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The high resolution of the ToF analyzer can distinguish species whose masses
differ by only a few millimass units.

During SIMS analysis, the sample surface is slowly sputtered away. Continu-
ous analysis obtains composition information as a function of depth. Depth
resolution of a few A is possible. High sensitivity mass spectra can be recorded
or reconstructed at any depth of the depth profile.

The secondary ion mapping measures the lateral distribution of elements and
molecules on the surface. To obtain a SIMS map, a highly focused primary
ion beam is rastered across the sample surface, and the secondary ions are
collected at specific points. Image brightness at each point is a function of the
relative concentration of the mapped element or molecule. Lateral resolution
is less than 100 nm for elements and 0.5 μm for large molecules.

Typical applications of SIMS are

• Identifying lubricants on magnetic hard discs

• Measuring dopant distributions in semiconductors

• Profiling thickness of insulating films on glasses

• Mapping elemental and molecular patterned surfaces

• Identifying compounds in thin organic films

• Extent of crosslinking in polymers

The sample size cannot exceed 85 mm in any lateral direction, height should
not exceed 20 mm and the sample must be compatible with high vacuum
environment.

(Source: Adapted from [54].)

Capacitive Probe Imaging

The capacitive sensor used does not work on images, but rather on the phys-
ical probe itself. In the chip are 90,000 plates connected to the circuitry that
measures capacitance. Over these plates is a dielectric passivation where the
probe is placed. The probe itself forms the second plate of the capacitor
above each of the 90,000 embedded plates. The ridges and valleys are differ-
ent distances from the underlying plate, so the capacitance is different. The
chip measures this capacitance and converts it into an image.

(Source: Adapted from [20].)
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Compound Imaging

Compound imaging uses several ultrasound beams that strike the tissue from
different angles. This method significantly reduces speckle noise and improves
the contrast of the image.

(Source: Adapted from [32].)

4.2 Molecular Imaging

The term molecular imaging can be broadly defined as the in vivo characteri-
zation and measurement of biological processes at the cellular and molecular
level. In contradistinction to "classical" diagnostic imaging, it sets forth to
probe the molecular abnormalities that are the basis of disease rather than to
image the end effects of these molecular alterations. While the underlying bi-
ology represents a new arena for many radiologists, concomitant efforts such
as development of novel agents, signal amplification strategies, and imaging
technologies clearly devotail with prior research efforts of radiology.

Advances in molecular and cell biology techniques, the ability to decode entire
genomes, the continuous search for new targets, and the unraveling of the
molecular pathways of many diseases have had a marked effect on the way we
practice medicine today. Much research attention has been rightfully directed
towards understanding the cellular and molecular mechanisms of diseases,
but efforts have also been directed toward the development of noninvasive,
high-resolution, in vivo imaging technology. Specially, over the past few years,
in vivo molecular imaging has been identified by the national Cancer Institute
as an extraordinary opportunity for studying diseases noninvasively and, in
many cases, quantitavely at a molecular level. Although there still remains a
scientific gulf between the basic scientists who discover new genes and their
function and the imaging scientists who could transform these discoveries
into noninvasive imaging methods, this gap is rapidly closing.

Molecular imaging is a growing research discipline aimed at developing and
testing novel tools, reagents, and methods to image specific molecular path-
ways in vivo, particularly those that are key targets in disease processes,
while certain imaging techniques that may be defined as "molecular" were
developed decades ago (e. g., imaging with monoclonal antibodies or receptor
imaging with nuclear techniques), it is only recently that a host of needed
adjunct basic research tools have become routinely available. Some of these
tools that can now be build on include molecular cloning, microfabrication,
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chip arrays, robots, X-ray crystallography, fast mass spectrometry, and so-
phisticated computer analysis. These more recently available basic science
tools now allow to answer basic biologic questions in vivo and do this in a
high-throughput fashion. It is expected that the fruits of today's molecular
imaging research will have direct effect on patient care within the next 5-15
years. The current assessment of disease is based on anatomic changes or,
more recently in specialized cases, physiologic changes that are a late mani-
festation of the molecular changes that truly underlie disease. Direct imaging
of these molecular changes will directly affect patient care by allowing much
earlier detection of disease. Potentially it may be possible to image molec-
ular changes that are currently defined as "predisease states", which would
allow intervention at a time when the outcome is most likely to be affected.
In addition, by directly imaging the underlying alterations of disease, it will
potentially be possible to directly image the effects of therapy.

To image specific molecules in vivo, several key criteria must generally be
met:

(a) availability of high-affinity probes with reasonable pharmacodynamics;

(b) the ability of these probes to overcome biologic delivery bassiers (vas-
cular, interstitial, cell membrane);

(c) use of amplification strategies (chemical and biologic), and

(d) availability of sensitive, fast, high-resolution techniques.

In a typical scenario, all four prerequisites must be met for successful in vivo
imaging at the molecular level.

Molecular information can be obtained with some but not all of the presently
used "high-end" imaging technology. Despite recent advances in imaging
technology, further improvements in current imaging modalities and explo-
ration of new modalities are still at the center stage of molecular imaging
research. For example, the development of optical imaging technology (in-
cluding diffuse optical tomography, phase-array detection, photon counting,
near-infrared fluorescence imaging), high-spatial-resolution MNR and nuclear
imaging techniques (e.g., micro-MR, micro-PET) play an important role in
the field. Improving spatial resolution now allows imaging of mouse models
of human disease, and imaging findings and concepts can thus be directly
translated into a clinical context.
The following subsections will give some applications of molecular imaging.

(Source: Adapted from [63].)
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The Human Genome Project

The entire body of genetic information required to form and sustain life is
contained in the DNA molecule. Most living entities, including viruses and
bacteria, fungi, plants, animals, and humans use this universal instruction
language. The Human Genome Project is an effort to decipher the specific
sequences of all human genes. The impact of the Human Genome Project is
expected to revolutionize medical practice and biologic research well into the
21st century. For the first time, we will have the specific codes that govern
life.

The role of imaging in these efforts and its applications in gene therapy
have been largely unexplored until recently. Yet, the influence of the Human
Genome Project on diagnostic imaging will be widespread, both in experi-
mental research and in clinical applications.

(Source: Adapted from [63].)

Clinical Gene Therapy

Gene therapy has been heralded as a potential revolution in medicine because,
for the first time, a therapy is aimed at correcting the cause of disease rather
than treating phenotypic symptoms. Gene therapy also represents a platform
technology that can be applied to a wide range of diseases and targets. In an
ex vivo gene therapy approach, cells are removed from the patient, treated,
and then introduces again. In the in vivo approach, the gene (in the form
of a vector) is directly administered to the patient. It is clear that recent
improvements in the manufacturing process for adenoviruses, retroviruses
and others have generated the need for in vivo imaging of both vector and
target distribution, as well as in vivo imaging of the resultant transgene
expression.

(Source: Adapted from [63].)

Gene Delivery

For gene therapy vectors to work, they must be delivered efficiently to the
intended target. Although systemic intravenous administration of a vector is
occasionally performed, more common application strategies include stereo-
tactic and focal image-guided applications. Localization and quantification
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of viral accumulation in vivo will enable detailed analysis of viral and or-
gan interactions critical for advancing the therapeutic use of ever increasing
number of developed vector systems.

(Source: Adapted from [63].)

Exogenous marker genes

Given the availability of animal models and vectors, ease of molecular cloning
techniques, and relevance to clinical applications, the field of gene expression
imaging has recently boomed. A moderate number of imaging marker genes
(i.e., gene products that can be detected with different imaging modalities)
have been described. The choice of a specific system depends on the imaging
requirements (single or repeated), spatial resolution and several other factors.

(Source: Adapted from [63].)

Angiogenesis, Apoptosis and other imaging fields

Angiogenesis: Angiogenesis occurs physiologically during embryonic devel-
opment, the female reproductive cycle, wound healing, and hair growth and
describes the growth and remodeling of primitive vascular network into a
complex one. Up regulation and/or down regulation of the angiogenic pro-
cess are central to approximately 30 diseases, including cancer, cardiovascu-
lar disease, immunologic disease, and diabetes. Understanding the molecular
basis of angiogenic control is slowly emerging.

Despite the continued development of angiogenesis inhibitors, a notable prob-
lem has been the need for surrogate markers to monitor drug effects. It has
become clear that imaging of physiologic or molecular markers may be the
most fruitful avenue yet to aid in the evaluation of response. A number
of imaging techniques, in particular fMRI and nuclear techniques that rely
on first-pass or equilibrium contrast material enhancement, are available for
studying microvascular circulation.

The attractiveness of imaging and treating the same molecular target is ob-
vious and may allow the earliest target assessment possible. More experi-
mentation is needed to validate new imaging strategies and translate them
into the clinic. Once validated, the new approaches can be used to answer
questions such as the following: Is administration of a single antiangiogenic
agent sufficient? Do we deliver sufficient inhibitors to their targets? Do the
inhibitors truly affect their target in vivo? While these questions arc highly
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relevant in tumor treatments, there are many other applications that will
also ultimately benefit from this type of imaging research.
Apoptosis: Apoptosis is a physiologic form of programmed cell death criti-
cal for organ development, tissue homeostasis, and removal of defective cells
in vivo without causing a concomitant inflammatory response. Apoptosis de-
pends on the recognition of multiple extracellular and intracellular signals,
integration and amplification of signals, and activation of a family of effec-
tor proteases called caspases. Defects in control of apoptotoc pathways may
contribute to a variety of diseases, such as AIDS, ischemia, stroke and others.

For the development and evaluation of treatment drugs it is critical to assess
drug efficacy at the molecular level either by imaging caspase activity directly
or by imaging other downstream effects.

Other topics: Through the specific examples of angiogenesis and apoptosis
it becomes apparent how molecular imaging techniques will devotail with
other developments. They have and will have great impact on topics like
signal transduction, stem cell biology and cell-based therapy, antisense tech-
nology, cell cycle control, immunotherapy, drug resistance and many others.

(Source: Adapted from [63].)

4.3 Imaging of small animals

While the examples in the previous subsection highlight recent advances
in molecular imaging, there has also been a recent interest in phenotypic
imaging. Molecular geneticists looking for ways to model human diseases
and companies testing new drugs are creating an unprecedented demand for
transgenic or knockout mice (which have one or more of their 80,000 genes
disabled). This demand is due for one, to the ability to fine tune genetic
alterations of model mice. The low maintenance cost, fecundity, and genetic
similarity of mice to humans are other factors.

With regard to imaging of small animals, the size of the imaged object, the
total volume that must be evaluated, the spatial resolution (voxel size) nec-
essary for meaningful in vivo data, and the total time that may be dedicated
to acquiring an image are quite different for a 20 g mouse than for a 70 kg
person. Instrumentation requirements reflect these differences and can be ex-
ploited to maximize the information that can be obtained from small-animal
models of disease states.

(Source: Adapted from [63]. See also [64].)
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4.4 Imaging techniques

Classical image manipulation methods as described in subsection 3.2 are
developed and used for biological imaging with similar intentions to those in
medical imaging. However, it is important to find an adequate noise model for
each bio-imaging modality. Compression does not yet play an important role
in biological imaging, since there is no sensitive patient data to be transmitted
in real time. Approximation and interpolation problems in biological imaging
leads to similar models and solutions as in medical imaging.

There is not much literature yet on soft computing in biological image pro-
cessing and analysis. With respect to the impressive results in genomic anal-
ysis with Statistical methods and neural networks, soft computing could be
an interesting new modelling approach.

In these days, real time processing is not important in biological imaging,
yet. But this could change quickly with the continuous understanding of
biochemical mechanisms in cells. As these discoveries can be used for the
treatment of human diseases, real time imaging of biochemical processes in
the body will apparently be relevant.

The main topic today is modelling and visualization of biological and chem-
ical processes on the nano-scale. These questions we will consider in the
following subsection.

4.5 Modelling and Visualization

Protein structure and genomic sequences

For research in problems in protein folding and genomics computational and
mathematical techniques play an important role. Mathematical models of
virus shell assembly, for protein motive recognition, for beta-helix fold in
protein sequence data and others help to analyze these structures and pro-
cesses and lead to visualization models.

Proteins are organic molecules which have interesting geometric features, but
they don't easily fit the type of structures favored by mathematicians. They
don't quite fit on lattices, for example, although lattice models have been
proposed. They do form discrete models of helices and can be analyzed using
a discrete version of the classical Frenet frame plus some techniques from the
theory of space groups. Most of the information known about the structure of
proteins has been obtained through the science of x-ray crystallography. NMR
is a tool which is being used to find the structure of proteins which cannot
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by crystallized in their native environment. In solid state NMR, orientational
constraints are used to find structures.

(Source: Adapted from [3] and [47]. See also [18].)

Cell Activity

To analyze cell activity such as bursting oscillations in excitable nerve cells,
the electrical activity of pancreatic cells or synaptic transmitter release math-
ematical models involving nonlinear ordinary differential equations, dynam-
ical system theory, bifurcation analysis, and computer simulation.

(Source: See [4].)

4.6 Hyperspectral imaging

Hyperspectral imaging is often referred to as multispectral imaging, ultra-
spectral imaging or just spectral imaging.

Spectral image cubes are analogous to a stack of pictures of an object, a sam-
ple, or a scene, where each image is acquired at a narrow spectral band. Each
pixel in the image cube, therefore, represents the spectrum of the scene at
that point. The nature of imagery data is typically multidimensional, span-
ning three spatial, one spectral, and one temporal dimensions. Each point
in this multidimensional space is described by the intensity of the radiance
which is emitted, reflected, or a combination of both depending on the phe-
nomenology under investigation. Since detector arrays in image capture de-
vices are two dimensional at most, they can only capture two dimensions of
the data at one time, and another dimension displaced in time. In mobile
applications (e.g., air- or space-borne, or a moving web or a conveyor belt) a
sensor builds an image cube (x-y-1 dimensions) in a pushbroom fashion, by
capturing typically one spatial and the spectral dimensions in each camera
frame, while the second spatial dimension is captured displaced in time. In
stationary applications (e.g., a sample under a microscope) it is possible to
capture two spatial dimensions in each camera frame, while the spectrum
axis is displaced in time. For rapid time-varying events, other techniques al-
low the construction of sensors that capture the three x-y-1 dimensions in a
single camera frame. Capturing image cubes in stationary applications can
be accomplished by swapping narrow band pass filters in front of the camera
lens, but a more elegant, convenient, and versatile solution is afforded by the
use of electronically tunable filters (ETF).
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Agriculture: Agriculture is moving today towards "precision farming" tech-
niques in which crop management is performed on a local basis, rather than
field wide. This requires the ability to detect and identify spatial distribution
of crop stress in monoculture plots. Once identified, using multi- or hyper-
spectral imaging techniques, local treatment may be applied (e.g., irrigation,
fertilization, insecticide or herbicide). The approach has broad implications
on production costs and the environment management. Present efforts are
directed towards remote sensing applications. These Images allow careful
study of the various spatial features of objects that can be then used to sup-
port remote sensing of similar objects. Such detailed spatial data distribution
are lost when conducting field measurements with a non imaging (e.g., fiber
optics) spectrometer, that integrates a significant extent of the scene.

Medical spectral imaging: Biological tissue exhibits unique spectra in
induced or auto fluorescence, and in transmission or reflection. Spectral dif-
ferences in tissue pathology may be spatially resolved using imaging spec-
troscopy. Hyperspectral imaging can work with a variety of spectroscopic
techniques: fluorescence, reflectance, light-scattering, and Raman. Some tech-
niques give structural information. Light-scattering spectroscopy, for instance,
can measure the distribution of the sizes of cell nuclei or the density of chro-
matin in genetic material. Fluorescence can take the advantage of naturally
occurring fluorescence or be enhanced with fluorescing dyes that bind to spe-
cific materials in the body. Most such dyes are well understood and well
accepted in medicine.

Other applications of imaging spectroscopy include human color vision,
color perception and image understanding, forensics, pharmaceutical, man-
ufacturing, archaeology and art, inspection, military target detection based
on spectral and polarization properties and true color night vision.

(Source: Adapted from [24] and [52]. See also [30], [22], and [23].)

4.7 Synthetic Aperture Radar

Environmental monitoring, earth-resource mapping, and military systems re-
quire broad-area imaging at high resolutions. Many times the imagery must
be acquired in inclement weather or during night as well as day. Synthetic
Aperture Radar (SAR) provides such a capability. SAR systems take ad-
vantage of the long-range propagation characteristics of radar signals and
the complex information processing capability of modern digital electronics
to provide high resolution imagery. Synthetic aperture radar complements
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photographic and other optical imaging capabilities because of the minimum
constraints on time-of-day and atmospheric conditions and because of the
unique responses of terrain and cultural targets to radar frequencies.

Synthetic aperture radar technology has provided terrain structural informa-
tion to geologists for mineral exploration, oil spill boundaries on water to
environmentalists, sea state and ice hazard maps to navigators, and recon-
naissance and targeting information to military operations. There are many
other applications or potential applications. Some of these, particularly civil-
ian, have not yet been adequately explored because lower cost electronics are
just beginning to make SAR technology economical for smaller scale uses.

Consider an airborne SAR imaging perpendicular to the aircraft velocity.
Typically, SARs produce a two-dimensional (2-D) image. One dimension in
the image is called range (or cross track) and is a measure of the "line-
of-sight" distance from the radar to the target. Range measurement and
resolution are achieved in synthetic aperture radar in the same manner as
most other radars: Range is determined by precisely measuring the time
from transmission of a pulse to receiving the echo from a target and, in the
simplest SAR, range resolution is determined by the transmitted pulse width,
i.e., narrow pulses yield fine range resolution.

The other dimension is called azimuth (or along track) and is perpendic-
ular to range. It is the ability of SAR to produce relatively fine azimuth
resolution that differentiates it from other radars. To obtain fine azimuth
resolution, a physically large antenna is needed to focus the transmitted and
received energy into a sharp beam. The sharpness of the beam defines the az-
imuth resolution. Similarly, optical systems, such as telescopes, require large
apertures (mirrors or lenses which are analogous to the radar antenna) to
obtain fine imaging resolution. Since SARs are much lower in frequency than
optical Systems, even moderate SAR resolutions require an antenna physi-
cally larger than can be practically carried by an airborne platform: antenna
lengths several hundred meters long are often required. However, an airborne
radar could collect data while flying this distance and then process the data
as if it came from a physically long antenna. The distance the aircraft flies in
synthesizing the antenna is known as the synthetic aperture. A narrow syn-
thetic beamwidth results from the relatively long synthetic aperture, which
yields finer resolution than is possible from a smaller physical antenna.

Achieving fine azimuth resolution may also be described from a doppler pro-
cessing viewpoint. A target's position along the flight path determines the
doppler frequency of its echoes: Targets ahead of the aircraft produce a pos-
itive doppler offset; targets behind the aircraft produce a negative offset. As
the aircraft flies a distance (the synthetic aperture), echoes are resolved into
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a number of doppler frequencies. The target's doppler frequency determines
its azimuth position.

Transmitting short pulses to provide range resolution is generally not practi-
cal. Typically, longer pulses with wide-bandwidth modulation are transmit-
ted which complicates the range processing but decreases the peak power
requirements on the transmitter. For even moderate azimuth resolutions, a
target's range to each location on the synthetic aperture changes along the
synthetic aperture. The energy reflected from the target must be "mathemat-
ically focused" to compensate for the range dependence across the aperture
prior to image formation. Additionally, for fine-resolution systems, the range
and azimuth processing is coupled (dependent on each other) which also
greatly increases the computational processing.

(Source: Adapted from [41].)
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Bildgebende Verfahren der medizinischen Dia-
gnostik

Gerhard Winkler*

Zusammenfassung

Dieser Beitrag ist als knappe Einführung in bildgebende Verfahren gedacht.
Diese sind seit geraumer Zeit in der medizinischen Diagnostik und Forschung
etabliert und gewinnen immer noch an Bedeutung. In der Zukunft werden sie
auch in anderen Bereichen der Bio- und Lebenswissenschaften eine wichtige
Rolle spielen. So finden die meisten Eingang in das sich rapide entwickelnde
Feld des Molecular Imaging.
Es ergeben sich Überschneidungen mit dem Essay von B. Forster und R.
Lasser, [2]. Andererseits stellt er auch eine Einleitung zu dem Artikel über
die Radontransformation [12] von G. Winkler in diesem Band dar.
Es wurden keine medizinischen Abbildungen aufgenommen, da hierzu ex-
zellente Literatur in Fülle existiert. In Fußnoten wird auf Illustrationen in
Standardwerken hingewiesen.
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Kapitel 1

Vorbemerkungen

In dieser Einleitung werden einige wichtige Begriffe geklärt, die wichtigsten
Anwendungsbereiche der Bild- und Signalanalyse im medizinischen Bereich
erwähnt und die Prinzipien einiger bildgebender Verfahren skizziert. We-
der Vollständigkeit noch mathematische oder physikalische Präzision werden
beansprucht. Wir beschränken uns auf die 'klassischen' Methoden, die im
Prinzip - modulo wesentlich verbesserter Gerätetechnik - immer noch das
Arsenal der (klinischen) Technologie umfassen. Dramatisch geändert hat sich
allerdings der Grad der Anwendung der modernen bildgebenden Verfahren,
was mit einer Kostenexplosion einhergeht, zugunsten wesentlich verbesserter
Diagnostik.

Dieses Sammelwerkchen ist im Hinblick auf den Begriff des 'Molecular Ima-
ging' zu verstehen, unter dem sowohl klassische, als auch in der Entwicklung
befindliche, und sogar zukünftige Verfahren der Bildgebung zusammenge-
faßt werden. Er ist qualitativ ähnlich zu dem immer häufiger verwendete
Begriff der 'Life sciences', der eine Zusammenfassung klassischer Disziplinen
wie Mikro- und Molekularbiologie, Teilen der Medizinischen Forschung, Bio-
physik, insbesondere Genomik, Proteomik und Metabolomik, unter Einbezie-
hung endogener und in letzter Zeit verstärkt, auch exogener Einflußgrößen
meint. Insofern ist 'Molecular Imaging' eng mit 'Life Sciences' verflochten,
wenn nicht ein Teilgebiet des letzteren. Die absehbare zukünftige Entwicklung
scheint einerseits in der Digitalisierung, z.B. der Röntgendiagnostik, und an-
dererseits in der Zusammenführung physikalisch und technisch verschiedener
Ansätze, deren Matching, zu bestehen. Letzteres hat das Ziel, einen Infor-
mationsgewinn durch Zusammenführung verschiedener Meßdaten aus unter-
schiedlichen Quellen zu erlangen. Hier sind mathematische und statistische
Modellierung und Interferenz besonders gefragt.
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1.1 Signale und Bilder

Wir werden nun spezieller. Zunächst diskutieren wir grundlegende Begriffe
und geben einen Ausblick auf die abzuhandelnden Themen.
Die Gebiete Signal- und Bildverarbeitung bzw. Analyse lassen sich inhaltlich
streng genommen nicht trennen. 'Bilder' sind ja mehrdimensionale Signale,
insbesondere wenn man unter den Begriff beliebige Intensitätsmuster sub-
summiert.
Die Unterscheidung zwischen Signal und Bild rührt eher von den eingesetzten
theoretischen und technischen Methoden her. Eindimensionale Größen, die
also nur von einem Parameter - meist als Zeit interpretiert - sind natürlich
leichter zu handhaben als mehrdimensionale, bei denen i.a. Korrelationen
zwischen den Koordinaten vorliegen. Außerdem wächst die zur Auswertung
benötigte Rechenleistung mit der Dimension beträchtlich. Deshalb wurden
früher vor allem eindimensionale Signale bearbeitet, während jetzt mehrdi-
mensionale zunehmend auch in der Praxis an Bedeutung gewinnen.
Im Gegensatz dazu sollte man die Begriffe 'Verarbeitung' und 'Analyse' von
Signalen auseinanderhalten. Während 'Verarbeitung' im wesentlichen eine
Transformation der Daten (z.B. Filtern) meint, die meist linearer Natur
ist, bedeutet 'Analyse' die Interpretation der Daten ('dieses Bild zeigt einen
Hund', 'dieser Abschnitt des EEG weist auf Epilepsie hin'), was notwendig
nichtlineare Verfahren erfordert.
Schließlich noch ein Wort zum Begriff 'medizinisch'. Selbstverständlich sind
die Methoden der Bildverarbeitung und -Analyse allgemein anwendbar. Fast
alle in der Medizin angewandten Technologien sind in der Biologie und zum
Teil auch in der Technik einsetzbar, zumindest wenn man sie in gewisser
Allgemeinheit betrachtet. Die zerstörungsfreie Inspektion eines Körpers z.B.
kann bei (menschlichen) Patienten, Pflanzen oder Tieren, sonstigen Geweben
oder auch teuren Werkstücken nützlich sein. Verwandte Methoden greifen
auch in der Astronomie und der Mikroskopie. Wollte man dem Attribut 'me-
dizinisch' wirklich Geltung verschaffen, so müßte man sich auf spezifisch me-
dizinische, also sehr spezielle Gesichtspunkte einschränken. Dies ist aufgrund
des unterstellten Vorwissens nicht möglich und auch nicht erstrebenswert.
Somit werden wir uns mit einigen grundlegenden Prinzipien der Bildverarbei-
tung auseinandersetzen und diese (unter anderem) durch ihre Anwendungen
in der Medizin motivieren.

Abschließend sei noch das Wort 'digital' kommentiert. Natürlich ist die kon-
krete rechnerische Verarbeitung der Signale letztlich digital. Andererseits sind
die zu untersuchenden Objekt praktisch immer kontinuierlich. Eine systema-
tische Theorie muß sich also auch mit kontinuierlichen Größen, die anschlie-
ßend digitalisiert werden, beschäftigen.
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Ein Bild im landläufigen Sinne wäre ein zweidimensionales Muster von Grau-
werten oder Farben, d.h. ein Intensitätsmuster sichtbarer Strahlung. Solche
Bilder liegen unmittelbar z.B. bei der optischen Mikroskopie vor. Sie können
nach Digitalisierung im üblichen Sinne be- und verarbeitet oder analysiert
werden. Die Einschränkung auf solche Muster wäre allerdings zu eng, da ge-
rade in der Medizin verschiedenartigste Strahlungen oder Wellen eingesetzt
werden. Neben der optischen Mikroskopie ist z.B. die Elektronenmikroskopie
von entscheidender Bedeutung. Man denke auch an Röntgenaufnahmen, Ul-
traschall, Tomographie in ihren unterschiedlichsten Varianten, etc. In diesen
Fällen geht es erst ein Mal um die Erzeugung eines beschaubaren Bildes aus
den aufgenommenen Signalen.

1.2 Versuch einer Systematik

Um uns einen groben Überblick über die gängigen Methoden zu verschaf-
fen, ziehen wir [13], Band I, Kapitel 26, zu Rate. Unter 'Biomedical Image
Analysis' findet man in Kapitel 26:

1. Mikroskopische Bildanalyse: Biologie und Pathologie

(a) Überblick

i. Optische Mikroskopie

ii. Elektronenmikroskopie

iii. Autoradiographic

iv. Gel-Elektrophorese und Chromatographie

v. Digitalisierung in der Biologie

(b) Analyse optischer medizinischer Bilder

i. Vorverarbeitung

ii. Morphometrie

iii. Bildanalyse in der Pathologie

(c) Makroskopische Bildanalyse: Radiologie, Psychiatrie, Kardiologie,
und Ophtalmologie1

i. Computergestützte Analyse medizinischer Bilder

ii. zeitabhängige Bilder

iii. Stationäre nichtinvasive Bilder

iv. tomographische Rekonstruktion

1 Augenheilkunde
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v. Röntgen-Computertomographie

vi. Positron-Emissionstomographie

vii. Magnetische Resonanztomographie

viii. Nuklearmedizin

ix. Ultraschallbildanalyse

x. Dianographie

xi. Ophtalmographie

xii. Elektroenzephalographische Tomographie

Dies ist der Stand von 1986, der heute sicher nur noch eine Teilmenge der
verwendeten Techniken darstellt, von der Praxis her gesehen der Wirklichkeit
aber noch recht nahe kommt. Eine genauere Übersicht wird in [2], dieser
Band, gegeben.



Kapitel 2

Bildgebende Verfahren

Wir skizzieren die Wirkungsweise einiger bildgebender Verfahren, die vor al-
lem im medizinischen Bereich eingesetzt werden. Die Skizzen der Wirkungs-
weisen sind grob und lassen viele Aspekte außer betracht.

2.1 Optische Mikroskopie

Methoden der Bildverarbeitung können natürlich sowohl im Forschungs- als
auch im klinischen Labor eingesetzt werden. In der Praxis handelt es sich oft
um Standardverfahren zur Bildverbesserung wie Histogrammtransformatio-
nen oder Filterung, Extraktion quantitativer morphometrischer Daten, 3-D
Rekonstruktionen aus 2-D Schichtbildern usw. Standardisierte Methoden für
diagnostische Tests für Blutzellen, Gewebeproben, Abstriche, Chromosomen-
präparate etc. werden angewandt. Im wesentlichen sollen die Verfahren die
Fachkräfte unterstützen und entlasten.
Den praktischen Einsatz sollte man allerdings nicht überschätzen. Dies liegt
zum einen an den hohen Gerätekosten und zum anderen an den oft sehr
speziellen Problemstellungen, für die Software zu vernünftigen Preisen nicht
am Markt ist. Häufig werden hausinterne Verfahren handgestrickt. Hier ist
der Einsatz der Bildverarbeitung praktisch in den Anfängen. Anders verhält
es sich im Bereich der Großforschung, wo die Chance zur integrierten und
übergreifenden Implementierung besteht.
Trotzdem liegen interessante Problemstellungen vor. Software zur Zählung
von Zellen gewissen Typs in einem Schnittbild z.B. benutzen ein vielfältiges
Arsenal an klassischen Techniken wie Histogrammegalisierung, Hoch- und
Tiefpaßfilterung, Thresholding, Erosion etc. Andere Probleme treten z.B.
bei der Pathologie auf. Aus 2-D Schnitten soll ein 3-D Objekt rekonstru-
iert werden. Die Probleme liegen im Detail. Hier wird das Objekt in Paraffin
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gegossen und dann in feine Streifen geschnitten. Die Schichten werden da-
bei gefältelt. In einer Flüssigkeit wird das Paraffin wieder abgelöst, wobei
sich die Schichten glätten. Unglücklicherweise treten dabei gleich mehrere
Störfaktoren auf: Die Schichten quellen unterschiedlich und nehmen dabei
unterschiedliche Gestalt an, Stücke brechen heraus und neue Falten können
entstehen. Das Matchen von sich in verschiedenen Schichten entsprechenden
Punkten wird also erheblich erschwert.
Das verbreitetste Instrument ist das Brightfield-Mikroskop. Im durchschei-
nenden Licht sind mehr oder weniger lichtundurchlässige Körper erkennbar.
Pigmentarme Objekte müssen eingefärbt werden, was eine eigene Kunst ist.
Lebende Organismen können damit nur eingeschränkt untersucht werden.
Das Phasen-Kontrast-Mikroskop wird üblicherweise zur Untersuchung leben-
den Materials ohne vorhergehende Färbung eingesetzt. Das entstehende Bild
ist eine Funktion der Variation des Brechungsindexes im Material. Somit wer-
den vor allem Ränder hervorgehoben. Hier werden Fourier-Filtertechniken
eingesetzt.
Polarisations-Mikroskopie (POL) und differentielle Interferenz-Kontrast-Mi-
kroskopie (DIC) werden zu ähnlichen Zwecken eingesetzt. Erstere sind Modi-
fikationen des Brightfield-Mikroskops, wobei verschiedene Polarisationsfilter
eingesetzt werden. Bei letzterem werden spezielle Prismen verwendet. Es gibt
den Gradienten des Brechungsindexes wieder.
POL und DIC Bilder sind oft sehr wenig mit menschlichen Sehgewohnheiten
verträglich. Bildverabeitung wird deshalb herangezogen.

2.2 Röntgendiagnostik

Hier wird die Probe von Röntgenstrahlen durchquert. Aufgenommen wird
die auf ein Medium wie z.B. eine Filmfolie auftreffende Strahlung. Die Be-
trachtung erfolgt im durchscheinenden Licht, an Monitoren etc. Wir werden
nicht näher auf die Physik dieser Vorgänge eingehen. Trotzdem erwähnen wir
einige grundlegende Fakten (vgl. [7]).1

Röntgen- und Gammastrahlen sind elektromagnetische Wellen sehr kurzer
Wellenlänge. Gewisse Eigenschaften können aber nur durch ihren Quanten-
charakter erklärt werden. Unter Röntgenstrahlung im engeren Sinne versteht
man die Strahlung, die durch Abbremsung von Ladungsträgern hoher Ge-
schwindigkeit entsteht. (Energiereichere Strahlung entsteht zum Beispiel bei
radioaktivem Zerfall, d.h. sie hat ihre Ursache nicht allein in der Elektro-
nenhülle, sondern im Atomkern.)

Bilder: [7], [5], S. 1-57
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Ein Elektron mit Elementarladung e = 1, 6-1CT19 As kommt bei freier Strecke
von Kathode2 zu Anode (dem Target) 3 unter einer Potentialdifferenz U mit
der Energie

E = e-U

an der Anode an. Durch Abbremsung entsteht Strahlung der Wellenlänge A
bzw. der Frequenz v, wobei v = c/X mit der Lichtgeschwindigkeit c = 2,998 •
108 m/s. Andererseits gilt E = h-v mit dem Planckschen Wirkungsquantum
h = 6,625 • 1(T34 Js. Somit ist

e-U = h-c/X, A = ^ .
e • U

Einsetzen und Umrechnung der Einheiten ergibt dann maximale Größen

1 24•10~9

XyrenM) = ^ ( j fcy) , »V«, O»"*) = 2 ' 4 2 " W " U (kV).

Es kommen aber auch niedrigerfrequente Strahlungsanteile vor.
Solch kurzwellige Strahlung (hoher Quantenenergie) kann Materie gut durch-
dringen. Ein Teil geht dem primären Strahlenbündel durch Wechselwirkung
verloren. Dies nutzt man zur Erzeugung von Abbildungen des Körperinneren.
Wir verwenden den in der Physik üblichen Formalismus.
Die Anzahl dN der mit einer Schicht der (infinitesimalen) Dicke dx wechsel-
wirkenden Quanten ist proportional zur Schichtdicke und der Zahl der auf-
treffenden Quanten. Die Proportionalitätskonstante μ ist der 'totale Schwächungs-
koeffizient' (total attenuation coefficient):

dN - -ßN dx,

d.h.
N = No e-"d,

mit der Schichtdicke d.
Dies gilt nur für dünne homogene Schichten und konstante Energie hv der
einfallenden Quanten. Bei Vorliegen eines Spektrums ist über dieses zu inte-
grieren, /i hängt von Dichte und Ordnungszahl der Materie, sowie hv ab.
Die Schwächung beruht auf drei Effekten.
(a) Photoeffekt. Trifft ein Quant auf ein Hüllenelektron geringerer Bindungs-
energie, so fliegt dieses als freies Photoelektron heraus. Seine Energie ist die
um die Bindungsenergie verringerte Energie des Quants. Das entstehende

2-Pol
3+ Pol
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Elektronenloch wird durch ein Elektron aus äußeren Hüllen gefüllt. Die hier-
bei frei werdende Energie wird in Form eines elektromagnetischen Quants
emittiert.
(b) Streuung. Das Quant kann auch direkt mit einem Hüllenelektron wech-
selwirken. Es verläßt die Hülle dann in neuer Richtung. Behält es dabei seine
volle Energie, so liegt kohärente oder Rayleigh-Strahlung vor. Sonst heißt der
Effekt inkohärente Strahlung oder Compton-Effekt.
(c) Paarbildung. Ist die Energie des Quants höher als 1,022 MeV, so kann das
Quant mit dem Coulombfeld des Kerns ein Elektron-Positron-Paar bilden.
Dieser Effekt ist im vorliegenden Fall nicht von Bedeutung.
Der inverse Effekt ist die Vereinigung eines Positrons mit einem Elektron

e+ + e~ —> 27

unter Bildung zweier 511-keV-Gammaquanten. Diese fliegen in entgegenge-
setzter Richtung auseinander und sind Grundlage für die Positronenemissi-
onstomographie (PET), mit der wir uns später beschäftigen werden.
Die entstehende Streustrahlung bildet einen Streustrahlenschleier, der in er-
ster Näherung einer homogenen Zusatzbelichtung entspricht. Dies führt zu er-
heblicher Kontrastminderung. Für Beckenaufnahmen beträgt der Anteil der
Streustrahlung ca. 85% !4. Dem versucht man u.a. durch Kollimatoren zu be-
gegnen, die nur Strahlen spezieller Richtungen durchlassen. Damit verlängert
sich wiederum die Belichtungszeit, also auch die Strahlenbelastung.
Es werden mehr oder weniger klassische Bildverarbeitungstechniken einge-
setzt. Eine witzige Art der 'Filterung' ist z.B. das 'Verwischen' oder 'Ver-
atmen'. Für Aufnahmen der Halswirbel wählt man etwa die Belichtung so,
daß der Patient den Mund öffnen und schließen kann. So wird der störend
überlagernde Unterkiefer weggewischt. Alternativ können auch R-Quelle und
Target scherend so bewegt werden, daß das interessierende Objekt scharf ab-
gebildet und der Rest verwischt wird ('konventionelle Tomographie')5. Ähn-
lich funktioniert die transaxiale Tomographie, bei der die Röntgenquelle fest
bleibt, aber Patient und Film rotieren6. Die Rotation wird so ausgeführt,
daß die interessante Region im Körper stets derselben Region auf dem Film
entspricht, der Rest aber auf dem Film wandert und so verwischt wird. Diese
Methoden verlieren durch neue Tomographieverfahren an Bedeutung.
Die digitale Subtraktionsangiographie (DSA) dient der scharfen Darstellung
von mit Kontrastmittel markiertem Gewebe. Hier kommt eine der primi-
tivsten Bildverabeitungstechniken zum Einsatz: Das Maskenbild, d.h. eine

4Bild [7], S. 251
5Bild [5], S. 2
6Bild [4], S. 29
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Aufnahme ohne Kontrastmittel wird einfach vom Füllungsbild mit Kontrast-
mittel subtrahiert. Dies wurde ursprünglich durch gleichzeitige Sicht durch
das Füllungsbild und ein Positiv der Maske bewerkstelligt!7 Fensterung der
Grauwerte und deren anschließend Aufspreizung dienen der Kontrasthebung,
Hochpaßfilterung der Bildverbesserung8.
Ein wesentliches Problem ist die Strahlenbelastung, die bis vor kurzem dra-
matisch unterschätzt wurde. Diese Problematik spielt vor allem bei Reihen-
untersuchungen wie den Mamma Screenings eine wesentliche Rolle. Von Sei-
ten des IBB liegen Untersuchungen in Zusammenarbeit mit dem Institut für
Strahlenschutz zum Thema der Niedrigdosismammographie vor, siehe z.B.
[10] und [3].

Abbildung 2.1: : Wilhelm Conrad Röntgen, geboren am 27. März 1845 in
Lennep (Remscheid), gestorben am 10. Februar 1923 in München. Physiker,
der die später nach ihm benannten Röntgenstrahlen entdeckte und damit
bedeutende Grundlagen für die moderne Physik lieferte. Röntgen war der
erste Physiknobelpreisträger.

Im Jahre 1995 jährte sich übrigens die Endeckung der Röntgenstrahlen (X-
Rays) durch WILHELM CONRAD RÖNTGEN (1845-1923) zum hundertsten
Mal. Er bekam dafür 1901 den Nobelpreis, siehe Fig. 2.1.

7Bild [7], S. 351, S. 348(a), [5], S. 66
8Bild [7], S. 348
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Abbildung 2.2: : Sir Godfrey Newbold Hounsfield, geboren am 28. August
1919 in Newark, Nottinghamshire, England. Englischer Elektroingenieur, der
den Nobelpreis für Physiologie und Medizin mit Allan Cormack telte, für
seinen Anteil an der Entwicklung der Axialen Computertomographie (CAT).

2.3 Röntgen- Computertomographie

In der klassischen Röntgendiagnostik beobachtet man den 'Schatten' eines
Körpers bei 'Beleuchtung' durch Röntgenstrahlung. Dies läßt bei guter Aus-
bildung und Übung Rückschlüsse auf gewisse Eigenschaften des Körperinne-
ren zu. Eine genauere Rekonstruktion des inneren Aufbaus ist nicht möglich.

Aus einem Schattenwurf läßt sich ein (etwa 2-D) Objekt nicht rekonstruie-
ren. So wirft etwa eine Kreisscheibe mit Radius r denselben Schatten, wie
ein achsenparallel beleuchtetes Quadrat mit Seitenlänge r. Schatten aus ver-
schiedenen Richtungen liefern allerdings Zusatzinformation. Es stellt sich die
Frage:

Kann man die Gestalt eines Körpers oder eine Massenverteilung
aus mehreren Projektionen rekonstruieren?

Falls diese Frage positiv beantwortet wird, bietet sich damit die Möglichkeit,
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Details des Körperinneren aus Röntgenaufnahmen unter mehreren Richtun-
gen zu rekonstruieren. Diese Idee liegt der Computertomographie zugrunde.
Im Jahre 1972 stellten G.N. HOUNSFIELD, siehe Abb. 2.2, und J.A. AM-

BROSE der Fachwelt die ersten Röntgenschichtaufnahmen vor.
Diese Aufnahmen waren zwar sehr grob gerastert, zeigten aber innere Orga-
ne mit bis dahin nicht gekannter Deutlichkeit9. Graue und weiße Hirnsub-
stanz waren unterscheidbar, viele Verletzungen waren deutlich erkennbar.
Dies leitete eine revolutionäre Erneuerung (Verbesserung und Verteuerung)
der Röntgendiagnostik ein. Sie gilt als der größte Fortschritt der Röntgen-
diagnostik seit der Endeckung der Röngenstrahlen. Im Jahre 1979 wurde
G.N. HOUNSFIELD von Central Research Laboratories of EMI und A.M.
CORMACK, einem Physiker an der Tufts University, der Nobelpreis in Phy-
siologie/Medizin zuerkannt. Welch ungemeinen Fortschritt die neue Methode
brachte, zeigt sich im Vergleich10.

Die 3-D Rekonstruktion beruht auf der Überlagerung von Schichtaufnah-
men, die idealerweise als 2-D Bilder aufgefaßt werden können. Jede Schicht
ist in der Praxis zwischen wenigen mm und 1 cm dick. Gemessen wird der
Schattenwurf über approximative 1-D Strahlen. Eine Projektion erstreckt
sich dabei entweder über viele parallele Strahlen, oder über einen Fächer von
Strahlen. Solche Projektionen werden dann unter mehreren Winkeln gewon-
nen. Das Schema ergibt sich aus den Abbildungen 2.3. Natürlich kann man
nicht direkt auf die eigentlichen Gewebeeigenschaften schließen, sondern nur
auf den (Röntgenstrahlungs-) Schwächungskoeffizienten ß(x,y), wobei x, y

9Bild [7], S. 109
10Bild [4], S.30, 31

Abbildung 2.3: Projektionen einer 2-D Intensitätsverteilung
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die ebenen Koordinaten bezeichnen (attenuation coefficient, siehe oben). Ist
o(s) = p + ST], s > 0, eine Parametrisierung des Strahls von der Quelle am
Ort p durch den Körper bis zum Detektor am Ort p + Sdf}, so gilt für die
Intensität des Strahls am Ort p + srj:

dl(s) = -μ\

Ist die Anfangsintensität 70, so ergibt sich als Lösung der entsprechenden
Differentialgleichung

dJdT = "{S)I{S)

die Lösung

I(s) = 70 exp ( — / μ(t) dt
V Jo

was durch Differentiation sofort zu verifizieren ist. Also hat man für die
Intensität Id am Detektor

— In — = / μ(s) ds.
h JL

Die meisten Detektoren geben als Ausgangssignal in der Tat den Logarithmus
der kumulierten Intensität wieder; Logarithmieren wäre andererseits auch
kein zu großer Aufwand.
Bezeichnet man die Projektion mit p = — ln(/d/70), so erhält man eine ein-
zelne Projektion entlang einer Linie als

P
• / •

Die Gesamtheit dieser Projektionen bezeichnet man (in 2-D) als Radon-
Transformation " ^ μ ) . Die mathematische Fragestellung ist, ob diese Trans-
formation invertierbar ist, d.h. ob man aus der Gesamtheit der Projektionen
die Funktion μ an jeder Stelle rekonstruieren kann und ob diese Rekonstrukti-
on mittels eines praktikablen Algorithmus durchgeführt werden kann. Damit
ist der eigentliche Kern dieser Vorlesung umrissen.
Wir werden sehen, daß die Radon-Transformation in engem Zusammenhang
zur Fouriertransformation steht und die mehr oder weniger bekannten Fou-
rieralgorithmen deshalb zur Lösung des Problems beitragen.
Es gibt eine Fülle von Problemen, die mit der groben Vereinfachung bei obi-
gem Modell zusammenhängen. Eines davon ist das sogenannte 'beam har-
dening': Die Funktion μ hängt in Wirklichkeit auch von der Energie E der
Strahlen ab. Ein genaueres Modell wäre

— = /T(£)exp( - [ ß(u,v,E)dudv) dE,
h J \ JL )
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wobei T(E) das Energespektrum bezeichnet. Verwendung des vereinfach-
ten Modells verursacht Artefakte (z.B. Streifen) die häufig nach Erfahrung
beseitigt werden. Quantenrauschen führt zu radialen Rauschstrukturen. Re-
duktion des Rauschpegels erfordert Dosiserhöhung (oder längere belichtung).
Streueffekte müssen bei manchen Systemen rechnerisch beseitigt werden.
Moderne Geräte tasten den Patienten nicht mehr Schicht für Schicht, son-
dern spiralförmig ab. Dies bedingt eine Modifikation der geschilderten Me-
thoden.Um den Kern der Algorithmen einfach darstellen zu können, bleiben
wir beider Schichtbild CT.
Den technischen Forschritt im Lauf von 20 Jahren illustriert die Tabelle in
[14], S.24. Die Schwächung wird übrigens in Hounsfield-Einheiten (HU) ge-
messen, wobei —1000 HU keiner Schwächung (Luft) und 0 HU der Schwächung
in Wasser entspricht.
Ohne diese Anwendungen zu ahnen, löste JOHANN RADON das mathema-
tische Rekonstruktionsproblem in R2 und R3 im Jahre 1917. Dem gingen
Ideen von H. MiNKOVSKi (1904-1906), P. FUNK (1913, 1916) und Diskus-
sionen mit G. HERGLOTZ voraus. Anfänglich waren bei der Entwicklung der
RCT diese Arbeiten nicht bekannt und vieles wurde (teilweise) wiedererar-
beitet und wiederentdeckt. Dies hat damit zu tun, daß die Entwickler der
Tomographie englischsprachig waren, während die erwähnten Mathematiker
in deutscher Sprache publizierten. Radons Arbeit erschien in Berichte Sächsi-
sche Akademie der Wissenschaften. Leipzig, Math.-Phys.KL, 69, 262-267, [9].

2.4 SPECT

In der 'single photon emission tomography' (SPECT) wird dem Patienten
ein radioaktives Kontrastmittel verabreicht, das sich im interessierenden Be-
reich konzentriert. Beim radioaktiven Zerfall werden Photonen entlassen und
mit einer um den Patienten rotierenden 7-Kamera gezählt. SPECT liefert
Schnittbilder der Organfunktionen, des regionalen Blutflusses und des regio-
nalen Stoffwechsels. Bereits 1968 wurde ein Digitalrechner zur Rekonstruk-
tion des Schnittbildes eingesetzt. Idealerweise fängt ein Detektor genau die
Elektronen auf, die entlang eines idealen Strahls L durch den Körper in seine
Richtung fliegen. Ist / die Konzentration des Rädiopharmazeutikums, so ist
die Intensität am Kollektor durch das Linienintegral

JL

gegeben, d.h. man mißt approximativ die Radontransformierte von / . Die
Schwächung der Strahlung im Körper gemäß einem Schwächungskoeffizienten
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Abbildung 2.4: Johann Radon: Geboren 16. Dezember 1887 in Tetschen,
Böhmen (jetzt Decin, Tschechische Republik), Gestorben: 25. Mai 1956 in
Wien, Österreich

ß(x, y) ist allerdings nicht vernachlässigbar, was in Analogie zu obigem zur
Intensität

l= / f{x,y) exp ( — / ß(u, v) dudv ) dxdy
JL V JL{x,y) )

führt, wobei L{x,y) der Abschnitt von L zwischen (x,y) und dem Detek-
tor ist.Die Gesamtheit dieser Integrale stellt eine Verallgemeinerung der Ra-
dontransformation, die abgeschwächte Radontransformation oder 'attenua-
ted Radon transformation' (ART) dar. Deren Theorie ist natürlich noch
schwieriger als die übliche. Die (Streu- und) Absorbtionseffektehaben ver-
gleichsweise schlechte Bildqualität und niedrige Auflösung zur Folge. Wegen
des starken poissonschen Quantenrauschens können hier(wie oben geschehen)
die eigentlich statistischen Vorgänge nur unzureichend durch das determini-
stische Modell (Mittelwerte!) beschrieben werden. Deshalb werden statisti-
sche Verfahren zur besseren Auswertung der Daten entwickelt. Diese sind
allerdings vergleichsweise zeitaufwendig.
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2.5 PET
Die Positronen-Emissionstomographie (PET) nutzt die besonderen Eigen-
schaften der Positronenstrahler und der Positronenannihilation aus, um quan-
titativ die Funktion von Organen oder Zellbereichen zu bestimmen. Beim
Zerfall des Positronenstrahlers wird ein Proton umgewandelt in ein Positron,
ein Neutron und ein Neutrino:

p —>• e+ 4- n + v.

Die Reichweite des Positrons beträgt nur wenige Millimeter. Im Gewebe wird
das Positron abgebremst und von einem Hüllenelektron eingefangen. In ei-
nem Annihilation genannten Prozeß wird die Masse dieses Paares in zwei
7-Quanten umgewandelt, die in entgegengesetzter Richtung auseinander flie-
gen:

e+ + e~ —> 27.

Die Energie der beiden 7-Quanten beträgt aufgrund des Energie-und Impul-
serhaltungsgesetzes jeweils 511 keV.
Die beiden 7-Quanten werden von zwei gegenüberliegenden Detektoren auf-
gefangen11. Die Detektoren sind kreisförmig um die zu messende Aktivitäts-
verteilung (z.B. den Patienten) angeordnet. Die gemessene Intensität ist dann

f ( f f \
l = 1 /(z,y)exp( — / μ(u, v) dudv — I ß(u,v)dudv \ dxdy

JL V JL+(x,y) J L-(x,y) )
= / f(x,y)exp(— / ß(u,v)dudv) dxdy

JL \ JL(x,y) )

wobei L+ und L_ die beiden Teile von L links und rechts von (x,y) sind. Es
ergibt sich also keine neue Transformation.

2.6 Verwandte Verfahren
Ein weiteres modernes Verfahren ist die Magnetresonanztomographie (MRT).
Die Darstellung der zugrundeliegenden Physik würde unseren Rahmen spren-
gen. Schließlich treten ähnliche Rekonstruktionsprobleme in der Sonographie,
Ultraschall CT und Elektronenmikroskopie auf (vgl. [7], [1], [8]).

11 Bild [7], S.492
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Zusammenfassung

Dieser Essay ist als Einführung in die mathematischen Grundlagen einiger
bildgebender Verfahren, wie sie in der medizinischen Diagnostik und For-
schung seit geraumer Zeit etabliert sind, und zunehmend in den Bio- und Le-
benswissenschaften eine wichtige Rolle spielen, gedacht. Er beschränkt sich
auf die Darstellung der Elemente der Radontransformation. Einige wichtige
bildgebende Verfahren werden in [5] und [17], beides dieser Band, sowie im
letzten Teil dieses Bandes besprochen.
Es wird am Anfang begonnen, d.h. die Mathematik wird vom Grunde her
aufgebaut. Deshalb ähnelt der Essay in seinen vorderen Teilen einer Vorle-
sung in Analysis. Dies wird ganz bewußt so getan, denn ohne diese - heute im
Studium nicht selbstverständlichen Grundlagen - ist ein tieferes Verständnis
der Materie aus mathematischer Sicht nicht denkbar.
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Einleitung

Ein Essay dieses Titels könnte von einem Mathematiker, Informatiker, Physi-
ker, Techniker oder Mediziner mit jeweils völlig verschiedenen Inhalten gefüllt
werden. Dies wird nach einem Blick in [13], [12] und [10] unmittelbar klar.
So wird zum Beispiel ein Mediziner Aspekte wie Patientenvor- und Nachsor-
ge für die Untersuchung, Verträglichkeit der Strahlung oder Kontrastmittel,
praktische Ruhigstellung bei langen Belichtungszeiten oder mehrfachen Auf-
nahmen hervorheben. Ein Techniker wird die Beschreibung der zahlreichen
hintereinandergeschalteten Apparate und ihrer Systemgrößen in den Vorder-
grund stellen und ein Mathematiker wird die Grundlagen der verwendeten
Algorithmen und deren Analyse betonen. Neue, anspruchsvolle, und wohl für
unser Institut, das IBB, zukünftig prägende Herausforderungen kommen von
Seiten der Mikro- und Molekularbiologie.
Auch aus der engeren Sicht der Mathematik, Statistik können verschiedene
Schwerpunkte gesetzt werden. Dies geschieht vorzugsweise nach Methoden
und Modellen und weniger nach konkreten Anwendungen. So stehen z.B.
hinter Elektronenmikroskopie und Computertomographie ähnliche mathe-
matische Modelle (wie auch z.B. hinter der Radioastronomie), während man
aus Sicht des Anwenders erstere vielleicht nur als Verbesserung der optischen
Mikroskopie oder anderer Verfahren auffassen würde.
In der medizinischen Signalverarbeitung spielen Zeitreihenmethoden eine do-
minante Rolle. Diese beruhen zum großen Teil auf der Theorie stationärer
stochastischer Prozesse. Die meisten der in [17] genannten bildgebenden Ver-
fahren hingegen beruhen auf der Lösung inverser Probleme. Ein zentrales
Beispiel für solche mathematische Verfahren ist die 'Rekonstruktion aus Pro-
jektionen'. Der Kern sind Transformationen vom Typ der 'Radontransfor-
mation', die eng mit der bekannten Fouriertransformation zusammenhängt.
Dies ist eine rein analytische Theorie.
In diesem Text konzentrieren wir uns auf die Radontransformation. Dabei
sind wir uns bewußt, daß in modernen Geräten auch andere mathematische
Methoden zum Einsatz kommen, etwa basierend auf dem EM-Algorithmus
und anderen nicht leicht zu evaluierenden numerischen Methoden.
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Kapitel 1

The Fanciful Engineer:
Systemtheorie

Wir versuchen in diesem Abschnitt, wie ein Ingenieur zu denken. Wir unter-
stellen, daß alle Operationen mathematisch gerechtfertigt sind. Ein 'Filter'
empfängt Signale als Input, verändert sie und gibt das veränderte Signal als
Output wieder heraus.

1.1 Lineare shiftinvariante Filter

Im Idealfall kann man hoffen, daß ein Filter linear und shiftinvariant arbei-
tet1; letzteres bedeutet, daß ein verschobenes Signal in den ebenso verscho-
benen Output des ursprünglichen Signals transformiert wird.

Beispiel 1.1 Glättungsfilter. Bezeichnen / den In- und g den Output, so
entsteht g(x) als Mittelung der Werte von / über ein Fenster [x — e,x + e]:

1 fx+£ 1 f
= Y£ I f{y)dy = —

= Y£ J f(y)i[-e,£](y-x)dy = J f ( y ) \ ^

=• f{y)h(x-y)dy=: f*h{x)

In mehreren (d) Dimensionen wird aus dem Integral ein Mehrfachintegral
und aus der Filtermaske (\/2e)lIe mit Is = [s,e] die Maske (\/{2ded))lId.

1 diese Annahme kann in der Realität nur annähernd erfüllt sein, da ein realer Filter Si-
gnale nur in einer endlichen Skala verarbeiten kann, Linearität aber (durch Multiplikation
mit beliebig großen Zahlen) unbeschränkte Skalen erfordert.
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Um den Einfluß weiter entfernter Orte oder Zeiten zu dämpfen, hätten wir
z.B. die Maske he gemäß2

, , x J const -exp (-r-4-12] falls x<1 f , . . , .
h(x) = < y \ i-N2/ - , h(y)dy = l,

[ 0 sonst J

hE{x) = ? •

verwenden können. An obiger Rechnung hätte sich dadurch nichts geändert.

1.2 Die Faltung
Motiviert durch das Beispiel 1.1 definieren wir auch für allgemeine Filter-
masken h die Faltung

g(x) = f * h(x) = I f(y)h(x - y) dy.

Wir halten h fest. Die Faltung ist
(a) linear:

(af + ßg)*h = a(f * h) + ß(g * h),

(b) kommutativ:
/ * h = h * / ,

Beweis

/ * h(x) = / f(y)h(x - y) dy ^=_/ / f(x - z)h(z) dz = h* f(x).

z=x-y

D

Hierbei wurde die Substitutionsregel benutzt. Die Rechnung bleibt auch im
mehrdimensionalen richtig. Anstelle der Substitutionsregel muß dann die In-
tegraltransformationsformel verwendet werden3.

2mit x = (xi,... ,Xd) und \x\ = ^Jx\ + h x\. Wir verwenden die Betragstriche für
die Norm, weil wir später noch weitere Normen verwenden werden und zu viele Striche
vermeiden wollen.

3 Die Transformationsformel: Seien Di,D^ C Rd offen und tp : Di —> Di bijektiv,
sowie tp und y" 1 stetig differenzierbar und für die Jakobimatrix J der ersten partiellen
Ableitungen von tp sei |detJ(x)| > 0 auf Di. Dann gilt

f(x)dx= f f(tp(x))\{detJ(x)\dx.
JD,
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(c) shiftinvariant: Für o 6 I sei

(Taf)(x) = f(x-a)

der (Rechts-) Shift um a. Dann gilt:

{Taf*h){x)=Ta{f*h){x).

Beweis

{Taf)*h(x) = h*{Taf)(x) = / h(y)f({x-a}-y)dy = h*f(x-a) = ra(h*f)(x).

D

(d) assoziativ:
{f * g ) * h = f * ( g * h ) = : f * g * h .

Diese Eigenschaft werden wir leicht aus der Fouriertransformation ablesen
können (siehe (1.5)).

1.3 Die Punktantwort
Die Funktion h beschrieb den Filter nur bezüglich seiner Wirkung auf das
Signal / über die Faltung. Können wir h durch diese Wirkung auf Signale
bestimmen?
In einer Dimension sei

/'(*) = 1 • l{-e,£](x).

Dann gilt nach Beispiel 1.1 (mit / und h in vertauschten Rollen)

l rx+£

f * h(x) = — • / h(y) dy —> h(x), e -»• 0,
4£ Jx-e

nach dem Mittelwertsatz und des weiteren

Jf(y)dy = l.

Wir werden für diesen Sachverhalt die formale Schreibweise

5{x) = \unf(x) (1.1)

ö*h(x) = h(x)
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verwenden und S(y) den 'scharfen' oder 'Einheitsimpuls' in x = 0 nennen.
In dieser Sprache wäre h(x) die (Punkt-) Antwort (in der Bildverarbeitung
Point-Spread-Funktion, abgekürzt PSF) des Filters auf den scharfen Impuls
in 0. Entsprechend wäre der verschobene Impuls

8a(x) — S(x — a)

der scharfe Impuls in a mit der Antwort h(x — a) in x.

1.4 Die Delta- oder Diracfunction

Würden wir die Schreibweise in (1.1) nicht nur formal, sondern wörtlich neh-
men, so wäre S eine Funktion mit

5(0) = oo, 5(x) = 0 falls x ^ 0, f 8{y) dy = 1.

Eine solche Funktion gibt es natürlich nicht. In trivialer Weise können wir
aber das Funktional der Auswertung von h definieren:

'S * h\x) := h(x).

Bemerkung 1.1 Das Funktional

h i—> 5 * h(x), ö * h(x) = h(x)

kann als Integral bezüglich des Punkt- oder Diracmaßes ex dargestellt werden,
denn es gilt

/ h(y) dex = h(x) = S* h(x) = / h(y)5(x -y)dy= / h(y){Sx(y) dy}.

In der Sprache der Maßtheorie suggeriert die eingeführte Schreibweise (man
vergleiche die äußeren Ausdrücke), daß das Diracmaß ex die 'Dichte'

x i \ — j °° für V = x

x\y) — | Q s o n s t

hat.
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Das Symbol '*' hat jetzt eine andere Bedeutung als oben für klassische Funk-
tionen. Dies führt aber zu keinerlei Verwechslungen und wir benutzen es
unverdrossen.
Bis jetzt haben wir nur Symbole eingeführt. Wir möchten aber die für Funk-
tionen gängigen Operationen wie z.B. die Differentiation so erweitern, daß
sie auch für solche Funktionale in der bekannten Weise gelten. Gelänge uns
das, so wäre die Schreibweise

S{y)h(x-y)dy := 5 * h(x)

weiterhin sinnvoll. In der Tat haben Physiker und Ingenieure die Mathemati-
ker gezwungen, einen solchen Kalkül zu entwickeln, so daß sie weiter wie mit
Funktionen rechnen durften. Dies ist der Kalkül der verallgemeinerten Funk-
tionen oder Distributionen; das Funktional S ist eine solche verallgemeinerte
Funktion.

1.5 Die Transferfunktion
Die Auswertung der Faltung kann das Berechnen komplizierter Integrale be-
deuten. Die Multiplikation ist eine elementare Operation. Können wir die
Faltung auf eine einfache Multiplikation zurückführen?
Besonders schöne Signale sind z.B.

f(x)=cosXx, f(x) = sinXx, X,xeR.

So schön sie auch sind, das Rechnen mit ihnen ist ein Horror (vgl. Additi-
onstheoreme). Deshalb arbeitet man lieber mit dem komplexwertigen Signal

f\(x) = elXx = cos Xx + % sin Xx

mit der imaginären Einheit i. Die reellwertigen harmonischen Schwingungen
erhält man daraus zurück durch

cos Xx = \ (e lAl + e~tXx), sin Xx = 1 (e lAl - e~lXx). (1.2)

Bemerkung 1.2 Die Frequenz v einer solchen Schwingung ist die Anzahl
der vollständigen Perioden in einem Intervall der Länge 2TT. Also ist

A

Physikalisch entspricht also A der Kreisfrequenz. In Ingenieurbüchern wird
gerne mit der Form cos(27r^a;) statt mit cos(Ax) etc. gearbeitet.
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Bemerkung 1.3 In mehreren Dimensionen entspricht das4

,x) + zsin(A,:r).

Zur Veranschaulichung in der Ebene etwa des Realteiles cos(Ai:ri + A2Z2)
beachten wir, daß der Cosinus sein Maximum 1 an den Stellen

Airri + A2rr2 = kir, k — 0 , 1 , . . .

annimmt. Das sind Linien senkrecht zum Vektor A. Der Graph erinnert also
an ein Wellblech mit den Rippen senkrecht zu A.

Wie wirkt der Filter, beschrieben durch eine Faltung, auf solch ein elemen-
tares Signal? So:

fx*h(x) = J fx(x - y)h(y) dy = J h(y)e« dy

In Kurzform haben wir

fx passiert also den Filter bis auf eine Multiplikation mit der (eventuell kom-
plexen) Zahl H(A) ungeschoren. Wie in der linearen Algebra sagen wir:
fx ist eine Eigenfunktion zum Eigenwert H(X) der linearen Abbildung

/—>/•*.

Die Schwingung bleibt also unverändert, außer daß die Amplitude H(X) wird.
Die Zahl H(X) charakterisiert die Antwort des Filters auf die Schwingung
vollständig, genauso wie h die Antwort des Filters auf einen scharfen Impuls
vollständig charakterisierte.
Sei nun / eine gewichtete Mischung

i=1

4wobei A = (Ai , . . . , A^), x = ( # i , . . . ,Xd) und

d

(\,x) =

das euklidische Skalarprodukt im Rd bezeichnet
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der elementaren Schwingungen f\r Dann gilt wegen der Linearität:

i=1

Sei allgemeiner / eine kontinuierliche gewichtete Mischung

f(x)= J F(X)fx(x)dX

der f\ mit der Gewichtsfunktion F(X)\ dann ist plausibel, daß analog gilt:

/ * h(x) = J{F(X)H(X))}fx(x) dX. (1.3)

D.h. aus dem Filter kommt wieder eine gewichtete Mischung der elementaren
Schwingungen f\ heraus; die Gewichtsfunktion ist gegeben durch

F(X)-H(X).

Die Wirkung des Filters ist also durch die Funktion

H : A .—> H(X)

vollständig festgelegt, denn f*h bekommt man über das Integral (1.3) zurück.
Wir nennen H die Modulationstransferfunktion (MTF) oder auch optische
Transferfunktion (OTF) des Filters. In der Mathematik heißt

H(X) = f(X) = Th(X) = j h(y)e~1^ dy (1.4)

die Fouriertransformierte von h. Die Abbildung

heißt Fouriertransformation5.
Mehrfache Faltung g* (f * h) hat die Transferfunktion Hg • (Hf • H^). Da die
Multiplikation assoziativ ist, d.h.

Hg • (Hf • Hh) = (Hg • Hf) -Hh = Hg-HrHh (1.5)

ist auch die Faltung assoziativ, wie oben behauptet (natürlich nur, wenn wir
die eineindeutige Zuordnung von Faltung der Signale zu Multiplikation der
Transferfunktionen sichergestellt haben). Hier deutet sich die hilfreiche Rolle
der Fouriertransformation auch bei theoretischen Untersuchungen an.

5Leider wird die Fouriertransformation in der Literatur nicht einheitlich definiert. Wir
werden später eine multiplikative Konstante hinzufügen.
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1.6 Mehr zu Filtern und Fourier transforma-
tion

Was ist die Fouriertransformierte des scharfen Impulses?

H(X) = 6(\) = f 5{y)e-l{x'y) dy = e ^ = 1.

Das ist klar, denn Faltung mit dem scharfen Impuls ändert das Signal ja nicht,
d.h. F darf multiplikativ nicht verändert werden, was einer Multiplikation mit
1 entspricht.
Ist das eine Spielerei? Nein: Entspreche h einem Filter, der das Eingangssignal
verrauscht. Die Transferfunktion sei mit H bezeichnet. Es soll ein Filter ent-
wickelt werden, der das Rauschen vollständig beseitigt. Was muß er erfüllen?
Wie kann er geplant werden? Klar: Multiplikation von F mit 1 bedeutet, daß
/ erhalten bleibt. Also suchen wir einen Filter mit

H(X)-H(X) = 1.

d.h.

Fertig!6 Mit Hilfe der verallgemeinerten Funktionen kann folgendes praktisch
nützliche Resultat zeigen:
'Jeder lineare, shiftinvariante Filter läßt sich durch eine Faltung mit einer
(verallgemeinerten) Funktion beschreiben.'

Beispiel 1.2 (Kantendetektoren) Um Kanten in Bildern oder abrupte
Änderungen von Signalen zu finden, benutzt man häufig die Differentiation.
Ist die Ableitung größer als eine gewisse Schranke ('Threshold'), so vermutet
man eine Kante. Zweifellos ist die Differentiation ein linearer, shiftinvarianter
Filter. Läßt er sich als Faltung darstellen? Das zu verifizieren, ist mit Hilfe
der verallgemeinerten Funktion S kein Problem (wir betrachten zunächst eine
Dimension):

/>(,) = Mm' (* + g ) - / ( * - g )

2e

Wir formulieren das mit Hilfe von 5:

/'(*)= lim/* {—

6so einfach ist es in der Praxis leider nicht. Wir müssen ja noch h aus H bestimmen!
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Fassen wir den Begriff der verallgemeinerten Funktionen so, daß dieser Limes
enthalten ist, so haben wir die Differentiation als Faltung

dargestellt. Wie sieht die Transferfunktion der Differentiation aus?

r d n v f /x v
f (x) = / F ( A ) T T — et{Ä'x} dX = / {F(A)zA}enA)I 'dA.

7 OX; J
Vergleich mit (1.3) zeigt

TT I \ \ . \

n (A) — i • A.

Dies kann leicht auf d Dimensionen erweitert werden. Sei x = (x\,... ,£<*)•
Dannn gilt

\ f
*" 'x) dX= {F(X)iXi}el{ 'x) dX.

Also ist die Transferfunktion des Filters

gegeben durch
H{\) = iXi.

Differenzieren wir mehrfach, z.B. zwei mal, so ergibt sich

d2 f 2 2 (Ax>

dx2 J %

Die Transferfunktion der A;-maligen Differentiation nach der z-ten Koordinate
ist also

H(X) = (iXi)k.

Wir können die Linearität zur Bestimmung der Transferfunktion beliebiger
Operatoren der partiellen Differentiation ausnutzen. Als Beispiel betrachten
wir den Laplace -Operator

A- — + - + —
dx2 dx\

Er hat die Transferfunktion

Die Rotationsinvarianz von H legt nahe, daß auch der Filter selbst diese
Eigenschaft hat. Rotationsvarianz ist eine sehr wünschenswerte Eigenschaft
von Kantenfindern, da man ja Kanten in beliebiger Richtung detektieren will!
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Mit diesen Illustrationen beenden wir vorläufig die Diskussion von verall-
gemeinerten Funktionen und der Fouriertransformation und gehen auf die
Grundlagen zurück.



Kapitel 2

Das Lebesgue-Integral

Integrale sind die Grundlage des Kalküls. Da wir Anwendungen in der Bild-
verarbeitung im Auge haben, benötigen wir mehrdimensionale Integration.
Wir gehen in mehreren Schritten vor, wobei jedesmal mehr integrierbare
Funktionen hinzu kommen.

2.1 Stetige Funktionen mit kompaktem Träger

Eine Funktion
/ : R —> R, x i—> f(x).

hat kompakten Träger, wenn sie außerhalb eines endlichen Intervalls ver-
schwindet. Die Funktion / sei nun sogar stetig. Dann existiert das bekannte
eindimensionale Riemann-Integral f f dx = J f(x) dx . In Verallgemeinerung
auf den Rd entsprechen dem stetige Funktionen

/ : Rd —> R, x = (xu ..., xd) i—»• f(x).

welche außerhalb eines endlichen Quaders

Q = Ix---xI = Id, I = [a, b] C R

verschwinden. Hält man (x 2 , . . . x^) fest, so ist

Z l I > f(xi,X2,...,Xd)

stetig mit kompaktem Träger in / , so daß

F1(x2,..-,xd) = / f(xi,x2,...,xd)dxi

127
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in obigem Sinne existiert. Nach dem Satz von der stetigen Abhängigkeit des
Integrals von Parametern ist bei festem (x^,..., Xd) die Funktion

f{x1,x2,x3,...,xd)dx1

stetig mit kompaktem Träger in / und somit existentem Riemannintegral

F2(x3,...,xd) = \ f(x1,x2,x3,...,xd)dxi > dx2.

Wir fahren bis xd fort und erhalten das d-dimensionale Riemann-Integral für
stetige Funktionen mit kompaktem Träger. Diese Funktionenklasse bezeich-
nen wir mit /C = fC(Rd) oder Cc

2.2 Monotone Limiten
Sei (/„)„ eine punktweise aufsteigende Folge in /C und / = supn fn der punkt-
weise Limes (möglicherweise mit Werten oo). Dann existiert

/
/ dx = sup / fndx = lim / /„ dx G M U {oo}.

n J n J

Die Klasse dieser / bezeichnen wir mit )O\ darauf haben wir das Integral
nun erweitert.
Analog definieren wir das Integral für die Klasse K} von Infima absteigender
Folgen in K.. Diese Integrale nehmen Werte in R U {—00} an.

2.3 Das Lebesgue-Integral
Müssen wir dieses Spiel ad Infinitum treiben? Nein: Wir sind fertig:
Sei / irgendeine Funktion auf Rd und seien

/ f dx = inf < / (p dx : ip G /C", <p > f > ,

f dx = sup < ipdx : ip G K}, ip < f > .

/ : Rd —> R heißt Lebesgue-integrierbar, wenn

—00 < I f dx =: I f dx = I f dx < 00.

Die Menge der integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit £1(Rd). Wir
werden sehen, daß weitere Hüllenbildung nichts neues bringt (vgl. Theorem
2.2).
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2.4 Konsistenz von Lebesgue-und Riemann-
Integral

Das Riemann-Integral wurde in der Analysis für eine größere Klasse als /C(RX)
eingeführt. Viele Integrale wurden berechnet. Dieses Wissen wollen wir nicht
verlieren:

Satz 2.1 Die Funktion f : R —>• R+ sei Borel-meßbar1 und über jedes kom-
pakte Intervall Riemann-integrierbar. Dann ist f genau dann Lebesgue-inte-
grierbar, wenn das uneigentliche Riemann-Integral existiert. Lebesgue- und
Riemann-Integral stimmen dann überein.

Bis auf pathologische Fälle stimmen also Riemann-Integral (falls definiert)
und Lebesgue-Integral überein. Praktisch alle Berechnungen von Riemann-
Integralen übertragen sich also auf das Lebesgue-Integral.

2.5 Nullmengen

Wenn für eine Menge N C Rd gilt

tN dx = 0,

so heißt N eine Lebesguesche Nullmenge. Eine Eigenschaft, die außerhalb
einer Nullmenge gilt, gilt fast überall oder fast sicher (f.s.).
Wir werden im folgenden Funktionen, welche sich nur auf Nullmengen un-
terscheiden, identifizieren: / ~ g, falls {x : f(x) ^ g(x)} eine Nullmenge ist.
In der Tat werden sehen, daß

f = g f.s. j fdx = Jgdx. (2.1)

Beispiel 2.1 Punktmengen sind Nullmengen. Der Beweis ist klar: Zu jedem
Punkt x finden wir eine absteigende Folge in /C, die gegen 1{X] konvergiert
und deren Integrale gegen Null konvergieren.

'was das heißt, lernt man in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Im Moment wäre uns das
nur lästig. Wir halten aber fest: Alle stetigen, stückweise stetigen, halbstetigen Funktionen
haben diese Eigenschaft.
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2.6 Vertauschung von Limiten

Viele Probleme der Analysis können auf die Frage nach der Vertauschung
von Limiten reduziert werden. Das Integral ist ein Limes. Also stellt sich die
Frage, wann Limes und Integral vertauscht werden können.
Die Stärke des Lebesgue-Integrals liegt im wesentlichen darin, daß diese Ver-
tauschung in allen sinnvollen Situationen erlaubt ist. Aufgrund der Definition
des Integrals über monotone Limiten ist folgender Satz sofort einleuchtend:

Satz 2.2 (Satz von der monotonen Konvergenz, von Beppo Levi)
Sei (fn)n eine monotone Folge von Funktionen in £1(R") mit f — l im n / n .
Dann gilt

lim fndx = I \\mfndx = / f dx.n J J n J
Ist supn J fndx < oo, so ist f £ C1.

Beispiel 2.2 Sei (Ni)i eine Folge von paarweise disjunkten Nullmengen.
Dann ist auch

eine Nullmenge. Zum Beweis setzen wir fn = l^ -\ ijvn. Die Folge dieser fn

steigt monoton gegen f = l^, nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
also auch die Folge ( / fn dx)n der verschwindenden Integrale. Das Supremum
verschwindet dann auch, d.h. f f dx = 0 und N ist eine Nullmenge. Wegen
Beispiel 2.1 sind also insbesondere abzählbare Mengen Nullmengen.
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar. Also ist

!Q dx = 0.

Dies ist ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die nicht Riemann-
integrierbar ist.

Eine noch praktischere Version ist

Satz 2.3 (Satz von der majorisiertenKonvergenz) (Satz von der do-
minierten Konvergenz, Lebesguescher Konvergenzsatz) Sei (fn)n ei-
ne Folge in C1, die fast überall konvergiert und

\fn\ < 9

für ein g € C1. Dann gibt es f e Cl, wogegen fn fast überall konvergiert,
dieses f ist integrierbar und

lim I fndx = / limfndx = / /dx.n J J n J
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Wenn man bedenkt, daß Stetigkeit über Limiten von Funktionswerten und
Differenzierbarkeit über Limiten von Differenzenquotienten definiert sind,
erkennt man die Bedeutung dieser Sätze für die stetige Abhängigkeit des
Integrals von Parametern und die Vertauschbarkeit von Integration und Dif-
ferentiation.

Satz 2.4 (Stetige Abhängigkeit des Integrals von Parametern) Sei
U cRm offen und

eine Funktion mit
(i) für jedes £ ist x (->• /(x,£) integrierbar,
(ii) für jedes x ist £ i-> f(x, £) stetig,
(iii) Es gibt ein integrierbares g mit

\f{x,O\ <9(x) für alle

Dann ist die Funktion

t —> J f(x, 0 dx
stetig.

Beweis Betrachte eine Folge £n -> £. Wegen (iii) und dem Satz von der
dominierten Konvergenz dürfen wir für die Funktionenfolge

/n = /(•,&)

Limes und Integral vertauschen. Das liefert die Stetigkeit des Integrals im
Parameter £. D

Praktisch noch wichtiger ist:

Satz 2.5 (Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration) Sei
/ C B ein Intervall und

f • TU'' v T i. H?
J . JRL X 1 r ifo

eine Funktion mit
(i) für jedes x ist £ i-> f(x, £) differenzier bar,
(ii) es gibt ein integrierbares g mit
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Dann ist

differenzierbar und es gilt

kJ=!%{x'°dx-
Beweis Die Ableitung von / ist Limes von Differenzenquotienten, z.B.

Die Behauptung erfordert, daß man diesen Limes unter das Integral ziehen
darf. Wenn wir

\fn(x,O\ g(x)
zeigen können, läßt Theorem 2.3 dies zu. Nach dem Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung gibt es aber $ G. [0,1] mit

< g{x^j.

Damit ist der Beweis vollständig. D

Merkregel 2.1 Diese zwei Sätze zusammen mit der partiellen Integration
bilden den harten Kern des gesamten zu entwickelnden Kalküls.

2.7 Vertauschung der Integrationsreihenfol-
ge

Eine Funktion f{x, y) mit zwei Argumenten kann möglicherweise über x und
dann über y integriert werden oder umgekehrt; vieleicht auch gleich über
z = (x, y). Wir wollen natürlich, daß immer das Gleiche herauskommt.

Satz 2.6 (Satz von Fubini) Sei f : Rk x Rm -> R eine integrierbare Funk-
tion. Dann ist die Funktion

für fast alle y integrierbar. Setzt man

F(y) = J f(x,y)dx
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wo möglich und 0 sonst, dann ist F integrierbar und

f(x,y)d(x,y) = j F{y)dy.

Man hat also - landläufig formuliert -

/ / (z ,y)d{x,y)= l f(x,y)dx\ dy = / (f(x,y) dy) dx.

Merkregel 2.2 Die Integrationsreihenfolge spielt keine Rolle.

Als Illustration definieren wir die Faltung. Seien f,h G £1(Rd). Dann ist
(y,z) -> f(y)h(z) G C\f,hz C\Rd). Dann ist (y,z) M- f(y)h(z) G £1(RM)-
Nach dem Transformationssatz ist

(z,y) '—> f{y)h{z-y)

ebenfalls integrierbar und

f*h(z) = F(z)=Jf(y)h(z-y)dy

existiert für fast alle z nach dem Satz von Fubini. Auf der Restmenge defi-
nieren wir die Faltung beliebig.

2.8

Bei der Konstruktion des Integrals haben wir die Linearität

/ af + ßgdx = a / f dx + ß / g dx

nirgends zerstört. Also ist Cl ein linearer Raum. Ferner ist / integrierbar
genau dann wenn | / | integrierbar ist. Man definiert

= / l/l dx,

die C1 -Halbnorm. Es gilt
(1) 11/11 = 0 genau dann, wenn / = 0 f.s.,

(3) 11/+ </||< 11/11 +
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d.h. II • II ist eine Halbnorm. Bildet man den Quotienten L1 bezüglich des
Nullideals der Halbnorm, d.h. identifiziert Funktionen, die sich höchstens auf
Nullmengen unterscheiden, so erhält man sogar einen normierten Raum.
Wichtig sind noch die Monotonieeigenschaften (vgl. Seite 129):

f,gejC\f<g => I fdx< I gdx,

Dasselbe können wir im Hinblick auf die Fouriertransformation auch mit
komplexwertigen Funktionen g machen:

gdx = Ugdx + i Ssgdx.

Eine komplexwertige Funktion ist somit in diesem Sinne integrierbar, wenn
Real- und Imaginärteil integrier bar sind. Weil für jede komplexe Zahl z =
u + iv die elementaren Ungleichungen

Vu2 + v2 < yj2(\u\ + \v\)2 = V2(\u\ + \v\)

gelten, existieren beide Integrale genau dann, wenn \g\ — y/(Ug)2 + fög)2 in-
tegrierbar ist. Die Menge dieser Funktionen bezeichnet man auch mit £1(Rd, C).
Die Halbnorm definiert man wie oben. Der Quotient L2 bezüglich des Null-
ideales ist wieder ein normierter Raum.
Ein zweiter Raum wird uns noch begegnen: Seien

C2 = {/ : l/l2 integrierbar}

= Jj\f\2dx=Jf ffdx.

Auch hier liegt wieder ein halbnormierter linearer Raum vor. Die Räume L1

und L2 sind sogar vollständig, d.h. daß jede Cauchy-Folge (definiert wie in M.
nur mit || • || statt | • |) einen Limes hat. ZARäume sind also Banachräume.
Ihre Elemente sind Äquivalenzklassen [/], d.h. Mengen von Funktionen in
£p, die sich von / nur auf Nullmengen unterscheiden. Jedes Element g G [/]
ist ein Repräsentant der Äquivalenzklasse. Wir schreiben in Zukunft wieder

/ für [/]•
L2 ist von besonderer Bedeutung, weil er ein Skalarprodukt

f>9) = / fgdx
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trägt, d.h.

(qf + ßg,h) = a(f,h)+ß(g,h), a,/?C=C

(f>9) = <<?,/),

Es ist

Il/Ill = </,/>
und es gelten wie im euklidischen Raum

</,0> = 0

\(f,9)\ < \\f\\2\\9\\2.

Ist die Norm eines Banachraumes so durch ein Skalarprodukt gegeben, so
ist er ein Hilbertraum. L2 ist der wichtigste Hilbertraum. Er dient z.B. als
wichtigstes Hilfsmittel in der Quantenmechanik.





Kapitel 3

Die Fouriertransformation

Wir führen die Fouriertransformation auf /^(R^, C), die mathematische Grund-
lage der Transferfunktionen, ein.
Wir arbeiten mit komplexwertigen Funktionen

/ : Rd —> C, f(x) = » / (x) + iZf(x).

Weil
| exp(zA)| = vcos2 A + sin2 A = 1,

existiert zu / € C1 das Integral

m = J ^ f n*)e-^ dx.
Die Funktion

/ : R« _ > C, A —>/(A)

heißt Fouriertransformierte von / .
Bemerkung 3.1 Der Faktor vor dem Integral ist in der Mathematik üblich,
weil er eine symmetrische Form der 'Rücktransformation' nach sich zieht.
Abhängig vom Anwendungsgebiet sind verschiedene Definitionen im Schwan-
ge: z.B.

/ f(x) exp (—t{x, A)) dx, I f(x)exp(—i2n(x,X))dx,

usw.. Dies ist extrem lästig, wenn man Formeln aus den entsprechenden
Büchern übernehmen will. Die Umrechnung geht so:

/(A) = A / f(x)exp(-iB(x,X))dx

137
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3.1 Eigenschaften

Wir notieren erste und grundlegende Eigenschaften der Fouriertransformati-
on:

Satz 3.1 (Linearität) Die Abbildung f (->• / ist linear.

Beweis Das ist klar. D

Satz 3.2 (Beschränktheit) Es gilt
1

Beweis Sei c = (27r)"d/2. Dann gilt:

|/(A)| < c- / \f(x)\ • |exp(—i(x, \)\dx — c- \f{x)\ • 1 dx = c •
J J

und damit die postulierte Ungleichung. D

Satz 3.3 (Stetigkeit) / ist stetig.

Beweis Weil | exp(—i{x, A))| = 1 ist der Satz von der stetigen Abhängigkeit
anwendbar. D

Satz 3.4 ( / bei 0) Es gilt

f(0) = Jfdx.

Beweis Man werte / bei 0 aus. D

Satz 3.5 (Ähnlichkeit) Mit der Festsetzung

( \
Dx = • •. \x = (diXu ..., ddxd), di

)
gilt

|ßi dd\ \öi ddj

Beweis Dies folgt direkt aus dem Integraltransformationssatz. D

Eine Streckung der Ortsskala entspricht also einer Stauchung der Frequenz-
skala verbunden mit einer Reskalierung der Amplitude.
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3.2 Verträglichkeit mit linearen Operationen

Die Fouriertransformation ist maßgeschneidert für den Umgang mit Shiftope-
ratoren und allen Operatoren, die mit diesen vertauschen. Wir betrachten
ihre Reaktion auf Shifts, Faltung und Differentiation. Bezüglich des Shifts
gilt

Satz 3.6 (Shifttheorem) Es gilt

TJ(X) = f(x -a), ae Rd, so (ra/)
A(A) = exp(-i(a, A» • /(A).

Beweis

/ f(x — a) exp(—i{x, A)) dx = f(z) exp(—i(z + a, A)) dz

= exp(-i{a, A» / f(z) exp(-i(z, A)) dz.

D

Die Faltung von Funktionen geht in die Multiplikation der Fouriertransfor-
mierten über:

S a t z 3 . 7 ( F a l t u n g ) S i n d f , h e C1, so gilt

(/ * h)A = (27r)d/2/ • h.

Beweis Das rechnet man einfach nach

(/*/0A(A) = plpp f {J f(y)h{x-y)dy}eXp(-i{x,X))dx
1

J \ I h(x-y) exp{-i(x - y, A» dx \ f(y)) exp{-i(y, A)) dy

= j h(X)f(y) exp(-t(y, A)) dy = h(\) • (2n)d/2f(X),

und gelangt so zum Ergebnis. D

Die nächsten beiden wichtigen Resultate betreffen die Differentiation.

Satz 3.8 (Differentiation im Ortsbereich) Sei f e C\ (Rd). Dann gilt
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Beweis Wir betrachten zunächst ein reellwertiges / . Für jedes

(Xi,...,Xi-i,Xi+i,...

ist

g{xi) = ö^fix)

eine stetige Funktion, die außerhalb eines kompakten Intervalls [a, b] ver-
schwindet. Also existiert stets das Integral J g dxi = fa g dxi sowohl im Le-
besgueschen wie auch im Riemannschen Sinne. Partielle Integration liefert

fb d
/ -x—f(x)exp(-i(x,\))dxi

Jα VXi

= f(x)exp(-i(x,\))\b

Xi=a- £/(x)|^-exp(-i(x,A»} dx{ (3.1)

= i\ I f(x)exp(-i(x, X))dxi.

Nach dem Satz von Fubini liefert nun Integration über die restlichen Varia-
blen gefolgt von einer Multiplikation der Gleichung mit (27r)~d/2 das gewünsch-
te Ergebnis. D

Satz 3.9 (Differentiation im Frequenzbereich) Falls x (->• Xif(x) inte-
grierbar ist, so ist f nach Aj stetig (partiell) differenzierbar und es gilt

Beweis Nach dem Satz von der differenzierbaren Abhängigkeit dürfen wir
frisch rechnen:

•irr /M = (27r)-«2 [f(x)J?-exp(-i{x,A))dx
OAi J OÄi

= (27r)~d/2 / Xif(x) exp(—i(x, A)) dx = (xif)A(X).

D

Die Integrierbarkeitsbedingung ist lästig und sollte beseitigt werden! Das tun
wir später.
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3.3 Die Inversion

Führen wir Operationen wie Faltung oder Differentiation mit Hilfe der Fou-
riertransformation aus, so muß anschließend das Ergebnis 'zurücktransfor-
miert' werden.

Sa t z 3.10 ( Invers ions formel ) Seien f,fe C1. Dann gilt

f{x) = (27r)-d/2 f f{X)exp(t(x,X)dX.

Dies löst gleichzeitig unser früheres Problem nach der Darstellung von / als
gewichtete Mischung der f\(y) = exp(i(y, A)). Insbesondere ist in diesem Fall
eine Funktion durch ihre Fouriertransformierte eindeutig bestimmt.
Oft schreibt man Tf = f. Definiert man die inverse Fouriertransformation
(von g{X)) als

JJg(\)exp(i{x,\))d\,

so gilt mit c = (27r)-d/2, daß

/ g(X) exp(i(x, X)) d\ = c g(X) exp(—i{x, X)) dA,

d.h.

wobei Überstreichen den Übergang zum komplex Konjugierten bedeutet. Die
Inversionsformel bedeutet in dieser Schreibweise für f,g G Cl:

Die Funktionen / und g — f bilden in diesem Falle ein Fouriertransforma-
tionspaar. Wir sehen jetzt, warum die Mathematiker den Faktor (2?r)~d/2

wählen: Transformation und Rücktransformation bekommen denselben Vor-
faktor.
Unglücklicherweise ist / nicht für jedes integrierbare / wieder integrierbar,
so daß dieses schöne Wechselspiel zerstört wird!

D E R INGENIEUR WILL, DASS ES IMMER GEHT!

Deshalb brauchen wir Distributionen.
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3.4 Spezielle Fouriertransformierte

Als Übung und Beispiel rechnen wir einfache Fälle:

Beispiel 3.1 Sei h = J[_i,i] die elementare eindimensionale Glättungsmas-
ke. Dann gilt

h(X) = (27T)-1/2 f e~lxXdx = (27T)-1/2 • —
J-i —%x

x=1

x = - l

(2TT)~1/2 e x p( z A) ~ exP(~zA) _ Z2" sin A

wobei sin(A)/A für A = 0 als 1 zu interpretieren ist.
Wir sehen also:

1. Faltung mit h ist wegen der Überschwinger keine gute Glättung.

2. h ist nicht (Lebesgue-)integierbar1. (Man beachte aber die Fußnote2.)
Es liegt also kein Transformationspaar vor.

Masken he = l[-e,£] lassen sich als

he(x) = i[_i,i](ea;)

darstellen und nach der Ähnlichkeitsformel gilt

xEs ist
fhn sinA 1 /•*"
/ —j— dX>T

J(k-l)n A Kj(t-l-\)TS K

und somit die Summe dieser Teilintegrale unendlich.
2h ist uneigentlich Riemann-integrierbar, d.h. es existiert der Grenzwert

f sin A , , f sin A , , _
lim / d\ =: / — — d\ 6 E.

R-too J_R X J X

Dies sieht man im Vergleich mit der (konvergenten) Leibnitzschen Reihe

i = 1

Hier haben wir also eine Funktion, die uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht
Lebesgue-integrierbar ist.
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Oft benutzt man die Schreibweise

.. . sin(?rA) , _
sinc(A) = — y — L , A <E R.

7TA

Wir schauen (im R1) nach, wie zweimaliges Glätten wirkt:

tu u\K(\\ HT 2 sin2 A ß sin2 A

Wir stellen fest:

1. Die Überschwinger sind beseitigt, aber der Filter ist nicht monoton in
den Frequenzen.

2. Die Fouriertransformierte ist integrierbar und es liegt ein Transforma-
tionspaar vor.

Wegen
h * h(x) = max(0, 2 - |x|)

resultiert zweimaliges Glätten mit h in der Anwendung der symmetrischen
Dreiecksmaske über [—2, 2] mit Scheitelhöhe 2.

Um ein Beispiel in mehreren Dimensionen zu haben, rechnet man:

Beispiel 3.2 Sei h = 1Q mit Q = [—l,l]d. Dann ist nach dem Satz von
Fubini

h(X) = (2ir)-d'2 [
i=1

i=1 Ai

Hätte man statt Q eine Kugel genommen, sähe das viel übler aus.

Schließlich betrachten wir noch den schönsten Fall:

Beispiel 3.3 Sei
|T |2

h : Rd —> R, h(x) = exp ( - i - L

Dann ist

h(X) = exp ( ^ £ ) .

h ist also seine eigene Fouriertransformierte. Das ist das natürlichste Trans-
formationspaar, das man sich vorstellen kann.
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Verallgemeinerte Funktionen
oder Distributionen

Wir wollen einen Kalkül, bei dem wichtige Operationen wie Differentiation,
Faltung, Limesbildungen oder (Hin- und Rück-) Fouriertransformation ohne
weitere Vorsichtsmaßnahmen problemlos ausführbar sind.
Insbesondere sollen nur Fouriertransformationspaare auftreten, 'Funktionen'
wie die Dirac-Funktion enthalten sein und Funktionen wie die Heaviside-
Funktion H(x) = l[0tOO)(x) differenzierbar sein1. Darüberhinaus wollen wir
die Fouriertransformation nichtintegrierbarer Funktionen wie sin und cos bil-
den können2. Ein solcher Kalkül wird nun schrittweise entwickelt.

4.1 Der Raum S der schnell fallenden Funk-
tionen.

Wir möchten die technischen Probleme bei Differentiation und Rücktransfor-
mation beheben. Z.B. möchten wir beliebig oft differenzieren können und be-
liebig oft Transformieren können (egal in welcher Richtung). Deshalb ziehen

'Wir ahnen es:
H' = const • 8.

2 Wegen

sollte doch gelten:

cos(x) = i (e"-1

cosA(A) = const • (6(X - 1) + S(X + 1)).

145
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wir uns auf den Teilraum von £} zurück, in dem alle Operationen problemlos
durchführbar sind.
Tiefere mathematische Überlegungen zeigen, daß dies der Raum S der Schwartz-
schen oder schnell fallenden Funktionen ist. Dazu gehört jede Funktion, die
unendlich oft partiell differenzierbar ist und die samt allen möglichen par-
tiellen Ableitungen nach außen, d.h. für \x\ —• oo, schneller fällt als jedes
l/\x\k.
Um Schreibarbeit zu sparen, führt man ein:

Da = —
dai •••da<>'

Dabei ist a = (ai,..., ay) mit ganzen Zahlen at > 0 und \a\ = Y^=loa.
Der Vektor a gibt also einfach an, wie oft man nach jeder Variablen partiell
differenziert. Entsprechend bedeutet

~a _ T<xi T
a2 T

ad

Die formale Definition lautet:

Definition 4.1 Der Raum S(Rd) besteht aus allen komplexwertigen, im Rd

beliebig oft differenzierbaren Funktionen </?, so daß

\<f\a,ß = SUp \xßDaip{x)\ < QG

xeRd

für alle Multiindizes a, ß G Z+.
Lemma 4.1 Es gelten:
(a) S ist ein linearer Raum (bezüglich der punktweisen Operationen).
(b) Jedes \ • \aß ist eine Halbnorm auf S, d.h. es gilt

\a<P\a,ß = MMa,/Ji \<P + 1p\a,ß < \<f\a,ß + \ip\a,ß-

Wir müssen noch festlegen, wann eine Folge in <S konvergieren soll:

Definition 4.2 Eine Folge ((pn) in S konvergiert gegen <p €. S, wenn

\(p„ — <p\a,ß —* 0, n —> oo, für alle Multiindizes a und ß.

Wir schreiben dafür

Es ist klar, daß jede (gemischte) Ableitung Da(p von ip € S wieder in S (und
somit in C1) liegt.

e 5 stärker als jedes Polynom fällt, ist es integrierbar:
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Lemma 4.2 Es gilt:

S(Rd) C ^ ( R ^ C ) .

Insbesondere ist also für jedes </? G <S die Fouriertransformierte .F ?̂ = <£
definiert. Der Raum S verträgt sich ideal damit:

Satz 4.1 Die Fouriertransformation T bildet S linear und eineindeutig auf
sich selbst ab; es gilt T~x = T; ferner sind T und T~x stetig, d.h. wenn

s
fn > <f, SO

Die Eigenschaften 3.1 bis 3.7 der Fouriertransformation bleiben natürlich
erhalten. Mit der Differentiation sieht es jetzt viel freundlicher aus als damals:

Satz 4.2 Für tp € «S sind stets richtig:

Allgemeiner formuliert gilt also:

Beweis Wir begründen nur die elementare Formel. Die allgemeine ergibt sich
daraus durch Iteration.

Der zweite Teil geht genau wie früher, weil X{ip(x) integrierbar ist. Für den

ersten Teil liefert partielle Integration:

—(p(x) exp(-i(jc, A)) dxi

lim ( <p{x)exp(-i(x,\))\b
x - / (p{x) \ —-exp(-i(x,X)) \ dx-)

a -> - o o \ J a k oxi ) '
b - > cx>

= zAj / ip(x) exp(—i{x, A)) dxi.

Jetzt sind die beiden Seiten der Gleichung nur noch über die restlichen Va-
riablen zu integrieren und mit (2?r)~d/'2 zu multiplizieren, um die behauptete
Gleichung zu verifizieren. D
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4.2 Temperierte Distributionen

Natürlich können wir unsere hohen Ansprüche an den Kalkül (oder unsere
Bequemlichkeit) mit gewöhnlichen Funktionen nicht befriedigen. Es gibt ein-
fach keine Funktion, welche die Ableitung der Heaviside-Funktion ist. Aber:
sind wir denn wirklich an Funktionen als solchen interessiert? Betrachten wir
die Wirkung eines Filters mit Punktantwort h auf ein Signal / 6 S:

(/ * h)(x) = Jf(y)h(x - y) dx = Jf(y)hx{y) dy,

wobei hx(y) = h(x — y). Es interessiert also nur, wie hx auf / einwirkt, wenn
man die Funktionen erst multipliziert und anschließend integriert. Setzen wir
g = hx, so interessiert also nur die Funktion

Tg : S —> C,/ —> (f,g) = Jfgdy. (4.1)

So etwas nennt man Funktional und weil

gilt, ein lineares Funktional. Jeder vernünftigen Funktion g (siehe3) entspricht
ein lineares Funktional Tg wie in (4.1). Wir kennen aber schon andere Funk-
tionale:

T,:S—>C,/—•/(<)),

oder allgemeiner
Tfc:5-fC,/M/(o).

Solche Funktionale kennen wir, wenn wir sie auf ihre Wirkung auf Funktionen
testen. Wir definieren:

Definition 4.3 Ein stetiges lineares Funktional

heißt verallgemeinerte Funktion oder (temperierte) Distribution. Der Raum
dieser Funktionale wird mit S' bezeichnet. Eine Funktion ip G <S nennen wir
Testfunktion.

3'vernünftig' heißt, daß

J\g(x)\(l + \x\)"dx<oo

für ein q. Insbesondere reicht es, daß g integierbar ist.
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Wir akzeptieren unbewiesen:

Satz 4.3 Für jedes g G C1 (oder mit der Integierbarkeitseigenschaft unten)
ist die Abbildung

Tg : S — • C, <p i—• Tfjip = / <pg dx

ein stetiges lineares Funktional auf S, d.h. eine verallgemeinerte Funktion.

Jede 'vernünftige' Funktion ist also eine verallgemeinerte Funktion. Eine ver-
allgemeinerte Funktion T^, die sich mittels einer Funktion h repräsentieren
läßt, nennt man regulär und bezeichnet sie einfach wieder mit h.
Jetzt wollen wir natürlich alle wichtigen Operationen auf den verallgemei-
nerten Funktionen ausführen.

Differentiation.

Wir beginnen mit der Differentiation.
Für h, ip G S(R) gilt vermöge partieller Integration:

(h',(p) = / h'tpdx = lim h<p\ — lim / hip'dx
J a—»—00,6—KX> a—•—00,6—>oo Ja

= — I hipdx= (h,—<p').

Betrachten wir also nur die Wirkung von h' auf ip, so kommt es auf dasselbe
heraus wie die Wirkung von h auf </?'. Wir definieren also für eine verallge-
meinerte Funktion T die Ableitung V als lineares Funktional durch

So schieben wir alle Operationen auf die Testfunktionen ab.

Beispiel 4.1 Wir berechnen die Ableitung der Sprungfunktion h(x) = i[o,<x>):

/•oo

(rh,tp) = (Thi-V/) = (h,-V/) = - </(y)dy = -(<p{oo)-<p(0))

= - ( 0 - p(0) = v?(0) = (TSt ip) (=: J 8(y)<p(y) dy^j .
Also ist die Dirac-Funktion die Ableitung der Sprungfunktion, was uns natürlich
sehr gelegen kommt.
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Ist h stückweise differenzierbar mit einem Sprung in z, so ist die Ableitung
gleich f'(x) in x ^ z und ±5(x — z) — ±öz(x) in z.
Durch Iteration ergibt sich

Translation

Sei wieder ra(p(x) = <p(x — a). Wir definieren:

Beispiel 4.2 Wir prüfen, ob für Funktionen das Richtige herauskommt:

(TaTh,(p) = (Th,T_a<p) = / h(y)(p(y + a) dy = / h(y - a)(p(y) dy = (TTah,(p).

Also haben wir den Shift richtig definiert.

Multiplikation mit Funktionen

Sei / beschränkt. Wir definieren fT durch

Beispiel 4.3 Sei / e C1. Dann gilt:

(fTh,tp) = (Th,f<p) = Jh(fv)dx = J(hf)<pdx =

4.3 Die Fouriertransformation auf S'

Sie ist besonders wichtig und bekommt deshalb einen eigenen Unterabschnitt.
Es gilt:

Satz 4.4 Für f,g G C1 gilt

/ fgdx = / fgdx.
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Beweis Weil / und g beschränkt sind, sind fg und fg integrierbar und nach
dem Satz von Fubini gilt:

fgdx = c f(x) < / g{y)exp(-i(y,x))dy l dx

= c {f(x)g(y)ex.p(-t(y,x))}dydx

= c / / {f(x)g(y)exp{-i(y,x))} dxdy

= c \ f(x) exP(-«(y5 x)) dx > g(y) dy = fg dy.

D

Beispiel 4.4 Sei h € C1. Dann gilt

(Th,ip) = (h,<p) = fh<pdx = fh<pdx = (h,<p) = (Th,(p).

Für T G S' definieren wir also:

Die tiefere Rechtfertigung für dieses Vorgehen liefert folgender Satz:

Satz 4.5 Die Fouriertransformation T : «S' —> S' ist linear und bijektiv.
Außerdem sind T und T~l stetig, d.h.

Diese Fouriertransformation ist also nichts anderes, als eine Ausdehnung der
üblichen Fouriertransformation auf verallgemeinerte Funktionen.
Um Vertrauen in die Richtigkeit dieser Begriffsbildung zu fassen, betrachten
wir einige Beispiele:

Beispiel 4.5 Sei Sa(x) = S(x — a). Dann gilt

Kann man Sa als Wirkung einer Funktion darstellen? Wir beginnen mit dem
einfachsten Fall:

(ö, <p) = <p(0) = (27r)-d/2 [ ip{x) exp(-z(a;, 0)) dx

= (27r)-d/2 [ <p-ldx=((2>K)-dl2,y).
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Also ist
6 = (27r)-rf/2

Intuitiv ist 5a ein verschoben es 8, nämlich ra6, was natürlich stimmt:

(«Je, f) = <p(a) = tp(Q + o) = (5, r_av?) = {ra5, ip).

Nach der Formel für den Shift gilt also:

(8a,<p) = ((Ta6)A,v) = (Ta6,<p) = (ö,T-a<p)

= c • / tp(x) exp(—i(x, 0 + a)) dx = (c • exp(—%{•, a)), ip).

Also wird Sa durch die Funktion A (->• (27r)~d/2exp(—i{A,a)) repräsentiert.
Diese Funktion ist nicht integrierbar, aber als verallgemeinerte Funktion eine
Fouriertransformierte.

Wir betrachten nun Wellen als Signale.

Beispiel 4.6 (a) Wenn wir uns erinnern, daß / die Gewichtung der elemen-
taren 'Wellen' f\(x) = exp(i(x, X)) bei der Darstellung von / war, müßte
eigentlich fx ein scharfer Impuls in A sein. So ist es auch:

= Jexp(i(x,\))<p(x)dx =

wobei beim dritten Gleichheitszeichen die Umkehrformel benutzt wurde. Dies
bedeutet

A = (27r)d/25A,

was (bis auf die lästige Konstante) genau das erwartete Resultat ist.
(b) Jetzt können wir auch die nicht integrierbaren harmonischen Schwingun-
gen transformieren:
Wegen

cos(a::r) = - (exp(zza) + exp(—ixa))

gilt

g{x) = cos{ax)\ g(X) = —-—(Sa(X) + 5_Q(A)).

Analog gilt:

g(x) = sin(ax); g{X) =
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Zusammenfassend haben wir folgende Transformationspaare / «-» / gefun-
den:

<5e(a;) <-» (27r)-d/2exp(-z(A,a))

4.4 Mehr zum scharfen Impuls
Die intuitive Idee bei der Delta- oder Diracfunktion war, daß sie einen idealen
scharfen Impuls modelliert. Also sollte sie ein Grenzfall von zwar unschar-
fen aber immer mehr um Null konzentrierten Impulsen sein. Dies präzisiert
folgende Aussage:

Satz 4.6 Sei f integrierbar mit J f dx = 1. Seien

feW = pf ( f ) ,e > 0.

Dann gilt für jedes ip G S, daß

[(pfedx—> tp(O) l= J <p6dxj , £->0.

Dies ist äquivalent zu

Tf. ^ > ö.

Beweis Mit der Substitution x = ey erhalten wir:

/ ip(x)fe(x)dx = / <p(ex)-pf ( j j dx= f{y)y{ex)dx.

Dann gelten

W(ey)f{y)\ < sup | ^ ) | | / ( y ) | für alle e > 0 und y € Rd (4.2)
z

und

<p(ev)f(v) —> v(0)/(y), e -+ 0.
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Da (4.2) eine integrierbare Majorante für alle Funktionen y t-> ip{ey)f(y)
liefert, gilt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz, daß

/ <p(y)fe(y)dy —> / ip(0)f(y)dy = <p(0) f dy - < (̂0).
J J J

D

Beispiel 4.7 Man denkt hier vor allem an Funktionen wie
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Die Radontransformation

In der Einleitung wurde dargestellt, daß es bei den tomographischen Verfah-
ren darauf ankommt, eine Verteilung - z.B. den ortsabhängigen Schwächungs-
koeffizienten der Strahlung - aus den Integralen über Linien zu rekonstruie-
ren. Für den Schwächungskoeffizienten μ etwa waren die Integrale gegeben
durch

f ^ j , *d

I ß{s) ds — — In —,
JL >̂

wobei L eine Gerade bezeichnete, μ(s) den Schwächungskoeffizienten an dem
durch s parametrisierten Ort auf der Geraden L, I(s) die Strahlungsintensität
an diesem Ort, und Io die eingesetzte Strahlung.
Bevor wir Verfahren zur Rekonstruktion studieren, müssen wir erst klären,
was mit diesen Linienintegralen gemeint ist und nützliche Eigenschaften der
Gesamtheit dieser Linienintegrale ableiten. Letzteres geschieht im nächsten
Abschnitt, ersteres wird der Gegenstand der weiteren Abschnitte sein.
Es ist vom mathematischen Standpunkt aus sinnvoll, für die zu rekonstruie-
renden Dichten die Annahme / e S zu machen (obwohl die zu untersuchen-
den Objekte - etwa eine Niere - natürlich durch Funktionen mit kompaktem
Träger beschreibbar sind). Ist L eine Gerade im R2, so definieren wir intuitiv
für / e S die Radontransformierte TZf durch

Tlf(L)= [ f(x)dx.
JL

In höherer Dimension wird die Gerade durch eine Hyperebene ersetzt.

5.1 Definitionen
Natürlich müssen wir uns erst klar machen, was diese Integrale bedeuten.

155
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5.1.1 Die Radontransformation in der Ebene
Wir betrachten zunächst den Fall R2. Wir können eine Linie im R2 z.B. durch
die Gleichung X2 = ax\ + b darstellen. Geeigneter für unsere Zwecke ist die
folgende Beschreibung: Wir beschreiben die Gerade durch

x=p£ + t$x, t e R,

wobei ( e R 2 mit |£| '= 1 ein fester (Einheits-) Vektor ist, p e l der (vor-
zeichenbehaftete) Abstand der Geraden (in Richtung £) vom Nullpunkt und
£x der auf £ senkrecht stehende Einheitsvektor. Das Integral von / über L
definieren wir als

J fdx = J }{pi + tt1) dt (= Kfip, £)),

wobei die Gerade L durch den Normalenvektor £ und den Abstand p zum
Ursprung repräsentiert wird. Bezeichnet fx den (1-dimensionalen) linearen
Unterraum von E2 senkrecht zu £, so können wir auch schreiben:

Nun gilt nach Satz 4.6 für den Integranden, daß (wobei wir fe wie in Beispiel
4.7 wählen):

, e - > 0.

(5.1)
Wir führen eine (orthonormale) Variablentransformation gemäß

durch, wobei £, £ : als Spaltenvektoren aufgefaßt werden. Bezeichnet J die
Jakobimatrix dieser Transformation, so gilt J(x) — A für alle x und somit
|detJ(x)| = |det4| = 1. Außerdem gilt

Der Integraltransformationssatz 1. liefert somit:

- tC)fe(P -p)dpdt= / f(x)fe(p - (X, £)) dx.f f
1Noch mal:

Die Transformationsformel: Seien Di,D2 C Rd offen und <p : Di —> D^ bijektiv,
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Wegen (5.1) konvergiert die linke Seite gegen

f f / (£+£)«(? -^pj dp<u = J f(pt +t?)dt =
d<z,0 dx

Die rechte Seite konvergiert ebenfalls dagegen und es ergibt sich

Dies ist nicht nur die Ingenieurschreibweise, sondern ermöglicht manchmal
übersichtliches Rechnen.

5.1.2 Die Radontransformation im
Wir gehen genau wie im eindimensionalen vor. Hier sei L eine Hyperebene,
beschrieben z.B. durch

mit einen Orthonormalsystem {£, £ \ . . . , £ d - 1 } , festem p g R und Variablen
U G R. Bezeichnet wieder

£_L fj. £-1 I I ± C^— 1 . -f /— TU 1
S — U u ~T ' " * I Z(l—\Q . Li t Jl̂  r

den (d — l)-dimensionalen linearen Unterraum von Rd senkrecht zu ^, so
nimmt die Radontransformation folgende Gestalt an:

, 0 = / /(K + ̂ e1 + • • • + td-it*-1) dt= f f{p£ + x) dx.
jRd-l J^

Wie in (5.1) gilt die Approximation

/ / f(rf + 1 ^ 1 + ••• + U.^-^Up - p) dpdt

^f fipt + he + '-' + U^-^dt (5.2)

= / / ( />£ + h ? + ••• + t d - i t d - l ) 5 { p - ^ p ) dpdt, e - » 0 .

{x£) dx

sowie ip und tp 1 stetig differenzierbar und für die Jakobimatrix J der ersten partiellen
Ableitungen von tp sei |detJ(a;)| > 0 auf D\. Dann gilt

I f(x)dx= f f(<p(x))\detJ(x)\dx.
JDi JD,
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Formal können wir die nachfolgende Approximation und die Variablentrans-
formation übernehmen, wobei

ist. Dies führt wieder zur Formel

, 0 = J± ftä + x)dx = J f(x)5(p - (x, 0) dx.

5.2 Elementare Eigenschaften

Die Radontransformation hat folgende elementare Eigenschaften:

Satz 5.1 (Symmetrie) Es gilt

Beweis Dies ist offensichtlich, da —p, —£ und p, £ dieselbe Gerade repräsen-
tieren. D

Satz 5.2 (Linearität) die Radontransformation ist linear, d.h.

U{af + bg) = aRf + bilg.

Beweis Das ist klar. D

S a t z 5 . 3 ( S t r e c k u n g ) Seien a £ K und g(x) = f(ax). Dann gilt

)) j
a

Beweis Nach dem Integraltransformationssatz gilt

a,0 = J

D
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Satz 5.4 (Drehung) Für jede orthonormale Matrix A gilt eine .

Beweis Aus einer Zeichnung liest man das für g(x) = f(Ax) sofort ab. D

Satz 5.5 (Translation) Sei g(x) = f(x — z). Dann gilt

Beweis Das macht man sich ebenfalls sofort an einer Zeichnung klar. D

5.3 Elementare Beispiele.
Um eine bessere Vorstellung zu bekommen, berechnen wir die Transformier-
ten einiger einfacher Funktionen:

Beispiel 5.1 Sei
f(x)=exp(-\x\2),xGR2.

Mit der orthonormalen Transformation

(ui\ _( 6 6 \ (xi\
WJ " V "6 6 ) \xj'

wobei e r = (6,6), gilt:

ft/(p,0 = Jexp(-(x2+x2
2))5(p-{x,O)dx1dx2

= I exp(—(u\ + u\))8{p — ui) duidu2

= exp(-p2) / exp(-ul) du2 = y/Kexp(-p2).

In höherer Dimension führt man eine ähnliche Drehung aus (so daß (x, £)
durch «i ersetzt wird) und erhält

Um die Streckungsformel zu illustrieren setzen wir dort a = y/n und erhalten

7£exp(—TT| • \2)(p,0 = exp(—np2).
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Schließlich betrachten wir

Wir strecken also um \/y/2o2 und translatieren um a € K2. Dies ergibt

(5.3)

Was ist die Radontransformation einer in einem Punkt konzentrierten Mas-
senverteilung?

Beispiel 5.2 Geht man in (5.3) zum Limes a —> 0 über, so ergibt sich

n6a(p,Z) = öM(p). (5.4)

Dies ist also ein 'scharfer Impuls konzentriert auf der Menge'

Bei der bildlichen Darstellung dieser Menge kann man in eine üble Falle
tappen (die in der Ingenieurliteratur of in zweifelhafter Weise behandelt wird,
z.B. im Buch von DEANS): Identifiziert man (p, £) mit dem Punkt x = p£ in
der (xi,a;2)-Ebene, so wird die K entsprechende Menge

ein Kreis mit Mittelpunkt m = a/2 durch den Ursprung, d.h. mit Radius
r= H/2.

Beweis Gegeben £ ist der Vektor x = (p, £), welcher (5.4) erfüllt, die Projek-
tion von a auf die durch £ bestimmte Gerade. Dies bedeutet, daß das Dreieck
mit Basis 0, a und Scheitel x bei x einen rechten Winkel hat. Die Scheitel
aller solcher Dreiecke bilden bekanntlich den Thaieskreis, d.h. den Kreis um
m mit dem Durchmesser \a\. Letzteres ist sehr einfach zu sehen: Für die in
der Skizze Abb. 5.1 bezeichneten Winkel a,ß,j,(j) gilt in Grad:

1 8 0 - 7 = 20

180-/? = 2a

ß + 7 - 1 8 0 = 0.

Addition der drei Gleichungen ergibt

und das ist schon die Behauptung. D
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Abbildung 5.1: Zum Beweis

Dieses Vorgehen ist falsch, da alle Punkte (0, £) auf x = 0£ = 0 abgebil-
det werden; m.a.W. man hat keine zulässige Parametrisierung von K x 5 ' .
Dagegen ist die Parametrisierung

mit dem Winkel (j> zwischen f und der a^-Achse sinnvoll. Der Menge K
entspricht dann die Menge

K = {(p, 4>) : p £ R, 0 < (f> < 2ir, p = ai cos</> + a2 s i n0} .

Jeder Punktmasse Sa entspricht also in der (p, </>)-Ebene die sinoide Kurve

p — <2i cos 0 + 02 sin 0, 0 < (j> < 2?r.

Jeder Geraden in der (x\, X2)-Ebene entspricht ein Punkt in der (p, 0)-Ebene.

5.4 Die Hough-Transformation

Sie wurde 1962 von P.V.C. HOUGH als Methode zur Geradendetektion in
zweidimensionalen Bildern vorgeschlagen. Sie leitet sich in einfacher Weise
aus den Beobachtungen in Beispiel 5.2 ab.
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Seien o und b Punkte in der Ebene und L eine Gerade, parametrisiert durch
(q, ip). Liegen a und b auf L, so schneiden sich also die beiden Sinoiden

p = ü\ cos (f> + Ü2 sin (j), p = b\ cos <j> + b^ sin (f>

im Punkt (q,ip). Liegen im Originalbild viele Punkte auf dieser Geraden, so
schneiden sich alle zugehörigen Sinoide in (q,ip). Würde man die Sinoiden
durch eine Intensitätsstufe markieren und Schnittpunkten die entsprechend
aufsummierten Intensitäten zuordnen, so erschiene in (q, ip) ein heller Fleck.
Man könnte diesen durch Thresholding selektieren und hätte die Gerade
im Ursprungsbild detektiert. In der Praxis unterteilt man die (p, c/>)-Ebene
in sogenannte Akkumulatorzellen und schreibt in jede die Anzahl der Si-
noiden, welche die Zelle trifft. Diese Häufigkeitsverteilung nennt man Hough-
Transformation, siehe z.B. R.C. Gonzalez, P. Wintz (1987), [7].
Der Inhalt jeder Zelle gibt an, wieviele Punkte im Ursprungsbild approxi-
mativ auf der entsprechenden Geraden liegen. Man setzt dann eine Schranke
und nimmt alle Geraden, auf denen mehr Punkte liegen.
Meist liegen im Bild aber nicht Geraden, sondern nur Geradenstücke vor.
Diese versucht man anschließend durch ein 'Tracking-Verfahren' zu finden,
vgl. z.B. [1].

5.5 Verwandte Transformationen

Man betrachtet auch die Röntgenstrahl-Transformation

l,x)= \ f(x + tri) dt, n <E S d ~ \ x <E Rd,
J —oo

also (auch in höherer Dimension) das Integral von / G S entlang der Geraden
durch x mit Richtung 77. Offensichtlich ändert man diese Integrale nicht, wenn
x auf der Geraden bewegt wird und man schränkt sich meist auf r]1- ein. Für
d — 2 stimmt diese Transformation mit der Radontransformation überein.
Schließlich ist auch noch die divergent öeam-Transformation von Interesse (in
2 Dimensionen auch fan2-fteoTJvTransformation genannt):

Vf{x,r})= f f(x + tr))dt,
Jo

bei der nur über den Strahl von x aus in Richtung 77 integriert wird.
Wir werden die Beweise i.a. nur für die Radontransformation führen und die
Ergebnisse für die übrigen Transformationen nur vermerken, wo dies sinnvoll
ist.

2Fächer, Ventilator



Kapitel 6

Der Projektionssatz und
Konsequenzen

Wir stellen eine wichtige Verbindung zwischen Fourier- und Radontransfor-
mation her und leiten Rechenregeln ab.

6.1 Der Projektionssatz oder das Fourier-Slice-
Theorem

Für Funktionen h(p,T]), p G R, 77 G Kd sei

Wir schreiben
K =

für die Fouriertransformation bei festgehaltenem 77. Wir führen also eine
gewöhnliche Fouriertransformation einer Funktion einer Variablen p durch.
Die Notation in Klammern hat sich ebenfalls eingebürgert. Der Hauptsatz
lautet:

Satz 6.1 Für f <E S{Rd) gilt:

In Worten: 'Die Radontransformierte ergibt sich aus / durch eine Fourier-
transformation gefolgt von einer inversen Fouriertransformation in radialer
Richtung.' Der Name erklärt sich wie folgt:

163
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Bemerkung 6.1 Aufgrund der Eineindeutigkeit der Fouriertransformation
enthält die linke Seite für festes £ (und für alle a) die selbe Information wie die
Projektion von / senkrecht zu £, die sich ja aus den Werten 'Rf(p, £),p € R,
zusammensetzt. Die rechte Seite enthält die Werte von / = F / entlang des
Schnittes ('slice') {p£ : p e R}. Der Satz sagt also, daß die Kenntnis der
Projektion gleichwertig ist mit der Kenntnis des Schnittes (der Fouriertrans-
formation)

Der Satz hat weitere Konsequenzen:

Bemerkung 6.2 Man schreibt dies oft in der Form

Anwendung der eindimensionalen Umkehrtransformation .Ff1 liefert:

Kf(p, 0 = (27T)(d-1)/2(27r)-
1 J /(*£) exp(isp) ds.

Somit haben wir bereits eine Methode zur Rekonstruktion der Funktion
aus seiner Radontransformation. Insbesondere ist / durch IZf eindeutig be-
stimmt. Der Teufel liegt im Detail bei der praktischen Umsetzung mittels
schneller Fouriertransformation, genauer in der zugehörigen Diskretisierung.
Dies führt zu schwer beseitigbaren Artefakten und die direkte Fourierrekon-
struktion ist anderen Verfahren weit unterlegen. Mehr dazu lernen wir später.
Der Satz wurde 1956 von BRACEWELL im Zusammenhang mit der Radio-
astronomie bewiesen. Er war allerdings in Wahrscheinlichkeitstheorie und
Differentialgleichungen schon vorher bekannt (1934, 1936). Er konnte nicht
zur Rekonstruktion eingesetzt werden, weil damals die numerischen Metho-
den zur Inversion der rechten Seite fehlten. Sie wurden erst später entwickelt.

Der Beweis ist leicht zu führen:

Beweis Es gilt

» = = [
V2TT JR

= — = \ \
V2ir jRjRd-i

Wir führen die Variablentransformation

<p(s, t) = x{s, t) =
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durch, wobei

eine orthonormale Matrix ist und somit |det Jp{s, t)\ = |detvl| = 1 gilt. Ferner
ist wieder s = (x,£). Nach Anwendung des Integraltransformationssatzes
können wir also fortfahren mit

D

6.2 Die Radontransformation unter linearen
Operationen

Ähnlich wie bei der Fouriertransformation leiten wir nützliche Hilfsmittel ab,
d.h. wir leiten Formeln bezüglich des Verhaltens der Radontransformation
unter wichtigen linearen Operationen ab. dabei ist der Projektionssatz das
wichtigste Hilfsmittel.
Als erstes betrachten wir die Differentiation.

Satz 6.2 (Differentiation der Funktionen) Sei f e S. Dann gilt:

Beweis Wir rechnen unter Verwendung von (3.8) auf Seite 139 und von Satz
6.1:

af))A (a)

Satz Regel 3.8

Satz Regel 3.8

Rücktransformation liefert nun das Ergebnis. G

Weiter gilt
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Satz 6.3 (Differentiation im 'Radonbereich') Für f £ S gilt bezüglich
der Differentiation nach der zweiten Variablen £, daß

Diese Formel beweisen wir nicht (man approximiert die Linienintegrale mit
Hilfe der f£ auf Seite 156, beweist dafür die Formel und geht zum Limes über,
vgl. [13], Seite 12.
Für die Faltung ergibt sich eine besonders einfache Formel:

Proposition 6.1 Für f,g € S gilt:

Man beachte den Unterschied zur entsprechenden Formel für die Fourier-
transformation.

Beweis Wir verwenden den Projektionssatz 6.1 und rechnen:

= (27T)1/2

Man beachte, daß es bei der letzten Identität um eine eindimensionale Fou-
riertransformation geht. Nun wenden wir die inverse Fouriertransformation
auf beide Seiten an und erhalten die gewünschte Formel. D



Kapitel 7

Inversion der
Radontransformation

Da ja aus Messungen der Radontransformierten auf die ursprüngliche Dich-
te zurückgeschlossen werden soll, sind natürlich die Inversionsmethoden der
springende Punkt.

7.1 Adjungierte Operatoren

Diese benötigen wir zur Rekonstruktion der Verteilungen aus ihren Radon-
transformierten. Sie sind als Integrale über Sphären definiert und somit
müssen wir einen Nachtrag zur Analysis vorausschicken.

7.1.1 Integrale über Sphären.

Wie üblich sei
qd-l {T cz TU'' • ITI 1 \
D — \X t H&. . | x | — Lj

die Einheitssphäre im Rd und

rS*'1 = {rx:x e Rd, \x\ = r}

die Oberfläche der Kugel im Rd mit Radius r.

Ähnlich wie Integrale JL f dx von Funktionen / über Hyperebenen L im Rd

benötigen wir Integrale frSd-i f dx über Sphären. Ist / stetig auf Rd, so ist
die einfachste Art, das Integral analog zum Integral über Hyperebenen zu
erklären:

/ fdx:= lim / f(x)cef ( ) dx,

167
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wobei

/ Cef I -—— ] dx = 1, e > 0.
J V e /

Im einfachsten Fall wählt man

V _ | T i \ i i r _

wobei V(r, e) der Rauminhalt der Schale

S c h ( r , e) = {xeRd :r-e <\x\<r + e}

ist. Damit ergibt sich

f fdx = lim—i- / /(a;)«faf= /"/(ar)J(r - \x\)dx),

wobei letzteres wieder die Ingenieurschreibweise ist. In jedem Fall ergibt sich
die Darstellung, die sich in jedem einführenden Text über klassische Analysis
findet, z.B. in [4]: Sei t = (ti,..., U-i); dann gilt:

f fjr _ / f [/ / r2 UI2 1 ^ /
j ax — i j [i, y r I*-1 J / 2 _ i . i 2

/" I r / r \ / l — I / I 2 I . /7+

Wichtig ist der folgende Satz vom Fubini-Typ:

S a t z 7 . 1 Sei f : R d —>• R d integrierbar. Dann ist für fast alle r>0 die
Funktion f über die Sphäre Sd~l = {x 6 R d : \x\ = r} integrierbar und es
gilt

f f(x)dx= [ ( f • fdx] dr
J JO \J\x\=r )

= r ( [ f(rt) dt) rd~l dr= f f° /(rf) rd~l drd{.

Das einfachste Beispiel ist folgendes:
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Beispiel 7.1 Sei
Kd = {x € Rd : \x\ < 1}

die d-dimensionale Einheitskugel. Bezeichnet man mit r^ ihr Volumen und
mit ujd ihre Oberfläche, so gilt nach dem Satz

Td = [ ldx= [ ( [ ldx)dr= [ üJdr
d-x dr = ^ .

J\x\<l JO \J\x\=r J JO "

Im Klartext heißt das

Im Fall d = 2 ist das die wohlbekannte Beziehung

Kreisumfang = 2-n = 2(n) = 2 • Kreisfläche.

Im Fall d = 3 gilt analog

/ 4 \
Kugeloberfläche = 4n = 3 I -n I = 3 • Kugelinhalt.

7.1.2 Die Adjungierten.

Die Radontransformation verwandelt Funktionen f(x) auf Rd in Funktionen
7l(p, £) auf R x 5d~1. Wir möchten manchmal Integrale über die Variablen p
und £ in einfache Integrale über die Variable x verwandeln. Zu diesem Zweck
definieren wir für Funktionen h(p, £) die Funktion

TZ^hix) = / h((x f)

Der Operator V} heißt zu TZ adjungierter Operator. Die Rechtfertigung für
diesen Namen liefert folgender wichtige Satz. Um mathematisch präzise zu
sein, definieren wir den Einheitszylinder

7 TU w cd—l
ZJ — 1K X j

und den Raum S(Z) als Menge der Einschränkungen von Funktionen aus
auf Z.

Satz 7.2 Für f e S(Rd) und g e S(Z) gilt

= f f{x)TZ*g(x)dx.
JR*
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Beweis Zunächst gilt nach Definition und obigem Satz 7.1, daß

f f(x)K*g{x)dx(= [ f(x) [ g{(xtZ)tZ)d£dx)
jRd \ jRd Js'-l )

= f f f(x)g((x,$,Odxdt. (7.1)
JS*-1 JRd

Nun führen wir (wie schon so oft) die (orthonormale) Variablentransforma-
tion

x{s,t) = st+Bt, tT = (tu • • •ttd.1),B = ( e 1 , . . . ,e d" x ) ,
durch, wobei die Spalten von B eine Orthonormalbasis von £x bilden.
Der Integraltransformationssatz - angewandt auf das innere Integral - er-
laubt uns fortzufahren mit:

/ f l f
sd~l JR U&-1[

R

u
Interpretiert man das erste Integral als Skalarprodukt (f^g) von Funk-
tionen über dem Rd und das letzte Integral als Skalarprodukt [Rf, g] von
Funktionen über Z, so besagt der Satz, daß

was - in Analogie zur Sprechweise bei Matrizen - die Bezeichnung 'Adjun-
gierte' erklärt.

7.2 Die Inversionsformel

In diesem Abschnitt beweisen und diskutieren wir die Inversionsformel. Sie
gibt an, wie man (in der Theorie) die Funktion / aus der Radontransformier-
ten 11 f zurückgewinnt.

7.2.1 Die abstrakte Version.

Wir beweisen jetzt die Inversionsformel in ihrer abstrakten Form. Wir wählen
diese, weil sie weit einfacher zu behandeln ist, als die analytischen Versionen
(zumindest, wenn man diese direkt angeht.
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Zunächst benötigen wir einen zusätzlichen Operator. Konkret ist er schwer
zu handhaben. Deshalb definieren wir ihn über seine Transferfunktion. Für
a G R ist das Riesz-Potential

la : S(Rd) —> L\Rd), f .—)• If,

definiert über

Zur Einübung beweisen wir

Lemma 7.1 Für f G S gilt

j - a j a y = j

Beweis Es gilt:

\\\a

( I - a { I a / } ) A ( A ) = |A|-(IV)A(A) = LL/(A) = /(A).

Anwendung der inversen Fouriertransformation liefert nun die gewünschte
Formel. D

Die Inversionsformel für die Radontransformation lautet:

Satz 7.3 Für f E S(Rd) gilt

f{x)=2(L)^l°
Zum Verständnis der Formel bemerken wir folgendes:

- / ist eine Funktion von x G M.d.

- TZf ist eine Funktion von (s, £) € Z.

- Xs wirkt für jedes feste £ auf die Funktion 7Z^f(s) einer Variablen s e R.
Somit ist la-d+l1lf eine Funktion von (s,£) € Z.

- Der Operator V^ darauf angewandt liefert eine Funktion von x G Rd.

- Der Operator X£ wirkt auf diese Funktion von x G Rd und erzeugt
daraus wiederum eine Funktion von x G Rd.
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Wir werden die Formel anschließend von allen Seiten beleuchten. Jetzt be-
weisen wir sie erst einmal, wobei der Beweis erstaunlich einfach ist.

Beweis Die Fourierinversionsformel gibt:

laj{x) = (27r)-d/2 J |A|-Q/(A) exp(z(rr, A» d\.

Wir gehen nun zu Polarkoordinaten über, d.h. wir wenden die Transformation

an. Mit Satz 7.1 erhalten wir
OO

/

OO f

\ |a|-°/
Jsd-1

= (27r)-d/2 f r M^-o/K) exp(za(x,
Js*-1 Jo

Dieselbe Rechnung mit — £ statt £ und —a statt a liefert dieselbe Formel,
allerdings mit J^ statt /0°°. Insgesamt erhalten wir

f
JSd
f

Sd-i 7_o

Nach dem Projektionssatz folgt

f r Icr^-1-" {(27r)(d-1)/2/K)| exp(ta<ar,

Der Integrand kann durch das Riesz-Potential ausgedrückt werden:

Man beachte, daß hier X^+1~d auf die univariate Funktion 1Z^f(a) der Va-
riablen a wirkt. Schließlich ergibt eindimensionale Fourierinversion

Anwendung von I~Q und Beachtung des Lemmas liefert nun die Formel. D

Wir interpretieren diese Formel nun in diversen Spezialfällen.
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7.2.2 Inversion bei ungerader Dimension.

Wir setzen in der Inversionsformel a = 0. Dann nimmt sie mit

1
Cd ~ 2 • (27T)«'-1

die Gestalt an:

f(x) = cdn*il

s-
dnf(x). (7.2)

Wir untersuchen das Riesz-Potential etwas genauer. Für eine Funktion h(s)
gilt

(ll-dh)A(a) = \a\d-rh(a) = (sgiia^a^hia).

Nach dem Satz 4.2 über die Differentiation der Fouriertransformierten1 gilt

\ll-dhna) = (-z)^ (J^h) (a).

Sei nun d ungerade und somit d — 1 gerade. Dann kann man fortfahren mit

(Zl-dh)A(a) = (-l)^-1)/2 ( | ^ ) A {*), d ungerade.

Angewandt auf
h(s) =

ergibt das

Einsetzen in die Inversionsformel (7.2) ergibt

f(x) = cd(

Im wichtigen Spezialfall d = 3 heißt das

"ö "o J V \ ) C / ) > / > ? — V /
OS

1 nämlich:
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Mit etwas Analysis sieht man hier den (rotationsinvarianten) Laplace-Opera-
tor am Werk. Wir könnten dies sofort ausrechnen, wenn wir kartesische mit
Polarkoordinaten in Beziehung brächten. Um Rechnungen zu sparen, gehen
wir aber direkt vor:

Beispiel 7.2 Sei A^ der Laplace-Operator, gegeben durch seine Wirkung
auf eine Funktion g(x), x e Rd:

. « ^ Ia'
Dann gilt für die Fouriertransformierte (siehe Fußnote):

lj g(X) = \X\2g(X);j \2

der negative Laplace-Operator hat also die TVansferfunktion |A|2.

Bei d > 3, d ungerade, ergibt die (d — l)/2-malige Anwendung von — Ax:

({{-Axy
d-W} g)A (A) =

d.h.

F ü r a = d — 1 b e k o m m t die Invers ionsformel d ie G e s t a l t 2 :

f{x) =

Mit d e m Beispiel u n d de r Defini t ion von I^ e r h a l t e n wir schließlich für d>3
u n g e r a d e :

f{x) = ( - l ) ( d - 1 ) / 2^jTA i d" 1 ) / 2 / ^ /«* . 0 , 0 df. d > 3 ungerade.
2{2TT)a l JSd-i

Im Spezialfall d — 3 bekommt man die zu (7.3) äquivalente Formel

/(a;) = - A A - f
OTT JS2

' S 2

die schon RADON bekannt war.
2Diese Form dient als Basis für den sogenannten />-filtered-layer-Algorithmus (BATES,

PETER 1971), vgl. NATTERER. Dazu schreibt man sie um in

f(x) = cdF-1(\\\d-1FR*Hf)).

Dies bedeutet 'Rückprojektion' (kommt bald), gefolgt von Fouriertransformation, Multi-
plikation und inverser Fouriertransformation.
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7.2.3 Inversion bei gerader Dimension.

Wir setzen in der Inversionsformel wieder a = 0, was zur bekannten Formel
(7.2) führt:

Diese Formel wollen wir nun näher untersuchen.
Sei h eine Funktion von s G R. Dann gilt

{X]-dh)h{a) = \<r\d-lh{o) = (sgna)d-l

Sei nun H der Operator mit

(Hh)A{a) = -i-sgna-h(a).

Dann gilt

und somit

Damit wird aus der obigen Identität (7.2) die Formel

Somit wird es Zeit, den Operator % näher zu untersuchen. Dazu benötigen
wir folgenden wichtigen Begriff aus der Analysis:

Definition 7.1 Für h £ <S(R) sei

_,rr f h(t) ( fs~E h(t) f°° h(s) \
CHI dt — lim I / dt + I dt I

J s - t e->o \J_OO s - t J s + £ s - t )

der Cauchysche Hauptwert3.

3 Dieser ist deutlich zu unterscheiden vom uneigentlichen Integral

f h(t) J , fa~e h(t) , , f°° h(t) J/ —^- dt = lim / —— dt + lim / —^- dt.
J s - t £-voy_00 s — t £^>oja+es — t

Der Cauchysche Hauptwert kann existieren, obwohl letzteres uneigentliche Integral nicht
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Lemma 7.2 Für h G 5(R) gilt

Uh(s) = -CH [ ^α-dt,
IT J S — t

wobei der Cauchysche Hauptwert existiert. Ferner gilt:

ih _ / (-

\ (-

ä-ih _ / (-l)id-2)/2m, d gerade
\ , d ungerade

Der Cauchysche Hauptwert läßt sich als gewöhnliches Integral schreiben:

ft(" - ft<-'> dt.

Beweis Die erste Behauptung gehört in die Analysis und wird hier nicht
bewiesen. Die explizite Gestalt von 'Hd~x erhält man aus:

{Hd-Xh)\o) = (-i)d-l(sgna)d-lh(a).

Dies ergibt nämlich

{ (-lyt-Whia), falls d ungerade

(-l)(-lYä-2)/2.t.sgna.h{a)

= (-l)(d-W(Hh)A(<j), falls d gerade.
Fourierinversion liefert nun die Behauptung. D
Mit diesem Lemma wird aus der letzten Umkehrformel:

, d gerade,
f(x) = l- • (27r)1 \

{ (l)^-1)/2 J ^ » / ( ( 0 0 df d ungerade.

existiert.
Beispiel. Das uneigentliche Integral an der Stelle s, Ja ̂ , a < s < t, existiert be-

kanntlich nicht. Der Cauchysche Hauptwert jedoch existiert:
b dt / r~e dt rb dtfb dt ,. / r~e dt rb dt

/ = - hm / h /
Ja s-t "°\Ja t-s Je+et-

CH / / /
J t °\J t Je+et-s

( ( t e ) | r

= - ln(-e) + ln(o - s) - \n(b - s) + ln(e) = In

Genau so existiert das uneigentliche Integral / ^ für eine Funktion h e S(R), h ̂  0 in
einer Umgebung von s, nicht, der Cauchysche Hauptwert jedoch schon.
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Die bereits abgeleitete Formel für ungerades d finden wir hier übrigens wieder.
Für gerades d ergibt sich mit g = 71 f:

f{x) = I • {2*y-d{-lfl^1- f CH
2 TT 7 S d - l

Substitution von t = q + (x, £) ergibt

f(x) = (27r)-«(-l)«/2 f CH f 9{i

Wir verwenden die äquivalente Darstellung des Cauchyschen Hauptwertes
und erhalten:

/(*) = (27T)-d(-l)d/2

f IT (9{d-\(x,i) + 9-0 - 9(d-1]({x,0 - q,0)Jsd-i J lq

- f
Nun sind g gerade und d — 1 ungerade und somit g^d~^ ungerade. Ersetzt
man im zweiten Term also £ durch —f, so sind beide Teilintegrale gleich und
man erhält

f(x) = (-l)rf/2(27T)-d f- f

Dies ist die erwünschte Umkehrformel. Es ist in der Literatur üblich, eine
etwas andere Form zu benutzen: man schreibt

= TÖJPIT f S«*. 0 + 9,0 d£
\O I Jsd-1

wobei |5 d~ 1 | die Oberfläche der Einheitssphäre ist. Einsetzen liefert die be-
kannte Formel:

f(x)=c(n)
7-0

q ( )
0O Q

Im wichtigen Fall d — 2 der Ebene wird daraus

wobei sich die Differentiation auf das erste Argument von 71 f bezieht. Damit
beenden wir die Diskussion der Umkehrformel.





Kapitel 8

Rekonstruktionsalgorithmen

Wir leiten nun Formeln ab, die den üblichen Rekonstruktionsalgorithmen
zugrunde liegen. Im Mittelpunkt wird die sogenannte 'gefilterte Rückprojek-
tion' stehen, ein Standardalgorithmus der Computertomographie.

8.1 Die Adjungierte als Rückprojektion

Die Anwendung des adjungierten Operators auf die Radontransformierte war
erklärt als

Um zu verstehen, was dabei herauskommt, interpretieren wir den Integranden
für festes x und £ anhand der Graphik Abb. 8.1. Wir sehen also, daß bei
dieser Operation die Intensität des 'Schattens' von / entlang der Geraden
durch x senkrecht zu £ mit infinitesimalem Gewicht d£ inkrementiert wird.
Die 'Summe' dieser Schatten bildet den Wert in x. Im Prinzip handelt es
sich also um eine 'Rückprojektion'. Natürlich wird bei obigem Integral jede
Gerade durch x doppelt verwendet, nämlich einmal für £ und einmal für
- £ . Deshalb wird in der Literatur oft die Rückprojektion BTZf = TZ^Tlf/2
betrachtet. Für uns ist der Vorfaktor unerheblich und wir interpretieren den
Operator 1& als Rückprojektion. Somit haben wir den adjungierten Operator
als Rückprojektion entlarvt.
Das Bild, welches man durch die Rückprojektion einer einzelnen Projektion
senkrecht zu £ erhält ist

das sogenannte Streifenbild. Das Bild TZ^Kf nennt man auch Layergram.

179
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Abbildung 8.1: Interpretation des Integranden

Es ist offensichtlich, daß man untersucht, wie diese Rückprojektion mit /
in Beziehung steht und versucht, das Ergebnis gegebenfalls durch geeignete
Filterung im Sinne einer Rekonstruktion von / aus Hf zu verbessern. Damit
ist die Grundidee der gefilterten Rückprojektion umrissen, mit der wir uns
im folgenden beschäftigen werden.

8.2 Rückprojektion und Filterung

So abstrakt er auch aussieht, ist der folgende Satz der Schlüssel zum Erfolg:

Satz 8.1 Für f <= S(Rd) und h G S(Z) gilt:

Man beachte, daß sich die Faltung auf der rechten Seite nur auf die eindi-
mensionale Variable (meist s genannt) bezieht.

Bemerkung 8.1 Auf der linken Seite wird 1&h mit / gefaltet. Wir wissen,
daß S * f = f ist. Die Kunst ist es nun, h so zu wählen, daß l&h « S.
Dann könnte man / durch Faltung mit h, d.h. Filterung, und anschließende
Rückprojektion gut approximieren. Damit sind wir der Idee der gefilterten
Rückprojektion wieder ein Stückchen näher gekommen.

Beweis Wir schreiben die linke Seite aus:

f(x) = f -R}h(x-y)f(y)dy= f [ h((x - y,S),Z)d£ f(y)dy
JRd JRd Jsd-i
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h((x-y,Z),Of{y)dydt.[
Wir substituieren im inneren Integral y = s£ + z, wobei z ^ 1 (wie schon
öfter) und erhalten

[ ff
sd~l

 JRJ^

R

Dies ist die erwünschte Formel. D

Der folgende Satz besagt, daß sich die Faltung mit V^g als Faltung mit
einer gewöhnlichen Funktion darstellen läßt. Dadurch wird das Filterdesign
erleichtert.

Satz 8.2 Für h e S(Z) gilt

Beweis Zunächst erinnern wir uns an die Definition der Fouriertransformier-
ten über ihre Wirkung auf Testfunktionen w € <S(Rd):

nn^g)A(x)w(x)dx= fnig{x)w(x)dx.

Aus der Charakterisierung von 7£" als Adjungierter von 1Z folgern wir

nig{x)w(x)dx= / g(s,
J Js*-1

 JR

Nun benutzen wir den Satz von Plancherel, der in der konkreten Situation
ergibt:

/ [
sd~l

 JR

wobei für eine Funktion h

= f [ g(s,
JS*-1 JR

0~h(s) = (27r)"d/2 [ h(a) exp(isa) da
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die (Fourier-) Rücktransformation bedeutet. Das Fourier-Slice Theorem wur-
de zwar nur für die Fouriertransformation bewiesen. Ersetzt man im Beweis
aber a durch —a, so sieht man, daß der Satz analog auch für die Rücktrans-
formation gilt, d.h.

Kombination der zwei letzten Identitäten liefert

[ H*g{x)w{x) dx = (27r)(d-1)/2 f f g{a, OM^O dad£.
J Jsd-1

 JR

Wir verwenden jetzt den Satz von Fubini für die Zerlegung des Rd in Sphären.
Dabei müssen wir die Fälle a > 0 und a < 0 separat behandeln. Dies ergibt

f{n]ig)A(x)w(x)dx

= ™™ L
Damit sehen wir, daß (J&g)A auf Testfunktionen genau so wirkt wie die rechte
Seite im Satz. D

Wir fragen uns schon lange, was denn die bloße Rückprojektion von TZf
für ein Bild liefert. Für d = 2 können wir das durch folgendes (Ingenieuren
geläufiges) heuristische Argument aus der letzten Formel ableiten:
Setzen wir in Satz 8.1 formal h = ö, so erhalten wir

{RHÖ) *f = n^Tlf.

Um 1&5 zu bestimmen, setzen wir h = 6 formal in die Formel aus Satz 8.2
ein, was ergibt

Wir entnehmen der Literatur

und kommen zum Ergebnis

= \x\~l
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Die alleinige Rückprojektion ergibt also eine verschmierte Version von / ,
nämlich die Faltung mit der Filtermaske 2/\x\. Benutzt man die oben erwähn-
te Rückprojektion B = 72-tl/2, so hat man

Allgemein gilt:

Satz 8.3 Für f G S(Rd) gilt

\ \ ^ f
\x\

Zur Einordnung des obigen Spezialfalls beachte man
l^2! = 4TT | 5 1 | = 2TT, > |S°| = |{ -1 ,1

(als normiertes Oberflächenmaß).

Beweis Ausschreiben der Definitionen ergibt

= f {w/«x,o,O}de= f {[
Jsd-1 Jsd-1 U ^

Es ist

Substituieren wir im inneren Integral

so bekommen wir

= [ f f(x
^ JSd-1 </£->-

Wir verwenden jetzt unbewiesen die allgemeine Identität

/ f g(y)dydS=\Sd-2\ f \y\-1g(y)dy
Jsä-l J^ JRd

(NATTERER, VII.2(2.8), Seite 190). Angewandt auf g{y) = f(x + y) liefert
sie

/ \x-y\ 1f(y)dy
jRdR.*

und somit die behauptete Gleichung. D
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8.3 Die gefilterte Rückprojektion

Dies ist der gebräuchlichste Rekonstruktionsalgorithmus in der Computerto-
mographie.

Konstruktion des Filters.

Im letzten Abschnitt sahen wir, daß die Punktantwort (auf einen scharfen
Impuls in 0) der Rücktransformation die Dichte l/\x\ ist. Um diese Unscharfe
zu verbessern, wird ein zusätzlicher Filter nachgeschaltet. Die Konstruktion
läßt sich am besten anhand der Formel aus Satz 8.1 erläutern, nämlich

Ideal wäre ein /i,», mit TZ^hoo = S, denn dann hätten wir

f = 6*f = (ft*/*«,) * / = ft^oo * nf).

Da dies nicht erreichbar ist, begnügen wir uns mit einer Approximation

= Wb « 8.

Im Hinblick auf die Approximation von S erinnern wir uns an den Satz 4.6,
der besagte

%{x) = \b\dV(bx) — > S(x), b - > oo , o > 0 .

Nach der Ähnlichkeitsformel gilt für die Fouriertransformierte

Wir starten also mit einem geeigneten Tiefpaßfilter & und wählen b hinrei-
chend groß. Konkret gehen wir aus von der Gleichung

Wb(X) = (2K)-V2Ö (^Pj . (8.1)

Der Betrag im Argument zielt auf Rotationsinvarianz. Für den Ausgangsfilter
fordern wir

0 < <£ < 1, <?(cr) = 0 für o > 1

oder wenigstens ein gutes Abklingverhalten.
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Beispiel 8.1 Der ideale Tiefpaßfilter

*(ff) = i[o,i](ff)

hat

Wdx) - (2n)WbW - [in)

wobei '«/' für 'Besselfunktion' steht.

Satz 8.2 gibt uns den Zusammenhang zwischen Wb und w^ über die Fourier-
transformierten:

Wb{\) = (tt»ti;6)
A(A) = (27r)(d-1)/2|A|1-d (wb ( W , ^ j

Da wir nur rotationsinvariante Wb zulassen, die nur von |A| abhängen, können
wir das erste Argument rechts weglassen. Ferner wollen wir nur gerade Wb-
Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich die Formel:

Ä \ = 2 • (27r)(d

Schreiben wir nun o statt |A|, so ergibt sich nach Vereinfachung

wh(o) = ^ • ( 2 T T ) 1 / 2 - V - 1 ^ (^) (^„gerade), a > 0 . (8.2)

Diskretisierung.

Der eigentliche Algorithmus ist eine diskrete Version des eben geschilderten
Verfahrens. Wir messen g(s,£) — 1lf(s,£) an den Punkten

(Si,£j), i = -<7, ...,<?; j = l , . . . , p

Si = h - i , h = l/q, £j eSd~l.

Die Faltung wb* g wird durch die diskrete Faltung

= wb * g(s, Zj) = h^2 wb(s - Si)g(si, (,-) (8.3)
i=-q

ersetzt (man erinnere sich, daß die Faltung nur im ersten, eindimensiona-
len Argument ausgeführt wird). Für die Rückprojektion brauchen wir eine
Quadraturformel auf Sd~l mit den Knoten £,, also eine gewichtete Summe

j = 1
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Beispiel 8.2 Für n = 2 und gerade Funktionen bietet sich die trapezoide
Regel an:

(8.5)

Idealerweise soll diese exakt sein (d.h. gleich dem Integral) für eine möglichst
große Klasse günstiger Funktionen (etwa die geraden sphärischen harmoni-
schen Polynome vom Grad 2m).
Die Rückprojektion hat dann die Gestalt

und die gefilterte Rückprojektion ist

= n\wh *

Beispiel 8.3 (Die parallele Geometrie in der Ebene) Hier hat man übli-
cherweise:

cos 0 A j - 1 . 1
. , 1, <A? = TT, Si = h - i , h = -.

sin 0,7 p 9
Für die diskrete Faltung (8.3) erhält man:

Für jeden Rekonstruktionspunkt a: berechnet man nun die diskrete Rückpro-
jektion mittels (8.4).

Soweit ist alles 'straightforward'. Diskutiert wurde - und wird immer noch -
die Wahl der Funktion w^. Wir schreiben ein klassisches Beispiel nieder:

Beispiel 8.4 Sei im Beispiel d = 2. Die Funktion w^ ergibt sich aus der
Transferfunktion 4>. Ein einfacher Fall ist die Dreiecksfunktion (im Frequenz-
bereich)

i , s ( 1 — e-cr, a<1

*W = { 0, a>1. '



Rekonstruktionsalgorithmen 187

wobei £ e [0,1]. Hierin ist mit e = 0 der ideale Tiefpaßfilter enthalten. Wir
erhalten aus der Identität (8.2)

und somit

wb(s) = ^(27r)-3/2(27r)-1/2 f \<j\ (l - e^) exp(isa) da

Partielle Integration liefert

b2

wb{s) = -^{u(bs) - ev(bs)),
coss-1 i sin«sin « i r\

S) = 1 ' 8-0
2 , A — U,r 2cos« I /i ^_^ sin« s- / 0

U(s) = <| *2 ' j s2 / s ' ^ '

I 3 ' S — U.

Verknüpft man b mit h über

und wertet iff, nur an den Stellen s = ŝ  aus, so vereinfacht sich das beträcht-
lich und man erhält:

b2 ( 1 /4 -6 /6 , i = 0,
< -£/(K2i2), i i- 0, gerade,

-(l-e)/(n2i2), i ungerade.

Es wurden viele andere Filter vorgeschlagen, u.a. der Filter mit Transfer-
funktion

Beispiel 8.5 Die Fächerstrahlgeometrie wird am bequemsten auf die paral-
lele Geometrie zurückgeführt. Vgl. NATTERER, V.l.2, S 111.
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8.4 Weitere Rekonstruktionsalgorithmen

Es gibt praktisch zu jeder bewiesenen Umkehrformel mehrere Vorschläge für
Rekonstruktionsalgorithmen.

Beispiel 8.6 (Die Fourierrekonstruktion) Dabei wird die Projektions-
formel

direkt ausgenutzt, indem man die rechte Seite (Fourier) invertiert. Die tech-
nischen Probleme liegen hier in der Diskretisierung (vgl. NATTERE, S 119ff).

Beispiel 8.7 (/>filtered layergram) Diese Methode beruht auf der Iden-
tität von Satz 7.3:

fix) = \{2^y-dx

Mit a = d — 1 vereinfacht sie sich zu

Da Ix über die Transferfunktion definiert war:

ergibt sich

Somit wird eine Rücktransformation ausgeführt, gefolgt von einer d-dimensionalen
Fouriertransformation, einer Multiplikation und einer Fourierrücktransfor-
mation. Dieser Ansatz ist nicht wesentlich verfolgt worden, da er erhebliche
numerische Schwierigkeiten bereitet.

Wir schließen mit der vom Ansatz her einfachsten Methode, skizziert für die
Ebene E2.

Beispiel 8.8 (Algebraische Rekonstruktion) Hierbei geht man direkt von
einer Diskretisierung aus, nämlich von endlich vielen Linienintegralen

f(x)dx = gjf j = 1,...,N,
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wobei also gj = T^f{sj,^j) für endlich viele (s^, £,-) ~ Lj. Nun ersetzt man /
durch eine diskrete Version F: Wir nehmen an, / sei auf einem beschränk-
ten Quadrat Q konzentriert ist. Dieses unterteilen wir gitterförmig in kleine
Quadrate Q^, z.B. k = 1,...,M = n2. Dann können wir F durch einen
Vektor

F=(FU...,FM)T

darstellen, wobei Fk der Mittelwert von / über Qk ist. Das Linienintegral
über Lj wird ersetzt durch eine Summe

v Li j

MI
I «• / \ i

9j

wobei
ajk = Länge von (Lj n Qk).

Mit der bekannten Matrix A — (üjk) und dem gemessenen Vektor g = (g^)
bekommen wir also ein lineares Gleichungssystem

AF = g

für die gesuchte Verteilung F.
Einerseits bereitet die Dimension des Problems Schwierigkeiten, denn M =
n2 kann ohne weiteres von der Größenordnung 100002 = 108 sein. Anderer-
seits trifft eine Gerade nur wenige Zellen, deren Anzahl ist von der Größen-
ordnung n w \ /M, SO daß die restlichen a^ verschwinden.
Ein zweites Problem ist, daß mangels genügend vieler Projektionen das Glei-
chungssystem unbestimmt sein kann.
Das dritte Problem kommt von der Unsicherheit der Messungen; dies führt
i.a. zur Inkonsistenz des realen Gleichungssystems.
Insgesamt tritt eine Fülle numerischer Probleme auf, deren Lösung unabhängig
von der Computertomographie ist (vgl. Pseudoinverse, aczmarz-Methode).
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Abstract

Due to improved biomolecular probes, PET technology comes again into the
focus of interest. PET basics of physical, biological and signal processing
aspects are discussed, and an application to cancer therapy in the framework
of molecular imaging is presented.
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1 Biochemical and Physical Prerequisites

PET (Positron Emission Thomography) is a biological imaging tool enabling
quantitative regional tissue analysis. It utilizes radioactively labelled biolog-
ical probes. After injection, atoms from these positron emitting isotopes tag
to molecules of interest. The tracers dissolve in the tissue according to their
absorbtion and change concentration with time. Some of the isotopes decay,
each one emitting a positron and a neutrino. The neutrino passes through
the tissue without interaction, the positron scatters with tissue electrons and
annihilates with one electron in two .5 MeV photons, mainly back to back;
Fig. 1 illustrates this process. Isotopes are produced by clinical cyclotrons.

nucleus

positron scatters in
511 |<eV 'v tissue losing energy

511 keV

Figure 1: Positron emission and annihilation. A positron is emitted from a
labelled probe molecule, losing energy by scattering from atomic electrons
before annihilating with an electron to produce two 511-keV gamma rays
which are emitted with an angular separation of 180°. The distance the
positron travels before annihilation typically is less than 2 mm. From [1].

Most important are those of carbon, nitrogen, oxygen and fluorine which are
major constituents for example of the human body.
In Table 1 some important properties of such isotopes are collected. In Table
2 few tracers out of a very long list of known compounds are presented,
their medical application field is indicated in the right column. The PET
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Isotope Half-life Energy (max) Range (mm)
(min) (keV) (rms)

Carbon-11
Nitrogen-13
Oxygen-15
Fluorine-18

20.4
9.96
2.07
109.8

960
1190
1720
640

0.69
0.91
1.44
0.38

Table 1: Physical properties of commonly used positron-emitting isotopes.
Energy is maximum possible positron energy (endpoint energy). The root
mean square (rms) positron range is measured in water, see [3].

scanner detects the two .5 MeV gammas from decay. A plane scanner is
symbolically displayed in Fig. 2. It consists of a circumferential array of
scintillation detectors which register a signal when a gamma ray interacts
with them. The detectors are connected to fast timing circuits which detect
two simultaneous or "coincident" events on opposite sides of the object. The
two opposite locations of detection define a straight line which meets the
position of the positron labelled molecule.

yof.
- •

t

j coincidence ?

Figure 2: A plane PET scanner. From [1].
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Labelled compound

Physiological parameters

[15O]Water, [15O]butanol, C[15O2]

uCO,C15O,68Ga-EDTA

68Ga-EDTA, 82Rb

Metabolism and biosynthesis

2-[18F]Fluoro-2-deoxy-D-glucose,
2-[nC]deoxy-D-glucose

[nC]Palmitic acid,
[uC]/3-methylheptadecanoic acid

L-[13N]Glutamate,
L-[13iV]alanine, L-[13N]aspartate

[l-uC]Acetate

Application

Blood flow

Blood volume

Blood-brain barrier permeability

Glucose metabolism

Free fatty acid metabolism

Transaminase activity

Krebs cycle function

Table 2: Partial list of biological probes labelled with positron emitters and
their applications. From [1].

2 Signal Processing

In Fig. 3, left panel, a set of coincidence lines for a plane device, scanning
a brain, is shown. For each single angle, all coincidences with distance r are
collected in a sinogram in the right panel. The sinogram is the data basis for
the reconstruction of the (in general 3 dimensional) image of radioactivity
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distribution in the brain. Fortunately, distributions are characterized by the
projections. The analytical key is the following result. Let / be a rapidly
decreasing function1 and denote by Tt^f its projection along the direction of
a unit vector £. Denote further by h the Fourier transform of a function h.
Then

Theorem 1 (Projection-, Fourier-Slice Theorem) For every rapidly de-
creasing function f on R2 one has

( ^ / ) A ( s ) = >/27r/(sO for every s e t (1)

This assertion is illustrated in Fig. 4. The result gives immediately the direct
Fourier method for the reconstruction of / :

Theorem 2 A rapidly decreasing function f can uniquely be recovered from
its Radon transform by Fourier inversion of both sides in (1). In particular,
f is uniquely determined by all projections on the coincidence lines for all
directions.

The Radon inversion is explicitly given by the next result:

Theorem 3 Let f be a rapidly decreasing function on R2. Then

Integration w.r.t. £ ranges over the unit sphere 5 1 in the Euclidean plane.
A version more common in the literature uses

and / can be written as

'For definitions, derivations, and background material the reader may consult the
monograph S.R. Deans (1983), [2], or the contribution G. Winkler (2004), [6], to this
volume.
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projection sinogram

position

Figure 3: Raw PET data are stored in a 2D matrix known as a sinogram
prior to image reconstruction. Each element in the sinogram represents the
number of counts detected by a particular detector pair. The convention is
such that the vertical axis represents the angle of the line of response and
the horizontal axis represents the displacement from the center of the field
of view. The events detected from the line of response shown in bold would
be stored at the location represented by the white dot. Adapted from [1].

Kvo-dimension;*I Fourier
n of Hie object

Figure 4: Application of the projection theorem. From [4].
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scattered event random event

Figure 5: Three classes of coincidence events are detected by PET scan-
ners. In addition to the true coincidence events, scattered and accidental
(also known as random) events may be detected. Accidental coincidences
randomly add events to the data set, whereas scatter results in the misspo-
sitioning of coincidence events. These types of events must be corrected for
in order to obtain fully quantitative images. From Cherry and Phelps 1995.

3 Physical Degradations and Distortions

In a realistic data analysis, the influence of noise and of several other dis-
tortions of the signal has to be corrected. In addition to the good events
detected by the PET scanner, two other classes of events contaminate data.
There are the scattered events in which one or both of the .5 MeV gammas
scatter on their way through the tissue, but are still detected. Such events are
incorrectly positioned and produce reduction of contrast. The second class
contains unrelated accidental coincidences producing also erroneous source
positions, see Fig. 5.
In Fig. 6, the count rate versus in for a 3 dimensional brain study is pre-
sented. After correction for the effects of scattered and random coincidences,
the lower curve is achieved. After this correction is performed, structures
below twice the spatial resolution of the PET scanner will still suffer from
partial volume effects. With decreasing resolution, there is underestimation
of concentration, especially for small objects, see Fig. 7. The dimension of
data acquisition is important as well. In Fig. 8, a two and a three dimen-
sional PET acquisition are compared. The three dimensional method has
better signal to noise ratios since the coincidences leaving the plane are also
collected.
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Figure 6: Count rate performance of the GE Advance scanner for 3D brain
studies. The coincidence count rate peaks at 900, OOOcps at an activity con-
centration of 2μ Ci/ml. The lower curve is after correcting for the effects of
scattered and random coincidence events and is known as the "noise effective
count rate". This peaks at just over 4000,000 cps at a concentration of 1.25//
Ci/cc. In the absence of dead time, the relationship between concentration
and counts would be linear. The plot shows that for this particular scanner,
does which lead to concentrations greater than Iμ Ci/cc give no improvement
in the number of events recorded by the scanner and only serve to increase
the dose to the subject. The injected dose for a PET study should therefore
be chosen to maximize the noise equivalent count rate while minimizing the
dose to the subject. Data courtesy of Charles Stearns, GE Medical Systems,
and Tom Lewellen and Steve Kohlmyer, University of Washington.
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Figure 7: Illustration of the partial volume effect. The three cylinders are 1,2
and 4cm in diameter and have identical concentrations as shown in the high
resolution image at left. As the resolution degrades, the smaller cylinders
progressively show an underestimation of the concentration. Brain structures
are generally small and irregularly shaped and will suffer this same effect to
different degrees. From [1].

Figure 8: Comparison of 2D and 3D data acquisition and reconstruction in
a L-6-[18F]luoroDOPA study. A 20-min scan was acquired 1 hr postinjection
using 2D acquisition, immediately followed by another 20-min scan using 3D
acquisition. There is a substantial increase in signal to noise in the 3D data
set for the same scan length and injected dose relative to the 2D data set.
From [1].
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4 What is 'Molecular Imaging'?

The following shortened citation from the Editorial 2003 of the official jour-
nal of the Academy of Molecular Imaging "Molecular Imaging and Biology"
outlines today's issues of Molecular Imaging:

The primary objective is to provide a forum to the discovery of
molecular mechanisms of health and diseases through the use of
imaging techniques. Some areas that are covered are: Molec-
ular imaging investigations (i.e. PET, SPECT, MRI, etc.) of
macromolecular targets (i.e. genes, receptors, enzymes, etc.) in-
volved in significant biological processes. Technology involved in
the design, synthesis, and evaluation of molecular probes used
to recognize, image, and investigate macromolecular targets and
the functions they perform. The overall objective is to translate
basic science discoveries into molecular imaging of disease in pa-
tients, both to investigate the biological nature of disease and to
establish new molecular imaging diagnostic procedures.

This is exemplified in the paper Ghambir (1999): The positron emitting
compound FGCV (S-tlSFjfluoroganciclovir) was used as a PET tracer to
image the expression of the herpes simplex virus 1 thymidine kinase enzym
(HSV1-TK). The tracer qualities were demonstrated in experiments which
compared C6-stb-tk+ cells containing large amount of HSV1-TK with control
cells. In addition, PET studies on living mice were performed, see Fig.
9, and compared with the sectioned autoradiography. FGCV proved high
mobility in the biological target and strong affinity to HSV1-TK. HSV1-TK
has been used as a key product-converting enzyme for a number of anticancer
therapy approaches. The enzyme can convert less toxic ganciclovir into toxic
compounds that result in cell death. Imaging the HSV1-TK activity can
serve as fast control and can induce an improvement of toxic cancer therapy.
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Figure 9: MicroPET and DWBA images of mice after AdCMV-HSVl-tk and
control virus administration. Swiss-Webster mice were injected via the tail
vein with 1.5 x 109 pfu of control virus (a) or 1.5 x 109 pfu of AdCMV-HSVl-
tk virus (b). For each mouse, a whole-body mean coral projection image
of the fluorine-18 activity distribution is displayed on the left. The liver
outline, in white, was determined for both the FGCV signal and cryostat
slice. The second images from the left are coronal sections, approximately 2-
mm thick, from the microPET. After their PET scans, the mice were killed,
frozen, and sectioned. The next images are photographs of the tissue sections
(45-/zm thickness) corresponding to approximately the midthickness of the
microPET coronal section. The images on the right are DWBA (DWBA
means 'digital whole-body autoradiography'). of these tissue sections. The
color scale represents the FGCV % ID/g. Images are displayed on the same
quantitative color scale to allow signal intensity comparisons among them.
From [5].
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Zusammenfassung

Die wichtigsten Ideen der Modellbildung für Tracer-Dynamiken, gemessen
von Positronen-Emissions-Tomographen, werden beschrieben. Ebenso wer-
den die am häufigsten eingesetzten Verfahren zur Parameterschätzung dar-
gestellt. Abschließend werden einige offene Probleme zusammengetragen.
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Kapitel 1

Einleitung

Mit der Positronen-Emissions-Tomographie (PET) stellt die Nuklearmedi-
zin ein wichtiges diagnostisches Instrument zur Verfügung. Das Prinzip sol-
cher Geräte beruht auf dem Zerfall gewisser radioaktiver Stoffe, bei dem
Positronen freigesetzt wird. Rekombiniert das Positron mit einem Elektron,
so entstehen zwei Gamma-Quanten, die in entgegengesetzte Richtungen ab-
gestrahlt werden. Diese Gamma-Quanten werden von einem Ring aus De-
tektoren aufgefangen. Da eine Positron-Elektron-Rekombination zwei Quan-
ten gleichzeitig erzeugt, können relevante Ereignisse von Hintergrundstrah-
lung recht zuverlässig unterschieden werden: zwei Detektoren müssen nahezu
gleichzeitig ansprechen. Da weiter die beiden Quanten praktisch diametral
entgegengesetzte Geschwindigkeiten haben, muss die Rekombination auf der
direkten Verbindungsgeraden zwischen den beiden aktivierten Detektoren lie-
gen. Grundsätzlich wird die Auflösung eines PET-Scanners allerdings durch
die mittlere freie Fluglänge eines Positrons von 1-2 mm beschränkt [23].

Mit Hilfe adaptierter Varianten der Radon-Transformation kann (zumindest
im Prinzip) die räumliche Dichte der radioaktiven Zerfälle bestimmt werden.
Dabei entstehen durch die schlechte Gestelltheit des Problems die gleichen
Schwierigkeiten, die sich auch bei Computer-Tomographie ergeben [17]. Auf
diese Probleme soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Die radioaktiven Substanzen sind an gewisse Tracer gebunden. Diese Tracer
werden in die Blutbahn gebracht. Anhand der Dichte des Tracers können
dann letztlich Bereiche des Gewebes (z.B. ein Tumor-Gewebe) im Körper
lokalisiert werden. Häufig verwendet man einen Tracer, der zwar in den mei-
sten Gewebetypen nachweisbar sein wird, dessen Dynamik sich aber je nach
Gewebetyp unterscheidet. In diesem Fall muss die Dynamik modelliert und
deren Parameter geschätzt werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist ein Überblick über einige der momen-
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214 J. Müller: Kompartmentmodelle im PET

tan wichtigsten Prinzipien der Modellierung bzw. Parameterschätzung. Eine
vollständige Behandlung kann kaum angestrebt werden, da es sehr viele (zum
großen Teil auch Tracer-spezifische) Varianten existieren; viele weichen auch
nur in Details voneinander ab. Wir orientieren uns u.a. an den Übersichtsar-
tikeln [19, 28]. In Paragraph 2 beschreiben wir die Messung und den Typ von
Daten, den wir erhalten. In Paragraph 3 werden Beispiele für einige häufig
genutzte Modelle gegeben, bzw. die Grundstruktur der Modelle erläutert.
Methoden zur Parameterschätzung diskutieren wir in Paragraph 4. Im letzte
Paragraph 5 werden schließlich einige spezielle Probleme angerissen.
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Abbildung 1.1: Skizze der Tracer-Dynamik im Blut (links) und im Gewebe
(rechts). Daten dieses Types finden sich z.B. in der Publikation [3].
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Datenerhebung durch
PET-Scanner

Radioaktiv markierter Tracer wird in die Blutbahn gebracht. Durch das Blut
verteilt sich die Substanz schnell im Körper. Dort diffundiert der Tracer in
das Gewebe, und kann dort z.B. an spezifische Rezeptoren binden. Gleich-
zeitig filtert die Niere den Tracer wieder aus dem Blut. Ein Beispiel für die
Zeitskalen und Größenordung ist in Abb. 1.1 skizziert. Man erkennt im Blut
ein scharfes Maximum nach etwa 5 Minuten, das schnell wieder abklingt.
Im Gewebe stellt man ebenfalls einen raschen Anstieg fest, der wesentlich
langsamer wieder abklingt und dessen Maximum wesentlich niedriger liegt.

Die Zerfälle werden kontinuierlich gezählt, und alle 5-10 Minuten zu einem
Datenpunkt zusammengefasst. Um die Radioaktivität im Blut zu bestimmen,
wird Blut abgenommen (invasive Methoden). Da diese Prozedur für Proban-
den und Patienten sehr unangenehm ist, versucht man diese Blutabnahme zu
vermeiden, und durch die Messung von Referenzregionen zu ersetzen (nicht-
invasive Methoden). Wir werden darauf im Kapitel 4 noch näher eingehen.

Die beiden wichtigsten Merkmale der Daten sind also:

(1) Im Blut gibt es eine hohe, schnell wieder abklingenden initialen Spitze
der Konzentration des Tracers. Die Zeitskala hier beträgt etwa 5-10
Minuten.

(2) Im Gewebe ist die Zeitskala wesentlich langsamer und liegt etwa bei
ein bis zwei Stunden.
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Kapitel 3

Modelle für die
Tracer-Dynamik

Hier betrachten wir verschiedene Modelle für die Dynamik des Tracers in
einem Voxel, i.e. an einer spezifischen Stelle im Körper. Der Tracer diffundiert
vom Blut in das Gewebe und wieder zurück. Im Gewebe selbst kann der
Tracer - je nach Typ - z.B. an spezifische Rezeptoren binden. Man muss die
Dynamik eines jeden Tracers getrennt modellieren (weitere Beispiele, wahllos
herausgegriffen, findet man etwa in [5, 20, 10]). Tatsächlich ist die prinzipielle
mathematische Struktur der Modelle aber ähnlich.

3.1 Zwei häufige Modelle
Zwei Situationen sind besonders häufig:

(1) Der Tracer diffundiert in das Gewebe und wieder hinaus. Innerhalb des
Gewebes findet keine spezifischen Reaktionen mehr statt. Verschiede-
ne Gewebetypen unterscheiden sich nur durch die Raten, mit der der
Tracer hinein- bzw. wieder hinaus diffundiert.

(2) Nachdem der Tracer in das Gewebe hineindiffundiert ist, kann er an
einen spezifischen Rezeptor binden. Damit bleibt dieser spezifisch ge-
bundene Tracer im Allgemeinen wesentlich längere Zeit im Gewebe als
unspezifisch gebundener Tracer.

3.1.1 Keine Spezifische Bindung
Die wohl einfachste Situation ist gegeben, falls Tracer in das Gewebe hinein-
und wieder hinaus diffundieren kann, aber keine weiteren Reaktionen statt-
finden. Wir werden dieses Modell im Folgenden als Modell I bezeichnen.

217



218 J. Müller: Kompartmentmodelle im PET

Man unterscheidet zwei verschiedene Klassen (Kompartmente) des Tracers:
Die Menge des Tracers im Blut, und die Menge des Tracers im Gewebe. Wir
nehmen an, daß der Tracer zum Zeitpunkt t = 0 in die Blutbahn gebracht
wurde. Sei (siehe Abb. 3.1)

Ca(t) Menge des Tracers im Blut
Ci(t) Menge des Tracers im lokalen Gewebe

ki Übergangsrate des Tracers vom Blut in das Gewebe
k2 Übergangsrate des Tracers vom Gewebe in das Blut.

Dann wird das Modell beschrieben durch eine Differentialgleichung für Ca(t),

Cx{t) = -kidW + hCait), Ci(0) = 0. (3.1)

Der Verlust von Tracer durch radioaktiven Zerfall kann vernachlässigt wer-
den. Falls invasive Methoden (Blutabnahme) verwendet wurden, so ist Ca(t)
eine bis auf Messfehler bekannte Funktion; bei nicht-invasivem Vorgehen ist
Ca(t) unbekannt.

C\ (t) beschriebt die Radioaktivität in einem Voxel (kleinste aufgelöste Volu-
meneinheit), falls das Gewebe im Voxel homogen ist. Tatsächlich finden wir
aber noch mindestens eine weitere Komponente in dem Voxel, nämlich das
Blut. Das gemessene Signal ist also (bestenfalls) eine gewichtete Summe von
Ca(t) und Ci{t),

Signal(t)ocCi(t) + eCa(<).

Dabei ist der Koeffizient e im Allgemeinen klein - es finden sich Aussagen in
der Literatur derart, daß etwa 5% des Gewebes aus Kapillaren bestehen [19].
Oft nimmt man bei der Analyse e « 0 an (siehe Kapitel 4).

3.1.2 Spezifische Bindung möglich

Der Tracer diffundiert in das Gewebe, genauso wie es das Modell I vor-
aussetzt. Im Gewebe liegt er zunächst in einer nicht spezifisch gebundenen
Form vor. Der Tracer vermag sich nun an spezielle Rezeptoren zu binden.
Diese Bindung kann nur schwer aufgelöst werden, spezifisch gebundener Tra-
cer verweilt im Gewebe länger als der unspezifisch gebundener Tracer. Wir
führen innerhalb des Gewebes zwei Kompartmente ein, und erhalten (mit
dem Kompartment, das das Blut darstellt) insgesamt drei Kompartmente
(siehe Abb. 3.2):
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Abbildung 3.1: Struktur des Kompartmentmodells, falls keine spezifische Bin-
dung o.a. stattfindet (einfachstes Modell).

Ca(t) Menge des Tracers im Blut
C\(t) Menge des Tracers im lokalen Gewebe, nicht spezifisch gebunden
C2(£) Menge des Tracers im lokalen Gewebe, spezifisch gebunden

Aα Übergangsrate des Tracers vom Blut in das Gewebe
h-2 Übergangsrate des Tracers vom Gewebe in das Blut
&3 Übergangsrate des Tracers unspezifischer Form zur spezifischen

Bindung
ki Übergangsrate des Tracers von spezifischer Bindung in unspezifi-

sche Form.

Dieses Modell, das Standard-Modell der Tracer-Dynamik, bezeichnen wir
später als Modell IL Für die Kompartmente Cγ und C2 erhalten wir Dif-
ferentialgleichungen

Ci(t) = -(ki + k3)Ci(t) + k4C2{t) + kiCa(t)

C2(t) = -k4C2{t) + k3Ci(t)

Wenn wir wieder annehmen, daß der Versuch zum Zeitpunkt t = 0 begann,
so erhalten wir die Anfangsbedingung

Ci(0) = 0, C2(0) = 0.

Das gemessene Signal ist nun eine Überlagerung der Beiträge der Kompart-
mente C\ und C2, zusammen mit einem (in der Regel kleinem) Beitrag des
Signal aus dem Blut,

Signal^) oc d(t) + C2(t) +eCa{t).
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Gewebe (spezifisch)
C2(t)

Gewebe (unspez.)
C,(t)

Abbildung 3.2: Struktur des Kompartmentmodells, falls auch spezifische Bin-
dung möglich ist.

3.2 Allgemeine Struktur

Die Modelle nehmen die Form eines linearen, inhomogenen Differentialglei-
chungssystems an. Die Inhomogenität ist durch die Dichte des Tracers im
Blut gegeben; die gemessenen Daten werden durch eine Projektion der Lösung
der gewöhnlichen Differentialgleichung auf einen eindimensionalen Unter-
raum beschrieben. Das System fällt in die Klasse der Systemtheorie (siehe
auch Gunn et al. [8, 9]),

x = yCa(t),

Wir nehmen an, dass sich die Dynamik des Tracers im Gewebe durch n
Kompartmente gut beschreiben lässt. Der Vektor x(t) = (xi(t),..,xn(t))

T

stellt die Dichte des Tracers zur Zeit t in den n Kompartmente dar. Der
zeitlich konstante Vektor y beschreibt, in welche der n Kompartmente der
Tracer direkt vom Blut aus gelangen kann. Das gemessene Signal, schließlich,
ist die Summe der Signal aus allen Komponenten des Vektors, mit einer
zusätzlichen Komponente des Signals aus dem Blut. Sei e = (1,1, . . , 1)T der
Vektor mit allen Einträgen gleich eins, dann können wir das gemessene Signal
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darstellen als
Signal(t) oc eTx(t) +eCa(t).

Die Fragen der Systemtheorie (Identifizierbarkeit der Parameter, Rekonstruk-
tion der Dynamik; weniger die Kontrollierbarkeit des Systems) sind auch im
vorliegenden Fall von Interesse [8, 12]. Wir werden diese Fragen hier nur am
Rande streifen und nicht systematisch untersuchen.

Bezeichnungen: Im Folgenden werden wir

S(t) = eTx{t) + € Ca(t), C(t) = eTx(t)

benutzen. D.h., S(t) steht für das gemessene Signal und C{t) für die radioak-
tive Substanz summiert über alle Kompartmente. In einigen Fällen wird par-
allel eine interessierende Region (Region Of Interest, ROI) und eine Referenz-
Region betrachtet; erst Kombinationen aus Schätzungen beider Regionen lie-
fert ein Ergebnis. In diesem Fall werden wir die Größen der Referenz-Region
mit einem Strich kennzeichnen, also z.B. k[ statt k\ und C[(t) statt Ci(t)
etc. schreiben.

3.2.1 Heuristische Folgerung für die Dynamik
Wir haben gesehen, daß der Tracer im Blut ein Maximum kurz nach Beginn
des Versuchs besitzt, um schnell abzufallen. Danach wird die Dynamik, die
die Evolution des Zustandes im Gewebe bestimmt, approximativ autonom
werden. In Anlehnung an wie [18] unterschieden wir - heuristisch - drei Phasen
des Tracer-Dynamik (hier nur für Modell II skizziert)

(I) Der Tracer des Blutes "lad" das erste Kompartment C\ mit Tracer
"auf". In dieser Phase wird die Dynamik von der Inhomogenität domi-
niert. Nur das Kompartment, das direkten Kontakt mit dem Tracer im
Blut besitzt (C\) wird stark verändert, das restliche Modell (C2) bleibt
einigermassen konstant.

(II) Nun ist der Tracer im Blut weitgehend verschwunden, das System ist
annähernd autonom. Die Konzentration des Tracers im Blut - falls er
überhaupt noch von Bedeutung ist - ändert sich auf einer sehr langsa-
men Zeitskala und kann in etwa als konstant angenommen werden. Der
Zustand läuft entlang der schnellen Mannigfaltigkeit auf die langsame
Mannigfaltigkeit zu.

(III) Jetzt ist der Zustand des Systems in der Nähe der langsamen Mannig-
faltigkeit, und läuft entlang dieser wieder in den Ruhezustand zurück.

Für den Fall von zwei Kompartmenten im Gewebe / Modell II des letzten
Kapitels (n = 2) sind diese Phasen in Abb. 3.3 angedeutet.
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Phase (II)

C,

Phase (I)

Abbildung 3.3: Phasen der Tracer-Dynamik (Modell I). Die schnelle / langsa-
me Mannigfaltigkeiten sind durch Linien mit zwei Pfeilköpfen / einem Pfeil-
kopf gekennzeichnet. Der Zustand des Systems folgt der glatten Kurve, die
im Nullpunkt beginnt, und zu diesem wieder zurückkehrt. Der Übergangzwi-
schen den drei Phasen sind durch doppelte Querlinien angedeutet.



Kapitel 4

Schätzen von Parametern

4.1 Zu schätzende Größen:
Das primäre Ziel der Parameterschätzung ist nicht die Identifikation aller Pa-
rameter des Systems. Sollte dies gelingen, so mag man dadurch zusätzliche,
interessante Informationen erhalten. Das eigentliche Ziel ist die Unterschei-
dung von kranken und gesunden Gewebe, bzw. die Identifikation von Gewebe
mit speziellen Eigenschaften. Dafür genügt es in der Regel eine Kombination
der Parameter zu schätzen, das heißt letztlich nur einen numerischen Wert
(für ein gegebenes Voxel) zu bestimmen. Daher können die Informationen
aus den Messungen einigermassen intensiv genutzt werden.

Modell I
Im Prinzip sind also alle Masszahlen sinnvoll, die den Typ des Gewebes gut
unterschieden. Es hat sich herausgestellt, dass die Verhältnisse der Konzen-
trationen im Gleichgewicht (welche natürlich kaum vorkommen) in der Regel
gute Kandidaten für diese Aufgabe sind. Für Modell I (Paragraph 3.1.1) fin-
den wir, wenn wir in einem Gedankenexperiment annehmen, dass Ca{t) = Ca

fest gegeben ist, asymptotisch

0 = Ci = -k2d + hd

und also

i := hm — = —.
t Ca K2

Daher werden wir für Modell I die Größe Vi = hi/k>2 als charakteristische
Größe definieren, und versuchen, diese aus den Daten zu schätzen. Man muss
sich darüber im Klaren sein, dass wir bei den Herleitungen dieser charakte-
ristischen Größe keinen direkten Bezug zu den Messungen hatten, sondern

223
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ein Gedankenexperiment betrachteten, und bei gegebenen, konstanten Tra-
cerwerten im Blut das Verhältnis zwischen Tracer im Blut und Tracer im
Gewebe bestimmten. Später werden wir sehen, dass diese Eigenschaft der
Zielgrößen tatsächlich von sogenannten Gleichgewichtsmethoden zu deren
Schätzung auch direkt ausgenutzt wird (Paragraphen 4.5.3 und 4.5.4).

Es ist plausibel, das Verhältnis der Konzentrationen zu betrachten, da man
ansonsten nicht zwischen zwei verschiedenen Experimenten vergleichen kann
- es ist unmöglich, Ca so genau zu normieren, dass direkte Vergleichbarkeit
der Konzentration Cγ gewährleistet ist. Man muss nun eine Methode finden,
V\ aus den zur Verfügung stehenden dynamischen Daten zu schätzen.

Modell II
Je nach Methode der Messung (invasiv oder nicht-invasiv) bzw. Methode des
Auswertens werden verschiedene Zielgrößen geschätzt. Allen ist gemein, daß
sie insbesondere Informationen über das Verhältnis von k3 und fc4 geben; die
Unterschiede in diesen Parametern reflektieren die verschiedene Gewebety-
pen.

Gleichgewichtskonzentrationen:
Wir erhalten, wenn wir uns Ca(t) = Ca als konstant denken, asymptotisch

0 = Ci(t) = -{k2 + k3)Ci(t) + k4C2(t) + hCa(t)

0 = C2{t) = -hC2{t) + k3d{t)

Definiere nun die Verhältnisse der Konzentrationen im Gleichgewicht

V\ = C\jCa [Gleichgewicht) V2
 = C^/Ca [Gleichgewicht-

(Bemerkung: Wir benutzten hier wie für Modell I den Buchstaben Vγ für das
Verhältnis von Ca und Cγ. Das ist gerechtfertigt, da Modell I für k$ — 0 ein
Grenzfall von Modell II ist). Dividieren wir beide Gleichungen durch Ca, so
erhalten wir

0 = -(k2 + h)Vx + kAV2 + ku 0 = -kAV2

und daher
V k k kk
TT = 7> Vl T> ^ V2 TT-V2 k3 k2 k2k3

Im Fall von Modell II wird V2 als charakteristische Größe definiert, und
man muss einen Weg finden, aus den gegebenen Messwerten diese Größe
zu schätzen.

Bindungspotential:
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Das Bindungspotential BP ist definiert als der Quotient zwischen £3 und k4,
d.h. als Quotient der Konzentrationen von C\ und C2 im Gleichgewicht,

"Distributed Volumen Ratio":
Die "Distributed Volumen Ratio" (DVR) ist definiert als

Auch diese Größe wird zur Beurteilung des Gewebetyps in dem betreffenden
Voxel eingesetzt.

"Gjedde-Patlak Analyse":
Einige Tracer gehen eine irreversiblen Bindung ein (k4 = 0). In diesem Fall
werden die obigen Masszahlen trivial, da die rate k4 multiplikativ auftaucht.
Gjedde [6] und Patlak [24, 25, 29] schlagen (fußend auf Arbeiten von Sokoloff)
den Ausdruck

k2 + k3

als charakterisierende Größe vor.

4.2 Experimentelle Voraussetzungen und Tech-
niken der Schätzung

Experimentelle Voraussetzung der Schätzung:
Man kann zwei von den Voraussetzungen her unterschiedliche Situationen
unterschieden: den invasiven Ansatz, bei dem durch Blutabnahme die Menge
des Tracers im Blut Ca(t) bekannt ist, und den nicht-invasiven Ansatz, bei
dem auf die Blutabnahme verzichtet wird. In der Regel ergibt der invasi-
ve Ansatz ergibt genauere Daten. Er mathematisch einfacher zu handhaben
und liefert meistens präzisere Resultate. Allerdings wird die Blutabnahme
von vielen Patienten als unangenehm empfunden. Man versucht Methoden
zu entwickeln, bei denen die Blutabnahme nicht mehr nötig ist, und greift
statt auf die direkten Daten über den Tracer im Blut auf Messungen von Re-
ferenzregionen zurück. I.e., man ersetzt die Funktion Ca(t) durch das Signal
(oder dessen Transformierte) S'(t) der Referenzregion. Insofern ist es mei-
stens relativ einfach, aus einer invasiven Methode die entsprechende nicht-
invasive Methode zu entwickeln. Man erkennt in der Tabelle 4.1, dass nicht
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Invasive Methode

Linearer Ansatz

Nicht-linearer Ansatz

Logan Analyse.
Gjedde-Patlak Analy-
se
Lineares Modell
Expotentialpolynome
Quadrat-Fehler-
Methode
Spektralanalyse

§4.3.1
§4.3.2

§4.3.3
§4.4.1
§4.4.2

§4.4.3

[15, 19]
[6, 24, 25, 29]

[27, 16]
[18]
[18]

[3, 21, 9]

Nicht-invasive Methode

Linearer Ansatz Logan Analyse §4.5.1
Gjedde-Patlak Analy- §4.5.2
se
Gleichgewichtsanalyse §4.5.3
I
Gleichgewichtsanalyse §4.5.4
II

[15, 19, 9, 13]
[25, 29]

[19, 28, 4]

[19, 28, 4]

Nicht-linearer Ansatz Vereinfachtes Modell §4.6.1 [14]
Basisfunktionen §4.6.2 [7]

Tabelle 4.1: Die hier besprochenen Herangehensweisen der Datenanalyse,
strukturiert nach invasiven/nicht-invasiven Methoden bzw. linearen und
nicht-linearen Ansätzen (zusammen mit Literaturangaben resp. dem Para-
graphen, in dem die Methode beschrieben wird).

alle invasiven Methoden als nicht-invasive Methode wieder auftauchen (z.B.
der Ansatz "lineares Modell"). Dies ist aber kein prinzipielles Problem son-
dern spiegelt einfach die fehlende Präsenz dieser speziellen nicht-invasiven
Methodik in der Literatur wieder.

Techniken für die Schätzung:
Von der Technik des Schätzens her, existieren wiederum zwei unterschiedli-
che Ansatz weisen: Entweder man versucht die Auswertung auf ein lineares
Modell zurückzuführen, wobei (fast immer) der initiale Teil (I) der Dynamik
vernachlässigt wird, oft genug auch der zweite Teil (II). Oder man benutzt die
gesamte Zeitreihe, und ist dann auf nicht-lineare Methoden wie die Kleinste-
Quadrate-Methode angewiesen.

Strukturierung der Methoden:
Um die Vielzahl verschiedener Methoden zu strukturieren, kann man die
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beiden eben erläuterten Prinzipien heranziehen (diese Gliederung der Me-
thoden ist natürlich willkürlich, und wird den Ansätzen sicherlich auch nicht
völlig gerecht). Da es eine große Vielfalt von Ansätzen gibt, ist eine solche
Strukturierung hilfreich. In Tabelle 4.1 sind die hier besprochenen Analy-
semethoden gelistet. Die größte Verbreitung in der praktischen Anwendung
findet die Logan und Gjedde-Patlak Analyse. Hier werden im Wesentlichen
das Problem der Parameterschätzung auf die Bestimmung einer Regressions-
geraden zurückgespielt. Der Ansatz "lineares Modell" entwickelt eine skalare,
lineare Differentialgleichung höherer Ordnung für das Signal (d.h. die Infor-
mation über die einzelnen Kompartmente wird nicht mehr benötigt) und
integriert diese Gleichung so oft über die Zeit, bis eine lineare Beziehung
zwischen dem Signal und dem (mehrfach) zeitintegrierten Signal entsteht.
Die Parameter dieser linearen Beziehung sind die zu schätzenden Größen.
Die Gleichgewichtsmethoden nutzen lokale Extrema des Signals dazu aus,
um das instantane Gleichgewicht zur Schätzung der Verhältnisse der Kom-
partmente im Gleichgewicht heranzuziehen. Die Methoden "Expotentialpo-
lynome", "Quadrat-Fehler", "Spektralanalyse", "vereinfachtes Modell" und
"Basisfunktionen" sind nahe verwandt. Sie alle verwenden die Struktur der
Lösung einer linearen nicht-autonomen Differentialgleichung (Faltung von
Exponentialsummen mit dem Eingangssignal) und zielen auf die Schätzung
der Exponenten dieser Faltung bzw. der Koeffizienten dieser Exponenten.
Allein die Methodik der Schätzung unterscheiden sich.

4.3 Invasive Lineare/Graphische Methoden

Lineare Methoden werden häufig "graphisch" genannt, weil im einfachsten
Fall die Analyse auf die Bestimmung einer Regressionsgeraden zurückgeführt
werden kann. Und eine Regressionsgerade kann man graphisch darstellen.

Das interessanteste Beispiel für eine lineare, nicht-invasive Methode ist die
Logan unf Gjedde-Patlak Analyse. Dieser Ansatz ist vor allem deshalb so
interessant, da er am häufigsten von allen Analysemethoden eingesetzt wird.

Eine weitere lineare Methode ist bemerkenswert: Hier wird eine Differen-
tialgleichung für das Signal hergeleitet. Da das Signal aus der Summe der
Komponenten der Kompartmente besteht, erhält man eine Gleichung höher-
er Ordnung. Nun werden beide Seiten der Gleichung so lange über die Zeit
integriert, bis alle Ableitungen verschwunden sind. Man erhält ein lineares
Gleichungssystem, dessen Koeffizienten die zu schätzenden Parameter sind.
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4.3.1 Logan Analyse

Hier stellen wir die einfachste Form der Logan Analyse zunächst für Modell
I und danach für Modell II dar (siehe [15, 19]).

Modell I:
Wir wollen Vi bestimmen. Wir kennen aus den Blutproben Ca(t) recht genau,
und wir kennen das Signal Ci(t) + eCa(t). Gemäß des Modells gilt

^-Ci = kiCa-k2Cu Ci(0)=0.
dt

Integrieren wir beide Seiten nach t, so folgt

Ci(t) = fei f Ca{r) dr-k2 [ Ci(r) dr. (4.1)
Jo Jo

Division durch k2 Ci (t) ergibt
Jo' d ( r ) dr _ ki f< Ca(r) dr 1 = fj C.(r) dr 1

Ci{t) k2 Ci(t) k2
 1 Ci(t) k2

 { }

Vi kann nun als Steigung einer Geradengleichung bestimmt werden, wobei

IoCi{r)dr JjCg(T)dT
Ci(t) ' Ci(t)

die Rolle der abhängigen (unabhängigen) Variablen spielen.

Bias: Kennt man Ca(t) und Ci(t), so sind diese Größen natürlich leicht zu
berechnen. Wir bestimmen wohl Ca{t) direkt, nicht aber Ci(t). Das Signal
des PET-Scanners gibt nur Auskunft über Ci(t) +eCa(t). Dabei wird e we-
sentlich bestimmt durch den relativen Anteil von Blut in dem Voxel. Dieser
Anteil sollte klein sein. Wenn wir also die initiale Phase I der Dynamik ab-
schneiden, und nur die Phasen II und III verwenden, so wird eCa(t) keinen
großen Beitrag zum Signal liefern, d.h. wir erwarten, daß die Werte nach
einer kurzen initialen Phase tatsächlich (approximativ) auf einer Geraden
liegen. Ersetzen wir allerdings Ci(i) durch das Signal S(t) = Ci(t) + eCa(t),
so erhalten wir

f<S(r)dr = tiCi(r)+eCa(r)dr
S(t) Ci(t) + eCa(t)

Nach der initialen Phase, d.h. für t > to, ist eCa(t) w 0, nicht aber
f*eCa(r)dr. Also,

SJS(r)dr „ SlCi{r) + eCa{r)dr
S(t) ~ Ci(t) [Vl+€) Ci(t)
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Das Blut läßt uns Vi tendenziell überschätzen.

Modell II:
Für Modell II genügen die Informationen aus dem Blut und dem zu unter-
suchenden Voxel nicht allein. Wir benötigen zusätzlich noch die Messung
einer Referenzregion, bei der wir annehmen können, daß k3 = 0 ist. Es gehen
also drei verschiedene Messungen in die Auswertung eines Voxels aus der
interessierenden Region ("Region Of Interest", ROI) ein:

(1) Die Messung des Blutes Ca(t).

(2) Die Messung einer Referenzregion. Wir werden die Größen aus der Re-
ferenzregion mit einem Strich kennzeichnen, also C{, k[ etc. verwenden.

(3) Die Messung eines Voxels aus der ROI. Für die Größen aus dem ROI
benutzen wir die ursprünglichen Bezeichnungen, d.h. C\(i), k\ etc.

Annahme: Wir nehmen an, daß k'3 = 0 und

Ohne diese Annahme können wir die Informationen aus dem Referenzbe-
reich nicht auf die im ROI beziehen. In gewisser Weise ist diese Annahme
willkürlich, und nicht streng zu begründen. Auf der anderen Seite scheint die-
ser pragmatische Ansatz gute Resultate zu erzielen, und daraus seine Recht-
fertigung zu beziehen.

(A) Referenz Region: (Schätzung von Vi)
In der Referenzregion haben wir k'3 = 0, d.h. hier liegt Modell I vor. Wir
haben im letzten Abschnitt mit Hilfe der Logan Analyse für Modell I eine
Methode zum Schätzen von Vi hergeleitet.

(B) ROI: (Schätzung von Vi + V2)
Im ROI können wir nicht mehr k3 = 0 annehmen. Der Zustand im ROI ist
somit bestimmt durch die drei Kompartmente Ca(t), Ci(t) und C2(t), das
Signal durch

S(t) = eCa(t) + Cq(t) + C2(t) « d(t) + C2(t)

Mit
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finden wir

Sei e = (1,1)T und C{t) = Ca(t) + Ci(t), so folgt

JA-1 ( Q® ) = £ C(T)dT + f C°(T)dT *i ̂ A-'e, (4.3)

Dividiert man durch C(t) so erhält man

Da wir ein (in Phase II und III) asymptotisch autonomes gewöhnliches, li-
neares Differentialgleichungssystem betrachten, wissen wir, dass die Lösung
gegen eine exponentiell wachsende Funktion strebt,

wobei A der größte Eigenwert, und (C\, C<i)T der entsprechende positive Ei-
genvektor darstellt. Also folgt, dass

const

und wir finden asymptotisch die lineare Beziehung

Die Steigung dieser Geraden ist

e i
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Bias: Wir ersetzen wieder C(t) = C\{t) + C ^ ) durch das Signal

S{t) = eCa{t) +Ci( i ) + C2(t) = eCa{t)

Wieder werden wir einen Bias in die Schätzung tragen. Wenn t groß genug
ist, dürfen wir S(t) ss C(t) annehmen, aber JQ S(T) dr 56 fQ C(T) dr. Daher
finden wir

Jo S(T) dr ^ HC{r)dr ^Ca(r)dr

C(S(t) ~ C(t) C(t)

const + (Fi + V2 + e)

C(t) C(t)
IoCa(T)dr

S(t)

(C) Kombination der Schätzungen aus Referenzregion und ROI:
(Schätzung von V2)
Wir haben nun Methoden, sowohl Vi als auch Vi + Vi zu schätzen. Die Dif-
ferenz dieser beiden Schätzer ergibt einen Schätzer für V2. In [28] finden
sich Daten zu diesem Verfahren. Man erkennt schön, dass die Dynamik sich
zunächst in die Asymptotik bewegen muss, bis ein linearer Zusammenhang
erkennbar wird.

Bias: Wir sehen, daß die Schätzer für Vi und Vi + V2 den gleichen, syste-
matischen Bias beinhalten. Falls e (i.e. der Anteil von Kapillaren im Gewebe
des ROI bzw. der Referenzregion) vergleichbar sind, so heben sich diese Feh-
ler gerade auf. Allerdings erhalten wir dadurch, dass wir durch Sit) teilen,
weitere Probleme, die zu einer verzerrten Schätzung führen können [28].

4.3.2 Gjedde-Patlak Analyse
Falls der Tracer irreversible bindet, d.h. im Kompartment Ci verbleibt (k^ =
0), kann die Logan Analyse offensichtlich nicht direkt angewandt werden
(V2 = 0). In diesem Fall beschreibt die von Gjedde [6] und Patlak [24, 25, 29]
entwickelte Methode ein mögliches Vorgehen, das im Kern dem der Logan
Analyse entspricht. Man versucht - unter gewissen Annahmen - aus dem Dif-
ferentialgleichungssystem eine lineare Beziehung zwischen dem Signal und
der Tracerdynamik im Blut (resp. der über die Zeit integrierten Tracerdyna-
mik) zu finden. Steigung dieser linearen Gleichung wird der gewünschte, zu
schätzende Parameter sein.

Der von Patlak entwickelte Ansatz erlaubt komplexere Modelle als unser
Modell II - es dürfen beliebig viele reversible Kompartmente vorkommen,
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solange sich genau ein irreversibles Kompartment im System befindet und
das Spektrum der Übergangsmatrix gewisse Eigenschaften erfüllt. Da sich an
dem grundlegenden Konzept nichts ändert, werden wir uns das Verfahren für
das Modell II ansehen. Ausgehend von den Differentialgleichungen erhalten
wir wegen k^ = 0

f (k2 + k3)e~^+k^^ Ca(r) dr,
^2 + «3 Jo

C2(t) = kf
/O ^2 T A.3 70 JO

Annahme: Wir nehmen an, daß k2 + k3 ^> 1 (i.e., dass C\ sich wesentlich
schneller als Ca ändert).

Da für eine Funktion f(t) e C° gilt

rt

lim k / e"*('-T) / ( T ) rfr = f(t)

solange i > 0 , finden wir approximativ für k2 + k3 groß, dass

Ci(t) = -—l-j-Ca{t), C2(t) = 1 3 / Ca(r)cZr.
k2 + k3 k2 + k3 Jo

Damit folgt

S(t) = d(t) + C2{t) + eCa(t) =
 1 3 J Ca(r)dr + (e + l j Ca(t)

2 i f>̂ 3 Jo \ "'2 ' ""3/

und daher finden wir eine lineare Beziehung zwischen

S(t)/Ca(t) und f Ca(r)dr/Ca{t)
Jo

mit dem gesuchten Ausdruck k\k2/{k2 + k3) als Steigung

S(t) / ÄiAr3 A Joca{r)dr ( kx \
Ca{t) \k2 + k3) Ca{t)

4.3.3 Lineares Modell

Wir stellen hier eine vereinfachte Version dieser Methode, wie sie in [27]
beschrieben wird, vor. Wir konzentrieren und auf Modell I. In [27] wird vor
allem das Problem des inhomogenen Gewebes adressiert. Dies wollen wir an
der Stelle nicht betrachten, kommen aber in Kapitel 5 darauf zurück.
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Die Idee dieser Methode ist es, durch Differenzieren eine Differentialgleichung
für das Signal zu erhalten. In diese Gleichung soll nur noch das Signal, die
Messungen im Blut Ca{t) und deren Ableitungen eingehen.

Annahme: Wir nehmen an, dass e = 0, d.h. C(t) = S(t).

Wir suchen eine Differentialgleichung für C(t).

Modell I:
Da hier C(t) — C\(t), haben wir direkt die gewünschte Differentialgleichung
vorliegen,

t(t) = -k2C(t) + kiCa(t).

Wir wählen eine Zerlegung der Zeitachse, d.h. Zeitpunkte

0 < to < <i < t2 < • • • < ti < T

wobei T der Zeithorizont, i.e. das Ende der Messung, bezeichnet. Dann in-
tegrieren wir die Differentialgleichung von ti bis £i+i, und erhalten mit den
Definitionen

C1 = fC{r)dT, ACi = C(ti+l)-C(ti), Cl
a

Jti
für i = 0,.., / — 1

die Beziehung
AC1 = -k2C

{ + hCl

Da man aus dem Signal AC\ Cl und Cl
a bestimmen kann, führt dies auf ein

lineares Modell
Y =

mit

/~>o —C°

X=\ l : | , p={k1,k2)
T.

Nimmt man nun an, dass der Fehler bei der Bestimmung der Designmatrix
X wesentlich kleiner ist als der bei der Bestimmung der Daten Y (zur Be-
rechnung von X integrieren wir, was zu einer Herausmittelung des Fehlers
führt), und nimmt man weiter das übliche Fehlermodell an, so kann man p
approximativ durch den Gauss-Schätzer bestimmen,

p=(XXT)-1XTY.
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Damit haben wir Schätzer ki, k2 für &i und k2, und können einen naiven
Schätzer für Vi definieren,

Modell II _
In diesem Fall müssen wir die Differentialgleichung für C(t) = C\(t) + C2(t)
erst herleiten. Wiederholtes Differenzieren von C(t) führt auf

C(t) = d(<)+C2(«)
t(t) = Ci{t) + C2(t) = -k2Cl{t) + hCa(t)

d = k2(k2 + k3)Cl(t)-k2k4C2(t)-klk2Ca(t) + k1Ca(t)

Aus diesen drei Gleichungen kann man nun Ci(t), C2(t) eliminieren, und
erhält

Ü(t)+ k2(k2 + f3) + ^^t ^
k

bzw. mit

k

haben wir
d(t) + Qxi{t) + 62C = 91e3Ca(t) + e3Ca(t)

Im Prinzip können wir nun wie oben fortfahren, d.h. die Differentialgleichung
zweimal über die Zeit integrieren, die Zeitachse in Intervalle aufteilen, und
ein überbestimmtes Gleichungssystem für 9i,..,63 herleiten. Im Gegensatz zu
oben wird dieses Gleichungssystem nicht mehr linear in den Parametern ö1?

92 und 93 sein. Interessanterweise finden wir schon hier den Fall, dass nicht
mehr alle Parameter aus den Daten geschätzt werden können: die Schätzung
ist nur möglich für drei Größen, das ursprüngliche Modell beinhaltet aber
vier Raten. Daher muss man entweder eine Rate aus einer Referenz-Region
schätzen, oder aber eine Funktion der Werte 9i,..,93 als charakterisierende
Größe nutzen.

Die Situation ist leicht unterschiedlich, wenn wir schon wissen, dass fc4 = 0
ist. Dann haben wir genügend Informationen, um kik3/(k2 + k3) zu schätzen.
Dies wurde u.a. von Logan vorgeschlagen [16].
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4.4 Invasive Nicht-lineare Methoden
Die nicht-linearen Methoden benutzen in der Regel die explizite Lösung der
Differentialgleichung. Diese Lösung beschreibt die Dynamik des Tracers. Hier
nutzt man, dass diese Gleichungen linear und nieder-dimensional sind, sodass
sie explizit gelöst werden können.

Allgemeine Struktur der Lösung:
Die Lösung eines Systems gewöhnlichen, linearer Differentialgleichung erster
Ordnung mit Inhomogenität Ca(£),

- yCa(t) x(0) = 0

deren Fundamentalsystem nur reelle Eigenwerte besitzt, kann geschrieben
werden als

i=1
wobei <g> als Konvolution definiert ist,

und Qj Projektionen von y auf die entsprechenden Eigenräume bedeutet. Im
Folgenden wird wieder e = 0 angenommen, i.e.

S(t) = C(t) = f > ^ ) (eA'< <g> Ca)(t).
i=1

4.4.1 Vernachlässigen des ersten Teils der Zeitreihe
Wenn wir den ersten Teil der Zeitreihe vernachlässigen (i.e. Phase I), so
können wir die Konzentration des Tracers im Blut häufig approximativ zu
Null setzten [18]. Dann erhalten wir als Lösung der gewöhnlichen Differenti-
algleichung ein Exponentialpolynom,

i=1 i=1 J0 i=1

Nun können Methoden der Parameterschätzung bei Exponentialpolynomen
angewandt werden (siehe etwa [11, 22]). Leider sind diese Methoden nicht
weit verbreitet. Bei Summen von Exponentialtermen ist der dominante Term
(mit dem kleinsten A) relativ leicht zu schätzen. Allerdings ist es schwierig,
die anderen Terme verlässlich zu bestimmen. Man findet in der Literatur
bzgl. PET vor allem die kleinste Fehler-Quadrat Methode [18] und kaum an
dieses Problem angepasste Methoden.
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4.4.2 Nutzung der gesamten Zeitreihe: Quadrat-Fehler-
Minimierung

Mit Hilfe der Minimierung des quadratischen Fehlers kann man die Parame-
ter von S(t) = S"= 1(e raj) (eXit <g> Ca)(t) an die empirischen Daten anpas-
sen [18]. Dabei ist zu erwarten, dass man in ähnliche Schwierigkeiten gerät
wie beim anpassen von Exponentialsummen. Leider existieren kaum spezia-
lisierte Methoden der Parameterschätzung, die die Struktur von y(t) effizient
ausnutzen. Selbst ein adaptiertes Fehlermodell, die das detaillierte Wissen
über Ca(t) nutzt findet man kaum (siehe [1]).

4.4.3 Nutzung der gesamten Zeitreihe: Spektralanaly-
se

Cunningham und Jones untersuchten die Verwendung des Simplexalgorith-
mus, um - bei gebebener Eingangsfunktion Ca (t) - die Exponentialterme zu
schätzen [3]. Dabei verwendeten die Autoren die Tatsache, dass die Summe
Y^=i(eTai) eAit<S>Ca(i) linear in eXit ist. Wählt man sich künstlich (ohne den
Hintergrund eines Modells, das a priori Wissen über Zahl und Größenord-
nung der Aj impliziert) eine diskrete Menge möglicher Werte (letztlich eine
Diskretisierung eines Intervalls in IR, in dem man Komponenten von A finden
möchte) so erhält man sofort ein endlichdimensionales, lineares Problem

i=1

in dem nur noch die Koeffizienten eTc*t geschätzt werden müssen. Dieses
lineare Problem wird mit dem Simplexalgorithmus gelöst. Auf diese Weite
erhält man eine Art Spektrum (Aj, «i). Dieses Spektrum beinhaltet alle In-
formationen, die die Situation in einem Voxel charakterisieren. Mehrere Un-
tersuchungen scheinen die Leistungsfähigkeit der Methode zu belegen [21, 9].
Die Idee der Diskretisierung der Werte für A ähnelt dem Basisfuntionsan-
satz [7].
Dies ist aber vielleicht momentan der interessanteste Ansatz. Lange Zeit
hatte man wegen fehlender Rechnerleistung kaum Möglichkeiten, diese Ideen
auf Voxelbasis zu verfolgen. Das ändert sich langsam.

4.5 Nicht-Invasive lineare Methoden

Bei den nicht-invasiven Methoden fehlt die Information über Ca(t) völlig.
Diese muss durch die Messung einer Referenz-Region ersetzt werden. Auch
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hier gibt es eine Version der Logan und Gjedde-Patlak Analyse (siehe et-
wa [9, 25]). Wie oben werden wir die Größen, die sich auf die Referenz-Region
beziehen mit einem Strich kennzeichnen und die Größen aus der interessie-
renden Region (ROI) unverändert belassen, d.h. k\ ist die Rate k\ der ROI
während k[ die entsprechende Rate der Referenz-Region bezeichnet.

4.5.1 Nicht-invasive Logan Analyse
Modell I/Referenz Region:
Aus Gleichung (4.1) folgt

f C[(r) dr) (4.5)

Damit können wir aus dem Signal der Referenz-Region Informationen über
den Tracer im Blut Ca(t) bzw. dessen Integral erhalten. Die Schätzung der
Parameter von Modell I steht hier nicht im Vordergrund; Modell I ist primär
das Modell für die Referenz-Region, während die ROI durch Modell II be-
schrieben wird.

Modell II: (Variante 1)
Setzen wir (4.5) in (4.4) ein, so erhalten wir approximativ für groß Zeiten

!l
QC(r)dr _ Vl+V2 trC[(t) + f*C[(T)dr

_ _ _ _ _ Const + — W
_ Const +

für große Zeiten. (4.6)

Annahme: Wie vorher nehmen wir an, daß die Raten ki, k2 in der ROI und
der Referenzregion annähernd gleich sind,

Vi = v;, k'2 = h.

Problem: Wir kennen k2 nicht. Diese Konstante muss aus einer Population
von Probanden bestimmt werden, in der Hoffnung, dass die Schwankungen
der Werte dieser Konstante innerhalb der Population relativ klein ist.
Ergebnis: Wir können nicht V2, sondern nur

. v2
schätzen. Diese Größe wird "Distribution Volumen Ration" (DVR) genannt,
und analog wie V2 zur Generierung von Bildern eingesetzt.
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Modell II: (Variante 2)
Nun nehmen wir an, daß für große Zeiten

S ^ Const.
C(t)

Diese Annahme muss bei jeder Messung geprüft werden. Da C\ und C[ aus
verschiedenen Gewebebereichen stammen, wird man unter generischen Be-
dingungen erwarten, dass diese Funktionen asymptotisch exponentielle Funk-
tionen mit unterschiedlichen Exponenten approximieren, sodass der Quotient
C[{t)/C\{T) exponentiell schnell wächst oder fällt. Falls aber die Konstanz
dieses Quotienten eintritt, benötigt man k2 nicht sondern kann in Gleichung
(4.6) den Term C[(t)/(k2C(t)) dem Achsenabschnitt der Geradengleichung
zuschlagen,

£ 2 4 * Const + Ü1Ü i g W * für große Zeiten.
V C(t)

2 4 * Const + g
C(t) Vi C(t)

Modell II: (Variante 3 / Ichise Analyse)
In [13, 19] wird eine multivariate Variante der Logan Analyse vorgeschlagen;
damit ist es möglich, die Bestimmung der Konstante k2 aus der Population
zu umgehen. Das Vorgehen ist das Gleiche wie beim Logan Analyse, nur fasst
man die Terme der rechten Seite von (4.6) als unabhängige Variablen auf,

J Vl + Va (C[(t)

für große Zeiten. (4.7)

Mittels bivariater, linearer Regression kann nun (Vi + V^/Vi und (Vi +
i) bestimmt werden.

4.5.2 Nicht-invasive Gjedde-Patlak Analyse
Es werden Zeitskalen-Argumente benutzt, um die Dynamik des Tracers im
Kompartment C\ eng an die im Blut zu binden. Wir bezeichnen wiederum
mit einem Strich die Größen der Referenz-Region (in der k^ = 0 gilt).

Dann folgt, falls k2 ^> 1, dass

C[(t) = %Ca(t).
f
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Damit können wir Ca durch C[ ersetzten, und erhalten

S(t) = d(t) + C2(t) + eCa(t)

Das ergibt wieder eine lineare Beziehung, diesmal zwischen S(t)/C[(t) und
/o C[(T) dr/C[{t). Die Steigung beträgt kik'2k3/((k2 + k3)k[). Dies ist zwar
nicht der gewünschte Wert, ist aber dennoch geeignet, Gewebe verschiedener
Eigenschaft bzgl. des Wertes k3 zu unterscheiden.

4.5.3 Gleichgewichtsmethode I: Lokale Maxima der Da-
ten

Diese wie die folgende Methode [19, 28] ist ausschließlich für Modell II inter-
essant.
Annahmen: Bei dieser Methode gehen zwei Voraussetzungen ein.
(1) Es ist Ci(t) = C[(t), das Kompartment C\ ist das Gleiche für Referenz-
Region und ROI.
(2) Ci(t) und C2(t) besitzen zur gleichen Zeit ein lokales Maximum.

Beide Annahmen sind sehr stark; exakt können sie nicht erfüllt werden. Für
gewisse Tracer scheinen sie allerdings approximativ gegeben zu sein [4]. Wenn
wir die Annahmen akzeptieren, so können wir C-2(t) als Differenz von C(t)
und C[(t) bestimmen,

Durch anpassen einer glatten Kurve an die Datenpunkte von C(t) — C\{t)
erhalten wir Informationen über Zeitpunkt und Größe der lokalen Maxima.
In diesen Maxima verschwinden die zeitlichen Ableitungen, und wir haben

V T
^4 W Gleichgewicht

In diesem Fall nehmen wir BP = ^3/^4 als charakteristische Größe.

4.5.4 Gleichgewichtsmethode II: Transientes Plateau
der Daten

Diese Methode ist ausschließlich für Modell II interessant. Sie ist eng ver-
wandt mit dem zuletzt betrachteten Ansatz (lokales Maximum). Sie beruht
auf den Annahmen:
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Annahmen:
(1) Vi = V{
(2) (Ci + C2)/C[ erreicht ein Plateau und ist längere Zeit konstant.
(3) C\ « C[ in dem Plateau.

Obwohl wiederum diese Annahmen schwerlich exakt zu rechtfertigen sind,
zeigt es sich, dass diese Methode bei einigen Tracern Ergebnisse liefert, die
mit den Ergebnissen anderer Ansätze stark korrelieren.

Falls im transienten Gleichgewicht nicht nur {C\ + C2)/C[, sondern auch C\
und C2 konstant werden, so findet sich

BP =
C2/Ca

= -1 +
Gleichgewicht

= - 1
Gleichgewicht Gleichgewicht

Tatsächlich lässt sich aus dem Verschwinden der zeitlichen Ableitung von
{C\ + C2)/C[ die Konstanz von C\ und C2 mitnichten folgern; die wirkliche
Rechtfertigung dieser Methode ist letztlich rein phänomenologisch [2].

4.6 Nicht-Invasive Nicht-lineare Methoden
Die alleine Struktur der Lösung ist natürlich für den invasiven- und den nicht-
invasiven Fall die Gleiche. Da wir aber die Inhomogenität, d.h. die Dichte des
Tracers im Blut Ca(t), nicht explizit gegeben haben, müssen wir diese Infor-
mation erst aus den Modellgleichungen der Referenzregion herausschälen.

4.6.1 Vereinfachung des Standard-Modells

Um die Informationen aus der Referenz-Region zu nutzen und auch, um
nicht-lineare Methoden schnell anwenden zu können, wurde von Lammerts-
ma und Hume eine Vereinfachung des Standard-Modells entwickelt [14]. Die
Dynamik der ROI folgt wieder dem Standard-Modell (Modell II), die Mes-
sung einer Referenzregion genügt Modell I.

Vereinfachung / Schritt 1: Reduktion auf vier Parameter
In Modell I und Modell II haben wir zunächst insgesamt sechs Parameter:
k\, &2> &3) 4̂> k'\ u n d &2- Wenn wir annehmen, dass Vi = V{, so können wir
einen Parameter eliminieren.

Annahme 1: Vi = V{.

Definiere
R — k'2 = k2/R.
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Löst man die Differentialgleichung für C[(t) algebraisch nach Ca(t) auf, und
setzt das Ergebnis in die Gleichungen des Modells II ein, so erhält man

Ci(t) = -(k2 + k3)C1(t) + k

C2{t) = -k4C2(t) + k3d{t)

Hier hat man nur noch vier Parameter.

Vereinfachung / Schritt 2: Reduktion auf drei Parameter
Nun verwenden Lammertsma und Hume ein Zeitskalen-Argument. Die Au-
toren setzen voraus, dass die Zeitskala der Transitionen von Cγ nach C2 und
wieder zurück ist wesentlich schneller als die von Ca nach Ca und zurück.
Dann kann man in der ROI den zeitlichen Verlauf von C(t) = Ci(t) + C2(t)
gut durch eine einzige Differentialgleichung beschreiben.

Annahme 2: k$,k4 ^> k\,k2.

Diese Annahme ist für einige Tracer akzeptabel. In dem Fall können wir das
System reskalieren und schreiben

Cx(t) = -(k2 + k3)

SC2{t) = -k4C2{t)

wobei 0 < 5 < 1. Also, C2 « (fe3/fe4)Ci und C « ( l + k3/k4)Ci. Daher folgt
für 6 -» 0, dass

t{i) = -fc2Ci(<) + *!<?«(*) = -k2C{t) + hCait).

mit k2 = k2k4/(k3 + ^4), d.h.

Drücken wir Ca(t) wie oben durch C[(t), C[(t) aus, so erhalten wir

t{t) = -

= • j t \C(t) -RC[(t)} = -~k2 \C(t) -RC[(t)] -(k2-Rk\)C[(t)

mit der Lösung

C(t) = RC[(t) + (k2- Rh) f ek^-T)C[{T)dr
Ja

i^ '0C'1(<) (4.8)
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Durch das Ausnutzen der Zeitskalen konnten wir einen weiteren Parameter
wegskalieren (es kommt nur noch auf k3/k4 an, nicht mehr auf A;3 und k4),
sodass am Ende drei Parameter zu bestimmen bleiben.

4.6.2 Schätzung der Parameter für das Vereinfachte
Standard-Modell

In [7] wird ein Hybrid-Algorithmus aus linearem Fit und nicht-linearer kleinste-
Fehler-Quadrat Methode vorgestellt. Tatsächlich liegt dieser Ansatz sehr in
der Nähe der Spektralanalyse (siehe Paragraph 4.4.3); im Wesentlichen wird
hier die Zahl der Exponentialterme festgelegt, was bei der Spektralanalyse
nicht der Fall ist. Gleichung (4.8) können wir schreiben als

C{t) = 0i C[{t) + 02 / e03t (g> C[(t) dr
JQ

mit

u\ — VT, (72 — ™2

Wir finden

t?3

d.h. können aus 0i, 92 und 03 die Größe BP schätzen.

Wenn wir 03 kennen, so ist die Schätzung von 0i und 92 aus den Daten
ein lineares Problem, welches leicht und effizient gelöst werden kann (Gauss-
Schätzer mit Berücksichtigung der angemessenen Varianzstruktur). Um einen
effizienten Algorithmus für die Schätzung von 03 zu entwickeln, wählen wir
die Werte von 03 nicht aus IR, sondern erlauben nur diskrete Werte 03)i,
i = 1, ..,m. Diese diskreten Werte müssen natürlich den relevanten Parame-
terbereich relativ dicht überdecken - hier kommt α-priori-Wissen zum Tragen.
Im Beispiel wählen die Autoren m = 100 diskrete Werte zwischen 0.001/sec
und 0.01/sec.
Um den optimalen Wert zu bestimmen, wird die lineare Regression für alle
03 = 03,i> i — l> ••jTn, durchgeführt. Danach wird das Optimum, i.e. derjenige
Parametersatz, der das kleinste Residuum besitzt, gewählt. Dieses Verfah-
ren wird nur dadurch nicht-linear, dass wir wissen, dass es einen eindeutigen
Wert für 03 gibt, der mit geschätzt wird. Es wird hier nicht akzeptiert, dass
die Daten eine lineare Kombination mehrerer Basisfuntionen für verschiede-
ne 03 sein könnte. Das lineare Verfahren von Cunningham und Jones [3] ist
die direkte Verallgemeinerung, bei der simultan eine Linearkombination von
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Lösungen mit verschiedenen Werten für 03 zugelassen werden, sodass eine
Art exponentiellem Spektrums entsteht.

Bemerkung: Interessanterweise wurde dieses Verfahren vor der Logan Ana-
lyse entwickelt, erlangte aber längst nicht die Bedeutung des Logan Analyse.
Der Hauptgrund dafür ist mangelnde Rechnerleistung zu dem Zeitpunkt,
zu dem sich diese Verfahren entwickelten: Die oben beschriebende Prozedur
muss für jedes Voxel durchgeführt werden; das ist ein sehr rechenintensi-
ves Vorgehen. Man kann allerdings erwarten, dass mit zunehmender Lei-
stungsfähigkeit der Rechner diese Verfahren an Bedeutung gewinnen.





Kapitel 5

Probleme

Bisher haben wir die Idealsituation betrachtet. Es flössen allerdings Annah-
men ein, die nicht gerechtfertigt sind. Einige diese Annahmen bzw. deren Ab-
schwächung soll in diesem Kapitel diskutiert werden. Speziell streifen wir kurz
die Bereiche: Effekt von Transportphänomenen im Blut, Transportphänome-
ne der Positronen und Inhomogenität des Gewebes.

5.1 Transportphänomene - Zeitliche Verzöge-
rung

Die Dichte des Tracers im entnommenen Blut ist im Allgemeinen nicht die
Gleiche wie die in der Referenz-Region oder ROI. Zwischen der Ader, an
der das Blut entnommen wird, und den entsprechenden Regionen liegen
Transport- und Diffusionsprozesse. Man muss daher mit einer Verzögerung
zwischen der gemessenen Dichte des Tracers im entnommenen Blut Cm(t)
und der Dichte in der betrachteten Region Ca(t) rechnen. Dies kann man
explizit durch

Ca(t) = Cm(t + At) + r jtCm(t + At).

modellieren [27]. Dabei steht die Verzögerung um At für den Transport,
und der Tiefpaßfilter für die Diffusion. Prinzipiell ist es mit diesem Ansatz
möglich, die Effekte der Transport- und Diffusionsprozesse auf die Analyse-
methoden zu untersuchen.

245
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5.2 Transportphänomene - Positronen

Das Signal entsteht dort, wo Positronen zerfallen. Dies kann aber einige Mil-
limeter neben der Stelle sein, wo diese Positronen entstanden. Wenn zu einer
festen Zeit die Tracerkonzentration durch h(x) gegeben ist, so kann das ge-
messene Signal g(x) zu dieser Zeit durch einen Integraloperator beschrieben
werden,

g(x) = K / a(x,y)h(y)dy

Dabei gibt K, die Normierung des Signals wieder, und cr(x, y) = a(x — y) ist
durch den Transport der Positronen gegeben. D.h. a(z) ist die Wahrschein-
lichkeit, ein Positron, welches am Ort x = 0 erzeugt wird, am Ort x = z
zu detektieren. Der Kern T(z) glättet also die ursprüngliche Tracer-Dichte.
Man nennt diesen Effekt "Partial Volume Effect". Rousset, Yiong und Ma [26]
beschreiben einen Weg, diesem Phänomen entgegenzuwirken. Da der PET-
Scanner die räumliche Struktur diskretisiert, betrachten die Autoren eine
diskrete Variante dieser Glättung,

wobei H der Vektor der tatsächlichen Tracerdichte innerhalb der Voxel be-
deutet, G der Vektor des gemessenen Signals in den Voxeln, und £ eine
Matrix, die die Glättung der Tracerdichte beschreibt. Letztlich muss man E
invertieren. Da diese Matrix glättet, ist dies (obwohl die Inverse existiert)
prinzipiell ein schlecht gestelltes Problem. In der Praxis aber ist dieser Ef-
fekt nicht sehr stark. Daher sind die Singulärwerte der Matrix £ noch so
weit von der Null entfernt, dass eine naive Invertierung die Fehler im nicht
sehr verstärkt. Numerische und reale Experimente zeigen, dass dieser naive
Ansatz zu einer Verbesserung des PET-Bildes führt.

5.3 Inhomogenes Gewebe - Probleme der Iden-
tifikation

Bisher nahmen wir an, dass im betrachteten Voxel nur ein Gewebetyp und
eventuell ein kleiner, prinzipiell vernachlässigbarer Anteil Kapillargefäße vor-
handen sind. Da ein Voxel aber relativ groß sein muss (erzwungen durch die
mittlere freie Weglänge eines Positrons), wird diese Annahme häufig nicht zu
halten sein. Der Artikel [27] beschreibt ein Modell für inhomogenen Gewebe,
und zwei Methoden der Paramterschätzung. Dabei wird für einen Gewebetyp
das Modell I zugrundegelegt.
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5.3.1 Modell

Wir nehmen an, dass in einem Voxel zwei Gewebetypen existieren; jedes
dieser Gewebe wird durch Modell I beschrieben. Das Modell muss also den
Tracer im Blut Ca(t) beschreiben, und den Tracer im Gewebetyp a bzw.
Gewebetyp ß. Seien nun

Ca(t), Cß(t) Dichte des Tracers im Gewebe a bzw. ß.
Ca(t) Dichte des Tracers im Blut

k\ Übergangsrate vom Blut nach Gewebe, i G {a, ß}
k\ Übergangsrate vom Gewebe in das Blut, i G {a, ß}
w% relativer Anteil der Gewebetypen i € {a, /?},

wobei wa + wß = 1 und wl > 0.

Wir erhalten die Differentialgleichungen

&(t) = -k\C\t) + k\Ca{t) (5.1)

C^O) = 0

Das gemessene Signal nun ist

S(t) = waCwa(t) + wßCwß(t) + e Ca(t).

Wenn wir (wie üblich) eCa(t) vernachlässigen, so haben wir

5.3.2 Ansatz 1: Lineares Modell
Wir folgen dem Paragraph 4.3.3, und leiten eine Differentialgleichung höherer
Ordnung für C(t) her. Durch wiederholtes Differenzieren finden wir

C(t) = waCa{t) +

t(t) = -wak°CQ - wßkßCß + (waCQ + wßCß)Ca

d(t) = -wa(k?)2Ca-

Aus diesen drei Gleichungen kann man Ca, Cß eliminieren. Man findet
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mit den Anfangsbedingungen

C(t)\t=0=Ü(t)\t=0

Aus biologischen Gründen darf man

ebenfalls voraussetzen. Setzten wir

Oa = Kj -f- Kγ , l/fc = K^ Ajj ,

9C = w ^

so lautet die Gleichung

C(0) = 0, Ü(0) = 0, Ce (0) = 0, C„(0) = 0

Wir sehen dass wir also nur vier Parameter bestimmen können (9a, #<,, 9C, 6d),
während das Modell fünf Parameter (wa = 1 — wß, k", fcf, k%, k^) besitzt.
Die Parameter des Systems lassen sich nicht identifizieren. Heuristisch ist
es leicht zu sehen, dass man vier Parameter bestimmen kann: asymptotisch
wird sich das Signal aus zwei Exponential-Termen aufbauen. Diese sind aber
durch Gewichte und Exponenten, d.h. durch vier Größen völlig festgelegt.

Die fünfte Information muss von außen kommen. In [27] wird angenommen,
dass V* = /cf/Ä;£ bzw. V{ = k^/k^ bekannt sind. Mit diesem Vorwissen
können die Parameter identifiziert werden.

Zweimaliges Integrieren liefert

C(t) = -Oα

+ 0c [ Ca(T)dr + 9d f f Ca(r')dT'dT (5.2)

Diese Gleichung kann man als lineares Modell auffassen. Das (über die Zeit
integrierte) Signal bildet die Designmatrix X, die linke Seite der Gleichung
den Datenvektor Y, und der Vektor Q — (9a, 9^, 9C, 9d)T beinhaltet die zu
schätzenden Parameter,

Y = Xβ.
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Wie üblich, kann man den naiven Gauss-Schätzer nutzen,

e = (XTX)-1XTY.

Dabei sollte man eigentlich noch die Kovarianzstruktur des Datenvektors mit
einbringen. Weiter geht die Messung nicht nur in den Datenvektor Y, sonder
auch in die Designmatrix ein. Es ist nicht klar, inwieweit der Gauss-Schätzer
in dieser Situation angemessene Schätzungen liefert.

5.3.3 Ansatz 2: Direkte Lösung der dynamischen Glei-
chungen

Die Differentialgleichungen können natürlich auch direkt gelöst werden. Man
erhält

e-W-r)Ca(T)dT fürie{a, ß}.

Das gemessene Signal (bei Vernachlässigung des Signal aus dem Blut) ist nun

= wak° e-kW-T)Ca(T)dT + wßk( /
Ja JO

Wir sehen wieder, dass wir nur vier Parameterkombinationen identifizieren
können, nämlich k%, k%, wa k° und u^fcf. Diese Parameter kann man z.B.
mit der Kleinsten-Quadrate-Methode schätzen.

Nehmen wir (wie im letzten Abschnitt) an, dass V" bzw. Vf bekannt sind,
so erhalten wir genug Information um alle Parameter bestimmen zu können.

5.4 Fehlermodell

Ein regelrechtes statistisches Fehlermodell wird nur selten aufgestellt. So ar-
beiten Maeght et al. [18] mit Fehlern, die vor allem von dem Zählprozess
stammen (Poisson-Verteilung). Gunn et al. [7] approximiert die Poisson-
Verteilung durch eine Normal Verteilung mit entsprechender Varianz. Auch
Aston et al. [1] betrachten ein normalverteiltes Fehlermodell, wobei die Auto-
ren vor allem auf die räumlichen Korrelationen zielen. Bei invasiven Verfahren
kommt eine zusätzliche Schwierigkeit von den unterschiedlichen Messmetho-
den im Gewebe (PET) und in den Blutproben. So wird i.a. das Signal S(t)
und das Signal Ca(t) eine unterschiedliche Varianzstruktur aufweisen.





Kapitel 6

Diskussion

Wir beschrieben die beiden am häufigsten genutzten Modelle der Modellie-
rung von Tracer-Dynamik, und einige der verbreiteten Methoden die durch
PET gewonnene Daten auszuwerten. Wir schlossen viele Problemkreise wie
die Rekonstruktion der Tracerintensität, Reduktion von Rauschen der Daten
etc. völlig aus. Es ging hier primär um die dynamischen Daten eines Voxels,
und die Methoden diese Daten zu analysieren.

Es ist zu beobachten, dass fast alle Methoden eng an Modelle gebunden
sind. Nur die Spektralanalyse ist weitgehend frei von Modellannahmen. Die
am weitest verbreiteten Methoden sind sicher die sogenannten "graphischen
Methoden", i.e. die Logan- und Gjedde-Patlak Analyse. Der Trend aber geht
deutlich zu den nichtlinearen Schätzmethoden, die in irgendeiner Weise die
Lösung der Differentialgleichung an die Daten anpasst.

Nicht allzugroße Beachtung findet die Spektralanalyse. Sie ist mathematisch
am wenigsten gut untersucht. Die Leistungsfähigkeit der existierenden Algo-
rithmen lassen erwarten, dass dort Verbesserungen möglich sind, insbeson-
dere wenn angemessene Fehlermodelle mit einbezogen werden. Auch von der
Anwendung her ist die Robustheit der Spektralanalyse gegen die Modellan-
nahmen eine sehr interessante Eigenschaft. Z.B. das Problem der fehlenden
Identifizierbarkeit der Dynamik, das schon in sehr einfachen Situationen zum
Tragen kommt (ein-Kompartment Modelle für inhomogenes Gewebe) spielt
auf der Ebene keine Rolle mehr.
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Physikalische und mathematische Grundlagen
der NMR-Spektroskopie

Frank Filbir*

Zusammenfassung

Wir stellen in knapper Form Grundlagen der NMR-Spektroskopie bereit.
Zunächst wird die Spindynamik aus den Gesetzen der Quantenmechanik und
der Elektrodynamik abgeleitet und die Gesamtmagnetisierung berechnet.
Anschließend wird die Radio-Frequenz Impulsanregung erklärt. Im nächsten
Abschnitt werden die Bloch-Gleichungen diskutiert. Schließlich wird im letz-
ten Abschnitt auf die Signalzerlegung eingegangen.
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1 Spindynamik

Elementarteilchen wie Protonen und Elektronen besitzen ein Drehmoment
(Spin) J. Der Spin eines Teilchens ist eine quantenmechanische Größe, d.h. \J\
kann nicht beliebige Werte annehmen. Es gilt vielmehr

mit / = ! , & € No- Die Größe / heißt Spinquantenzahl, h ist die Plancksche
Konstante. Es gilt

h = — , h = 6.6-KT34Js
Z7T

Als bewegte elektrische Ladung erzeugen Protonen und Elektronen nach den
Gesetzen der Elektrodynamik ein magnetisches Feld. Dies kann in Analogie
zu einem Kreisstrom gesehen werden.

Analogie des Magnetfeldes B in einem Kreisstrom und bei einer
bewegten elektrischen Ladung, ß ist das magnetische Moment.

Der Zusammenhang zwischen dem Spin und dem magnetischen Moment ist
durch

ß = lJ (1-1)

gegeben, wobei 7 G R das gyromagnetische Verhältnis ist. Das gyromagne-
tische Verhältnis ist abhängig vom Nukleid. Beispielsweise ist für 1H, also
Protonen, 7 = 4 2 . 4 8 ^ ^ .
Aus (1.1) ergibt sich

p\ =-r h

Die Quantenmechanik liefert folgende Auswahlregeln für die Spinquanten-
zahl: Es ist

n e No> f ü r Nukieide mit ungerader Atommasse (z.B. uC,lH,31P),

= 0, für Nukleide mit gerader Atommasse und gerader Ladungszahl,
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- I = n, n e N, für Nukleide mit gerader Atommasse und ungerader
Ladungszahl.

Der NMR-Spektroskopie sind nur solche Nukleide zugänglich, für die / ^ 0
gilt.
Ohne äußere Einflüsse und im thermischen Gleichgewicht sind alle magneti-
schen Momente ß gleichwahrscheinlich, d.h. die Gesamtmagnetisierung eines
Spinsystems (d.h. eine große Anzahl von Nukleiden mit gleicher Spinquan-
tenzahl) ist Null.
Wir betrachten nun ein Spinsystem in einem homogenen Magnetfeld. Zur
Vereinfachung nehmen wir an:

Bo = Bo ez (1.2)

Während ein makroskopischer magnetischer Dipol (z.B. eine Kompassnadel)
sich in Richtung von _B0 ausrichtet, kann im atomaren Bereich ein magneti-
scher Moment nach den Gesetzen der Quantenmechanik nur folgende Rich-
tungen annehmen: ß = ßxex + ßyey + ßzez mit

= 7

mit raj 6 {—/, — / + 1 , . . . , I—l, / } . Die Komponenten ßx und //y sind zufällig
(gleichverteilt). Wir erhalten anschaulich folgende Situation:

Es gilt
ßx,y = ßx ex + ßy ey = \ßxj (cos(0 ex

wobei £ gleichverteilt in [0, 2TT) und

ey)

\ßx,y\ = VV-μ! = 7 Ä \fl{I +l)-mI

ist. Ferner gilt

cos(ö) = — =
771/

A* y/l(I + 1)
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Nach den Gesetzen der Elektrodynamik wirkt auf J im magnetischen Feld
ein Drehmoment ß x Bo. Damit folgt

—*

— = ßxB0 bzw. — = 7/7x50 (1.3)
dt dt

Mit (1.2) folgt aus (1.3)

— = 7 Bo {ßy ex - μx ey)

oder in Koordinatenform

dt

Als Lösung erhalten wir

dt

~~dt ~ 7

du.
= 0,

u • A ( ° 7-Bo \ - .
wobei A = „ ' ist.

V —7 jöo 0 /
Explizit ergibt sich

μ^f) =z -|-μa.(0)cos(α;o^)

A'j/W = ~A*i(0) sin(a;o^)

wobei

(1-5)

ist. Die Frequenz UJQ heißt Larmor-Frequenz.
Das magnetische Moment präzediert mit der Larmor-Frequenz cuo um die
z-Achse.
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-•- .... co.

2 Gesamtmagnetisierung

Wir betrachten nun die Magnetisierung einer großen Anzahl von magneti-
schen Dipolen. Es sei NQ die Anzahl der magnetischen Dipole im betrachteten
System. Der Magnetisierungsfaktor M ist gegeben durch

N3

M =
n=1

Im Gleichgewicht und ohne äßere Einflüsse ist M = 0.
Die potentielle Energie eines magnetischen Dipols im magnetischen Feld Bo

ist gegeben durch

E = - < ß, BQ >— -μzB0 = -jhmiB0

Es ergeben sich somit die Energiezustände:

huoi, huo(i-i), • • • ,

Die Energiedifferenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Energieniveaus ist

Es ist

N.

M = Mx ex + My ey + Mz ez

N3 Ns

ßn,x) ex +
n—l n=1 n=1

Wegen der Gleichverteilung der Komponenten ßn>x und μ^y ist
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N, N3

5 3 Ä».* = °' 5Z &># = °- Es gilt daher

n=1 n=1

Na

n=1

= 7 h (Njl + NI_l(I-l) + --- + A L / + 1 ( - / + 1) + iV_;(-/)) e2 ,

wobei TV; die Anzahl der Nukleide mit Spin / ist.

Die Magnetisierung ist nur dann von Null verschieden, falls

TV/7 + /V7_!(/ - 1) + • • • + N_r(-I) ± 0

ist.

Spezialfall: I = 1/2

In diesem Fall ist

M = I

Nach der Boltzmann-Statistik ist

N i - VKKTa"
" 2

wobei K = 1,28 • 10~23 J/K die Boltzmann-Konstante und Ts die absolute
Temperatur des Systems ist.

AE
Wegen — > 0 folgt

/Vi
2- > 1 «=> /Vi - 7V_i > 0

7V_i ä - 2
2

In der Praxis gilt AE<g.KTs, so dass

/V_i 2AT,
2

bzw.

oder
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Um die Magnetisierung des Spinsystems zu erhöhen haben wir folgende
Möglichkeiten:

(a) Vergrößerung von BQ,

(b) Verkleinerung von Ts, d.h. Kühlung des Systems.

3 Radio-Frequenz Impulsanregung des Spin-
systems

Strahlt man eine elektromagnetische Welle mit der Energie

E = hu

auf das Spinsystem, so kommt es bei der Larmor-Frequenz UJ = uio zu Ab-
sorption.

E = hujn

Die elektromagnetische Welle besitzt die Komponenten und E(r, t) und B(f, t)
und es gilt E{f, t) J_ B(r, t).
Eine linear polarisierte in y-Richtung laufende Welle besitzt die Komponen-
ten

E(f, t) = E cos(u)(t y)) ez,

B(f,t) = B cos(uj(t --y)) ex.
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Für die weiteren Überlegungen gehen wir davon aus, dass das eingestrahlte
Magnetfeld ein homogenes Wechselfeld der Form

Bi(t) = 2Bl{t)cos(ut)ex

ist. Es gilt

B\{t) = Bi(t) [cos(u)t)ex — sm(ut)ey] + B\(t) [cos(u)t)ex + s\n(ut)ey]

Diese Zerlegung in ein links- und ein rechtsdrehendes Magnetfeld hat folgende
Begründung. Die Komponente B^ dreht sich in Richtung der Spinrotation,
während BR entgegengesetzt dreht.
Mit Hilfe der Quantenmechanik kann man zeigen, dass für Frequenzen u>, die
in der Nähe der Larmor-Frequenz liegen, die gegen den Drehsinn des Spin
rotierende Feldkomponente BR keinen Einfluss auf ß hat.
Wir können daher ohne Einschränkung ein Magnetfeld der Form

Bi(t) = Bi(t) cos(ut) ex - Bi(t) sin(ut) ey

annehmen.
Nach den Gesetzen der Elektrodynamik erhalten wir somit

^ = 7ßx(Bo + Bl(t)) bzw. ^ = 7 M x ( f l o + ßi(t))
dt dt

für die freie Präzesion.
Für die weitere Untersuchung dieser Bewegung führen wir einen Basiswchsel
durch

ux = cos(üjt) ex — sin(a>£) ey

üy — cos(u)t) ex + sin((jüt) ey

uz = ez

Es ist

düx \ -. / \ -
—— = — uj sm(u)t) ex — u) cos\u)t) ey ,

CIL
du

^ (t) ex - UJ sin(o;<) eT +u cos(ut) ex UJ sin(o;<) ey
CLL

^ = 0.
dt
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Mit Co = u> uz folgt aus u üy = ü x üx, u> ux — ü x uy

dux _ _ duy _ _ duz _ _
— - = u x u x , -~ =uxuy, — = ÜJXUZ.
dt dt dt

Es gilt:

M = Mxex + Myey + Mzez = M»ÜX + M^Üy + MU
ZÜZ

und

dM _ dMl _ dM% _ dMl _ Mu^£ juru^- Mu —
dt dt dt dt dt dt dt

dMu _

wobei Mu = M"ux + Myity + M"MZ die Darstellung von M im rotierenden
Koordinatensystem ist.
Insgesamt ist also

dM dMu _ ,-.„ , .
+ M » (3.!)

dMu

—— gibt die Relativbewegung im rotierenden Koordinatensystem wieder.
dt

4 Die Bloch-Gleichungen
Die Bloch-Gleichungen lauten

- i {Mxex + Myey) - i - (Af, - M,°) e2 (4.1)
J 2 J1

der Betrag der Magnetisierung im thermischen Gleichgewicht bei einem
homogenen äußeren Magnetfeld BQ — B§ez.

T\, Ti sind Zeitkonstanten, welche den thermischen Relaxationsproszess be-
schreiben. D.h.: Nach den Gesetzen der Thermodynamik kehrt das
Spinsystem nachdem es durch einen RF-Impuls ausgelenkt wurde, in
das thermische Gleichgewicht zurück.

Hierbei bedeuten:
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Man kann zwei Phasen bei der Spindynamik unterscheiden:

(a) RF-Anregung: Gewöhnlich ist die Dauer des RF-Impulses sehr kurz,
d.h. Bi(t) # 0 für t G [0,TÄF], wobei TRF<£Ti, i = 1,2. Während die-
ser Phase können die ^Γ bzw. jr Terme in (4.1) vernachlässigt werden.
Es ist also

— - = 7 M x B = jM x (Bo + Bi)
dt

für t € [0,rRF].

(b) Relaxation: Nach Abschaltung des RF-Impulses kehrt das System in
das thermische Gleichgewicht zurück.

Die Trennung der Dynamik gelingt am Besten im rotierenden System

Es ist

l
dt

Mit (3.1) ergibt sich:

= >yMu xBu-uxMu

dt

= 7 M u x ( 5 " + - w ) ,
7

wobei Mu bzw. Bu die Vektoren im rotierenden Koordinatensystem sind.
Das effektive Magnetfeld ist

Beff = Bu + -ÜJ (4.2)
7

Die Bloch-Gleichungen sind dann gegeben durch

= 7 M " x f l ( / / - i (Mu
xüx + M^Üy) - i (M- - M°z) uz (4.3)

±2 1\
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(a) RF-Anregung:

Wegen T Ä F < T<, i = 1,2 ist

—— = 7 M x B.
dt

bzw. im rotierenden System
—#

= jM x BPft (4.4)

Es gilt B\(t) — B\ cos{u)t) ex — B\ sin(u)t) ey

Mit

B% \ ( cos(ut) - sm(ut) \ ( Bx cos(u-i) \
\ B™v J \ sin(u>t) cos(u>£) y V —ßj cos(u>£)

gilt

Daher ist

1 w
Jjgfflt) ^ DQUZ -\- O\UX -\- — U' = (-D0 — —) ^z

7 7
wobei ö; = — u» u2 verwendet wurde, (s.o.)
Für die Resonanzfrequenz u = j Bo ist somit

Beff{t) = B1(t)ux

Somit liefert (4.4) im Fall der Resonanz u> = jB0

dMu

dt
= 7 M Ü xBi(t)Üx

In Koordinatenform erhält man das Dgl-System:

dMx dMy dMz

-dt- = 0' -df = 7 ß l ( i ) M 2 ' ~dT =-^Bl{t)M*
mit den Anfangsbedingungen Mx(0) = 0, My(0) = 0, Mz(0) = Mz°
Folglich ist für t < TRF

= M°cos(/ 75i(t)dt),

( /" 7B!(t) dt).
Ja

= M° cos /
Ja
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Für die spezielle Funktion Bi(t) = B\ X[o,TRF](t) ist

Mu
x{t) = 0 ,

M2
U(t) = M° cos(7 Bxt).

für t £ [0,TRF]. Im stationären Koordinatensystem erhalten wir

Mx

Mz

Mx(t)
My(t)
Mz[t)

wobei o>1 = •y

sin(a;^) 0
cos{ujt) 0

0 1
y

Mu
z

(b) Relaxation:
Fürt > TRF ist ßi(^) =0 , d.h.

Beff{t) = {B0- -

und für u = 7^0 gilt also Bejj = 0.
Damit ergibt sich

ÖMU _ 1
dt

M"(TH

= {Bo - - ) Üz

Bewegung von M(t) im rotieren- Bewegung von M(t) im stati-
den System onären Koordinatensystem
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d.h.

d
dl

Mv
- A °

0
0 0

Also ist

KW
Mu

y{t)

Mu
z(t)

Mx(t)

My(t)

Mz(t)

Mx(O)e * > ,

M2(O)e"^+M2°(l-e" ")

(cos(ut +

( - sin(a;i

Mx(0) + sin(ut +

i) Mx(0) + cos(ut

M,(O))e-

>i)My(O)),

/

/

Bewegung des M-Vektors im festen Koordinaten-
system. (Schraubenlinie)

Hierbei ist tpi die Phasenverschiebung, die durch die RF-Anregung hervor-
gerufen wurde.
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5 Signalzerlegung

Als NMR-Signal wird eine elektrische Spannung gemessen, die durch die zeit-
liche Veränderung der Gesamtmagnetisierung und der damit verbundenen
zeitlichen Veränderung des magnetischen Flusses in einer Spule induziert
wird, die die Messprobe umgibt.

Der zeitabhängige Fluss ist gegeben durch

$(i) = f < Br(r),M(f,t) > df (5.1)

wobei ficK3 das Gebiet ist, das durch die Probe eingenommen wurd und
Br(f) ein Referenzfeld ist, was orthogonal zur Leiterebene liegt, (siehe Skizze)
Nach dem Faradayschen Gesetz folgt dann für die induzierte Spannung

V(t) = -jt J <Br(f),M(f,t)>df

f [ßr>I(f) Mx(f, t) + Br{y{f) My(r, t) + Br,z(f) Mz(f, t)] df
Jn

d_
dt

Physikalische Näherung: Die zeitliche Veränderung der Mi-Komponente ist
sehr viel langsamer als die zeitlichen Veränderungen von Mx bzw. My. j-t Mz

wird daher vernachlässigt.

Betrachtet man nun V(t) für t > TRF, so gilt

Mx(t) = [Mx(f, 0) cos(u(f)t + (pi{f)) + My(f, 0) sin(w(f)t + </>i(f))] e " ^ >
My{t) = [-Mx(f, 0) sin(u(f)t + (pi(f)) + My(f) cos(tü{f)t + <pi{f))} e " 5 ^

Daher folgt

dMx(f,t) = u(r)[-Mx(r,Q)sin(w(f)t
dt

+My(r,0)

+My{f, 0) sin{cj(f)t + y>1 (f))]
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Da cj(f) ^> ^rW ist, kann der zweite Term vernachlässigt werden. Ferner sei

BTtX{f) = \Br,x,y(r)\
Br,y{r) = \Br,x>y(f)\ sin(ipr(f))

Daher ist

Br(r), M(r,t) > = \Br>x>y{r)\u(f) [-Mx sin

+My cos(ut + </?i) cos(<^r)

—Mx cos(ut + <pi) sin((pr) — My sin(ut

{f)\uj{f) [-Mx s

+My

also

V(t) = [ u(f)\Br,x,y(f)\[My(f,0) casiutft + ip^ + Mr))
Jn
-Mx(f, 0) sin(a;(f)^ + <pi(f) + yr(f))] e"^ df (5.2)

Wie (5.2) zeigt hängt das Signal von folgenden Größen wesentlich ab:

1. Mx(r, 0) bzw. My(r, 0), d.h. von der transversalen Magnetisierung zum
Zeitpunkt t = 0. (d.h. nach der Anregung)

2. cj(r), d.h. der Präzesionsfrequenz.
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Für die Signaldetektoren wird V(t) auf eine harmonische Schwingung cos(cu0t)
bzw. sin(a>0£) moduliert:

2 cos(uj0t) V(t) = [ u{f) |5r,x,„(f)| [2M,(f,0) cos(u{f)t
Jn

) + <Pr(r)) cos(co0t) - 2 M I ( f , 0 ) sin(u(f)t + ipx(

)) cos(o>o£)] e~T2<f) df

u(f) \BriXty(f)\ [My(f,0) cos(((j(f) + o;0)< + ¥>i(f) + </Jr(f
n

+ Mtf(f,0) cos((w(f)-a;o)< + ^ ( f ) + v r(f))

- Mx(f, 0) sin((w(f) - uo)t + ^ ( f ) + p r(f))

- Mx(f, 0) sin((a;(f) + w0)^ + ^i(f) + <pr(f))] e~^ df

2 sm(uot) V{t) = f uif) \Br,x,y(f)\ [-M„(f,0) sin((w(f) -
7n

+ M2/(f, 0) sin((w(f) + uo)t + yji(f) + <pr(f))

- Mx(f, 0) cos((o;(f) - iüO)t + y>!(f) + v?r(f))

+ Afr(f, 0) cos((a;(f) + uo)t + <pi{f) + (pr{f))\ e ~ ^ df

Die modulierten Signale werden mit einem Tiefpassfilter bearbeitet. Dadurch
werden die Terme mit dem (a>(f) + a>0)-Argument entfernt.

Wenn wir
S(t) = 2 Vit) icosiiüot) + isiniuot))

setzen, erhalten wir:

S(t) = f uir) \Br,xJf)\ [Mtti?,0) (cos(ö(f,<)) - isin(0(
Jn
- Mxif, 0) (sin(0(f, *)) + i cos(ö(f, t)))] e~^ df
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Zusammenfassung

Es werden die physikalischen Grundlagen der (Fourier Transform Ion Cyclotron
Resonance Mass Spectrometry) erläutert. Insbesondere wird die Zyklotron-
gleichung hergeleitet, sowie der Vorgang der Teilchenanregung und Teilchen-
detektion näher betrachtet. Schließlich werden die Begriffe Trappingpotential
und reduzierte Zyklotronfrequenz erklärt.
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In diesem Artikel wir das Konzept der unter FT ICR MS bekannten Methode
der Massenspektrometrie kurz zusammengefasst. Für Detailfragen sei auf die
umfangreiche Literatur zu diesem Thema verwiesen.

1 Das Physikalische Grundprinzip

Auf ein sich in einem Magnetfeld n = (0,0, B) mit Geschwindigkeit v =
(x, y, z) bewegendes Teilchen mit Masse m und Ladung q wirkt eine Kraft F ,
die sogenannte Lorentz-Kraft. Die Kraft wirkt senkrecht zu der durch V und
B aufgespannten Ebene. Die Richtung läßt sich durch die sogenannte Rechte-
Hand-Regel bestimmen. Die Kraft F ist gegeben durch das Vektorprodukt

(1)

Nach dem 2. Newtonschen Gesetz wirkt eine Kraft auf eine Masse beschleu-
nigend und man erhält die Differentialgleichung

m — = q^ x B \ (2)
dt

Die Lösung des dazugehörigen Systems

mx = qBy,
my = -qBx, (3)
mz = 0

ergibt bei gegebenen Anfangsbedingungen die Bahnkurve eines Kreises in der
xy-Ebene und eine gleichförmige Bewegung in 2-Richtung mit Geschwindig-
keit i(0), insgesamt also eine Schraubenlinie.
Durch Gleichsetzen von Zentripetalkraft und Lorentz-Kraft erhält man

m— = qvxyB , (4)
r

dabei ist vxy = \Jx2 + y2 und r der Radius des Kreises. Man berechnet
hieraus den Radius

^ (5,

und die Umlaufzeit
^ ,6)



278 J. Obermaier: FTICRMS

Für die-Winkelgeschwindigkeit des Teilchens folgt

(7)
m

a; nennt man auch die Zyklotronfrequenz des Teilchens. Sie hängt allein von
der Masse des Teilchens ab und nicht von dessen kinetischer Energie.
Ziel ist es ein Signal zu erzeugen, aus dem sich u bestimmen lässt. Aus der
Zyklotrongleichung (7) lässt sich die Masse m des Teilchens mit Hilfe der Zy-
klotronfrequenz bestimmen. Bei unseren modellhaften Überlegungen setzen
wir voraus, dass die Ladung q für jedes Teilchen identisch ist. Die Teilchen
werden durch zwei Kondensatorplatten in der x?/-Ebene mit z — — | und
2 = | begrenzt, die im Falle g > 0 positiv und im Falle q<0 negativ geladen
sind. Sie verhindern das Entweichen der Teilchen in z-Richtung. Siehe hierzu
Abschnitt 4: Trappingpotential und reduzierte Zyklotronfrequenz.

2 Teilchenanregung

Im Folgenden betrachten wir nur Ionen einer Teilchenart und gehen davon
aus, dass sie sich in unangeregtem Zustand als Teilchenpaket in der Nähe des
Ursprungs (0,0,0) befinden. Die durch Wärmeenergie erzeugten Radien der
Teilchen ergegeben sich zu

V2mkTe

dabei bezeichnet k die Boltzmann-Konstante und Te die Temperatur. Für
ein Teilchen mit Masse m = lOOu und Einheitsladung ergibt sich bei einem
Magnetfeld von 3 Tesla etwa ein Radius r = 0.08 mm. Die Radien sind im
nicht angeregten Zustand zu klein, um ein Signal zu erzeugen. Außerdem sind
die Phasen der Teilchen zufällig und heben sich in ihrer induktiven Wirkung
gegenseitig auf.
Den Teilchen wird Energie zugeführt, um die Bahnradien zu vergrößern. Zu-
dem sollen die Teilchen einer Art dabei in Phase gebracht werden.
Hierzu wird ein Paar Kondensatorplatten in der xz-Ebene mit y = — | und
y = | angebracht und an ihnen eine Wechselspannung

Vex(t) = Vosm(üjext) (9)

angelegt.
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Dadurch entsteht zwischen den Platten ein elektrisches Feld Eea; = (0, Ey, 0).
Es gilt

Ey(t) = Eosin(uext) (10)

und EQ = ^ k , wobei ß eine von der Architektur der Ionenfalle abhängige
Konstante ist. Die maximale Leistungsaufnahme des Teilchens geschieht im
Resonanzfall uex — w.
Nimmt man an, dass das Teilchen innerhalb eines Umlaufs weiterhin annähernd
eine Kreisbahn beschreibt (absorbierte Energie während der Zeit T «C kine-
tische Energie des Teilchens) und dass das elektrische Feld mit der Geschwin-
digkeit y des Teilchens in Phase ist, so erhält man als mittlere Leistungsauf-
nahme

= k f QEy(t)y(t)dt =
Die kinetische Energie des Teilchens ist gegeben durch Ekin = ^uP-r2. Aus
P = Ekin = mtü2rr folgt r = ^—^. Mit der Annahme r(0) = 0 erhält man
eine zeitabhängige Darstellung des Radius

die massenunabhängig ist.
Die bei Anregung uex = u geltende Bewegungsgleichung lautet

d^ _, =»• -»•
m -qV xB + qEex . (12)

dt v '
Sie besitzt eine Lösung, deren wesentlicher Anteil eine von den Anfangsbe-
dingungen unabhängige Archimedische Spirale

(x(t),y(t)) = ( - | | *s inM), - |L tcoeM)) (13)

ist. Der wachsende Radius der Spirale entspricht (11). Da die Teilchen als
Paket auf einen größeren Radius angehoben werden, entsteht Phasenkohe-
renz. In einem realen FT ICR MS Experiment wird nicht nur eine einzige
Teilchenart angeregt, sondern ein oder mehrere Frequenzbänder. Eine Vor-
gehensweise dabei ist, die für das gewünschte Frequenzspektrum notwendige
Anregungsspannung Vex durch inverse Fourier-Transformation zu ermitteln.
Dieses Verfahren nennt man SWIFT.

3 Teilchendetektion

Wir gehen nun davon aus, dass nach Anregung ./V Teilchen einer Art koherent
eine Kreisbahn mit Radius r durchlaufen, deren Mittelpunkt der Ursprung
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ist. Nun werden zwei weitere Kondensatorplatten in der yz-Ebene mit x =
— | und x = | angebracht. Die Teilchen lassen sich als rotierender Dipol
modellieren, die einen Signalstrom

^ m ( u t ) (14)

in den verbundenen Platten induzieren. Man misst nun die an einem Wider-
stand R anfallende Signalspannung Vs(t) und verstärkt diese. Der Mess- und
Verstärkungsvorgang lässt sich als eine zu R parallel geschaltete Kapazität
C betrachten. Aus der Wechselstromkreistheorie folgt

Vs{t) = ^ ^ - • l • s\n{ut + iß), (15)

mit <ß = arctan(—uCR). Geht man etwa von der Annahme aus, dass l/R <C
uC gilt, d.h. dass der Wechselstromkreis primär kapazitiv ist, so ergibt sich
als Signalspannung

^ \ (16)

Die Amplitude hängt nur von der Teilchenzahl und nicht von deren Massen
ab. Damit spiegeln die Höhenverhältnisse der Peaks im Frequenzspektrum
das Verhältnis der Teilchenhäufigkeiten wieder. Im realen Experiment werden
je Ni Teilchen verschiedener Massen ra* durch Breitbandanregung auf einen
gemeinsamen Radius r angehoben. Durch Überlagerung entsteht somit ein
Gesamtsignal

Vs(t) = ̂ Y^Ni sinfa* + <pi). (17)

Bei Sensitivitätsüberlegungen, die hier nicht angestellt werden, bezieht man
eine Rauschspannung Vn, verursacht durch einen durch Wärmeentwicklung
am Widerstand R entstandenen Rauschstrom /n , mit ein. Durch Teilchenkol-
lision kann das Gesamtsignal gedämpft werden. Wir verfolgen hier nur den
ungedämpften Fall in der Darstellung (17).
Das Signal wird nun innerhalb einer Zeitspanne Tacg abgetastet und dis-
kretisiert. Die diskreten, zeitabhängigen Daten werden durch FFT in dis-
krete, frequenzabhängige Daten transformiert. Das sich hieraus ergebende
Frequenzspektrum weist an der Stelle cjj einer angeregten Teilchenart mit
Masse rrii = qB/ui einen Peak auf. Die Abtastfrequenz des zeitabhängigen
Signals muss sich nach der höchsten Frequenz a;* richten, die man im Spek-
trum erkennen will. Dies folgt aus dem sogenannten Nyquist-Kriterium. Das
Frequenzspektrum wird als Betrag der Fourier-transformierten Daten aufge-
tragen.
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Von großer Bedeutung ist die Massentrennung. Als Auflösung Aa;50% be-
zeichnet man die Breite eines Peaks bei mittlerer Höhe. Im umgerechneten
Massenspektrum entspricht ihr eine Massenauflösung Amso%.
Die Auflösungsstärke wird definiert als UJ/AUJ5O% bzw. m/Am50%. Aus (7)
folgt

— = - — = - - (18)
dm m2 m

und somit

du dm
Daraus leitet sich

^ ß (20)Ara5o%

ab. Mit Hilfe weiterer Überlegungen bezüglich des Spektrums findet man für
das ungedämpfte Signal

7.583m2

Am50% = r (21)

bzw.
m fl 139n RT__

(22)
m _ O.U2qBTacq

Am5o% m

4 Trappingpotential und reduzierte Zyklotron-
frequenz

Dem in den Abschnitten 1 bis 3 vorgestellten Konzept folgend, gelangen
wir zu einer kubischen Architektur einer Ionenfalle, bestehend aus einem
Würfel sich jeweils gegenüberliegender Kondensatorplatten der Länge a. In
der Praxis tritt eine Vielzahl weiterer Architekturen auf, etwa ein Zylinder.
Gemeinsam haben sie, dass durch Anlegen einer Trappingspannung an den
Trappingplatten ein Potential (j> entsteht, welches die konzeptionellen Über-
legungen der Abschnitte 1 bis 3 verkompliziert. Das quadrupolare elektrosta-
tische Trappingpotential ist gegeben durch

<f>(x, y, z) = Vtrap (7 + ^(2z2 -x2- y2)) (23)

bzw. in radialer Darstellung

(24)

dabei bezeichnet a den Plattenabstand, 7 und a sind architekturabhängi-
ge Konstanten und Vtrap bezeichnet die an einer Trappingplatte angelegte
Spannung.
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Das hierdurch erzeugte elektrische Feld ist gegeben durch

4> d<t> d<f>
ld?V^ (25)

oder in radialer Darstellung

d(t> d<j)\

) ( 2 6 )

Die modifizierte Bewegungsgleichung (7) für das Teilchen lautet

m— = 9 ^ x t + q^ trap • (27)

In 2-Richtung führt das Teilchen mit der Anfangsbedingung i(0) = 0 eine
Schwingung

Z{t) = z(0) COs(utrapt) (28)

aus. Dabei ist die Trappingfrequenz gegeben durch

2qVtrapa
= y - ^ - - (29)

In radialer Darstellung ergibt sich nach dem 2. Newtonschen Gesetz folgende
auf das Teilchen wirkende Kraft

mu2
vr = qBuvr - ^f^r , (30)

dabei steht uv für die Winkelgeschwindigkeit des Teilchens. Die von r un-
abhängige quadratische Gleichung ergibt die beiden Lösungen

und
u

uj- = — — M I — I —

Man bezeichnet w+ als reduzierte Zyklotronfrequenz und a;_ als Magnetron-
frequenz. Das Teilchen bewegt sich in der xy-Ebene mit einer Winkelge-
schwindigkeit u+ auf einem Kreis, deren Mittelpunkte mit der Winkelge-
schwindigkeit a>_ wiederum auf einer Potentiallinie kreisen. Die reduzierte
Zyklotronfrequenz u+ ist die eigentlich gemessene Frequenz. Die Magnetron-
frequenz U- ist im Normalfall vergleichsweise sehr klein. Durch elementare
Berechnung erhält man

m _ B aVtrap

q u+ azLü+
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Daraus leitet sich folgende Gleichung zur Kalibrierung ab

7 = ZT + & • (34)

C\ und C2 sind Konstanten, die sich mit Hilfe zweier bekannter Massen be-
stimmen lassen. Die kritische Masse m-criticai resultiert aus der Gleichheit
u+ = UJ- = | . Mit ihr beginnt die Bewegung des Teilchens instabil zu wer-
den. Es gilt
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5 Bezeichnungen und Konstanten

x, y, z bezeichnet die Raumkoordinaten,' bzw. " die erste bzw. zweite Ablei-
tung nach der Zeit t. Die Pfeile ~* kennzeichnen vektorielle Größen.

a
a

B

ß

C
Am50%
Aa;50%

V

E trap

F

7

In
Is
k
TU, 77lj

^critical

N,Ni

(jj 1

uex

Utrap

P
(P)

Plattenabstand
architekturabhängige Konstante
(a = 2.77373 für kubische Architektur)
Magnetfeld
architekturabhängige Konstante
(ß = 0.72167 für kubische Architektur)
Kapazität
Massenauflösung
Frequenzauflösung
Amplitude des elektrischen Feldes bei Anregung

Elektrisches Feld bei Anregung
kinetische Energie

Elektrisches Feld durch Trappingspannung
y-Komponente des elektrischen Feldes bei Anregung

Kraft
Teilchenphase
architekturabhängige Konstante
(7 = 0.33333 für kubische Architektur)
Rauschstrom
Signalstrom
Boltzmann-Konstante (1.38066 • l O ^ J K " 1 )
Masse
kritische Masse
Teilchenanzahl
Zyklotronfrequenz
Reduzierte Zyklotronfrequenz
Magnetronfrequenz
Anregungsfrequenz
Trappingfrequenz
Winkelgeschwindigkeit allgemein
Leistung
mittlere Leistung

(in m)

(in Tesla)

(in Farad)
(in kg)
(in s-1)

( inN-C- 1 )
(in Joule)

(in Newton)

(in Ampere)

(in kg)

(in Watt)
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<t>
Q
r
R
T
T
•L acqTe
u

vxy

Vo

vex
vn
vs
'trapp

Trappingpotential
Teilchenladung
Radius
Widerstand
Umlaufzeit
Datenerhebungszeit
Temperatur
Atommasseneinheit
Geschwindigkeit
zy-Komponente der Geschwindigkeit
Amplitude der Spannung bei Anregung
Spannung bei Anregung
Rauschspannung
Signalspannung
Trappingspannung

(in Volt)
(in Coulombs)
(in m)
(in Ohm)
(ins)

(in Kelvin)
(1.66054 -10-27kg)

(in Volt)
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